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Pouzité symboly

N obor pfirozenych ¢isel

R obor redlnych ¢isel

R™ vektorovy prostor dimenze n nad R

M" tfida vSech realnych ¢tvercovych matic radu n
Mmxn tfida vSech realnych matic typu m x n
A vektorovy prostor

x=(21,...,7,)7 usporadané n-tice realnych ¢isel — vektor
A = (ay)} =1 realnd ¢tvercova matice fadu n

o nulovy vektor

@) nulova matice

e prvni sloupec jednotkové matice

1 jednotkova matice

A inverzni matice k matici A

xT transponovany vektor

AT transponovana matice

x| norma vektoru

Al norma matice

(x,y) skalarni souc¢in vektoru

{x7} posloupnost vektort

|A| determinant matice



Uvod

Itera¢ni metody predstavuji obsahlou kapitolu numerické matematiky. Se za-
kladnimi metodami pro feSeni systémiu linearnich rovnic, konkrétné s Jacobi-
ovou a Gauss-Seidlovou itera¢ni metodou, jsem se sezndmila pfi svém dosa-
vadnim vysokoskolském studiu. ReSeni rovnic a soustav rovnic mé okouzlilo jiz
na stiedni Skole, a toto nadSeni pretrvava dodnes. Z tohoto duvodu jsem si jako
téma své bakalaiské prace vybrala Zobecnénou metodu minimalnich rezidui.

Podstata vyuziti metody spoc¢iva v moznosti nalezeni piiblizného reseni roz-
sédhlych soustav linearnich rovnic. Timto se v roce 1986, kdy byla metoda vytvo-
fena Yousefem Saadem a Martinem H. Schultzem, rozsitily moznosti pro feSeni
soustav rovnic, které do té doby byly dosavadnimi metodami nefesitelné.

Prvni kapitola této bakalaiské prace je vénovana nadefinovani zakladnich
pojmu, predevsim z oblasti linearni algebry, bez kterych bychom se v dalsich
¢astech prace neobesli. Samotna metoda je pfedstavena v nésledujici kapitole,
kde jsou popsany jeji jednotlivé ¢asti. Kapitola je doplnéna prislusnymi napro-
gramovanymi kody a ndzornymi piiklady jejich vyuziti. Dalsi kapitola je vénovana
nékolika nejznaméjsim variacim Zobecnéné metody minimalnich rezidui. Posledni
kapitola obsahuje piiklady feSené Zobecnénou metodou minimalnich rezidui po-
moci vlastnich zdrojovych koédi vytvofenych v matematickém softwaru Matlab.
V této c¢asti prace jsou také srovnany nase kody s matlabovskou funkei Zobecnéné
metody minimélnich rezidui z hlediska vysledki a vypocetni rychlosti.

Cilem této bakalaiské préace je tedy seznamit Ctenédre se Zobecnénou meto-
dou minimalnich rezidui, jejimi variacemi a ukézat pouziti metody na piikladech

feSenych v matematickém softwaru Matlab.



1. Pripravna kapitola

Abychom se mohli zabyvat Zobecnénou metodou minimélnich rezidui
jakozto iteracni metodou pro vypocet feseni soustavy linearnich rovnic, budeme
si muset nejprve uvést nékteré zakladni pojmy, bez jejichz predchozi znalosti
bychom se neobesli. P¥i formulaci nésledujicich definic a vét budeme vychazet
z [1] a [5]. Definici semi-ortogonalni matice 1ze dohledat v [1]. Posledni definice

je prevzata z [0].

Definice 1.1. Vektory xi,...,x,, X; € R" ¢ = 1,...,n, se nazyvaji linedrné

zavislé, existuje-li alespon jedna jejich netrivialni nulova kombinace. V opacném

piipadé se vektory xi, ..., X, nazyvaji linedrné nezavislé.

Definice 1.2. Necht je ddna mnozina vektora {xi,..., X, }, x; € R", i =1,... n.
Pak linearnim obalem mnoziny {x1,...,X,} rozumime mnozinu vSech linearnich
kombinaci vektora Xy, ..., X,. Zna¢ime [X1,...,Xp,]|.

Definice 1.3. Necht prostor A je linearnim obalem mnoziny vektora {x,...,X,},
x; €R" i=1,...,n,tedy A = [xq,...,X,]. Pak fikdme, Ze mnozina {xi,...,x,}

kone¢né generuje prostor A, a prvky této mnoziny jsou generatory prostoru A.

Definice 1.4. Skalarni souéin je operace (-,-) : R" x R” — R s nasledujicimi

vlastnostmi
1. (x,x) >0 VxeR" pficemz (x,x) =0< x = o0,
2. {ex,y) = (x,cy) = c(x,y) VeceR, ¥x,y € R,
3. (x,y)={y,x) Vx,y €R",

4. (x+y,z) = (x,z) + (y,z), (X,y +2z) = (X,y) + (x,2) Vx,y,z € R".



Poznamka 1.1. V prostoru R” je skalarni soué¢in (x,y) dan néasledovné
(x,y) =x"y =211 + Tay2 + -+ + Tnln.

Definice 1.5. Vektorova norma na R™ je funkce [.|| : R* — R s nésledujicimi

vlastnostmi
1. |Ix]| >0 Vx € R", pricemz ||x|| = 0 < x = o (pozitivné definitni),
2. |lex]|| = |e]||x]] Ve e R, Vx € R™ (pozitivné homogenni),
3. Ix+yll < x|+ lyll Vx,y € R™ (trojihelnikovd nerovnost).

Poznamka 1.2. V nasledujicich kapitolach budeme uvazovat Euklidovskou normu

vektoru x danou vztahem

[z = v/ (x,%) =

ktera udava vzdéalenost bodu x od pocatku soustavy souradnic (disledek Pytha-

gorovy véty). Dale ji budeme oznacovat ||x||.

Priklad 1.1. Vypoéctéte Euklidovskou normu vektoru x = (—3,1,2)7.

Reseni:

x| = V(=32 4+ (12 + (22 = Vo +1+4 =14

Definice 1.6. Vektory x, y nazyvame ortogonélni, jestlize (x,y) = 0. Maji-li x

a y navic jednotkovou normu, jsou ortonormalni.

Definice 1.7. Regularni matice je takova matice A € M", pro kterou plati

|A| # 0. V opatném piipadé nazyvame matici A singularni.

Definice 1.8. Hodnost matice A € M"™*" je ¢islo h(A) € R, které je rovno

maximalnimu poc¢tu linearné nezavislych radku nebo sloupcti matice A.

Definice 1.9. Necht A € M". Rekneme, 7e matice A je symetricka, jestlize
AT =A.
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Definice 1.10. Rekneme, Ze symetrickd matice A € M" je pozitivné definitni,

jestlize pro kazdy vektor x € R", x # o, je x! Ax > 0.

Véta 1.1 (Sylvestrovo kritérium). Necht je ddna matice A € M" a jeji submatice

jsou tvary

Pak matice A je pozitivné definitni prave tehdy, kdyz
|Ak|>0, Vk=1,...,n.
Dikaz: viz |1, str. 168-169]. O

Definice 1.11. Necht A € M". Rekneme, Ze matice A je ortogonalni, jestlize
ATA =AAT =1

Véta 1.2. Je-li A € M" ortogondlni, pak k ni existuje inverzni matice a plati

ATl =AT

Dikaz: viz |1, str. 123]. O
Véta 1.3. Jsou-li A,B € M" ortogondlni, pak i AB je ortogondlni.

Dikaz: viz |1, str. 123]. O

Definice 1.12. Necht A € M™*". Rekneme, 7ze matice A je semi-ortogonalni,
jestlize AAT =1, 1 € M™ nebo ATA =1, I € M", pii¢emz obé& rovnosti nutné

platit nemusi.

Poznamka 1.3. Kazda ortogonalni matice A € M" je i semi-ortogonélni.

Vé&ta 1.4. Necht A € M™*" je semi-ortogondlni matice. Plati-li ATA =1, pak
1. (Ax, Ay) = (x,y) Vx,y € R",

2. |Ax| = |)x| Vx € R".

11



Plati-li AAT =1, pak
3. (ATx,ATy) = (x,y) V¥x,y €R™,
4. |ATx|| = x| ¥x €R™.

Dikaz: Vlastnost 1. pro skalarni sou¢in Ax a Ay dokazeme s vyuzitim predpo-

kladu ATA =T a poznamky 1.1 nasledovné
(Ax, Ay) = (Ax)TAy =x"ATAy =x"y = (xy).

Diikaz vlastnosti 2. pro normu Ax vychézi z vlastnosti 1. a poznamky 1.2. Zfejmé

plati
[Ax]| = v/ (Ax, Ax) = \/(x,x) = |x]|.
Diukazy vlastnosti 3. a 4. bychom provedli obdobné. O

Poznamka 1.4. Pro ortogonélni matici A € M" plati vSechny ¢tyfi vlastnosti

uvedené ve vété 1.4 pro Vx,y € R™.

Definice 1.13. Maticova norma na M" je funkce .|| : M" — R s nésledujicimi

vlastnostmi
1. JA]] >0 VA € M", pticemz |A]| =0« A = O,
2. |lcAll = |¢|||Al] VeeR, VA € M",
3. [A+B[ <Al +B| VA,BeM",
4. |AB|| < ||A|||IB]| YA,B e M".

Definice 1.14. Necht A € M" je regularni. Pak &slo k(A) = |Al/||A™Y],

k(A) > 1, nazyvame ¢islem podminénosti matice A.

Poznamka 1.5. Je-li k(A) ~ 1 je matice, p¥ip. tloha, ktera obsahuje vypocet
s matici A, dobfe podminéna. Je li k(A) > 1 je matice, p¥ip. tloha, $patné

podminéna.

12



Definice 1.15. Soustavou n linearnich rovnic o n neznamych rozumime systém

linearnich rovnic ve tvaru

a1 + A19T9 + -+ A1pTy = bl

911 + A92To + - -+ + GopTy = by (1.1)

Ap1T1 + Q2T + - -+ + AppTy = bn>

priemz realna ¢isla a;j, i, 7 € {1,2,...,n}, nazyvame koeficienty levé strany sou-
stavy rovnic, realna ¢isla b;, i € {1,2,...,n} nazyvame koeficienty pravé strany
soustavy rovnic a proménné xy, xs, ..., T, Nazyvame neznameé.

Poznamka 1.6. Soustavu (1.1) lze ekvivalentné prepsat do maticového tvaru

ail1 a2 ... Ain 1 by
a1 A22 ... A2y i) bg

= 9
Qni Qp2 -« . Qpn, T, b,

neboli zkrdcené Ax = b. Je-li matice A = (a;;)7;—; reguldrni, pak mi soustava

(1.1) jediné feseni x* = A~'b.

Véta 1.5 (Frobeniova). Soustava Ax = b mad (alespoti jedno) teSent pravé tehdy,

kdyZ h(Alb) = h(A).
Dikaz: viz |8, str. 51]. O

Definice 1.16. Matice A = (a;;), A € M™*" je horni trojthelnikové, pokud

a;; = 0 pro vSechna ¢ > j, kdei=1,...,m, j=1,...,n.

13



Poznamka 1.7. Horni trojuhelnikové matice mohou vypadat napiiklad nasle-

dovné

Q11 12 A13

0 ag as 11 A12 A13
11 Q12 A13 A14

0 O a33 ) ) 0 a922 23 s\ a1 ) -
0 a9 ags asy

0O 0 0 0 0 ass

0O 0 O

Véta 1.6. Inverzni matici k horni trojuhelnikové matici A € M" je také horni

trojuhelnikovd matice.
Dikaz: viz |1, str. 186-187]. O

Definice 1.17. Rekneme, 7e matice A = (a;;), A € M™ " je v hornim Hes-

senbergoveé tvaru, jestlize platia;; = Opro¢ > j+1,kdei=1,...,m,j=1,...,n.

14



2. Zobecnéna metoda minimalnich
rezidui

2.1. Krylovovy metody

Zobecnénd metoda minimalnich rezidui je Krylovovou itera¢ni metodou

pro TeSeni rozséhlych soustav linearnich rovnic

Ax=b (2.1)

Y

kde matice A € M" je regularni.

Krylovovy metody spadaji do itera¢nich metod, které na rozdil od metod
piimych funguji na principu nalezeni piiblizného feSeni s danou piesnosti nebo
piipadné za maximélni pocet kroku k, tzv. iteraci. Nejprve je nutné zvolit poca-
tecni aproximaci, vektor x°. Opakovanym priibéhem iteracniho algoritmu je pak
postupné konstruovana posloupnost vektortt x° — x! — x?... (zkracens {x’}),
ktera v idealnim piipadé konverguje k pfesnému feSeni x*. Zastavovacim kritériem
itera¢niho algoritmu tak miZe byt napt. ||t/ <€, 7 =b - Ax/, j =1,2,...,
kde velikost pfipustné chyby € je pfedem dana.

P1i formulaci nasledujicich definic budeme vychazet z [6] a [9].

Definice 2.1. Necht je ddna regularni matice A € M" a vektor r° € R™. Krylo-

vav prostor (nékdy také podprostor) dimenze k je linearnim obalem posloupnosti

vektort %, Ar®, A%r0 . AFTIO tj.
Kr(A, %) = [r° A% A% AR,

Znacime jej zkracené K.
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V dal3f ¢asti této prace polozime r® = b — Ax", r¥ # o, coz je tzv. reziduum
pocatecni iterace. Vektor x je zvolené pocateéni aproximace feseni x*. Pfir’ = o
by bylo x° = x* a nebylo by dale nutné feSeni soustavy hledat Zobecnénou

metodou minimélnich rezidui.

Poznamka 2.1. Horni index u matice A je mocnina matice, zatimco indexy

u vektorui r a x znadi ¢islo iterace.

Podstatou Krylovovych metod pro feSeni soustav lineadrnich rovnic je vyu-
7iti vektorti z Krylovova prostoru pii vypoctu feseni tlohy (2.1). Vektory x7,
7 =1,...,k, ziskané v jednotlivych iteracich, lezi tedy v prostoru, ktery je ge-

0

nerovany vektorem x° a vektory z prostoru K;. Postupné je tak generovana po-

sloupnost vektort {x7}, kde

x) € x° + K, (2.2)
které aproximuji fegeni x* = A~'b. Dle definice 1.2 plati néasledujici rovnost
K =% Ar®, A% . A0 = (2.3)

= {clro + AT -+ ckAk_1r0|cl, .., cp € R}

Prostor K je dle definice 1.3 generovany kone¢nou mnozinou vektoru
{r% Ar® A%r0, ... A*'r%}. Libovolny vektor x/, j = 1,...,k z (2.2) muizZeme

s vyuzitim vztahu (2.3) zapsat ekvivalentné ve tvaru
x' =x" + Kje, ceR/, (2.4)
kde matice K; je tzv. Krylovova matice.

Definice 2.2. Necht je dana reguldrni matice A € M" a vektor r® € R". Kry-
lovova matice generovanéa vektorem r° je matice K (r®, A) € M™** jejiz sloupce

tvori vektory r% Ar®, A%r0 ... A*'r% Znacime ji zkracené K.

Prostor Ky tak pfi vypoctech muzeme nahradit sou¢inem matice Ky a libo-

volného vektoru ¢ = (cy, ..., )7, c € R,
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Z definice 2.2 ovSem neni zarucena linedrni nezavislost jednotlivych sloupci
matice K. Mohlo by se tedy stat, Ze matice K; bude singularni. S takovou
matici bychom si pfi dalsich vypoctech Zobecnénou metodou miniméalnich rezidui
neporadili.

Nabizi se ortogonalizace vektori tvoricich sloupce matice K. OvSem tim, ze
by sloupce matice Ky mohly byt linedrné zavislé, nejsme jiz schopni jimi popsat
prostor K a pouhou ortogonalizaci bychom ztracené informace zpét neziskali.
Namisto toho ortonormalni bazi prostoru Ky obdrzime tzv. Arnoldiho algorit-
mem. Ortonormalni baze bude tvofena sloupcovymi vektory matice V;, € M™*F,
Prvni sloupec matice V}, polozime roven r’. Algoritmus postupné vypocte sloup-
cové vektory matice Vy tak, ze predchozi sloupcovy vektor vynasobi zleva matici
A (podle definice 2.2) a nasledné jej ortogonalizuje vaéi vSem jiz vypoctenym
sloupcovym vektoram |11, str. 298|.

Vektory x? z (2.4) tak budeme za vyuziti matice V; hledat ve tvaru
x' =x"+V,y, yeR, (2.5)

ze kterého budeme pii dalsich vypoctech vychazet.

Vyhodou Krylovovych metod oproti staciondrnim itera¢nim metodam, jako
je napft. Jacobiova ¢i Gauss-Seidlova metoda, je jednoduchost pocetnich operaci.
Pii vypoctech Krylovovymi metodami totiz dochazi bud k nasobeni matice vekto-
rem, piipadné k nasobeni fidkych matic (tj. takovych, které maji prevazné nulové
prvky) mezi sebou, a neni tak nutné nasobit velké husté matice mezi sebou.

Jejich dalsi vyhodou je zajisténa konvergence k presnému reSeni x* soustavy
Ax = b s néjakou vypocetni chybou € po nejvyse n iteracich, kde n je fad
matice A. V pfesné aritmetice algoritmus vypoctu reSeni soustavy zarucené skonci
nejvyse po n krocich nalezenim x*. Takovou metodu nazyvame metodou finitni.

Kromé Zobecnéné metody minimélnich rezidui do Krylovovych metod spadaji
mimo jiné Arnoldiho algoritmus, Lanczosova metoda ¢i Metoda konjugovanych
gradienti. V soucasné dobé jsou Krylovovy metody Siroce vyuzivany jak pii feSeni

soustav linearnich rovnic, tak pfi vypoctu vlastnich ¢isel velkych ridkych matic.
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2.2. Arnoldiho algoritmus

Arnoldiho metoda je jednou z dil¢ich Gésti algoritmu Zobecnéné metody mi-
nimélnich rezidui. PouZiva se k sestaveni matice Vy, jejiz sloupce v/ € R”,
j = 1,...,k tvorf ortonormalni bazi Krylovova podprostoru Ki(A,r?),
1 <k <n kder® =b — Ax% 1% # 0. V této ¢asti prace budeme vychazet
z poznatku z 2] a [10].

Na vstupu je dana matice A € M" a vektor b € R". Na vystupu je semi-
ortogonalni matice Vi, € M™* D a matice H, € M®*tD*k v hornim
Hessenbergové tvaru, pifpadné matice V; € M™% a H; = (hy;), H; € MUTD*I
J = 1,...,k pfi predfasném ukonceni vypoctu z divodu rovnosti h;;; = 0,
tzv. breakdown, kterému se budeme vénovat v nasledujici kapitole této prace.

Dale je mozné na vstupu algoritmu zvolit maximalni pocet iteraci k& € N,
tedy pozadovanou dimenzi prostoru K, kde 1 < k£ < n. Jedna se ovSem o ne-
povinny parametr, implicitné nastavime k£ = n. Dal$im nepovinnym parametrem

0

je poc¢atecni aproximace x° € R™. Implicitné zvolime x° = o. Teoreticky vypada

Arnoldiho algoritmus nésledovné.
Algoritmus 2.1 (Arnoldiho).
e Méjme A ab

Zvolme x° a k

Vypoéitejme r° = b — Ax’

Polozme v! = 0]

Pro j =1,...,k vypocitejme
o w = Av’
o Proi=1,...,7 polozme
o hij = (v, wl)

o witl = wi — 3

i=1 higv

18



o hjp; =Wt
o Je-li hjy1,;, =0
o Konec vypoétu (breakdown)
o Matice V; € M™ je tvorFena sloupcovymi vektory v',... vJ

¢ Matice ﬁj = (hiz), ﬁj e MU+1L)xJ

. . » 41
o Jinak polozme vitt = ¥,
i+
e Matice Vi € M™*+1) je tvofena sloupcovymi vektory v, ... vF+!

e Matice H, = (hij), H, € Mk+1)xk

N&s naprogramovany algoritmus sestaveny v prostfedi Matlab musime kviili
automatickému zaokrouhlovani upravit tak, Ze misto podminky hji;; = 0
v kédu pouzijeme hji;; < €, kde € € R je libovolné zvolené malé kladné ¢islo,
které predstavuje pripustnou chybu a urcuje tak presnost vypoctu. Implicitné
nastavime e = 1076,

V kédu dale budeme nastaveny maximalni pocet iteraci k znacit k... Sa-
motné k € N pak bude na vystupu vyjadfovat skuteéné provedeny pocet iteraci.
Na vystupu déle bude mo7né nechat si vypsat vektor po¢atecniho rezidua r’ € R
a pomocnou proménnou p € {0, 1,2}, kterou vyuzijeme pozdéji v m-souboru 2.3.
Jestlize p = 0, pak byl vypocet zastaven po dosazeni maximalniho poc¢tu iteraci,
tedy k = Kmax, kmax < m. Pro p = 1 plati, ze zadany vektor x° fesi soustavu
Ax” = b se zadanou piesnosti €, tedy x* = x°. Posledni mozna situace p = 2
nastane, pokud je vypocet ukoncen z divodu splnéni podminky h;1,; < €, coz
pro kmax > n v presné aritmetice plati vzdy. To je dano tim, Ze se jedné prave

o finitnf metodu.

Poznamka 2.2. U vSech naprogramovanych kédi budeme pfedpokladat spravné
zadani rozméru vstupnich idaju uzivatelem podle poznamek uvedenych v ivodu

jednotlivych kodu.

19



M-soubor 2.1.

function [V,H,r0,k,p] = arnoldiK(A,b,kmax,x0,e)

% A je ctvercova matice radu n

%» b je n-slozkovy sloupcovy vektor

% kmax je maximalni pocet iteraci

% x0 je n-slozkovy sloupcovy vektor, pocatecni aproximace

% e je libovolne male kladne cislo epsilon

% V je matice s ortonormalnimi sloupcovymi vektory
%» H je matice v hornim Hessenbergove tvaru

% r0 je pocatecni reziduum

% k je pocet iteraci

% p je pomocna promenna vyuzita v kodu gmresK

0;
size(A,1);

=]
I

if (nargin<3) || (isempty(kmax)) || (kmax <= 0)
kmax = n; %implicitni hodnota kmax

end

if (nargin<4) || (isempty(x0))
x0 = zeros(n,1); %implicitni vektor x0

end
if (nargin<5) || (isempty(e))

e = le-6; ’%implicitni hodnota e

end
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kmax = min(kmax,n);

<
Il

zeros(n,kmax) ;

ju s
Il

zeros (kmax+1,kmax) ;

r0 = b - (A*x0);
if (norm(r0)<e)
p=1;
k = 0;
disp(’Zadany vektor x0 resi soustavu A*x0 = b s presnosti e.’)

v =1[];

H=[];
return
end

V(:,1) = rO/norm(x0);
for j = 1:kmax
wo= AxV(:,j);
for i = 1:j
H(i,j) = V(:,1) 7%w;
w=w- H@{@,j*V(:,1);
end
H(j+1,j) = norm(w);
if (H(j+1,j)<e)

H=H(1:j+1,1:3);
V=v(,1:3);

P =2

k= 3j;

return

end
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V(:,j+1) = w/H(G+1,3);
end
k = kmax;

end

Véta 2.1. Necht A € M. Ddle necht Vi, € M) ¢ H, € MKF+H)xk
kde 1 < k < n, jsou matice ziskané algoritmem 2.1. Tedy matice Vi1 je
semi-ortogondlni a matice Hy, je v hornim Hessenbergové tvaru. Pak symbolem
Vi, € M™* oznacime matici Vi, bez posledniho sloupce a symbolem H;, € MF

matici Hy, bez posledniho vddku. Plati

AV, =V, Hy, (2.6)
VIAV, = H,. (2.7)
Pri predcasném ukoncent vypoctu z divodu rovnosti hji1; =0, j =1,...,k, kde

na vistupu algoritmu 2.1 je matice V; € M™ a matice H; € MU+DXJ | plati
T
VTAV, = H;, (2.8)

pricemz H; € MV je matice H; € MU+YXJ bez posledniho vddku. Pro k = n je

na vystupu algoritmu 2.1 matice Vi a plati pouze rovnost (2.7).

Dikaz: Vztah (2.6) vyplyva z boda 6-15 Arnoldiho algoritmu 2.1.
Proj=1,...,k plati

J J J+1
AVj = Wj = Wj—’—1 + Z hijVi = hj_,_LjVj—H + Z hijVi = Z hijVi,
i=1 i=1 i=1
kde v, i = 1,...,j + 1 znadf i-ty sloupec matice Vi1 a h;; jsou prvky matice

H;. Vynasobenim matic V? a V;;, vznikne jednotkovd matice I € MY/*U+D. To
je dano tim, Ze matice Vi1 a V; jsou semi-ortogonalni. Pro j = 1,..., % plati
tedy rovnost
VIV, H; = Hj. (2.9)
Dosazenim (2.6) do (2.9) ziskame vztahy (2.7) a (2.8).
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Pro k = n plati, Zze na vystupu algoritmu 2.1 je matice V; misto V.
V presné aritmetice se totiz jedné o finitni metodu, a vypocet tak skoné¢i z divodu

splnéni podminky Ay, = 0. Z toho vyplyva posledni tvrzeni véty. U

Poznamka 2.3. Dukaz k vété 2.1 je zde uveden z duvodu jeho prevzeti z |10,
str. 147] a nasledného rozvedeni pro hlubsi pochopeni vztahti mezi jednotlivymi

maticemi.

Priklad 2.1. Pomoci kédu 2.1 vypoététe matice V4 a Hs, je-li déano

2 0 4 -1 2 2
0 -2-30 3 4
A=|3 1 4 -33 1], b=]-1
-2 3 2 1 -1 1
3 =34 =21 -3

Resent: Ze zadani plyne, ze k = 3 < 5 = n. V kodu tak nastavime k., = 3.

Vektor x° a hodnota € v zadani nejsou stanoveny. Zadame piikazy

>> A [2,0,4,-1,2;0,-2,-3,0,3;3,1,4,-3,3;-2,3,2,1,-1;3,-3,4,-2,11;
[2;4;-1;1;-3];

>> [V,H] = arnoldiK(A,b,3)

>> b

Vysledné matice V4 (v kodu V) a Hs (v kédu H) jsou tvaru

V =

0.3592 -0.2613 -0.4518 -0.6496
0.7184 -0.5227 0.1997 0.2618
-0.1796 -0.2561 -0.7929 0.5201
0.1796 0.4189 -0.3370 -0.3246
-0.5388 -0.6461 0.1170 -0.3656

23



-0.2903 0.5731 3.1873
4.4118 3.2395  3.0330
0 5.7932 4.0739
0 0 3.1034

Snadno lze také ovérit, ze sloupce matice V4 jsou dle definice 1.6 ortonormélni:

> 1 = V%V,
I =

1.0000e+00  3.6461e-17 -4.6546e-18 -1.5394e-16
3.6461e-17 1.0000e+00 -5.4030e-17 -1.1068e-16
-4.6546e-18 -5.4030e-17 1.0000e+00  3.4284e-17
-1.5394e-16 -1.1068e-16  3.4284e-17 1.0000e+00

Béhem vypoctu pomoci kodu vznikaji zaokrouhlovaci chyby. Uvazujeme-li maxi-
malni piipustnou chybu e > 1075, pak miZeme fict, Ze matice I je jednotkova.

Tim jsme ovérili, Ze jsou sloupce matice V4 ortonormélni.

Poznamka 2.4. V dalf ¢asti této prace budeme maticemi Hy, Hy, Vi1 a Vi

(ptip. maticemi H;, H; a V;) rozumét matice uvedené ve vété 2.1.

Veéta 2.2. Oznacme symbolem j* index 7, 1 < j < k < n, takovy, pro ktery
Arnldiho algoritmus 2.1 skon¢i z divodu rovnosti hjy1; = 0. Pak matice H;,

7 < j* je reguldrni a hodnost matice ﬁj je rovna j.

Dikaz: viz |2, str. 670-671]. O

Pripadu ukonceni Arnoldiho algoritmu 2.1 z divodu rovnosti h;41; = 0, kde
1 < j <k, se budeme blize vénovat v néasledujici kapitole v kontextu se samotnou

Zobecnénou metodou minimalnich rezidui.
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2.3. Princip GMRES

V této kapitole se budeme opirat o poznatky z literatury [2].

Zobecnéna metoda minimalnich rezidui (zkracené GMRES, z anglického ge-
neralized minimal residual method), jak jiz nazev napovida, minimalizuje v j-té
iteraci normu rezidua soustavy (2.1). Postupné generujeme posloupnost vektori

x7}, které aproximuji hledané feseni x* = A~'b a spliiuji vlastnosti
) P

XjEXO+}Cj,
] = [b—Ax’| = min [[b—Ax|, j=1,....k (2.10)
XGXO-F/C]‘

Vektor x? tedy leZi v prostoru generovaném vektorem pocateéni aproximace
x’ a vektory z Krylovova podprostoru K; fadu j.

Z definice 2.1 vyplyva vlastnost Krylovovych prostorii
KiCKyC---CKC--CK,, (2.11)

ze které plyne, ze norma ||r/|| dané vztahem (2.10) je pro j = 1,.. .,k nerostouct.

Jak jiz bylo rozebrano v predchozich kapitoléch, je zadouci pti vypoctech pra-
covat s matici Vy, jejiz sloupce tvofi ortonorméalni bazi prostoru IC;. Do algoritmu
GMRES tedy zakomponujeme Arnoldiho algoritmus 2.1 a namisto reSeni tulohy

(2.10) hledame pro j = k vektor
x" =x"+V,y, yeRF, (2.12)

takovy, aby
||rk|| =min|b — A(x0 + Viy)|l (2.13)
y

Vyuzitim vztahu (2.6) a rovnosti v = ﬁ upravime vyraz z tlohy (2.13)
b — A"+ Viy)ll = [r° — AVyy| = [[[°v" = Vi Hyyll. (2.14)

Snadno lze dokazat, ze je matice V., dle definice 1.12 semi-ortogonalni.

Vime, ze jednotlivé sloupce matice Vi,; jsou ortonormalni a plati tak
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Vi Vi =1 1€ ML Lze tedy vyuzit 2. bodu véty 1.4 o vlastnostech semi-

ortogonalnich matic k tpravé vyrazu (2.14) do tvaru

[ Vieraz|| = =],
kde z = ||r°||e — H,y, e € R, Vyslednou tlohou je minimalizace normy
vektoru
[[x]] hiy hig oo ha
hn
0 hgl hgg N hgk
Y2
0 - 0 hgg Ce hgk
Yk
0 0 ... 0 hgyig
nalezenim vhodného vektoru y, tedy
win | [1°]e — Fyy | (2.15)

Na tomto misté je vhodné se zminit o situaci, kdy je Arnoldiho algoritmus 2.1
v ramci FeSeni soustavy linearnich rovnic Zobecnénou metodou minimalnich re-

zidui ukoncen pfi rovnosti hjy 1 ; = 0, 1 < j < k. Plati naslednujici véta.

Véta 2.3 (Breakdown). Arnoldiho algoritmus 2.1 je pfi FeSeni soustavy line-
drnich rovnic Ax = b ukoncen v j-té€ iteraci z divodu rovnosti hji,; = 0,
1 < 73 < k < n, pravé tehdy, je-li nalezeno presné feSeni této soustavy
x4+ Vy=xI =x"= A 'b.

Dikaz: viz |2, str. 671-672] a 10, str. 164]. O

Je-li algoritmus 2.1 wukonfen z dtvodu rovnosti hjy1; 0= 0,
1 < j <k < n, bude na jeho vystupu matice V; € M™% a H; € MU+
v hornim Hessenbergové tvaru, jejiz posledni rddek bude z diavodu hji1; = 0
nulovy. Ma tedy smysl uvazovat misto ﬁj matici H;.

Uloha, kterou budeme v tomto piipadé fesit, bude mit po obdobné tpraveé,

jako byla uprava tulohy (2.13) v pfedchozi ¢asti do tvaru (2.15), podobu
min e ~ ]|
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kde e € R/. Matice H; € MV je na zékladg véty 2.2 regulérni. Dle definice 1.15 tak
feSfme soustavu j linedarnich rovnic o j neznamych, kterdA méa podobu

H;y = ||r°||e. Jeji feSent je dle poznamky 1.6 ve tvaru
y = [t Hj e.
Resenfm soustavy (2.1) je v tomto pifipadé podle véty 2.3 vektor

x*=x/ =x° +Vy.

2.4. Uloha nejmensich ¢tverci

Diléi ¢asti GMRES je 1 tuloha (2.15). Hodnost rozsifené matice
(Hi||[r°|le) € MF! je vétsi nez hodnost matice Hy € M*EFD>F ktera je

dle véty 2.2 rovna k, tj.
h(Hy |||t e) = k +1 > k = h(H,).

Dle Frobeniovy véty 1.5 tak soustava Hyy = ||r°||e nema feseni. Ulohu (2.15)

feSime tedy jako tlohu nejmensich ¢tvercu.

Definice 2.3. Bud A = (a;;), A € M™" kde m > n,ab = (by,...,bn)7,
b € R™. Necht dale plati h(A) # h(A|b). Pak soustava Ax = b nema feSeni.
Aproximaci feSeni ziskdme tzv. metodou nejmensich ¢tvercu, pii které feSime

ulohu

m n

min |Ax — b|| =min | > (O ayz; — b)* (2.16)
* * i=1 j=1
Takovou tlohu nazyvame tlohou nejmensich ¢tverci.
Véta 2.4. Resent ilohy (2.16) existuje a je rovno Fesend soustavy AT Ax = ATb.

Dikaz: viz |1, str. 121-122]. O

Disledek 2.1. Méime A € M™*" a b € R™ urcené v definici 2.3. Pak priblizné
Fesent soustavy Ax = b metodou nejmensich ctverci je x* = (ATA)"'ATb, a je

jednoznacné.
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Z dusledku 2.1 vyplyva, ze tloha (2.15) ma jediné feSeni ve tvaru
S i —
y = (HHy) " H [[r]fe. (2.17)

Vypoéet fegeni pomoci vzorce (2.17) je vzhledem k tvaru matice Hy velmi
naroény co do vypocetnich operaci. Nabizi se rozklad matice H) pomoci QR

rozkladu, pri¢emz vyuzijeme horniho Hessenbergova tvaru matice Hy,.

Véta 2.5 (QR rozklad). Pro kazdou matici A € M™*™ existugi ortogondlni ma-
tice Q € M™ a hornt trojuhelnikovd matice R € M™*", R = (r;;) > 0, takove,
Ze A = QR.

Dikaz: viz |1, str. 185]. O

Obecné tedy budeme chtit matici H, € M®*+D*k v hornim Hessenbergové
tvaru rozloZit na soucin ortogonalni matice Q € M**! a horni trojuhelnikové
matice R € Mtk jeifz posledni Fadek je dle definice 1.16 nulovy. Je ziejmé,
7e budeme pievadét matici Hy, na matici R vynulovanim & prvki nachazejicich

se pod hlavni diagonalou H;. K tomu vyuZijeme tzv. Givensovy matice.

Definice 2.4. Givensova matice rovinné rotace je ortogonalni matice

Gij = (9)ij=1 tvaru

O--- cos@ ---sinf ---0

O--- —sinf ---cos@ --- 0

ktera se od jednotkové matice I € M lisi v nejvyse ¢tyfech prvcich

gi = gj; =cos a g =—g;=-sin6, i#j, 0€ (—mm).
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Poznamka 2.5. V dalsi c¢asti této prace budeme uvazovat Givensovy matice

Gj 11 € MFFL Zkracené je budeme znacit G;.

Postupnym nasobenim matice H; maticemi G;, j = 1,...,k zleva se dopo-
¢itame na matici v hornim trojihelnikovém tvaru, kterou si i¢elné oznac¢ime R.

Méjme nejprve matici Hy, 1 < k < n, tvaru

hai g ... hag

h'21 h'22 cee h'2k

ﬁk = 0 hgg e hgk
0O ... 0 hk+1,k

Nagim tkolem je vynulovat prvky na pozicich pod hlavni diagonalou,

tj. ho1, hsa, ..., hgt1 . VSimnéme si, Ze k tomu budeme potfebovat piesné k
matic Gj, j = 1,..., k, které¢ budou tvaru
1 0 0 0
0 ... hjj hitig e 0
G, = VI, VT fadky j a j+ 1.
! 0 . ity hij 0
V5, VAR
0o - 0 0 e 1

sloupce j a j+1
Pri dalsich vypoctech nebude nutné piimo vy¢islit ihel 6. Postaci, aby platila
rovnost sin®# + cos? f = 1, tedy

2 2
hjs1, hij _ 1

- Y + - Jd ,
2 2 2 2
VCTRECTEN VTR

coz je zifejmé splnéno.

(2.18)
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Poznamka 2.6. V dal3i ¢asti prace budeme hornimi indexy v zavorce u vek-
tori, prip. matic, znacit iteraci, ve které se vektor, pfip. matice, v daném tvaru

vyskytuji.

L . .= . . . ==(2) L
Vynasobenim matice Hy, zleva matici G; vznikne matice H, *, ktera se od ma-
tice Hy, lisi v prvnich dvou fadcich. Nasledujici Givensovu matici G je tedy nutné

.2 vl 2 vy
vypocitat pomoci prvki nové vzniklé matice H,(g ), Obecné tedy pocitame dalsi

Givensovy matice G;y1, ¢ = 1,...,k — 1 pomoci prvka matic ﬁ,(fﬂ), které maji
jiz. vynulovanych celkem i prvki pod hlavni diagonalou oproti matici Hy,.

Plati tedy vztah

— —(k+1 —
GGy - G H, =H W =R, (2.19)
kde R € M*+D*F je jiz difve zminéna matice v hornim trojthelnikovém tvaru.
Dale vime, Ze jsou matice G; ortogonélni. S vyuZzitim vét 1.2 a 1.3 ziskdme

ze vztahu (2.19) QR rozklad matice Hj,
H.=Q 'R=Q'R, (2.20)

kde Q = G,Gy_1--- G, Q € MF! a R € ME+H)xk,

QR rozklad matice Hy, je tedy sou¢in matic Q7 a R, pfi¢em? toto oznaceni
ponechame, a to pravé kvili zptusobu vypoc¢tu téchto matic. Tak bude teoreticky
zapis shodny s vypoétem v nasem kodu pro ziskani QR rozkladu matice Hj,
pomoci Givensovych matic rovinné rotace.

Na vstupu kodu 2.2 tedy zadame matici Hy, € M*+tDxE 5 pifpadné i ne-
povinny parametr € € R, tedy pripustnou chybu vypoctu, kterd je implicitné
nastavena na € = 1079, Na vystupu budou matice Q a R, pficemz nadale plati,

7e ﬁk = QTE
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M-soubor 2.2.

function [Q,R] = givensK(H,e)

%» H je matice v hornim Hessenbergove tvaru

% e je libovolne male kladne cislo epsilon

% Q je ortogonalni matice
%» R je horni trojuhelnikova matice

% Q> a R tvori QR rozklad matice H, tzn. H = Q’*R

k = length(H(1,:));
Q = eye(k+1);
HO = H;

if (nargin<2) || (isempty(e))

e = le-6; ’%implicitni hodnota e

end
for j = 1:k
G = eye(k+1l);

G(j,j) = HO(j,j)/sqrt(HO(j,j ) ~2+HO(j+1,3)~2);
G(j+1,j+1) = G(,3);

G(j,j+1) = HO(j+1,3)/sqrt(HO(j,j)~2+HO(j+1,j)"2);
G(j+1,7) = -G(,j+1);
Q = GxQ;
HO = Gx*HO;
end
R = QxH;

R(abs(R)<e) = 0;

end
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Priklad 2.2. Pomoci kédu 2.2 vypoététe QR rozklad matice Hs z piikladu 2.1.
Regeni: Mé&jme matici Hy (v kodu H) z pitkladu 2.1.

>> H

H =

-0.2903 0.5731 3.1873
4.4118 3.2395  3.0330
0 5.7932 4.0739
0 0 3.1034

Jeji QR rozklad ziskdme zadéanim prikazu

>> [Q,R] = givensK(H)
Q =

-0.0657  0.9978 0 0
0.1339 0.0088 0.9910 0
0.6627 0.0436 -0.0899  0.7422

-0.7339 -0.0483 0.0996 0.6702

4.4214 3.1949 2.8172
0 5.8461  4.4907
0 0 4.1813
0 0 0

Na prvni pohled je vidét, Zze matice R (v kodu R) je matici v hornim trojihelni-
kovém tvaru, jejiz posledni fadek je nulovy. Matice Q” (v kodu Q) a R tvori QR

rozklad matice Hs, coZz miZeme ovérit zadanim piikazu
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>> QR = Q’*R
QR =

-0.2903 0.5731 3.1873
4.4118 3.2395  3.0330
0 5.7932 4.0739

0 0 3.1034

Normu z tulohy minimalnich ¢étverca (2.15) lze tedy nyni vyuZitim

rovnosti (2.20) a poznamky 1.4 upravit nasledovné
lllx’lle — Hyyll = [lllr’]le = Q"Ry|l = [[[+°[le - Q~'Ry|| =

= [Qlr’lle - QQ'Ry| = |lg — Ryll.

kde g = Q||r’|le, e, g € R**. Ulohu nejmensich ¢tverci (2.15) lze tedy piepsat
do tvaru

min g — Ryl (2.21)

Vé&ta 2.6. Necht jsou ddny matice Q1 € MFt! ¢ R € METDXE Lteré tvord
QR rozklad matice Hy, a vektor g = Q||1°||e, § € R¥*1. Ddle necht R € MF* je re-
quldrni matice ziskand odstranénim posledniho vddku matice R, ktery je nulovy, a
g € R* je vektor ziskany odstanénim posledni slozky g, 41 vektoru g. Pak Tesenim
tlohy (2.21) je vektor

y=R'g (2.22)

a pro reziduum puvodni ulohy (2.10) plati

¥ = I[b — Ax"|| = [gy. 1, . (2.23)
Dikaz: viz |10, str. 162]. O
Hledané piiblizné feseni soustavy Ax = b ziskané Zobecnénou metodou

minimalnich rezidui dopocteme dosazenim nalezeného vektoru y z (2.22)

do vztahu (2.12).
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Na tomto misté jiz méame popsané vSechny ¢asti Zobecnéné metody mini-
mélnich rezidui. V nasledujici kapitole téchto znalosti vyuzijeme pii konstrukei

uceleného algoritmu.

2.5. Algoritmus GMRES

Ke konstrukei algoritmu Zobecnéné metody minimélnich rezidui pro reSeni
rozsahlych soustav linearnich rovnic vyuzijeme poznatki ze vSech pfedchozich ka-
pitol. Vychozim algoritmem je Arnoldiho algoritmus 2.1, ktery rozsifime o tlohu
nejmensich ¢étvercti zahrnujici i QR rozklad matice Hy, které je na vystupu algo-
ritmu 2.1, pomoci Givensovych matic.

Na vstupu algoritmu GMRES je dana matice A € M" a vektor b € R".
Na vystupu je vektor x/ € R* 1 < j < k < n, ktery je aproximaci FeSeni
soustavy Ax = b, tedy x/ ~ x* = A™'b.

Déle na vstupu muZeme zvolit maximalni pocet iteraci k € N, 1 < k < n,

pficemz implicitné je k = n, a pocateéni aproximaci x° € R”, ktera je impli-

0

citné nastavena na x° = o. Na vystupu by nas mohla zajimat i norma rezidua

k

v k-té iteraci r* = ||v¥||, 7¥ € R a relativni norma rezidua r*,;

€ R, kterou volime

ko ok
rel —

ve tvaru r Dk

Algoritmus 2.2 (GMRES).
e Méjme A ab

Zvolme x° a k

Vypoéitejme r® = b — Ax°

Polozme v! = 0]

Pro j =1,...,k vypocitejme
o wl = Av’
o Proi=1,...,7 polozme
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o witl=wi -3 :

iz1 MgV

o hjy; = [[wH
o Je-li hj_|_17]' =0

o Konec vypoctu (breakdown)

o Matice V; € M™ je tvofena sloupcovymi vektory v', ... vJ

o Matice H]’ = (hz‘j), Hj e MV

o Vypocitejme y = |[r°||H;'e

o Vypocitejme x* = x° + V,y
wi

o Jinak polozme v/*t! = —¥—.
415

e Polozme ﬁi(:) =Hj, = (i), —ﬁl(cl) € Mk+1)xk

e Proj=1,...,k polozme

=1

. hl)
o Vypocitejme gj; = Gj4+1,j+1 = e
" Vg2, )2

)
hj+1vj

D2y (h0)
(h55)2+(hj%s 5)?

o Vypocitejme g; 41 = —gj41, = \/

o Polozme ﬁf“) = Gjﬁg)

Vypocitejme Q = Gy 11Gy - - - Gy

Matice V), € M™ ¥ je tvofena sloupcovymi vektory v!, ... v¥

Vypoéitejme R = QHj, = (r;;) € Mk+D >k

Matice R € M* vznikne odstranénim posledniho fadku R

Vypocitejme g = Q||r0||e = (91,92,--- agk-f-l)T

35

Vektor g = (g1, 2, .- -, gr)T vznikne z g odstranénim posledni slozky gy 1



e Vypoditejme y = R7'g
e Vypoditejme x* = x* + V,.y

e Polozme r* = |gp. 1|

k rk

e Polozme 7y, o]

Nas kod algoritmu GMRES vytvoreny v prostiedi Matlab taktéz vychazi
z k6du Arnoldiho algoritmu a algoritmu QR rozkladu pomoci Givensovych matic.
Do algoritmu GMRES tedy zakomponujeme oba jmenované algoritmy 2.1 a 2.2.
Navic je nutné na zacatku otestovat regularitu matice A, ktera je hlavnim pted-
pokladem pro vyuziti metody GMRES.

Na vstupu je mozné kromé vysSe zminénych vstupu zvolit navic velikost pii-
pustné chyby € € R, kterd urcuje presnost vypoctu algoritmu. V algoritmu nahra-
zuje € kvili automatickému zaokrouhlovani nulu. Implicitné je e = 107%. Na vy-

stupu je mozné nechat si navic vypsat pocet skutecné provedenych iteraci k € N.

M-soubor 2.3.

function [x,k,r,rrel] = gmresK(A,b,kmax,x0,e)

% A je regularni ctvercova matice radu n

% b je n-slozkovy sloupcovy vektor

% kmax je maximalni pocet iteraci

% x0 je n-slozkovy sloupcovy vektor, pocatecni aproximace

% e je libovolne male kladne cislo epsilon

% x je odhad reseni soustavy Ax = b
% k je pocet iteraci
% r je norma rezidua

% rrel je relativni norma rezidua

= size(A,1);

[=}
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if (det(A) == 0)
error(’Matice A neni regularni!’)

end

if (nargin<3) || (isempty(kmax)) || (kmax <= 0)
kmax = n; %implicitni hodnota kmax

end
if (nargin<4) || (isempty(x0))
x0 = zeros(n,1); %implicitni vektor x0
end
if (nargin<5) || (isempty(e))
e = le-6; ’%implicitni hodnota e
end
kmax = min(kmax,n);

[V,H,r0,k,p] = arnoldiK(A,b,kmax,x0,e);

if (p == 1)

x = x0;

r = norm(r0);
rrel = r/norm(b);
return

end

if (p == 2)
H = H(1:k,1:k);
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y = norm(r0)*inv(H)*eye(k,1);
x = x0 + Vxy;
r = norm(b - A*x);

rrel = r/norm(b);
return

end

[Q,R] = givensK(H,e);

= R(1:kmax,:);

= V(:,1:kmax);
Q*norm(r0)*eye (kmax+1,1) ;
= inv(R)*g(1:kmax) ;

W< B < ™
I

= x0 + Vxy;
r = abs(g(kmax+1));
rrel = r/norm(b);

end

2.6. Konvergence GMRES

V této ¢asti prace budeme ¢erpat z poznatku z [2], [3] a [10].

Jak jiz bylo zminéno v predchozich kapitolach, vyhodou Zobecnéné metody
minimélnich rezidui pro FeSeni rozsahlych soustav linearnich rovnic tvaru (2.1) je
zajisténa konvergence k presnému Feeni soustavy x* = A~"'b po nejvyse n ite-
racich, kde n je ddno faddem matice A. Konvergence metody GMRES vyplyva
predeviim z tvrzeni, Ze norma rezidua v j-té iteraci ||r’| definovani vztahem
(2.10) je pro j = 1,...,k na zakladé vlastnosti (2.11) nerostouci. Tuto vlastnost
bychom mohli vypozorovat i sledovanim |g;+1], j = 1,...,k, které je v kazdé
iteraci rovno normé rezidua [|r/|], viz (2.23). Protoze pomoci GMRES obvykle fe-
Sime soustavy, kde n > 1, je ovSem zadouci, aby metoda zkonvergovala po méné

nez n iteracich.
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Rychlost konvergence Krylovovych metod, tedy i GMRES, je zavisla na ¢islu
podminénosti matice A ze soustavy (2.1). Cim mensf tedy bude ¢islo podminé-
nosti matice vystupujici v feSené soustaveé, tim bude metoda konvergovat rychleji.
Cislo podminénosti lze snizit napt. pomoci tzv. levého prfedpodminéni, které fun-

guje na principu transformace ptuvodni soustavy Ax = b na soustavu tvaru
M 'Ax =M 'b,

kde matice M € M" je regularni symetricka pozitivné definitni matice, ktera
aproximuje matici A. Dale pozadujeme, aby ¢&slo podminénosti matice M™'A
bylo mensi nez ¢islo podminénosti matice A, a aby byla soustava Mx = b snadno
feSitelna.

Puvodni ulohu (2.10) pfevedeme zakomponovanim predpodminovaci matice M

do tvaru
x e x4+ K;, K;(A,z°) =[z°,Az°, A2°, ... AT7120),
127] = IM~' (b — Ax/)|| = [M™'b - M™'AX’|| =

= min |[M'b-M1'Ax|, j=1,... .,k

XGXO-HC]‘

V algoritmu 2.3 se pouziti pfedpodminovaci matice projevi ihned v tvodu.

Dale je patrné, Ze algoritmus 2.3 pracuje s normou ||z°|, ktera nahradf normu |||

pouzitou v algoritmu 2.2. Vysledny algoritmus vypadé néasledovné.
Algoritmus 2.3 (GMRES s levym predpodminénim).
e Méjme A ab

Zvolme x°, k a M

Vypoéitejme z° = M~ (b — Ax")

Polozme v! = Ta0]

Pro j =1,...,k vypocitejme
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o w/ = M AV’

(e]

Proi=1,...,7 polozme

o hy = (v, w’)

o

Wit =wl =370 hiv!

o

hjri; = [[wH|

(e]

Je-li hjy1; =0
o Konec vypoctu (breakdown)
o Matice V; € M™* je tvorena sloupcovymi vektory v',... v/
o Matice H; = (h;;), H; € MV
o Vypotitejme y = ||z°||H; 'e
o Vypocitejme x* = x° + V,y

- . ; i
o Jinak polozme v/t = ¥
hjt1,;

M _ w7

e Polozme H,' = Hy, = (hyj), ﬁg) € MI(k+1)xk

e Proj=1,...,k polozme

o Gj - I
o XE)
o Vypocitejme g;; = gji1,j+1 = \/(hm)gf(hu) )2
33 J+1.5
o My
o Vypocitejme ¢; j11 = —gjt1,j = \/(h<f))2+(h(j) )2
i G+1,5
o Polozme ﬁ,(cjﬂ) = Gjﬁl(:)

Vypocitejme Q = Gy 1Gy -+ - Gy
Matice V;, € M™** je tvofena sloupcovymi vektory v', ... v*
Vypocitejme R = QHy, = (r;;) € M+ >k

Matice R € M* vznikne odstranénim posledniho fadku R

40



Vypotitejme g = Ql|z°[je = (91,92, - -, grs1)”

Vektor g = (g1, 92, - --,gx)! vznikne z g odstranénim posledni slozky g1

Vypocitejme y = R_lg

Vypoéitejme x¥ = x° + V,y

Polozme r* = | gy 1]

k
Polozme rk, = =
rel [Ib]|

Pravé piedpodminéni vychézi z upravy pivodni soustavy (2.1) do tvaru
AM 'u = b,

kde
u = Mx.

Oproti algoritmu 2.2 se algoritmus GMRES s pravym pfedpodminénim lisi
jen v nékterych bodech, zejména v vodu a zavéru. Postaci zde tedy uvést pouze

tyto ¢asti algoritmu.
Algoritmus 2.4 (GMRES s pravym predpodminénim).
e Méjme A ab

Zvolme x°, k a M

Vypocitejme r” = b — Ax’

. 0
Polozme v! = T

Pro j =1,...,k vypocitejme
o w/ = AM v/

o Proi=1,...,7 polozme
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e Vypoditejme y = R7'g
e Vypoditejme x* = x"+ M~'V,y
e Polozme r* = |gp, 1|

o k
e Polozme rfel = h

Vsimnéme si, Ze v algoritmu 2.4 navic neni nutné explicitné vy¢islit zminovany
vektor u € R".
ning), kterému se ovéem v této praci z divodu rozsahu dale vénovat nebudeme.

P1i vyuziti metody GMRES je také nutné si uvédomit, ze v ramci Arnoldiho
algoritmu dochézi k ortogonalizaci vektoru Av?, j = 1,...,k, vid viem jiz vy-
poctenym vektorim v/, diky éemuZ obdrzime vektor v/ 1. Vypocetni slozZitost tak
roste umérné ke zvolenému poctu iteraci k. Pro n > 0 budeme pozadovat, aby
taktéz 0 < k < n, coz vypocet zfejmé velmi zpomali. Regenfm pro tento problém
je tzv. restartovand metoda GMRES, ktera bude blize rozebrana v nésledujici

kapitole.
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3. Variace GMRES

Nésledujici podkapitoly se opiraji o [3], [6], [7] a [10].

3.1. Restarted GMRES

Restartovana metoda GMRES (z anglického restarted generalized minimal re-
sidual method) je variaci klasické Zobecnéné metody minimalnich rezidui, ktera
se, jak jiz nazev napovida, restartuje vzdy po N < n iteracich, kde n je fad
matice A. Pii dalsim prubéhu algoritmu 2.2 je na vstupu za pocéateéni aproxi-
maci nastaven vektor, ktery jsme ziskali na vystupu pfedchoziho pribéhu, tedy
x? = xV. Vypocet je opét zastaven pii dosaZeni maximélniho poctu iteraci k
(v kodu oznaceno k), piipadné pii nalezeni presného feseni x* = A~'b sou-
stavy Ax = b (breakdown).

Nasledujici kod je nami naprogramovanym kédem algoritmu restartované me-
tody GMRES s moznosti pfedpodminéni matici M popsaném v algoritmu 2.3.
Tento kod funguje, az na drobné odchylky, stejné, jako vestavény kod gmres soft-
waru Matlab. Od kodu 2.3 se lisi na vstupu, kde je mozné zadat parametry M a
N, pricemz M € M" je jiz zminéné predpodminovaci matice a N € N, N < n, je
pocet provedenych iteraci pred restartem algoritmu. Na vystupu je mozné nechat

si oproti kodu 2.3 vypsat provedeny pocet restartu, ktery je oznacen res.

M-soubor 3.1.

function [x,k,r,rrel,res] = gmres2K(A,b,kmax,x0,e,M,N)

% A je regularni ctvercova matice radu n
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% b je n-slozkovy sloupcovy vektor

% kmax je maximalni pocet iteraci

% x0 je n-slozkovy sloupcovy vektor, pocatecni aproximace
% e je libovolne male kladne cislo epsilon

% M je regularni predpodminovaci matice radu n

%» N je pocet iteraci provedenych pred restartem algoritmu

%» x je odhad reseni soustavy Ax = b
% k je pocet iteraci

% r je norma rezidua

% rrel je relativni norma rezidua

% res je pocet restartu

= size(A,1);

[=}

if (det(A) == 0)
error(’Matice A neni regularni!’)

end

if (nargin<3) || (isempty(kmax)) || (kmax <= 0)
kmax = n; %implicitni hodnota kmax

end

if (nargin<4) || (isempty(x0))
x0 = zeros(n,1); %implicitni vektor x0

end

if (nargin<5) || (isempty(e))
e = le-6; ’%implicitni hodnota e

end
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if (nargin<é) || (isempty(M))
M = eye(n); %implicitni matice M

end

if (nargin<7) || (isempty(N)) || (N <= 0) || (N > kmax)
N = kmax; %implicitni hodnota N

end

if (det(M) == 0)
error(’Matice M neni regularnil!’)

end

s1 = floor(kmax/N) ;
n = kmax - s1xN;

rrelvek(1l) = 0;

for s = 1:s1

[V,H,r0,z0,k,p,j] = arnoldi2K(A,b,N,x0,e,M,s);

if (p == 1)
x = x0;
r = norm(r0);
rrel = r/norm(b);
res = s - 1;
disp(’Algoritmus zkonvergoval k presnemu reseni!’)
return

end

if (p == 2)
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H=H{1:j,1:7);

y = norm(z0)*inv(H)*eye(j,1);
x = x0 + Vxy;

r = norm(b - Ax*xx);

rrel = r/norm(b);

res = s - 1;

disp(’Algoritmus zkonvergoval k presnemu reseni!’)
return

end

[Q,R] = givensK(H,e);

R(1:N,:);
V(:,1:N);

Q*norm(z0) *eye (N+1,1) ;
inv(R)*g(1:N);

W< B < ™
I

x0 + Vxy;
abs(g(N+1));

r

rrel = r/norm(b);

res = s - 1;

if (rrel < e)
disp(’Algoritmus zkonvergoval k presnemu reseni!’)
return

end

rrelvek(s+1l)=rrel;

if (abs(rrelvek(s) - rrelvek(s+1)) < e)
disp(’Algoritmus stagnuje!’)
return

end

x0 = x;
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end

if (n>0)
[V,H,r0,z0,k,p,j] = arnoldi2K(A,b,n,x0,e,M);

if (p == 1)
k = Nxsi;
x = x0;
r = norm(r0);
rrel = r/norm(b);
res = si;
disp(’Algoritmus zkonvergoval k presnemu reseni!’)
return

end

if (p == 2)
H=H{1:j,1:7);
y = norm(z0)*inv(H)*eye(j,1);
x = x0 + Vxy;
r = norm(b - Ax*xx);
rrel = r/norm(b);
k = Nxs1 + j
res = si;
disp(’Algoritmus zkonvergoval k presnemu reseni!’)
return

end
Q = eye(kmax+1);

[Q,R] = givensK(H,e);
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R(1:n,:);
V(:,1:n);

Q*norm(z0) *eye(n+1,1);

inv(R)*g(1:n);

< B < X
I

x0 + Vxy;
abs(g(n+1));

r
rrel = r/norm(b);
res = si;
k = kmax;
disp(’Dosazen maximalni pocet iteraci!’)
else
disp(’Dosazen maximalni pocet iteraci!’)
end
return

end

Z kodu je zfejmé, ze pro zakomponovani pfedpodminovaci matice M bylo
nutné zménit i kod Arnoldiho algoritmu 2.1. Lisi se jednak pfimo na vstupu, kde
pribyly parametry M a s, kde M je pfedpodminovaci matice a s je pomocné
proménné ziskana z koédu 3.1 pro vypocet poctu provedenych iteraci. Dale na-
staly zmény i na vystupu, kde se nové objevil vektor poc¢atecniho rezidua pii vy-
0

uziti predpodminéni z° € R™ a pomocna proménna j, kterou opét vyuzijeme

v kodu 3.1. Novy koéd Arnoldiho algoritmu vypadé nasledovné.

M-soubor 3.2.

function [V,H,r0,z0,k,p,j] = arnoldi2K(A,b,kmax,x0,e,M,s)

% A je ctvercova matice radu n
% b je n-slozkovy sloupcovy vektor

% kmax je maximalni pocet iteraci

48



% x0 je n-slozkovy sloupcovy vektor, pocatecni aproximace
% e je libovolne male kladne cislo epsilon
% M je regularni predpodminovaci matice radu n

% s je pomocna promenna vyuzita v kodu gmres2K

% V je matice s ortonormalnimi sloupcovymi vektory

%» H je matice v hornim Hessenbergove tvaru

% rO je pocatecni reziduum

% z0 je pocatecni reziduum za pouziti predpodminovaci matice
% k je pocet iteraci

% p je pomocna promenna vyuzita v kodu gmres2K

% j je pomocna promenna vyuzita v kodu gmres2K

p=0;
size(A,1);

=]
I

if (nargin<3) || (isempty (kmax))
kmax = n; %implicitni hodnota kmax

end

if (nargin<4) || (isempty(x0))
x0 = zeros(n,1); %implicitni vektor x0

end

if (nargin<5) || (isempty(e))
e = le-6; ’%implicitni hodnota e

end

if (nargin<é) || (isempty(M))

M = eye(n); %implicitni matice M
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end

if (nargin<7) || (isempty(s))
s = 1; %implicitni hodnota s

end

if (det(M) == 0)
error(’Matice M neni regularni!’)

end

kmax = min(kmax,n);
if (kmax <= 0)
kmax = n;

end

V = zeros(n,kmax) ;

H = zeros(kmax+1,kmax) ;
r0 = b - (A*x0);

z0 = inv(M)*(b - (A*x0));

if (norm(r0)<e)
p=1;
k = kmaxx(s - 1);
disp(’Zadany vektor x0 resi soustavu A*x0 = b s presnosti e.’)

v=1[0;

H=[;
return
end

V(:,1) = z0/norm(z0);
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for j = 1:kmax

w = inv(M)*A*V(:,]);

for i = 1:j
H(i,j) = V(:,1) 7*w;
w=w - H({,j)*V(:,1);

end

H(j+1,j) = norm(w);

if (H(j+1,j)<e)

H = H(1:j+1,1:3);
V=Vv(,1:5);
P =2
k = kmaxx(s - 1)+j;
return
end
V(:,j+1) = w/H(G+1,3);
end
k = s*kmax;
end

Nevyhodou restartované metody GMRES je, Ze jiz neni zarucena konvergence
po nejvyse n iteracich. Pii kazdém restartu se totiz ztrati informace o semiorto-
gonalni matici ziskané v iteraci predeslé, tj. matici Vv, kterd je pfi pouziti této
metody na vystupu zakomponovaného Arnoldiho algoritmu 3.2. Muze se tedy
stat, ze algoritmus zacne takzvané stagnovat, pokud matice A na vstupu neni
pozitivné definitni. Jinymi slovy to znamen4, Ze posloupnost {x’} bude konver-

Foxt £ x5 Tim se ustali i reziduum 77,

govat k vektoru, ktery si oznaCime x
j =1,...,k, a relativni reziduum rfel po ur¢itém poctu iteraci. V kodu 3.1 je
prave toto reziduum pouzito jako indikator stagnace. Je-li rozdil mezi relativnimi
rezidui ve dvou po sobé jdoucich iteracich mensi nez je pripustna odchylka €, do-
slo ke stagnaci algoritmu. Mimo jiné to znamené, Ze celkovy pocet provedenych

iteraci muze presahnout rad matice A na vstupu, tedy miize nastat k > n.
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3.2. MINRES a SYMMLQ

Je-li matice A € M" soustavy Ax = b symetricka, nabizi se pouziti metody
MINRES (z anglického minimal residual method), ptip. metody SYMMLQ (z an-
glického symmetric LQ). U obou téchto metod nedochazi ke stagnaci, predpoklad,
Ze matice A je pozitivné definitni, zde tedy splnén byt nemusi.

Metoda MINRES se od klasické GMRES lisi pfedevsim v zakomponovaném

Arnoldiho algoritmu 2.1, ktery se zde zjednodussi na tzv. Lanczosuv algoritmus.
Algoritmus 3.1 (Lanczosuv).
e Méjme A ab

Zvolme x° a k

Vypoéitejme r® = b — Ax°

Polozme v! = 0]

Polozme hg;v? =0

Pro j =1,...,k vypocitejme

o) WJ = Av’ — h,j_LjVj_l

@)

hjj = <Vj,Wj>

(@) WJ—’—1 = WJ — hijJ

@)

hjjp = [[w/ ]

@)

hji1 = hjjw

@)

Je-li hjyq1,;, =0
o Konec vypoétu (breakdown)
o Matice V; € M™ je tvorFena sloupcovymi vektory v',... vJ
o Matice H; = (h;;), H; € MV

witl
hjt1,;°
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e Matice V), € M™** je tvofena sloupcovymi vektory v!,... v*

e Matice Hy, = (hy;), H), € MF

vvvvvv

regularni symetrickd matice H,, € MF,

hiths 0 0 ... 0
hot hag hos 0 ... 0
0 hsz has haa

0 0 hushu hus O

0O 0 ... 0 hk,k—l thg

v Hessenbergové tvaru a ortogonéalni matice Vj, € MF. ReSeni soustavy Ax = b

pak ziskdme vypocétenim

y = [Ir’|[Hy e,

xF =x"+ V.y.

Zatimco metoda MINRES;, stejné jako GMRES, minimalizuje normu rezidua
soustavy Ax = b, metoda SYMMLQ vyuziva LQ rozkladu, tedy rozkladu matice
A € M" na dolni trojihelnikovou matici L € M"™ a ortogonalni matici Q € M".
V této metodé je v kazdé iteraci vypocten vektor rezidua, ktery je ortogonélni
vic¢i vsem vektorim rezidua ziskanym v predchozich iteracich.

V softwaru Matlab muzeme najit vestavéné funkce k obéma metodéam pod né-

zvy minres a symmlq.

3.3. QGMRES a DQGMRES

Dalsi variace GMRES, tzv. kvazi-GMRES (zkracené QGMRES, z anglického
quasi generalized minimal residual method), vznikne nahrazenim Arnoldiho algo-

ritmu 2.1 algoritmem netuplné ortogonalizace. V ramci tohoto algoritmu dochazi
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k ortogonalizaci vektoru Av’, j = 1,...,k vidi jiz vypoctenym vektorim v/,
kterych je celkem ¢, ¢ < k. Na rozdil od Arnoldiho algoritmu tak nové ziskany

vektor v/ nebude ortogonalni vii¢i viem jiz vypoctenym vektortim v7.
Algoritmus 3.2 (Neuplna ortogonalizace).

e Méjme A ab

Zvolme x°, k a ¢

Vypoéitejme r° = b — Ax’

Polozme v! = 0]

Pro j =1,...,k vypocitejme

o wl = Av/

@)

Pro i = max{1,j —q+1},...,j polozme
o hi; = (v!,w’)

with = wi — 37 hiv!

@)

@)

hjsrg = W

@)

Je-1i hj—l—l,j =0
o Konec vypoétu (breakdown)
o Matice V; € M™ je tvorFena sloupcovymi vektory v',... vJ

& Matice ﬁj = (hz’j), ﬁj e MU+xJ

. . » 41
o Jinak polozme vit! = *_
i+
e Matice Vi € M™*+1) je tvofena sloupcovymi vektory v, ... vF+!

e Matice Hy = (hy;), Hy, € M*+DxF

matice H, € M*+Dxk 4 vV, .\ € M™*+) | Viimnéme si, Ze matice H;, bude
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v hornim Hessenbergové tvaru s nejvyse g + 1 prvky v kazdém tadku. Naptiklad

pro k = 6 a ¢ = 3 bude mit matice Hg tento tvar

hi1 hi12 h13 0 0 O
hat hag hos hoy 0 0
0 hsg has has has 0
0 hyz hag has hags
0 0 hsa hss hse
0 0 0 hgs hes
0 0 0 0 hryg

o O O O

Kromé zabudovaného algoritmu netplné ortogonalizace se metoda QGMRES
od metody GMRES nijak nelisi. Tato metoda je tak zfejmé vypocené méné
naro¢na nez metoda GMRES, ale z hlediska paméti jsou ob& metody totozné.
Pro vypocet (2.12) je totiz i pfi vyuziti QGMRES nutné uschovat v paméti vSech
k vektord v7, j = 1,...,k, které tvoif sloupce matice V.

Pro ucel optimalizace velikosti vyuzité paméti byla vytvorena dalsi variace
GMRES, tzv. pfiméa kvazi-GMRES (zkracené DQGMRES, z anglického direct
quasi generalized minimal residual method). Namisto vypoétu aproximace reSeni
na samém konci algoritmu vztahem (2.12) je x* v kazdé iteraci aktualizovéno, a
tak mizf nutnost uschovat vSech k vektori v/, j =1,...,k v paméti.

Po dosazeni (2.22) do (2.12) ziskdme vztah pro pfimy vypocet x* ve tvaru
x" =x"+V,R'g.
Polozme P, = V,R™!. Pak
x* =x" + P,g.

V kazdé iteraci j, 7 = 1,...,k, pribude matici Py jeden sloupec, ktery si
oznatime p’. Tato vlastnost plyne z tvaru matic V, a R™%.
Dale je nutné si uvédomit, Ze v j-té iteraci piibude vektoru g) jedna slozka, a

to g;, pficemz piedchozi zistanou nezménéné. To je dano tim, Ze vektor g\ vznikne
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z 89 = Q||r°||e odebranim posledni slozky. V kazdé iteraci j, j = 1,...,k — 1
mé na vypocet g9 vliv pouze matice G;, ponévadZ plati QY = GjQ(j_l).
Z tvaru matice G; je zfejmé, Ze se jejim vynésobenim vektoru g\ zleva zméni
pouze slozky g; a gjy1. V iteraci j + 1 pak gj11 a gjo. Slozky vektoru
g = (g1, 00, ., g;)" tak zistanou v kazdé dalif iteraci nezménény. Déle také plati

g1 = cos6V|r°],

gj = COSH(j)gj_l, J=2,...,k,

kde
, P
cosV) = ——H =1 ..k,
2 2
Vi T Ry
viz (2.18). Proto je mo7né x* aktualizovat v kazdé iteraci j = 1,..., k vztahem

Xk — Xk—l + gkpk

Kompletni algoritmus metody DQGMRES lze dohledat v [10, str. 169].

3.4. QMR a TFQMR

Dalsi variaci GMRES je metoda kvazi-minimélnich rezidui (zkracené QMR,
z anglického quasi-minimal residual method), ktera je zalozena na principu metod
MINRES a DQGMRES. Na matici A € M" zde neni kladen pozadavek symetrie,
staci tedy, aby byla matice regularni.

Na rozdil od Arnoldiho algoritmu 2.1 metoda QMR opét vyuziva Lanczosuv
algoritmus 3.1. Tim, Ze na jeho vstupu jiz neni symetricka matice, tak se na vy-
stupu objevi matice V4, € M +1) tyofena sloupcovymi vektory v!, ... v+t
které jiz netvoii zcela ortonormélni béazi, coz plati i pro matici Vi1 na vystupu
algoritmu 3.2. Dale je tedy algoritmus QMR shodny s algoritmem DQGMRES,
jehoz princip byl vysvétlen v predchozi podkapitole. Na vysledek je pak nahlizeno
jako na TeSeni s kvazi-minimélnim reziduem, odtud i nazev metody.

Algoritmus metody QMR lze dohledat v [10, str. 212|. V softwaru Matlab

existuje vestavéna funkce k této metodé pod nédzvem gmr.
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Modifikaci metody, ktera se vyhyba vypoctu s pouzitim matice A, je me-
toda kvazi-minimélnich rezidui bez transpozice (zkracené TFQMR, z anglického
transpose-free quasi-minimal residual method). Princip a algoritmus metody lze
dohledat v [10, str. 219-226] a [0, str. 51-54]. I k této metodé existuje v softwaru

Matlab zabudovana funkce s nazvem tfqmr.

3.5. FGMRES

Flexibilni zobecnéna metoda minimalnich rezidui (zkracené FGMRES, z ang-
lického flexible generalized minimal residual method) je restartovanou verzi algo-
ritmu GMRES s pravym pfedpodminénim 2.4 s moznosti vyuziti jiné predpodmi-
novaci matice M v kazdé iteraci. Algoritmus je zformulovéan tak, aby se dynamicky
prizpiisoboval ménici se pfedpodminovaci matici, odtud nazev metody.

Algoritmus metody FGMRES tedy vychézi z algoritmu GMRES s pravym
predpodminénim 2.4. Hlavnim rozdilem je, Ze namisto jedné konstantni zvolené
pfedpodminovaci matice M miiZeme pocitat v kazdé iteraci j s jinou matici M,

i=1,... .k
Algoritmus 3.3 (FGMRES).
e Méjme A ab

Zvolme x°, k, e a My, ..., M,

Vypoéitejme r® = b — Ax°

Polozme v! =

(1l

Pro j =1,...,k vypocitejme
ozl = M;lvj
o w/ = Az’
o Proi=1,...,7 polozme
o hy = (v, w7)

o7



0 Wit = wi = 3 by

hijv
o hjp; =Wt
o Je-li hjy1,;, =0
o Konec vypoétu (breakdown)
o Matice Z; € M™ je tvofena sloupcovymi vektory z', ...z’
o Matice H; = (hy;), H; € MV
o Vypotitejme y = [[r°|H; e
o Vypotitejme x* = x° + Z;y

wi

o Jinak polozme v/t = ¥
i1

1)

e Polozme ﬁkl = H,, = (hy)), ﬁl(gl) € M+ xk

e Proj=1,...,k polozme

e Vypoéitejme y = R™'g

e Matice Z;, € M™** je tvofena sloupcovymi vektory z', ..., z"

e Vypoditejme x* = x° + Z,y

e Polozme r* = |gp. 1|

k rk

e Polozme 77, BT

k
rel

o Jelirf, <e

o Konec vypoctu

Jinak polozme x° = x* a vratme se k bodu 3

Dle [10] je pii predéasném ukonceni vypoctu algoritmem FGMRES (bre-
akdown) nutno ovéfit, zda je matice H; v dané iteraci j regularni, aby platilo
x* = x/.
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FGMRES je vhodné vyuzit, pokud feSené soustava vyzaduje pouziti alespon
dvou ruznych predpodminovacich matic pro co nejrychlejsi konvergenci k pfes-
nému reseni x*. Oproti restartované metodé GMRES je nutno v paméti uschovat

k

navic vektory z',...,zF, coZ se vzhledem k rychlosti konvergence v nékterych

piipadech mize vyplatit.

3.6. Dalsi variace

Nyni jsme si predstavili jiz vSechny hlavni variace Zobecnéné metody mini-
malnich rezidui. Je nutno zminit, Ze se metoda GMRES neustale zdokonaluje a
prizpisobuje riznym typum tloh, a tak vznikaji nové variace lisici se mimo jiné
typem predpodminéni, zptisobem urceni poctu iteraci pred restartem nebo tieba
v zakomponovaném algoritmu na misté Arnoldiho algoritmu 2.1 v zakladnim al-
goritmu GMRES 2.2. Volba vhodné variace pak zéavisi ¢asto pfedevsim na tvaru
matice A na vstupu.

Mezi dalsi variace, které nebudeme podrobné rozebirat, patii napfiklad nasle-

dujici

e Newton-GMRES, NGB, NGQCGB (viz [12])

GGMRES, MGMRES, LAN/MGMRES (viz [13])

Polynomial preconditioned GMRES, GMRES-DR (viz [11])

Weighted GMRES, deflated GMRES (viz [17])

a dalsi

vy

v zévorkéach.
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4. Aplikace GMRES

V posledni ¢ésti této prace se budeme vénovat samotné aplikaci nasSich na-
programovanych kodu 2.3 a 3.1. Ukazeme a vyzkousime si jejich funkénost na
praktickych piikladech a néasledné srovname dosazené vysledky s vysledky zis-
kanymi matlabovskou funkei gmres. U rozsahlejsich tloh srovname i vypocetni

rychlost kodi.

Priklad 4.1. Pomoci kédu 2.3 vypoctéte aproximaci feSeni soustavy Ax = b,
pro A € M® a b € R5 z pitkladu 2.1 pro kmax = 3 @ kmax = 4.

Reseni: Pro kya.x = 3 zaddme piikaz

>> [x,k,r,rrel] = gmreskK(A,b,3)

X:

-0.3437
0.2861
-0.5144
-0.5723
0.5920

k

3
4.0862
rrel = 0.7339

r

Obdobné pro k., = 4

>> [x,k,r,rrel] = gmreskK(A,b,4)
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-2.166016
-0.298893
-0.039192
-1.539964

0.929019

k

4

3.6728
rrel = 0.6597

r

Ziejmé na vstupu nemame iidkou matici A, ¢imz se vysvétluje stale velmi
vysoka relativni norma rezidua. U fidkych matic metoda GMRES totiz konver-
guje rychleji. V tomto prikladu bychom pii implicitné nastavené vypocetni chybé
€ = 107% dostali pro kpax = 5 = n presné FeSeni soustavy. Pii pouziti funkce

gmres Matlabu, zadame piikaz pro k., = 3 nasledovné

>> [x,flag,relres,iter,resvec] = gmres(A,b,[],[]1,3)

X:

-0.3437
0.2861
-0.5144
-0.5723
0.5920

flag = 1
relres = 0.7339
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resvec =

5.5678
5.5557
5.5055
4.0862

Obdobné bychom dospéli i pro k.« = 4 ke stejnému vysledku, jako nasim na-
programovanym koédem. Narozdil od naseho kédu si mizeme na vystupu gmres
navic nechat vypsat parametr flag, ktery znaci, z jakého divodu byl vypocet
ukonéen. Pro flag = 0 metoda zkonvergovala pred dosazenim maximalniho po-
¢tu iteraci, pro flag = 1 byl dosazen maximélni pocet iteraci, pro flag = 2 jsme
zadali singularni pfedpodminovaci matici na vstupu a pro flag = 3 doslo ke stag-
naci algoritmu. V naSem koédu 3.1 je na vystupu automaticky slovné popsano,
z jakého divodu byl vypocet ukoncen. Dale se na vystupu gmres objevi para-
metr resvec, coz je vektor norem rezidui v jednotlivych iteracich, véetné nulté.
V naSem algoritmu je vypsana pouze jeho posledni slozka, tedy norma rezidua
v posledni provedené iteraci. Poslednim rozdilem je, Ze gmres nam vypiSe jak
pocet vnéjsich, tak pocet vnitinich iteraci. Pocet vnéjsich iteraci znaci, v koli-
katém prubéhu algoritmu byl vypocet ukoncéen. V nasem koédu 3.1 tento tdaj
vypocteme pri¢tenim 1 k poctu provedenych restarti res. V tomto ptikladu byl
ovsem pouzit kéd 2.3, tedy GMRES moznosti restartu. Pocet vnéjsich iteraci tak
pii pouziti tohoto kddu bude vzdy roven jedné. Pocet vnitinich iteraci pak znadi,

kolik iteraci bylo provedeno v ramci posledniho pribéhu algoritmu.

V dalsim piikladu si ukdZeme vypocet pomoci kodu 3.1 na Fidké matici.
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Priklad 4.2. Pomoci kodu 3.1 vypoctéte aproximaci feSeni soustavy Ax = b,

pro kmax = 6, je-li dano

10 000 O0O0O 3
01 200000 0
0-310-2000 -5
A:OOOlOOOO,b: 3
00 00-1000 1
00 -50 0 100 3
00 0O0O0O0T1O0 8
20 000 O00O01 9

Reseni: Zadame piikazy

>> A = eye(8); A(2,3) = 2; A(3,2) = -3; A(3,5) = -2;
>> A(5,5) = -1; A(6,3) = -5; A(8,1) = 2;

>> b = [3;0;-5;3;1;3;8;9];

>> [x,k,r,rrel] = gmres2K(A,b,6)

Algoritmus zkonvergoval k presnemu reseni!

X:
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r = 2.3076e-15
rrel = 1.6399e-16

Opét vypocet srovname s vypoctem funkce gmres v Matlabu. Déle uz nebude

nutné nechat vysledny vektor x* znovu vypsat.

>> [~,flag,relres,iter] = gmres(A,b,[],[],6)
flag = 0O
relres = 2.6613e-15

iter =

Priklad 4.3. M¢&jme stejné zadani, jako v piikladu 4.2. Tentokrat ovsem nasta-
vime maximalni pocet provedenych iteraci pred restartem na N = 4 a zvysime
maximalni pocet iteraci na k., = 100.

Reseni: Zadame piikazy

>> [~,k,r,rrel,res] = gmres2K(A,b,100,[1,[1,[1,4)
Algoritmus zkonvergoval k presnemu reseni!

k = 48

r = 1.1227e-05

rrel = 7.9789e-07

res = 11

>> [7,flag,relres,iter]=gmres(A,b,4,[],25)

flag = 0O

relres = 7.9789e-07

iter =

12 4
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Celkovy pocet iteraci k u funkce gmres lze vypocitat vzorcem
k = (pocet vnéjsich iteracich — 1) x N + pocet vnitinich iteracich),

tedy v naSem piipadé k = (12 — 1) x 4 + 4 = 48. Pocet provedenych iteraci
pii pouziti gmres je tudiz shodny s po¢tem provedenych iteraci pii pouziti naseho

naprogramovaného kodu 3.1.

V nasledujicim prikladu si predvedeme pouziti predpodminovaci matice. Tuto
matici lze ziskat napiiklad jiz zminovanym netplnym LU rozkladem, ktery na-
lezneme v Matlabu pod nézvem ilu. Déle se podivame na vypocetni rychlosti

pouzitych kodu.

Priklad 4.4. Pomoci kédu 3.1 vypoctéte aproximaci feSeni soustavy Ax = b,
Pro kmax = 100 bez i za pouziti pfedpodminovaci matice M ziskanou netuplnym

LU rozkladem, je-li dano

>> rng(1)
>> A = randn(1000);
>> b = randn(1000,1);

Dale mezi sebou srovnejte jejich vypocetni rychlosti.
Reseni: Nejprve zadame piikaz

>> [7,k,r,rrel] = gmres2K(A,b,100)
Dosazen maximalni pocet iteraci!

k = 100

r = 30.354

rrel = 0.9468

Ztejme je i po 100 iteracich relativni norma rezidua stéle velmi vysokéa. Nyni
vyzkousime pouzit pfedpodminovaci matici, kterou zkonstruujeme uzitim LU roz-

kladu a aplikujeme zadanim piikazu
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>> B = sparse(d); [L,U] = ilu(B); M = LxU;
>> [7,k,r,rrel] = gmres2K(A,b,100,[],[]1,M)
Algoritmus zkonvergoval k presnemu reseni!

k=1

r 1.9797e-09
rrel = 6.1750e-11

P1i pouziti matice M stacila ke konvergenci jediné iterace. Z hlediska rychlosti

vypocet ovsem trval znacné déle. To ovérime zadanim piikazi

>> tic; [7,k,r,rrel] = gmres2K(A,b,100) ;toc;

Dosazen maximalni pocet iteraci!

Elapsed time is 0.898525 seconds.

>> tic;B = sparse(A);[L,U] = ilu(B);M = LxU;
[,k,r,rrel] = gmres2K(A,b,100,[],[],M);toc

Algoritmus zkonvergoval k presnemu reseni!

Elapsed time is 10.9656 seconds.
Nyni vSe srovname s funkei gmres softwaru Matlab.

>> [7,flag,relres,iter] = gmres(A,b,[],[],100)
flag = 1
relres = 0.9468

iter =

1 100

>> [7,flag,relres,iter] = gmres(A,b,[],[],100,M)
flag = 0O

relres = 2.9440e-11

iter =
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>> tic; [7,flag,relres,iter] = gmres(A,b,[],[],100);toc;

Elapsed time is 0.318865 seconds.

>> tic;B = sparse(A);[L,U] = ilu(B);M = LxU;
[7,flag,relres,iter] = gmres(A,b,[],[],100,M) ;toc

Elapsed time is 1.87884 seconds.

Zatimco dosazené vysledky jsou srovnatelné, vypocetni rychlost funkce gmres
je znacCné rychlejsi, nez rychlost naseho naprogramovaného kédu 3.1, a to pre-
devsim pii pouziti matice M. Pri¢inu bychom mohli vypatrat srovnanim naseho
kodu se zdrojovym kédem gmres, ktery ovSsem neméme k dispozici.

Na zavér muzeme vyzkouset, zda algoritmus zkonverguje po k., = 1000 ite-

racich k pfesnému FeSeni soustavy s danou vypocetni presnosti e. Zadame piikaz

>> [7,k,r,rrel] = gmres2K(A,b,1000)
Algoritmus zkonvergoval k presnemu reseni!
k = 1000

1.4614e-12

rrel = 4.5584e-14

r

S implicitné zvolenou piesnosti € = 107¢ algoritmus zkonvergoval k piesnému

feSeni zadané soustavy. Zastavovacim kritériem v nasem kodu 3.1 je r%, < e

rel
Kdybychom tedy na vstupu zvolili napifklad e = 1074, jiz bychom se k pFesnému
feSeni soustavy nepiibliZili s pozadovanou presnosti. To muzeme ovérit zadéanim

piikazu

>> [7,k,r,rrel] = gmres2K(A,b,1000, []1,1e-14)
Dosazen maximalni pocet iteraci!

k = 1000

7.6129e-13

rrel = 2.3746e-14

r
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Cilem této bakalarské prace bylo nastudovat Zobecnénou metodu minimalnich
rezidui pro TeSeni rozsahlych soustav linearnich rovnic a nésledné s ni srozumitel-
nym zpusobem seznamit C¢tenaie, popsat nékteré jeji variace, vytvorit zdrojové
kody k této metodé v softwaru Matlab a predvést je na piikladech.

Pri psani této prace jsem se nejprve vénovala ivodu do problematiky ve smyslu
zavedeni definic a vét nezbytnych pro jeji pochopeni. Déle jsem se zabyvala pred-
stavenim Krylovovych metod, mezi které se Zobecnéna metoda miniméalnich rezi-
duf fadi. Popsala jsem vSechny dil¢i ¢asti metody, které jsem poté vyuzila pii se-
psani teoretického uceleného algoritmu metody a poté i jejtho kodu v Matlabu.
Nedilnou soucasti této kapitoly byla i analyza konvergence metody.

Pii studiu literatury jsem narazila na nespocet variaci Zobecnéné metody
miniméalnich rezidui, z nichz jsem se v kapitole o variacich snazila vyfiltrovat jen
ty nejcastéji zminované a nejpouzivanéjsi. Tyto jsem jednak teoreticky popsala a
jednak jsem srovnala, v ¢em se od sebe lisi.

V posledni ¢asti prace jsem své naprogramované kody aplikovala na vlastni
piiklady a nasledné srovnala dosazené vysledky s vysledky ziskanymi funkci gmres
softwaru Matlab. Dospéla jsem k zavéru, ze mij kod, i pfes stejny vysledek, zao-
stava ve vypocetni rychlosti, a to predevsim pii pouziti pfedpodminovaci matice.

Vsechny vytvotrené kddy byly sepsény a vyzkouseny v matematickém softwaru
GNU Octave 7.2.0. Jejich pouzitelnost v softwaru Matlab jsem nasledné provértila.

Nejvétsim prinosem pri psani této bakalaiské prace pro mé bylo, Ze jsem si
mohla vyzkousSet napsat detailni studijni oporu ke Zobecnéné metodé minimalnich
rezidui v ¢eském jazyce, kterda v této podobé zatim sepsana nebyla. Dale jsem
se naucila pracovat s typografickym programem KIEX, ve kterém je tato préace

vysazena. V&rim, ze prace v budoucnu poslouzi jesté mnoha dalsim studenttim.

68



Literatura

1]

12l

13l
4]

5]

6]

7l

18]
19]

[10]

[11]

[12]

Abadir, K., Magnus, J.: Matriz Algebra. Econometric Exercises. Cambridge:
Cambridge University Press, 2005.

Bulirsch, R., Stoer J.: Introduction to Numerical Analysis. Third Edition.
New York: Springer, 2002.

Demmel, J.: Applied Numerical Linear Algebra. Philadelphia: STAM, 1997.

Hladik, M.: Linedrni algebra (nejen) pro informatiky. Praha: Matfyzpress,
2019.

Horova, 1., Zelinka, J.: Numerické metody. Brno: Masarykova univerzita,
2004.

Kelley, C. T.: Iterative Methods for Linear and Nonlinear Equations. Phila-
delphia: STAM, 1995.

Liesen, J., Strakos, Z.: Krylov Subspace Methods: Principles and Analysis.
Oxford: Oxford University Press, 2013.

Olsak, P.: Linedrni algebra. Praha: RNDr. Petr Olsék, 2007.

Parlett, B. N.: The Symmetric Figenvalue Problem. Philadelphia: SIAM,
1998.

Saad, Y.: Iterative Methods for Sparse Linear Systems. Second Edition. Phi-
ladelphia: STAM, 2003.

Stewart, G. J.: Matriz Algorithms. Volume II: Eigensystems. Philadelphia:
SIAM, 2001.

An, H., Bai, Z.. A globally convergent Newton-GMRES method
for large sparse systems of nonlinear equations. Applied Numeri-
cal Mathematics |online|. 57(3). Elsevier, 2007 |[cit. 2023-03-22|. DOI:
https://doi.org/10.1016/j.apnum.2006.02.007.

69


https://doi.Org/10.1016/j.apnum.2006.02.007

[13]

[14]

[15]

Chen, J., Kincaid, D. R., Young, R. B.: Variations of the GMRES iterative
method. Applied Numerical Mathematics |online|. 45(1). Elsevier, 2003 |[cit.
2023-03-22]. DOL https://doi.org/10.1016 /S0168-9274(02)00231-3.

Liu, Q., Morgan, R. B., Wilcox, W.: Polynomial Preconditioned GMRES
and GMRES-DR. SIAM Journal on Scientific Computing [online|. 37(5).
Siam, 2015 [cit. 2023-03-22]. DOIL: https:/ /doi.org/10.1137,/140968276.

Tajaddini, A., Wu, G., Zadeh, N. A.: Weighted and deflated global
GMRES algorithms for solving large Sylvester matrix equations. Nume-
rical Algorithms |online|. 82(1). Springer, 2018 |[cit. 2023-03-22|. DOL:
https://doi.org/10.1007/s11075-018-0597-9.

70


https://doi.org/10
https://doi.org/10.1137/140968276
https://doi.org/10.1007/sll075-018-0597-9

