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Anotace

Tato prace se zabyvd teorii o komplexnich Cislech a obsahuje tfi hlavni ¢asti. Prvni Cast je
vénovdna vykladu komplexnich ¢&isel tak, jak je zndme ze stfednich Skol. Shrnujeme zde
poznatky ze stfednich §kol a vyuZiti komplexnich ¢isel ukazujeme na nékolika piikladech. Ve
druhé casti se zabyvame komplexnimi Cisly z hlediska vektorovych prostord a algebraické
struktury a porovnavdame stredoskolsky a vysokoskolsky vyklad komplexnich Cisel. Ve treti

¢asti aplikujeme znalosti z predchozich kapitol na nékolika piikladech vcetné prikladi z mate-

matickych olympidad.

This thesis deals with a theory of complex numbers and contains three main parts. The first part
is dedicated to the disquisition of complex numbers as we know it from secondary schools. In
this part we summarize the basic knowledge of the secondary schools and the use of complex
numbers is illustrated by a few arithmetical problems. In the second part we deal with complex
numbers in terms of vector spaces and algebraic structures and compare secondary school and
university disquisition of complex numbers. In the third part we apply the knowledge from the

previous chapters on several problems including problems from mathematical olympiads.
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1 Zavedeni komplexnich cisel

V této kapitole je souhrn zdkladnich poznatkli o komplexnich ¢islech tak, jak se prezentuji na
strednich Skoldch [1], [5]. Komplexni ¢isla jsou rozSitenim oboru redlnych Cisel. Rozsifeni
bylo potfeba naptiklad proto, aby bylo moZzné feSit kvadratické rovnice se zapornym diskri-
minantem. V této praci se vSak nebudeme zabyvat komplexnimi ¢isly jakoZto feSenim rovnic,

ale jejich geometrickymi vlastnostmi.

1.1 Algebraicky tvar komplexniho cisla
Komplexni ¢islo z je ¢islo ve tvaru z = a + bi, kde i je imaginarni jednotka, pro kterou plati
i?=—1. (1

Komplexni ¢isla zobrazujeme v roviné nasledujicim zptsobem: kazdému komplexnimu ¢islu
pfifazujeme soufadnici a redlné osy a soutradnici b imagindrni osy, jak je zndzornéno na

(Obr. 1).

Im
z=a+bi
b ,,,,,,
|
|
|
l
O a Re

Obr. 1: Algebraicky tvar komplexniho ¢isla

Rovinu, ve které zobrazujeme komplexni ¢isla, nazyvame Gaussova rovina. Zapis Cisla
z = a+ bi nazyvame algebraicky tvar komplexniho &isla. Cislo a nazyvame realnou slozkou
komplexniho &isla a zna&ime Re z. Cislo b nazyvime imaginarni sloZkou komplexniho &isla
a zna¢ime Im z. MnoZinu komplexnich ¢isel zna¢ime C.

Jak je vidét z algebraického tvaru, jsou redlna Cisla specidlnim piipadem komplexnich
¢isel. Komplexni Cislo je zdroven redlné Cislo, je-li imaginarni sloZka b rovna nule. Tedy R je

podmnozinou C. Protoze kazdému komplexnimu ¢islu nélezi pravé jedna usporadana dvojice



(a,b), tak se ziejmé dvé komplexni ¢isla rovnaji pokud se rovnaji jejich pfislusné slozky, tj.

a+bi=c+di<=a=cANb=d. 2)

1.2 Absolutni hodnota komplexniho ¢isla

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z = a + bi je vzdélenost mezi komplexnim Cislem z a

pocédtkem O v Gaussoveé roviné, tj. velikost pruvodice komplexniho &isla
|z| = Va2 + b2 3)

Piimym vypoctem lze ovéfit

2l = 0,

|z2| = 0<=2=0.

Na rozdil od redlnych cisel neni mozné komplexni ¢isla usporadat podle velikosti.
Vyznamnymi komplexnimi ¢isly jsou komplexni jednotky, jejichZ geometricky vyznam
bude popsan v podkapitole (1.8.3) o transformacich v Gaussové roviné¢. Komplexni jednotka
je komplexni ¢islo, jehoZ absolutni hodnota je rovna jedné, tj. |z| = 1. Komplexni jednotky
tvori jednotkovou kruznici v Gaussové roviné se stiedem v pocatku a leZi na ni napf. redlna

¢isla 1, —1 a imaginérn{ jednotka i.

Obr. 2: Komplexni jednotka



1.3 Goniometricky tvar komplexniho ¢isla
Dalsi zptisob zapisovani komplexnich ¢isel je goniometricky tvar komplexniho Cisla, tj.
z = |z|(cos ¢ + isin p), 4)

kde ¢ je kladné orientovany thel z intervalu [0, 27), ktery svird kladnd ¢dst redlné osy
s privodi¢em komplexniho ¢isla a nazyvame ho argument komplexniho ¢isla. To je znazor-
néno na (Obr. 3). Tento tvar je ekvivalentni s algebraickym tvarem komplexniho ¢isla. Nyni je
¢islo popsdno pouze v jinych soutfadnicich. Algebraicky tvar je popis v kartézskych soutradni-

cich, zatimco goniometricky tvar je popis v polarnich soufadnicich.

Im
z = |z|(cos ¢ + isin p)
b ,,,,,,
|2 :
|
e
0 a Re

Obr. 3: Goniometricky tvar komplexniho ¢isla

Z trojuhelniku Oaz na (Obr. 3) ziejmé plati

a = |z|cosy,
b = |z|sine.
Po dosazeni do z = a + bi ziskdme
z = |z|cosp+i|z|sing = |z|(cos ¢ + isin ).

Naopak, argument komplexniho ¢isla uréime pomoci vztaht

b
cong:i a sing=— proz#0. 5)

2]

2|

1.4 Komplexni ¢islo sdruzené a opacné

Komplexni ¢islo sdruzené Z k ¢islu z = a + bi ma tvar

T=a+bi=a-—bi (6)



Cisla z a 7 jsou osové soumérnd podle redlné osy. Piimym vypoctem lze ovéfit

zZ = 2z,
zZ = z<4<=z€R,
2| = 7|

Komplexni ¢islo opacné —z k Cislu z = a + bi mé tvar
—2z = —a — bi. (7

Cisla z a —z jsou stfedoveé soumérna podle pocatku Gaussovy roviny. Piimym vypoctem lze

ovérit
2] == =|.
Obé Cisla jsou zndzornéna na (Obr. 4).
Im
z=a-+bi
bl-————~ *
|
|
|
I
E —a @) ia Re
I I
| |
PO +
—z=—a—bi —b zZ=a—bi

Obr. 4: Komplexni ¢islo sdruzené a opacné

1.5 Operace s komplexnimi cisly

Na komplexnich ¢islech jsou definované operace, které si v této kapitole postupné popiSeme.

1.5.1 Soucet
Soucet dvou komplexnich ¢isel 2 = a + bi, y = ¢ + di je definovén jako
24y =(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i. (8)

4



Soucet komplexnich Cisel 1ze v Gaussové roviné znazornit jako soucet vektorii. Kazdé kom-
plexni Cislo 1ze ztotoznit s vektorem, ktery vede z pocatku do bodu, jehoZ soutradnice jsou

prave slozky daného komplexniho ¢isla, viz (Obr. 5).

Im
z+y=(a+c)+ (b+d)i
y=c+di -

— \

Obr. 5: Soucet komplexnich Cisel

Déle plati

2ty = z2+Y,
z+z = 2-Rez,

|21+ 1yl

v

ERP

pficemz posledni nerovnost se nazyva trojihelnikova nerovnost a plati jako rovnost praveé

kdyz jsou komplexni ¢isla O, z, y kolinearni, viz (Obr. 6).

Im

Obr. 6: Trojuhelnikova nerovnost



1.5.2 Rozdil
Rozdil dvou komplexnich Cisel z, y je definovan jako
z—y=z+(—y)=(a+bi)+ (—c—di) = (a—c)+ (b—d)i )

Rozdil komplexnich Cisel je tedy pficteni opacného komplexniho ¢isla a 1ze takto zndzornit v

Gaussove roving (Obr. 7). Déle plati

Im
y=c+di
z=a+ bi
0] \\\\ Re
() =(a—c)+(b—d)i
;y:—c—di

Obr. 7: Rozdil komplexnich Cisel

z—Z=2-Imz.
1.5.3 Soucin
Soucin dvou komplexnich ¢isel z, y je definovan jako
z-y = (a+bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i. (10)

Komplexni ¢&isla tedy ndsobime jako dvojéleny a vyuZivame rovnost i> = —1, coZ je vyhoda

algebraického zapisu. Piimym vypoctem lze overit

lz-yl = |2[lyl,
Z-Yy = Eg?
2-zZ = a>+ b



Nésobit komplexni Cisla Ize i v goniometrickém tvaru a plati

z-y = |z|(cosep+1ising) - |y|(cosyp +isin) = |z\|y\(cos(<p+w) +isin(ep —i—w)).

Tento vztah 1ze odvodit napriklad pomoci souctovych vzorct goniometrickych funkci nasledu-

jicim zpiisobem

2y = |el(cos +ising) - lyl(cos ¥ +ising)
= |2||y| (cos pcosh + cos pisint + isin g cos v + i sin @i sin 1))
= Jellyl (5 (cos (g — ) +cos (o + ) +15 (sin (6 — ) + sin (8 + 9))
b i (sin (o — ) + sin (4 ) + 25 (cos (o — ) —cos (9 + 1))
= Jellyl(cos(p + ) +isin(p + ).

1.5.4 Podil

Podil dvou komplexnich ¢isel z, y 1ze vyjadrit jako

_a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad,

z
y c+di  (ctdi)(c—di) A+ * 2+

(11

tj. zlomek rozsifime ¢islem komplexné sdruZzenym ke jmenovateli. Stejné jako u soucinu lze

vyjadrit podil dvou komplexnich ¢isel efektivnéji v goniometrickém tvaru

z  |z|(cosp +ising) |z - . )
vy |yl(cost +isinep) m(COS(so ) +isin(p ¢)>_ (12)

Tento vztah lze analogicky k soucinu odvodit ze souctovych vzorcti goniometrickych funkei.

1.6 Mocniny a odmocniny

Nyni jiz vime, jak se ndsobi komplexni ¢isla. Komplexni Cisla lze také umocniovat a odmociio-
vat. Pro mocniny v algebraickém tvaru (a + bi)" by byly vypocty zdlouhavé, zvlasté pro
mocniny vyssich fadd. S vyhodou vyuZijeme ndsobeni komplexnich Cisel v goniometrickém
tvaru. Nésledujici véta vyplyva z ndsobeni n stejnych komplexnich Cisel.

Moivreova véta: Pro kazdé p € R a kazdé n € Z plati

(cosp +isin )™ = cos(np) + isin(nep). (13)



Potom pro n-tou mocninu komplexniho ¢isla z plati

2" = <]z\(cosc,0 + isincp)) = |z|"(cos(ny) + isin(ng)). (14)
Je-li n € N, mizZeme definovat n-tou odmocninu z komplexniho ¢isla z. Ta sestava z n
komplexnich ¢Eisel tvaru

2k 2k
\"/|Z|<cosu+isinu), k=0,1,2,...,n — 1!, (15)
n

n

¢ili pro n-tou odmocninu ziskdme n hodnot.
Geometrickym zndzornénim n-té odmocniny komplexniho ¢isla je pravidelny n-thelnik v
Gaussove roviné, jehoz stfed lezi v pocatku soustavy souradnic a vrcholy na kruZnici o polo-

méru {/|z|. Kazdy vrchol n-thelnika leZi v bod€ xy,, pro ktery plati

2k 2k
T = n/|Z|<COSu+iSmM>, k=0,1,2,....,.n — 1.
n n

Obr. 8: n-td odmocnina komplexniho cisla

'Binomick4 rovnice n-tého fadu ™ = z md n feleni, kterd ziskdme dosazenim do vztahu pro odmocninu.
JelikoZ prvni feSeni zna¢ime indexem 0, ma posledni feSeni index n — 1. ReSeni x,, je pak stejné jako feSeni z,
feSeni x,,1 je stejné jako feSeni z; atd. ReSeni se tedy cyklicky opakuji a to s periodou 2, coZ zfejmé vyplyva

z funkci sin a cos a ndmi definovaného intervalu argumenta [0, 27).



Navic pro soucet vSech bodi xy, které jsou koreny binomické rovnice 2" — z = 0, plati

> =0 (16)
To 1ze dokdzat pomoci Moivreovy véty. Jednotlivé kofeny vyjadiime jako mocniny kofene x;
. 0, .. 0 .
rg = A/|z||cos— +isin 9) =V |z,
n

2 2
T = |z cos—ﬂ—i-isin—?T),
n n

N T, . 2-2m x?

Ty = |z| | cos +isin = :
3-2r . . 327 xd

+181n = 55

Tp_o = ||

(
(

x?, = /|7 (Cos

= o
(

Nyni vypocitdme soucet geometrické rady

3 1
\/‘7+$1+ L1 1 L1 _
J_ e e

. W A . v z x
Pro kvocient fady zfejmé plati ¢ = L

. Déle 1ze ukézat =} = |z|. Pro soucet fady potom

. ||
dostdvdme
(L) —1 1'_? _ 1
-1 = \ VA E 11—
T q-1 2] T R T TR =0,
n Z| n |Z| n Z|
kde |z| # 0a —— # 1, coz je splnéno pro kazdé n > 1.

M



1.7 Priklady

V této kapitole ukdzeme piiklady, na kterych demonstrujeme vlastnosti komplexnich ¢&isel.
Priklad 1. JestliZe z = 1 — 2i, y = 3 + Ti, urcete |z|, Z, z+ vy, 2 — y, 2 - Y, 5
Podle vztaht (8) az (11) plati
2| = V124 (-22=+5
zZ = 1+2i
(1 —-2i)+ (34 7i) =4+ 5i

w

+

N
I

z—y = (1-2i)—(347)=-2-9i

= (1-2i)-(3+7i)=3+7i—6i— 14i* = 17 +1

z-y
z 1—-2i 1-2i 3—7 3—7i—6i+ 14i? 11 13,
— ey fr . ey = —— — — 1.
Y 3+7 34T 3-T1 9 — 49i? 28 58
1 2
Priklad 2. Preved’te ¢islo z = T + T na goniometricky tvar, urcete 25 a preved’te zpét
i i

na algebraicky tvar.

Pro pfevod do goniometrického tvaru potiebujeme znat Cislo v algebraickém tvaru. Nejprve

tedy Cislo prevedeme na jednoduchy algebraicky tvar

1 2 3 3-(1—1) 3—-31 3 3,
= -+ - = - = : ~ = > =5 5l
I1+i 1+i 1+i (1+i)-1-1) 1-i2 2 2
3\? 3\*  3v2
Ur¢ime absolutn{ hodnotu |z| = \/ (5) + <—§) = %_ a poté vyuzijeme vztahy (5)
cosp = % _
= 35 =&
B2V2
sinp = _% _
= 52=""7%
BV2
N 7
= -
LA

Nyni miizeme zapsat komplexni ¢islo v goniometrickém tvaru

_ 32

*T

( 7 +isi 7 )
cos47r 1sm47r.

Pro vypocet mocniny pouZijeme vztah (14)

6
3v2 7 7 729 21 21
6 o L . . L _ P
A (—2 ) (cos (6 47T> +1isin (6 47r)) e (cos > T+ 1sin > 7T)

729 T .. T 729 .
= — (COS— +1s1n —) = —1.
8 2 2 8

10



Priklad 3. Vypocitejte /x, kde x = 1.

Pro ¢islo 1 je argument roven ¢ = 0, coZ lze snadno ovéfit pomoci vztaht (5). Potom podle

vztahu (15) plati
\(VI
Zo
T1
T2
I3
Ty

Zs

0+ 2kn 0+ 2km
= \6/|1|-<COS——|—ISID—>
6
= cosé—l—lsmé:l
2 .. 27 T .. T 1
= COSF+ISIHE:COS§+ISIH§:§—I—
A 4w 2r . . 27
= COSF—}-ISIHF:COS?—}-ISIH?:
= cos6—7r+isin—7rz—1
6 6
r . . 8« 4 Axw
= COSF—G—ISIHF:COS?—I—ISIH?:—
B 107 __107r_ 5T ,,57r_
= COST—FISH]T—COS?—I—ISIH?—

k=0,1,2,..5

—1

e

1B,
2 2
1 V3.
2 2!
1 V3.
2 ot

Tento vysledek miZzeme také vizualizovat tak, Ze vyneseme viechna feseni rovnice 2 = 1

do Gaussovy roviny. Plati zp = 1 a x3

—1. Po nalezeni feSeni x; a znalosti symetrie

pravidelného Sestiihelniku jsou zbyvajici feSeni snadno nahlédnutelnd. Osovd soumérnost

podle imagindrni osy da feSeni x5 a osova soumérnost podle redlné osy da zbyla feSeni x4 a

x5, viz (Obr. 9).

Im
1 3 1 3.
.”E3:—1 x(]—.’E(;—l
O Re
s _L_ V3, 1 V3,
T2 2 SR

Obr. 9: Zobrazeni feseni rovnice z = /1 v Gaussové roviné

11



1.8 Transformace v Gaussové roviné

V této Casti se budeme zabyvat elementdrnimi transformacemi v Gaussové roviné, které odpo-
vidaji operacim s komplexnimi Cisly [2]. Konkrétné se jednd o posunuti, stejnolehlost, rotaci

a spirdlni podobnost.

1.8.1 Posunuti

Posunuti neboli translace je geometrické zobrazeni, pfi kterém vSechny body roviny po-
suneme stejnym smérem o stejnou vzdalenost.

Posunuti 1ze v roviné realizovat pfi¢tenim vybraného vektoru ke vSem bodim roviny.
V Gaussové roviné se jednd o pricteni vybraného komplexniho ¢isla k ostatnim komplexnim
¢islim. Pro libovolné komplexni ¢islo z = a + bi a pevné zvolené komplexni ¢islo y = ¢ 4 di

dostdvame predpis f(z) = z + y. Nejlépe to demonstrujeme na trojihelniku (Obr. 10).

I .
m z =z+y

u7=u+y

Obr. 10: Posunuti

1.8.2 Stejnolehlost

Stejnolehlost je geometrické zobrazeni, pfi kterém kazdému bodu X roviny pfifadime pomoci

stiedu stejnolehlosti S a koeficientu stejnolehlosti k& # 0 bod X' nasledujicim zptisobem:
k-|SX|=|SX'|.
Koeficient £ tedy méni délku usecky SX a pokud k& < 0, pak i jeji orientaci.

12



Stejnolehlost se stfedem v pocatku Gaussovy roviny O lze realizovat vyndsobenim kom-
plexnich &isel redlnym &islem k. Zobrazeni ma potom tvar f(z) = kz. Bod 2" = f(z) bude pro
k > 0 lezet ve stejném kvadrantu jako bod z a pro £ < 0 bude leZet v protilehlém kvadrantu
bodu z, jak je zndzornéno na (Obr. 11). Opét nejlépe demonstrujeme na trojihelniku.

Im ,
v = kv

0—5 Re v =kv

Obr. 11: Stejnolehlost

Je-li k = —1, jedna se o stredovou soumérnost.
Stejnolehlost f se stfedem stejnolehlosti, ktery nelezi v pocatku Gaussovy roviny, vyja-
diime jako sloZeni elementarnich transformaci nasledujicim zptisobem: mé&jme libovolné kom-

plexni ¢islo z = a + bi a stied stejnolehlosti S = ¢ + di.

1. Prvnim krokem je posunuti g takové, aby stied stejnolehlosti S leZel v pocatku Gaussovy

roviny O
g(z) =a+bi— (c+di) = (a—c)+ (b—d)i.

2. Dale provedeme stejnolehlost h podle stfedu stejnolehlosti O, kterd ma stejny koeficient

k jako stejnolehlost f
h(g(z)) =k ((a—c)+ (b—d)i) =k(a—c)+ k(b— d)i.

3. Poslednim krokem je zpé&tné posunuti g~ pocdtku O do bodu S a dostdvame f(z) =

g~ (h(g(2)))

f(z)=k(a—c)+k(b—d)i+c+di=(c—kc+ ka)+i(d— kd+ kb).
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1.8.3 Rotace

Rotace v roviné je geometrické zobrazeni, které oto¢i vSechny body roviny o stejny thel ¢
kolem stfedu otaceni S.

Rotaci neboli otoceni kolem pocatku O o uthel ¢ realizujeme vyndsobenim komplexniho
¢isla z = a + bi komplexni jednotkou € = cos ¢ +1isin ¢ s nenulovym argumentem ¢. Predpis

takového zobrazeni je f(z) = ¢ - z, viz (Obr. 12). Potom plati

(cosp +ising) - (a+ bi) = (acosp — bsiny) + (asin ¢ + bcos p)i. (17)

~ Im

Re 0 Re

Obr. 12: Rotace

Rotaci f kolem libovolného stfedu otaceni S = ¢ + di realizujeme posunutim stfedu do
pocatku, otocenim, a ndsledném posunuti zpet. Mé€jme libovolné komplexni ¢islo z = a + bi a

stied otaceni S = ¢ + di.
1. Provedeme posunuti g takové, aby stied otaceni .S leZel v pocatku Gaussovy roviny O

g(z) =a+bi—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

2. Déle provedeme rotaci h podle stiedu oticeni O se stejnym argumentem ¢ jako ma

rotace f

hg(z)) = (cosp+ising)-((a—c)+(b—d)i)

= ((a—c)cosp — (b—d)sinp) +i((a—c)sinp+ (b —d)cosp).
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3. Nakonec provedeme zpé&tné posunuti ¢~ poc¢atku O do bodu S

f(z) =97 (hg(2))) = ((a—c)cosp—(b—d)sing+c) (18)

+ i((a —¢)singp + (b —d) cos ¢ + d).

1.8.4 Spiralni podobnost

Spiralni podobnost (se sttedem v pocatku Gaussovy roviny) je zobrazeni, které je sloZenim
rotace a stejnolehlosti, kde stfedy rotace i stejnolehlosti lezi v pocatku Gaussovy roviny. Po-
moci komplexnich ¢isel realizujeme toto zobrazeni vyndsobenim komplexniho Cisla z obec-
nym pevné zvolenym komplexnim ¢islem y = |y|(cos ¢ + isin ). Nejprve tedy provedeme
oto¢eni komplexniho &isla z o thel . Poté provedeme stejnolehlost s koeficientem |y|. Tato
dvé geometrickd zobrazeni miZeme provést i v opacném poradi, nebot’ sloZeni téchto dvou

operaci nezavisi na poradi. Toto zobrazeni ma piedpis f(z) = yz.

Obr. 13: Spirdlni podobnost

Spirdlni podobnost se stfedem v bod€ S = ¢ + di (stfed spirdlni podobnosti tedy nenf stie-
dem Gaussovy roviny) realizujeme slozenim posunuti stfedu do pocatku, spirdlni podobnosti

kolem pocétku a posunutim zpét.
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Priklad 4. Méjme visecku u danou komplexnimi Cisly z = 3+ 6i a y = 5 + 2i. Najdéte iisecCku

u', kterd je stiedové soumérnd s liseckou u podle bodu S = 1 + 3i.

Protoze se jednd o stfedovou soumérnost, tak koeficient stejnolehlosti je k = —1. Vyuzi-

jeme vztah (17) a dosadime bod S a body z a y, které urcuji isecCku u

!/

7= (1=(=1)-1+(=1)-3)+i(3—(=1)-34(=1)-6) = —1

/

y o= (1= (=1) 1+ (=1)-5) +i(3— (=1) 3+ (=1)-2) = —3 + 4i.

Usecka v dand body 2" a7/ je stfedové soumérna s tiseckou u podle stiedu stejnolehlosti S.

Obr. 14: Stredova souméernost
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2 Algebraicka teorie komplexnich cisel

Nyni predstavime komplexni ¢isla tak, jak se prezentuji na vysokych Skoldch. Na stfednich
Skol4ch se ucime pocitat s komplexnimi Cisly, anizZ bychom se hloubé€ji zabyvali vlastnostmi
operaci. V této kapitole se podivame hloubéji na strukturu komplexnich Cisel, abychom vidéli,
co vlastné komplexni Cisla predstavuji a pro¢ s nimi vSechny difve zminéné operace mizZeme
bez obav provadét.

Definujeme mnozinu komplexnich ¢isel jako mnozinu vSech uspofadanych dvojic (a, b)
redlnych Cisel, tj.

C=RxR={(a,b):a,be R}

Pro prvky mnoZiny C definujeme operace soucet a soucin nasledovné

(ay,b1) + (az,b2) = (a1 + ag, by + ba),

(ay,b1) - (az,b2) = (ayag — byiba, a1by + bras),

pfi¢emz dostdvame opét uspofddané dvojice redlnych &isel. Kazda dvojice (a,0) odpovida
realnému ¢islu a kazda dvojice (0, b) odpovida ryze imaginarnimu ¢islu.

Mame-li takto nadefinovany soucin, pak plati
(0,1)> = (0,1)-(0,1) = (—1,0).

Ozna¢ime-li (0,1) = i, pak i = (—1,0). Protoze dvojici (—1,0) odpovida redlné &islo
—1, miiZeme zjednoduSené psét i = —1. Porovnejme tedy komplexni ¢&isla jakoZto dvojice

realnych Cisel s algebraickym tvarem komplexnich ¢isel. Mizeme psat
(a,b)za(1,0)—|—b(0,1):a+b1, (19)

coz je algebraicky tvar komplexniho Cisla, viz kapitola (1.1).
Operace na komplexnich ¢islech odpovidaji pravé operacim s algebraickym tvarem kom-

plexnich Cisel.
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2.1 Algebraicka struktura

UkaZme, jaké vlastnosti ma takto definovand mnoZina komplexnich ¢isel [3].

(a) Usporadand dvojice (C, +) je grupoid, tj. pro kazdé dva prvky (aq, b1), (az,be) € C plati
(Cll, b1> + (CLQ, bg) = (a1 + ao, b1 + bg) e C.

Aby byl takovy grupoid asociativni, musi pro kazdé tfi prvky (aq, b1), (az,b2), (as,b3) € C

platit

((al, bl) =+ (ag, bg)) -+ (CL3, bg) = (al, b1> + ((CLQ, bz) + (CL3, bg))

Upravime nejprve levou a potom pravou stranu rovnice. Pro pfehlednost budeme levou stranu

rovnice znacit L a pravou stranu P.
L = (((ll, bl) + (CLQ, b?)) + (a’?)? b3) = (al + a2, bl + bQ) + (CL3, b3)
= ((a1 + az) + as, (b1 + by) + bs) = (a1 + a + a3, by + by + bs),
(ar,b1) + ((027 bs) + (as, bs)) = (a1, by) + (ag + as, by + bs)
= (a1 + CLQ‘I‘(Ig b1 +(b2+bg)> = ((11 +a2~|—a3,b1 +bg—|—bg).

Vyrazy se rovnaji, protoze sCitani redlnych Cisel je asociativni. Takovou strukturu nazyvame
pologrupa. Pologrupa je také komutativni, tj. pro kazdé dva prvky (aq, 1), (ag, by) € C plati
(a1,b1) + (az,b2) = (a1 + az, by + by) = (ag + a1, by + by) = (az,b2) + (a1, by),
protoZe s¢itani redlnych Cisel je komutativni. Pro séitan{ existuje prvek o = (01, 02) € C, ktery

spliuje
(a,b) + (01,02) = (a+ 01,b+ 03) = (a,b)
pro libovolny prvek (a,b) € C. Takovy prvek se nazyvé jednotkovy prvek a je tvaru o =
(0,0). Ke kazdému prvku (aq,b;) € C existuje prvek (aq, by) € C takovy, Ze plati
(a1,b1) + (az,ba) = (a1 + ag, by + by) =

Tento prvek je tvaru (az, bs) = (—ay, —by) anazyvame ho inverznim prvkem k prvku (ay, by ).

Zejména sttedoskolské definovani rozdilu je vlastné pricteni inverzniho prvku (ve stfedo-
Skolské terminologii se jednd o komplexni ¢islo opacné), a proto ve vysokoskolském pojeti
nema smysl rozdil explicitné definovat. Dostavame strukturu, kterd se nazyva komutativni

grupa.
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(b) Uspotadand dvojice (C, -) je také grupoid, protoze pro kazdé dva prvky (ay, by), (az, b2) €
C plati
((11, b1> . (CLQ, bg) = (a1a2 — blbg, (llbg + b1a2> e C.

Operace ndsobeni je asociativni, protoZe pro kazdé tfi prvky (a1, b1), (az,bs), (a3, b3) € C

plati

((al,bl) - (ag, b2)) (as,b3) = (a1,by) - ((ag,bz) - (ag, bg)).

((ar1,b1) - (a2,b2)) - (a3, bs) = (aras — bibs, arbs + bras) - (as, bs)
= ((a1a2 — bibo)as — (a1bs + byaz)bs), (aras — biba)bs + (a1bs + bias)as)
((ara2as — asbiba) — (arbabs + asbibs), (ayasbs — bibabs) + (arasbs + asasby))
= (ajasas — azbiby — a1babs — asbibs, ajasbs — bibobs + ajasbs + asasby),
P = (a1,br)- ((az,b2) - (as,bs)) = (a1,b1) - (asas — babs, asbs + boas)
= (al(agag — bobs) — by(agbs + beas), aj(asas + baag) + by (azas — bgbg))
= (a1a2a3 — arbabs) — (asbibs + azbibs), (a1a2a3 + arazbs) + (azazby — bibabs))
(arasas — a1bobs — asbi1bs — asbybe, ajasas + ajasby + asaszby — byibobs).

Nésobeni je také komutativni, protoze pro kazdé dva prvky (aq, b1), (as, b)) € C plati
(a1,b1) - (a2, b2) = (az, b2) - (a1, b1)
= (ayaz — biby, arby + b1az)
P = (aga; — baby, asby + boay).
Jednotkovym prvkem pro nédsobeni je prvek e = (eq, e3), ktery spliluje
(a,b) - (e1,ea) = (ae; — beg, aes + bey) = (a, b)

pro kazdy prvek (a,b) € C. Tento prvek md tvar e = (1,0). Inverznim prvkem pro ndsobeni

k prvku (ay,b1) € C je prvek (ag, by) € C, ktery splituje
(a1,b1) - (ag, ba) = (a1as — biby, a1by + bras) = e.

Inverzni prvek existuje ke kazdému prvku mnoZziny C s vyjimkou prvku (0, 0) a ma tvar

(a2,b2) = (

ai —b;
at + b2’ at + b2

),aerbf?éO.
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Takova struktura tvori komutativni pologrupu s jednotkovym prvkem. Kdybychom méli
dvojici (C — {0}, -), byla by to komutativni grupa.
(c) Protoze (C,+) je komutativni grupa, (C, -) je komutativni pologrupa s jednotkovym prv-
kem a pro libovolné prvky (aq,b1), (az,b2), (as,b3) € C jsou operace + a - distributivni,
tj.

(ay,by) - ((ag,bQ) + (as, bg)) = (ay,b1) - (az,be) + (ay,by) - (as, bs),

((as,b2) + (as,bs)) - (a1,b1) = (a1,b1) - (az,ba) + (a1, b1) - (as, -bs),

je mnozina (C, +, -) komutativni okruh. Ovéfime prvni vztah, druhy se ovéf{ analogicky
L = (ai,b1)- ((a2762) + (as, bs)) = (a1,by) - (a2 + as, by + b3)
= (a1 a2—|—a3 —bl (bg—i—bg),&l : (bg—i—bg)—i—bl . (a2+a3))
arag + araz — biby — bibs, arby + a1z + braz + biag)),

(
P = (a1,b1) - (ag,b) + (a1,by1) - (a3, b3) = (a1ag — bibe, arby + bras)
(ayaz — bybs, a1bs + byag)

(

a1ao + a;az — blbg — blbg, CL1b2 + a1b3 + b1a2 + blag).

Protoze komutativni okruh (C, +, -) je netrividlni a kazdy nenulovy prvek z (C, -) ma inverzni
prvek, je tento komutativni okruh téleso.

Tyto vlastnosti nejsou zcela samoziejmé. Napiiklad kvaterniony jsou Cisla tvaru h = a +
bi + cj + dk, kde i, j, k jsou imagindrni jednotky spliiujici i = j> = k* = ijk = —1 [4].
Operace nasobeni odpovida ndsobeni ¢tyf¢lent a neni komutativni, coz je vidét v nasledujici

multiplikativni tabulce.

i]jlk
i|-1]k]| -
jl-k|-1]1
k|j|-]-1

Daéle napiiklad oktoniony (nékdy nazyvané Cayleyova Cisla), coZ jsou Cisla se sedmi imag-

indrnimi jednotkami, ztraceji pfi operaci ndsobeni kromé komutativity také asociativitu.
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Tento pristup definovan{ je tzv. axiomaticky pristup. Vlastnosti jako asociativita, komu-
tativita a distributivita jsou tzv.axiomy a pomoci nich mizeme odvodit vSechny vlastnosti

operaci na dané mnoZiné.

2.2 Gaussova rovina

Kazdé uspofadané dvojici (a,b) € C mizeme pfifadit vektor v roviné. Déle pro kazdé o € R
a usporadanou dvojici (a,b) € C plati (o, 0) - (a,b) = (aa, ab), neboli « - (a,b) = (aa, ab).
Mgéjme komutativni grupu (C, +) a vezméme (a1, by), (az,b2) € Caa, 5 € R. Pak zfejmé

plati

—_

a(B(ar,b1)) = aB(ar, br)

1 (a1, b1) = (a1,b)

a((a1,br) + (a2, b2)) = alar, by) + a(as, by)
(o + B)(ay,b1) = a(ay, by) + B(ay, by).

w N
~— ~— " =

W

Gaussova rovina potom tvoii realny vektorovy prostor R?, protoZe spliiuje zakladni axiomy
vektorového prostoru. Kazdé komplexni Cislo 1ze zapsat jako linearni kombinaci vektort

(1,0)a (0,1)
(a,b) =a-(1,0) +b-(0,1), viz vztah (19).

Dulezité je, Ze na tomto prostoru Ize nejen vyndsobit komplexni ¢isla redlnym ¢islem, ale navic

1ze nasobit komplexni ¢isla mezi sebou.

2.3 Maticova realizace transformaci

Podivejme se znova na operace s komplexnimi Cisly a jejich geometricky vyznam. Na kom-
plexni ¢isla budeme pohliZet jako na vektory, jak jsme ukdzali v kapitole (2.2), pficemzZ ope-
race s komplexnimi Cisly a transformace, které témto operacim odpovidaji, Ize realizovat po-

moci matic?.

2Vektor v textu piSeme klasickym zpisobem do fadku. P¥i pocitani s maticemi ho v§ak zapisujeme jako sloup-
covy vektor, abychom mohli pouZivat pfirozeny zapis transformaci. Nasobime tedy sloupcovy vektor ¢tvercovou

matici zleva.
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(a) V kapitole (1.8.1) jsme se zabyvali posunutim. Posunuti v R? je vlastng pfi¢teni vybraného
vektoru ke v§em boddm roviny. V Gausové roviné l1ze tedy realizovat ndsledujicim zptisobem:

pro libovolné komplexni ¢islo z = (a, b) a pevné zvolené komplexni ¢islo y = (¢, d) plati

a a c a—+c

b b d c+d

(b) Stejnolehlost s koeficientem &k # 0 lze realizovat vyndasobenim libovolného vektoru z =

(@, b) matici

E 0O
0 k
Potom plati
a k0 a ka
'_> . =
b 0 k b kb
Stfedovad soumérnost je specidlni typ stejnolehlosti, kde £ = —1. Potom pro libovolny vektor
z = (a,b) plati
a -1 0 a —a
> = :
b 0 -1 b —b

coZ je pravé komplexni ¢islo opacné —z.

(¢) Dal3f transformacf je rotace. Pfipomefime, Ze rotace kolem po&dtku v roviné R? je takova
transformace, pfi které se vSechny vektory tohoto vektorového prostoru oto¢i o stejny uhel
. Rotaci vektort (1,0), (0, 1) o thel ¢ dostaneme vektory (cos p, sin @), (— sin ¢, cos ) viz
(Obr. 15).

Im

(—sinp, cos p)

Obr. 15: Rotace v roviné
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To znamen4, Ze libovolny vektor
z=(a,b) =a(1,0) +b(0,1)
se zobrazi na vektor
a(cos @, sin @) + b(—sin g, cos p) = (acos p — bsinp, asin ¢ + bcos ).
Miéme tedy zobrazeni r, takové, Ze plati

ro((a,b)) = ry(a-(1,0)+b-(0,1)) = a(cos g, sin ¢) + b(— sin ¢, cos )
= (acosp —bsinp,asiny + bcosp),
coz odpovida vztahu (17). Transformaci rotace pak miizeme reprezentovat matici
cosp —singp
siny  cosp
Rotace vektoru se dd tedy vyjadfit jako soucin matice r,, a libovolného sloupcového vektoru

a n cosp —sing e _ [ acosp- bsin ¢ ' 20)
b sinyp  cos b asin g + bcos ¢
(d) Spirdlni podobnost je sloZeni rotace a stejnolehlosti, tj.
k0 cosp —singp kcosp —ksing
0 k . sing  cosp ksing —kcosep
Pro libovolny vektor z = (a, b) realizujeme spirdlni podobnost nésledujicim zptisobem
a kcosp —ksinp a kacos ¢ — kbsin ¢
b ~ ksinyp kcosyp ' b kasin p — kbcos ¢
(e) Zminime se jesté o transformaci, kterd libovolny vektor preklopi podle redlné osy. Je to
osova soumérnost podle redlné osy. Tato transformace je vyjadiena vynasobenim libovolného

vektoru matici

1 0
A —
0 —1
Pro komplexni &islo z = (a, b), dostaneme
a 1 0 a a
— : = ’
b 0 —1 b —b

coZ je pravé komplexné sdruZené Cislo Z.
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3 Priklady

V této kapitole spocitdme zajimavé priklady na komplexni ¢isla. Nekteré piiklady se daji
resit 1 jinou metodou, avSak zdlouhavou, zvlasté, pokud pocitime obecné. Cilem jsou prede-
v8im dlohy z matematickych olympidd, protoZe feSitelé Casto neziskaji pfi bézné Skolni vyuce
potfebné dovednosti na takové drovni.

Také zde ukazeme, Ze stejnolehlost, rotaci a zvlasté pak spirdlni podobnost 1ze efektivné
vyuzit v praktickych prikladech, protoZze pravé tato zobrazeni odpovidaji operacim s kom-

plexnimi Cisly.

Priklad 1. T7i shodné Ctverce jsou umistény v roviné vedle sebe tak, jak ukazuje (Obr. 16).

Urcete soucet velikosti iihlu o,  a v [1].

H G F E
A B C D
Obr. 16:

Tento priklad Ize vyfesit vice zptisoby. Jako motivaci k pouZivani komplexnich ¢isel uka-
Zeme tfi rizna feSeni daného problému.
(a) Nejprve vypocitame priklad pomoci goniometrickych funkci. Z obrdzku je ziejmé, Ze
a = %, hleddme tedy jesté thly 5 a . Ty lze nalézt pomoci funkce tangens. Z vlastnosti
trojuhelniku Ize vycist

tan § = » t L
anff = = any = —.
9’ 773

Potom podle goniometrickych souctovych vzorct plati

—_

1
tanfB+tany 9 " 3

1 —tanpf-tany

1
tan (8 +7) = — 1= B4q=m

1—

N | — +
W
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Potom plati

1

(b) Ptekreslime obrazec na (Obr. 16) tak, abychom ziskali trojihelnik a zachovali pfitom ve-

likosti vSech stran a thli. Pak miZeme vyuZit veSkeré zndmé vztahy platné pro trojihelnik,

viz (Obr. 17).

K L M N
H 3 E
v
/{j’
A B c D
Obr. 17:

Trojihelnik AF L je rovnoramenny, protoze plati

AL| = |EL| a Ghel ALE je pravy,

protoZe oto¢enim trojihelniku o thel 5 splyne s pravym thlem BLN. Z toho plyne

1
ﬁ‘i"yzzﬂ'

a tedy
1
o+ B + Y= §7T.
(¢) Umistime (Obr. 16) do Gaussovy roviny tak, Ze bod A lezi v pocatku Gaussovy roviny.
Bez dijmy na obecnosti miZzeme piedpokladat, Ze strany jednotlivych ¢tvercti maji velikost 1.
Potom plati
G=1+i, F=2+i E=3+i

a podle geometrickych vlastnosti soucinu plyne, Ze vysledny thel dostaneme vyndsobenim

komplexnich ¢isel E - F' - GG, neboli
(14+1)-(2+1)-(3+1) = 10i.

1
Argument ¢isla 10i je roven 3™
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Priklad 2. Odvod’te vzorce pro cos3x a sin 3x vyuZivajici pouze mocnin cosx a sinx. PFi

odvozeni pouZijte Moivreovu vétu [8].

cos3z +isin3r = (cosx +isinx)®

= cos®x + 3icos® rsinx + 3i2cosxsin? z + 2 sin®

3 2

= (cos®z — 3coswsin?x) +i(3cos® wsinz — sin’ z).

Nyni porovndme redlné a imagindrni ¢asti

cos3z = cos’x —3coswsin®a = cos®z — 3cosx(1 — cos® )

= cos’z —3cosx + 3cos® & = 4cos® x — 3cosz,

3 3

sin3r = 3cos’wsinz —sin®z = 3sinax(1 —sin’x) —sin’

= 3sinz — 3sin®z —sin®x = 3sinx — 4sin® z.
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Priklad 3. Dokazte, Ze pro primky AB a C'D plati [7]

(@) AB||cDo 228 _C¢=D
A-B C-D

@)ABLCD@é_E:—g_B
A-B C-D

A-B A
body A, B, C jsou kolinedrni < =—— = =
A-B A

odvod’te komplexni rovnici primky AB.

(@) Oznatme A — B = z = |z|(cosp +isiny), C — D =y = |y|(cosy) +isint)). Potom

A—B=A—B=7aplat

A-B _ |z|(cosp +1ising) cosp+ising  (cos +ising)
A-B -

2

z
z

~ |z|(cosp —ising)  cosp —ising 1

Analogicky odvodime vztah (cos 1) + isin)? z rovnice C' — D = y. Po dosazeni do pivodni

rovnice dostaneme

(cos p + isin )?
cos? @ + 2i cos psin ¢ — sin? @
cos 2¢ + isin 2¢

cos 2(p = cos 29

= (cost +isine)?
= cos? 1 + 2icostsiney — sin®
= cos2¢Y +isin2yY

A sin2¢ = sin 2y

S Y=o+ kr kel

Jinymi slovy, dvé pfimky jsou rovnobézné pravé kdyz obé komplexni ¢isla x, y maji stejny
argument v intervalu [0; ), viz (Obr. 18).

(b) Pouzijeme stejnou tvahu jako v predchozim piipadé. Mizeme tedy rovnou psat

(cosp +i-sing)? = —(cosy) +i-siny)?

cos2p = —cos2Y A sin2p = —sin 2y

wzw—l—z—l—lm,keZ.

=4
2

Nebo-li plati, Ze dvé pifimky jsou navzdjem kolmé, pravé kdyz se argumenty obou komplexnich

Cisel z, y liSi o g v intervalu [0; 7), viz (Obr. 19).
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20=2¢

sin 2¢
cos 2

-
\

v=p+kr

sin 2¢p = sin 27
cos 2¢ = cos 2¢

Obr. 18:
2¢
c / QSO Sin 2@
sin 2¢) (@]
T
=@+ 5 + km
2
2 0]

sin 2¢ = —sin 2%
cos 2¢p = — cos 2y

Obr. 19:
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(¢) Upravime vztah ze zadani
(A— B)(Z—@) = (A- C)(Z—E)
AA— AC—BA+BC = AA—AB—-CA+CB
(A-B)C+(B—A)C+AB—-BA = 0. (21)

Stejny vyraz dostaneme, kdyZ vypocitdime smiSeny soucin tif vektori tvaru

(A, B,C) x (A,B,C))-(1,1,1) = (BC — CB,CA - AC,AB — BA) - (1,1,1)
=BC-CB+CA—-AC+ AB—-BA=(A—-B)C+ (B—- A)C + AB — BA.
SmiSeny soucin tif vektord predstavuje objem pravidelného hranolu, ktery mezi nimi vznikne,

viz (Obr. 20). M4-li byt soucin roven nule, pak je objem hranolu nulovy a to je jen tehdy, pokud

jsou body A, B, C' kolinearni, tj. leZi v jedné pfimce a Zadné t€leso mezi nimi nevznikne.

Obr. 20:

(d) Abychom ziskali komplexni rovnici piimky danou body AB, nahradime bod C' z rovnice

(21) nezndmym bodem z

(A—-B)r+ (B— A7+ AB - BA=0.
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Priklad 4. Dokazte sinovou a kosinovou vétu pomoci komplexnich Cisel [1].
Nejprve dokdZeme kosinovou vétu, tedy vztah
a’> =b*+¢? — 2bccos o,

kde a, b, ¢ jsou strany trojihelniku ABC' a « je uhel protilehly strané a. Zvolime polohu

libovolného trojihelniku ABC' v Gaussove roviné tak, jak je zndzornéno na (Obr. 21).

Im
C
v
) a
B 5
A=0 c B Re

Obr. 21:

Pro body A, B, C' potom plati
A=0, B = ¢(cos0+isin0) = ¢, C = b(cosa +isina).

Pro odvozeni kosinové véty vyuZijeme vztah (3) a pro velikost useCky budeme pouzivat zna-

¢eni a (tedy bez absolutnich hodnot, coz je standardni znaceni velikosti dsecky)

a = |BC|=|C—B|=|b(cosa+isina)—c|=|bcosa —c+ibsina]

= +/(bcosa — ¢)2 + (bsina)2.
Pro komplexni ¢islo a potom plati
a® = (becosa —c)? + (bsina)? = b? cos® a — 2bc cos a + ¢ + b sin? a = b? + ¢ — 2bc cos av.
Tim je odvozena kosinova véta.
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Nyni odvodime vétu sinovou, tj.
asin f = bsin a,

kde a, b jsou strany trojihelniku ABC' a «, (8 jsou thly protilehlé strandm a, b. Doplnime
trojihelnik na rovnobé&Znik bodem D = a(cos (7w — ) + isin (7 — f)), viz (Obr.22), pro

ktery podle vlastnosti goniometrickych funkei plati

D = a(cos (m — B) +isin (m — ) = a(— cos § + isin 3).

Obr. 22:

Dile plati
B+D=C=c+a(—cosf+isinf) = b(cosa + isina)

a porovnanim imagindrnich c¢asti dostaneme

asin § = bsin a.

31



Priklad 5. Dokazte, Ze velikost strany pravidelného devitiiihelniku je rovna rozdilu velikosti

jeho nejdelst a nejkratsi vhlopricky [1].

Oznacime vrcholy devitidhelniku xq aZ xg a pro jednoduchost vypoctu budeme predpokladat,
Ze je vepsan do jednotkové kruznice, protoze velikost poloméru kruznice diky podobnosti nijak
neovlivni postup feSeni. Z kapitoly (1.6) vime, Ze feSenim binomické rovnice 2% — 1 = 0 je

pravé pravidelny devitidhelnik, jehoz vrcholy jsou komplexni ¢isla xy az xg, spliujici

2k 2k
T = COSTW + isin Tﬂ,k‘ =0,1,...,8.

zo=1 Re
L5
Zs
Le
L7
Obr. 23:
Velikost strany devitidhelniku je rovna velikosti tseCky |zoz1| = |21 — 2| a na$im dkolem je
dokézat platnost rovnice
|ZL‘0?L’1| = |ZEO$4| — |CL’0[L‘2|. (22)
Jednotlivé body lze piepsat na tvar
2T .. 2w
T, = cos; +1s1n?,
T L 4m 9
Ty = coS— +isin— ==z
? 9 9 v
6r . . 67 3
T3 = 0033 —i—1sm§ = 77,
T4 = COS 7r—|—isin " =z}
! 9 g v
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Pro pravou stranu rovnice (22) plati
|Zoa| — [voza| = |24 — @0| — |22 — T0| = \33'11 — To| — !95% — @o|.

Za ry muzeme dosadit 1 a za tseCku oz mizeme dosadit isecku x5, protoze porovnavame

jejich velikosti, které jsou u pravidelného n-tihelniku shodné. Potom

21 = 1] = |2{ — 21| = |(a1—1) = (2] — 21)| = |2} — 2] + 21 — 1
= |2z — 1) + (21 = D] = |(z1 — (a7 + 1)

= |z =1 fay + 1],

pricemz kroky s absolutnimi hodnotami jsou korektni, jelikoz vektory xoxj a z123 jsou rovno-

béZzné a souhlasné orientované a trojuhelnikovéd nerovnost plati jako rovnost. Lze ovérit
2 —1=(@*—1)-(2®+2°+1).

ProtoZe fe$ime binomickou rovnici 7 — 1 = 0 a vime, Ze z; je jejim kofenem, ale zédroveii

23 # 1, pak
42} +1=0< 2} +1=—2af.
Z toho plyne
1 — 1] - |27 + 1] = [or — 1] - | = 2f] = o1 — 1] - [2§] = |1 — 1,

nebot’ 9 je komplexni jednotka a jeji absolutni hodnota je rovna jedné.

Pro levou stranu rovnice (22) plati |zox1| = |21 —x¢| = |21 — 1|, éimZ je rovnost dokdzana.
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Priklad 6. V roviné je ddn rovnostranny trojithelnik ABC. DokaZte, Ze pro kaZdy bod P této
roviny plati

|PA* + |PB> + |PC|* = 3 - (r* + d*),

kde d je vzddlenost bodu P od stiedu kruZnice opsané trojithelniku ABC' a r je jeji polomér

[1].

Rovnostranny trojihelnik A BC umistime do Gaussovy roviny tak, Ze stied S kruznice opsané
trojuhelniku je v pocatku Gaussovy roviny a body A, B, C' jsou po fadé¢ obrazy komplexnich

¢isel wg, 21, 7o, kterd jsou kofeny binomické rovnice 2° — r® = 0. Tedy

2k 2k
xk:r-<cos—ﬂ+isin—ﬂ), k=0,1,2.

3 3

| Im
B:$1 P

< d

0O=S8 A=xg=r Re

e

Obr. 24:

Pro libovolné komplexni ¢islo P potom plati

[PAP" = |P— A =|P—1]",
|PBI* = |P-BJ,

|PC]? = [P=C,

|PO[* = |PP.
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Pro soucet druhych mocnin vzdalenosti bodu P od vrcholtl dostdvame

|PA? + |PB* + |PC)* = |P —r|*+|P - B+ |P - C|?

—(P-r)-(P-r)+(P-B)-(P-B)+(P-C)-(P-C)
=(P-r)-(P-T)+(P-B)-(P-B)+(P-C)-(P-C).

ProtoZze platir =7, B = C,C = B, dostaneme

|PA> + |PB|* + | PC|?
=(P-r)-(P-7r)+(P-B)- (P-C)+(P-C)-(P—-B)
= (PP+7r*—Pr—Pr)+ (PP+BC - PC - PB)+ (PP + BC + PB — PC)

a protoze plati PP = d?, BC' = r?, tak po tpravé dostdvdme
|PAP> + |PB* +|PC*=3-(r*+d*) — P(r+ B+ C)— P(r+ B+ Q).

Ze vztahu (16) vime, Ze pro kofeny binomické rovnice z° — 3 = 0 plati r + B+ C = 0 a tedy

rovnost plati.
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Priklad 7. V roviné je ddn pravidelny n-iihelnik AgA;...A,_1. DokaZte, Ze pro kaZdy bod P
této roviny plati

|PAO|2 + |PA1|2 + ...+ |PAn_1|2 =n- (7“2 + d2)7
kde d je vzddlenost bodu P od stredu kruZnice opsané n-tihelniku a r je jeji polomér [1].

Budeme postupovat stejné jako v prikladé (6). Pravidelny n-thelnik umistime do Gaussovy

roviny tak, aby body A byly obrazy komplexnich ¢isel
2k 2k
xk:r-(cos—ﬂ—i—isin—?r), k=0,1,2,n—1,
n n

coz jsou kofeny binomické rovnice x™ — r" = 0. Uvédomime si, Ze xg = Ay = r,z; =

Ay, .,xp 1 = A,_1. Potom plati

IPA + [PAP + o+ [PA A = (P=1)-(P—1)+(P—A) - (P— Auy)
fo (P = Apy) - (P — Ay)

aprotoze PP = d?, A1 A1 = AsA,_o = ... = A, 1A, = r?, dostdvame

|PAo? + |PAP+ ...+ |PA1)? = n- (P +d)—P-(r+ A +A+-+A,)

—P-(r+A+A+ ...+ A1)
JelikoZ pro kotfeny binomické rovnice 2" — r™ = ( plati
T+A1—|—A2+...+An_1 :0,

dostavame

|PAo|? + |PA > + ... + |PA,1|* = n- (r? + d°).
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Priklad 8. DokaZte, Ze pro trojithelnik ABC, ktery je vepsdn do jednotkové kruZnice se stie-
dem v pocdtku, plati H = A+ B + C, kde H je ortocentrum (priisecik vysek) trojithelniku a
body A, B, C jsou vrcholy trojithelniku [7].

Pro diikaz potifebujeme znat alespon dvé vysky trojihelniku ABC'. Pro piimku AB jsme
v prikladu (3d) odvodili vztah (A — B)x + (B — A)T + AB — BA = 0. Pokud body A a B

. . . v v . o A ]‘
leZi na jednotkové kruznici se stfedem v pocatku Gaussovy roviny, mizeme pouzit A = 1 a

= 1 . .
B = B a rovnicl upravit na tvar

1 1 _ A B
B—-A A? — B2
B-AZT+ —— =
15 x4+ ( )z + 1B 0
r+ABT—-A—-B = 0
_ A+B—zx
T = —.
AB
— A+ B-P,
Tento vztah plati i pro patu kolmice P, na piimku AB, tedy P, = +AT

Pro dvé kolmé piimky plati vztah pro kolmost z ptikladu (3b). Pomoci tohoto vztahu

odvodime dalsi vztah pro bod P,

A-B  C-P
A-B  C-D
(A-B)(C-F) = —(C-PF)(A-B)
AC — BC — AP.+ BP. = —CA+ P.A+CB—-P.B
A B ¢ P C F
. P, 1 C
(B— AP, — (B—mAB _(B—ma—mB—mZE
— P 1 C
Fe=3B = ¢~ aB
5 CP.+ AB — C?
¢© ABC

Porovnanim obou vztahti pro P, ziskdme vztah P, = %(A + B + C — ABC), ktery zavisi
pouze na bodech A, B,a C.

Abychom nasli ortocentrum trojihelniku ABC, potiebujeme priisecik dvou vysSek tohoto
trojihelniku. Budeme pocitat ortocentrum pomoci vysek v, a v., tedy vyuzijeme paty kolmic

P, a P.. Pro tyto body plati

1 _ | _
P,=5(B+C+ A~ BCA), P.=S(A+B+C — ABO).
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Nyni hleddme prisecik primek AP, a C'P.

(A-P)x+ (P,— AT+ AP, —P,A = 0

(C—-P)z+ (P.—C)x+CP.— P.C = 0.
Z téchto dvou rovnic vyjadiime nezndmou x

P, (P.C-P.C)+A - (-P.C+P.C+P,-(P.—C))+ P,A-(C—P.)
xr = — — — — — p—
P,-(C—P)+A-(P.-C)+A-(C—P)+P,-(P.-C)
1 - 1 =1 =
§(B+O+A—BCA),Pc:§(A+B+C—ABC),A:Z,B:

Dale dosadime P, =

1 —
B aC = rok Po né€kolika upravéich dostdvdme tvar

r=A+B+C.

Bod z, ktery v rovnicich vystupuje, je bod, ve kterém se dvé ptivodni piimky protnou. Tyto
dvé pfimky jsou vysky trojihelniku ABC, které se protinaji pouze v jediném bodé a to v

ortocentru trojuhelnika. Plati tedy H = A+ B + C.
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Priklad 9. Necht’” ABCD je kruZnici vepsany ¢tyfiithelnik a necht’ H,, Hg, Ho, Hp jsou
ortocentra trojithelnikii BCD, CDA, DAB a ABC. Dokazte, Ze ctyrithelniky ABCD a
H aHpHcHp jsou shodné [7].

VepiSme Ctyfihelnik do jednotkové kruZznice se stfedem v pocatku Gaussovy roviny. Jed-
notkovou kruznici volime proto, abychom usnadnili vypocet, ale diky podobnosti budou vzta-
hy platit i pro kruZnici, kterd neni jednotkova. Ctyftihelnik rozdélime na 4 trojihelniky dle
zadani. Ortocentrum trojihelniku A BC' dokaZeme vypocitat pomoci vzorce H = A+ B+ C

z prikladu (8). Pro ortocentra v naSem piipadé potom plati

Hy = B+C+D,
Hp = A+C+D,
Hoe = A+B+D,
Hp, = A+B+C.
Abychom dokdzali, Ze jsou Ctyfuhelniky shodné, porovndme velikosti pfislusnych stran a
uhlopficku

|Hy— Hp|=|B+C+D—-(A+C+D)|=|B+C+D—-A—-C—-D|=|B—-A]|,

coz plati a analogicky odvodime

|Hp — He| = |C— B,
|Hc — Hp| = |D-C]|,
|Hp — Ha| = [A-D]|,
|Ha— He| = |C— Al

Vsechny piislusné strany a thlopiic¢ka se shoduji, tedy ¢tyfihelniky ABCD a HyHgHoHp

jsou shodné.
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Hp
D %I
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A o
He B
Obr. 25:
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Priklad 10. Méjme lichobéinik ABC D s delsi zdkladnou AB a libovolny bod K, leZici na
strané BC. Z bodu C' sestrojme rovnobézku s primkou K A a 7 bodu B sestrojme rovnobéZku

s pfimkou K D. DokaZte, Ze se tyto rovnobézky protinaji na primce AD [8].

Nejprve sestrojime nazornou konstrukci dle zadani. Pro prehlednost umistime lichobéznik
tak, aby jeho zdkladna AB byla rovnobézna s redlnou osou. Najdeme prusecik piimek AD a
BC, ktery musi existovat, protoZe jsou to riiznobézky. Vznikly bod oznacime O a ztotoZnime
s poc¢atkem Gaussovy roviny. Kladné orientovany tihel AOB oznacme . Pruselik piimky

AD s rovnobézkou AK prochdzejici bodem C' ozna¢me L, viz (Obr. 26).

Im

Obr. 26:

Nyni pomoci spirdlni podobnosti zobrazime bod A na piimku BC'. UvaZujme vhodné

komplexni Cislo z takové, Ze zobrazi bod A na bod K podle predpisu
K==z-A

Takové komplexni ¢islo ma tvar z = |z|(cos ¢ + isin @), pfi¢emz argument ¢isla z je ¢ a jeho
velikost zptisobi zménu velikost ramene O A. Jelikoz v celé tloze budeme vyuZzivat podobnosti
trojuhelnikl, nemusime znat konkrétni velikost Cisla z.

ProtoZze L.C' a AK jsou rovnobézné, pak trojihelniky AKO a LCO jsou podobné. Bod L

se pak pfi zobrazeni z zobrazi na bod C' podle predpisu
C=z-L.
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Nyni uvazujme vhodné komplexni ¢islo y takové, Ze zobrazi bod K na bod D podle pred-
pisu spirdlni podobnosti

D=y K.

Pro komplexni &islo y plati y = |y|(cos (—¢) + isin (—¢)), pfi¢emz argument ¢isla y je —¢
a opét nepotrebujeme znat jeho velikost. Pro argument Cisla y - z plati —p + ¢ = 0, tedy
ziskdme redlné Cislo. Zde si musime uvédomit, Ze vyndsobeni komplexniho ¢isla redlnym
Cislem je stejnolehlost. Potom plati D =y - z - A.

ProtoZe trojihelniky ABO a DCO jsou také podobné, mizeme bod C' zapsat pomoci bodu

B vztahem
C=vy-z-B,
coz ukazuje obrdzek (Obr. 27).
Im
O
o Re

Obr. 27:

Ze zadani tedy vime, Ze trojihelniky ABO a DCO jsou podobné. Dale jsme vypocitali,
zZe trojuhelniky AKO a LCO jsou také podobné. Pokud dokdZzeme, Ze jsou podobné také
trojuhelniky OK D a OBL, pak dokdZeme, zZe bod L lezi na piimce AD. Potfebujeme tedy
dokézat vztah L = y - B. Plati

C=z-LNC=z-y-B=z-L=z2z-y-B=L=y-B.
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Priklad 11. Nad stranami trojithelniku ABC' jsou z vnéjsi strany sestrojeny podobné trojiihel-
niky ABK, BCL a CAM se zdkladnami AB, BC' a AC. DokaZte, Ze téZisté trojithelniki
ABC a KLM splyvaji [10].

Obr. 28:

Dle zadani sestrojime trojuhelniky ABC a K LM a konstrukci umistime do Gaussovy

Vv

1
T1:§(A+B+C).

Protoze trojihelniky ABK, BC'L a C'AM jsou podobné, maji jejich thly pfi vrcholech K,
L, M stejnou velikost . Vezmeme komplexni ¢islo z = |z|(cos ¢ + isin ) takové, Ze po

2
vynasobeni vektoru ﬁ ziskame vektor KA. Mizeme tedy psat
(A-K)=z-(B-K)

a potom
A—-2zB

K= ,
1—=2

kde z # 1, protoze mame nenulovy thel .
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Analogicky ziskdme vztahy pro body L a M, protoze trojihelniky jsou podobné

B —zC M:C—ZA

L= , )
11—z 1—=2

Vv oew

1 1 A—zB B—-zC C-—-:zZA
T, = §(K+L+M)_§~< T, T 1_Z>
1

= m-(A+B+C—z(A+B+C))
1 1
— m-(A+B+C)-(1—,z):§(A+B+C).

Plati T} = T5, tj. t€Zisté trojihelniki ABC a K LM splyvaji.

Obr. 29:
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Priklad 12. Na sténé visi dvoje stejné velké hodiny, z nich? jedny jdou o ¢tvrthodinu napied.

Jak se pohybuje stied spojnice koncu velkych rucicek [9]?

Krajni body rucicek si oznac¢ime A a B. Pro bod S, lezici ve stfedu tdsecky AB, pouZijeme

A+ B
vztah S = —|2— .

Im

K()Sl Re

Obr. 30:

Umistime jedny hodiny tak, aby jejich stfed S leZel v pocatku Gaussovy roviny O, pti¢emzZ

pro bod A v goniometrickém tvaru komplexniho ¢isla plati
A = |r|(cos ¢ +1isiny).

Druhé hodiny se stiedem v bodé S5 = ¢ + di posuneme tak, aby stfed S5 splyval s pocatkem

O. Tim se posune i bod B, &im7 dostaneme bod B’. Vztah mezi body A a B’ je potom din

rotaci B = 2 - A, kde
= cos (=) +isin (-3)
Z = coS 5 isin 5)

coz vyjadiuje jejich posunuti o &tvrt hodiny. Pro bod B’ potom plati

B =|r| <cos (gp— g) +isin (gp— g)) :

a po posunuti stfedu zpét do Sy = ¢ + di plati

B = |r| (cos <g0— g) + isin (ap— g) +(c+di)> :

Nyni pro kazdé ¢ z intervalu [0, 27) vypoéitdme stfed S, ktery leZi pfesné mezi body A a
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B, coZ znamena

|7 . ™ . T :

S = 7(cosgo+1smgo—|—cos<<p—§>+1sm<<p—§)+c+d1>
_ I ™ 4 ivsim (o T 1 et a
= 7(\/5003(9@—1>+1\/§sm<gp—z>>+7(0+d1)

2 2
= l%’c—i— |r]§cos ((,0— %) +1i (gd—l— |7“|\/7— sin (gp— %)) )

Potom dostavame

7] V2 s
Re(S) = St \T\7cos (gp — Z) ,

7] N o
Im(S) = 7d+|r|751n <g0 Z> )

rl 17l

coZ je tzv. parametrické vyjadfeni kruZnice se sttedem v bodé¢ [? c, ?d] a poloméru |r| -

Bod S tedy pro mnoZzinu viech ¢ € [0, 27) opisuje kruZnici.

Obr. 31:

Hodiny i bod S se otaceji stejnou thlovou rychlosti, ale hodiny se otaceji obvodovou

2
™ Bod S se tedy pohybuje

2
rychlosti %r, kdeZto bod S se otd¢i obvodovou rychlosti

pomaleji nez body A a B.

46



Priklad 13. DokaZte, Ze pro priisecik riznobéznych pfimek AB a C D, danych body, které leZi
A+B)—(C+D
(A+B)-(C+D)
AB—-CD

na jednotkové kruZnici a jsou navzdjem riizné, plati T =

Nejprve ukdzeme, jak vypada rovnice se¢ny. V piikladu (3d) jsme si ukdzali vztah pro

komplexni rovnici pfimky
(A—B)r+ (B - AZ+ AB — AB = 0.

— 1
aB= 5 Muzeme tedy

| =

Dile vime, Ze pro body leZici na jednotkové kruZnici plati A =
prepsat rovnici na tvar

1 1 A B

Rovnici miizeme déle upravit na tvar

B—-A _ (A-B)A+DB)
1B r+ (B—A)T+ 1B =0

r+ABT—(A+B) = 0.

Tato rovnice popisuje secnu jednotkové kruznice danou body A, B. ProtoZe potfebujeme znat

prusecik piimek AB a C'D, dosadime body C, D a dostdvame rovnici dalsi seCny
r+CDz — (C+D)=0.
Nyni obé rovnice odecteme
(AB-CD)z=(A+B)—(C+ D)

a Upravou dostdvame hledany vyraz

(A+ B)— (C+ D)
(AB—-CD)

T =

47



Priklad 14. (Pascalova véta) Necht’ je Sestivihelnik ABCDEF, kde Zddné dvé protilehlé
strany nejsou rovnobéiné, vepsany do jednotkové kruZnice. DokaZte, Ze body G, H, I jsou
kolinedrni, kde G je prusecik primek AB a DE, H je priiseCik primek BC a EF a I je
priisecik primek CD a FA [7].

Im

Obr. 32:

VyuZijeme vztah z piikladu (13). Vyjadiime body G, H a I:

a_(A—I—B)—(D—l—E) H_(B+C)—(E+F) T_(C’—i—D)—(F—i—A)
B AB—-DE ’ B BC—-EF B CD—FA
H-G H-G
Pro kolinearitu vyuZijeme vztah z ptikladu (3c), tedy Ze plati —¢ 7 ek Pro jednodu-

chost nejdiive vyjadiime Citatele a jmenovatele zlomku pravé strany
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(B+C—E—F)AB—-DE)—(A+B~-D—E)(BC - EF)
(AB — DE)(BC — EF)
AB? — BED + ABC — CDE — ABE + DE* — ABF + DEF — ABC
(AB — DE)(BC — EF)
AEF — B?C + BEF + BCD — DEF + BCE — E*F
(AB — DE)(BC — EF)
(B—E)(AB+CD + EF — BC — DE — FA)

(AB— DE)(BC — EF)
(C+D—F—A)(AB—-DE)— (A+B—D - E)(CD - FA)
(AB— DE)(CD — FA)

(D— A)(AB+CD + EF — BC — DE — FA)
(AB — DE)(CD — FA)
-G (B—E)(CD — FA)

-G (D— A)(BC — EF)

S
|
Ql
I

~
|
Q)
Il

|

~l

Nyni pro levou stranu plati

H-G  (H-G\ H-G _ ((B=E)(CD— FA)
-G \I-G) \T1-G/) \(D-A)(BC-EF)
_ (B-E)CD-FA) _(-3)-(dp~7x) _ (B-E)CD-FA)
(D-A)BC-EF) ($-%) (gs—75) (D—A)(BC—EF)
ProtoZe se obé strany rovnice rovnaji, jsou body GG, H, I kolineérni.
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Nékolik poznamek z historie komplexnich ¢isel

Na zavér uvedeme nckterd jména, kterd se zaslouzila o vyvoj komplexnich &isel [1], [6].
Prvni zminka o komplexnich cislech se datuje az k 1. stoleti naseho letopoctu, kdy Heron z
Alexandrie narazil na odmocninu ze zdporného Cisla pfi vypoctu objemu komolého jehlanu.
Ve 3. stoleti objevil Diofantos z Alexandrie, ktery je povaZzovany za otce aritmetiky, v té dobé
nefesitelnou kvadratickou rovnici na oboru redlnych cisel. M¢li bychom se také zminit o
arabském matematikovi jménem Abdalldh Muhammad ibn Misa Al-Khwarizmi. Ten shrnul
vSechny typy feSeni kvadratickych rovnic (ackoli za sprdvna povaZoval jen kladné feSeni) a
diky nému se zachovala feckd matematika, ze které vychazel.

Na prelomu 12.a 13. stoleti Zil Leonard Pisdansky zvany Fibonacci, ktery fesil mimo jiné
kubické rovnice, jejichZ kofeny nelze vyjadrit raciondlnimi Cisly. Timto se zabyval také fran-
tiSkansky mnich Luca Pacioli, ktery shrnul poznatky na drovni tehdej$i matematiky o kubick-

ych rovnicich. ReSeni rovnic

x® + pr=4q
= pr+4gq
2 + q=px

kde p a q jsou kladnad Cisla, nalezl v 15. stoleti matematik Scipio del Ferro a idajné ho svéfil
svému zdkovi jménem Antonio Mario Fiore. Toho vSak pfedbéhl matematik jménem Nic-
colo Fontana zvany Tartaglia, kterému se ptisuzuji zasluhy v souvislosti s feSenim kubick-
ych rovnic. Gerolamo Cardano ziskal od Tartaglia feSeni kubickych rovnic a publikoval
ho ve svém dile. Tzv.Cardanovy vzorce se dnes ale pro vypocet korenti kubickych rovnic
nepouzivaji. V nékterych piipadech totiz vyjadiuji redlné kotfeny kubickych rovnic pomoci
imagindrnich Cisel a tuto "zavadu" nelze odstranit. Pro predstavu, feSenim kubické rovnice
23— 72 —6 = 0 jsou &isla —1, —2, 3. Podle Cardanovych vzorcl viak vychdzi jednim z feseni
této rovnice Cislo <’/3 + 1%\/5 + \3/3 — 11—0\/3

9
O néco ddle se dostal v 16. stoleti bolonisky matematik Rafael Bombelli. Pracoval jiz

s takovym tvarem Cisel, jako je algebraicky tvar komplexnich Cisel, avSak povazoval stile
odmocninu ze zdporného Cisla pouze za formalni zépis. V 17. stoleti se komplexnimi kofeny
rovnic zabyval matematik Albert Girard, ktery je sice nazyval "solution impossibles", tedy

nemozna feseni, ale uznaval je a diky tomu zformuloval zakladni vétu algebry. Jesté v 17.

50



stoleti René Descartes aplikoval algebraické rovnice v analytické geometrii a povazujeme ho
za zakladatele analytické geometrie. Pracoval také odvazné s komplexnimi ¢isly a od té doby
se zaCala komplexni ¢isla objevovat Castéji v riznych matematickych oborech. Jsou zde i dals{
jména, kterd se zabyvala komplexnimi Cisly, napt. Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz
nebo Johann Bernoulli.

Velky vyznam komplexnich ¢isel priSel s feSenim n-té odmocniny od francouzského mate-
matika Abrahama de Moivrea na pifelomu 17. a 18. stoleti. V této dobé uz John Wallis
predstavil schéma zobrazeni komplexnich Cisel v rovinég, to ale nesklidilo velky ohlas. Dne$ni
podoba Moivreovy véty je pric¢itana Rogerovi Cotesovi.

Leonhard Paul Euler, od kterého zfejmé& pochdzi oznaceni imagindrni jednotka pro v/—1,
prispél v 18. stoleti do fady odvétvi matematiky, v€etné teorie komplexnich Cisel.

Velice vyznamnou roli mé v zdleZitosti komplexnich Cisel Johann Carl Friedrich Gauss,
ktery na prelomu 18. a 19. stoleti dospél ke geometrickému zndzornéni komplexnich c¢isel
jako bodi roviny. Gauss také dokazal platnost operaci s komplexnimi Cisly na zdkladé jejich
geometrické interpretace.

Naproti tomu algebraickou definici komplexnich Cisel jakoZto dvojic redlnych Cisel vyjadril
irsky matematik Sir William Rowan Hamilton v roce 1833. Hamilton proslul predevSim ob-

jevem Ctyfrozmérné redlné algebry kvaterniontl.
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