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Abstrakt

Tato prace se zabyvd problematikou nejkratSich cest v grafu. Hledédni téchto cest patii mezi zdkladni
problémy teorie grafti s cetnymi praktickymi aplikacemi. Problém hledani nejkratSich cest 1ze rozdélit
na dvé skupiny. V prvni z nich hleddme nejkratsi cesty z jednoho konkrétniho uzlu do vSech ostatnich
uzla a v druhé hledame nejkratsi cesty mezi vSemi pary vrcholu grafu. U kazdé skupiny jsou v textu
uvedeny principy a algoritmy, které problém fesi. Studovdny a popsdny jsou jak klasické, tak i nové
efektivn¢j$i metody. Z kazdé skupiny jsou vybrdny, implementovdny a experimentdlné¢ porovniny

nckteré algoritmy pro hleddni nejkratsich cest v grafu.
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Abstract

This thesis deals with shortest paths problem in graphs. Shortest paths problem is the basic issue of
graph theory with many pracitcal applications. We can divide this problem into two following
generalizations: single-source shortest path problem and all-pairs shortest paths problem. This text
introduces principles and algorithms for generalizations. We describe both classical and new more
efficient methods. It contains information about how some of these algorithms were implemented and

offers an experimental comparison of these algorithms.
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1 Uvod

Informatika muZe jen téZko existovat bez pojmu a postupu teorie grafl, nebot’ Casto
vyjadfujeme vztahy mezi n¢jakymi objekty pomoci grafu. Grafy a grafové algoritmy prostupuji nejen
teoretickymi zdklady oboru informatika, ale jejich pouZivdni tvoii neodmyslitelnou soucdst i tak
prakticky zaméfenych oblasti, jakou jsou napf. programovaci techniky nebo pocitacové sitc.
Formulaci néjakého problému v pojmech teorie graft totiZ ziskdme velmi nazorny matematicky
model, pro ktery je vct§inou mozné posoudit existenci feSeni problému a ndrocnost jeho vypoctu.
Soucasn¢ dava moznost vyuZzit k vlastnimu feSeni n¢kterého z existujicich grafovych algoritmi nebo
jeho vhodné modifikace. Nabizi se nepfeberné mnoZstvi postupt pifi feSeni problémil vyuZivajici
pravé grafy.

Tak tfeba silnicni sit’ Ize znazornit pomoci grafu tak, Ze kfizovatky odpovidaji vrcholim
grafu a silnice mezi nimi hranam. Kazdy udsek silnice odpovidajici hran¢ mé svou délku. MuZeme
tedy polozit nasledujici otazky. Jaka je nejkratsi cesta z Brna do Prahy? Kolik ma kilometrii a kudy
vede?

Problém hledani nejkratSich cest je jednim z nejzdkladnéjSich problémi sitové optimalizace.
Zasadné se rozviji v mnoha sitovych optimalizac¢nich algoritmech a je jiZ vice nez Ctyfi desetileti
studovdn. Problém hleddni nejkratSi cesty v grafu a jemu podobné problémy se vyskytuji témér
vSude: pfi smérovani paketii na internetu, pii hledani dopravniho spojeni mezi dvéma misty, pfi
plénovdni pohybu robota, pfi sméné mezi jednotlivymi ménami, pfi operacnim vyzkumu, pfi
aproximaci linearni funkce atd.

V nésledujicich kapitoldch prostudujeme zdkladni algoritmy feSici problém hledani
nejkratSich cest a provedeme prehled novych a efektivnéjSich metod. Na téma porovndvani téchto
algoritmu jiZ bylo v minulosti provedeno né¢kolik studii — napf. [12],[13],[21] a [41], ze kterych
budeme taktéZ Cerpat.

Ve druhé kapitole se seznamime s nékterymi zdkladnimi pojmy, které jsou nezbytné pro dalsi
studium dané problematiky.

Ve treti kapitole probereme kratce moznosti reprezentace grafti v pocitadi. Probereme si u
kazdé mozné reprezentace vyhody a nevyhody a stanovime formét, ktery poté pouZijeme pro
jednotlivé algoritmy.

Ve ¢tvrté kapitole si zavedeme pojem vzdélenosti na grafu.

V nésledujici kapitole uvedeme problém nejkratSich cest a provedeme jeho rozd¢leni na dvé
hlavni skupiny.

V Sesté kapitole ukdZeme zdkladni algoritmy feSici problém nejkratSich cest zjednoho
daného vrcholu do vSech ostatnich a vytvofime pfehled novéjSich a efektivnéj§ich metod. Z nich pak
tfi algoritmy experimentalné porovname.

V sedmé kapitole se zaméfime na druhou skupinu algoritmu, a to na ty feSici problém
nejkratSich cest mezi v§emi pary vrcholu. Rovnéz popiSeme zakladni algoritmy a provedeme reSersi
novych a efektivnich metod. Ke konci kapitoly pak tfi algoritmy experimentdlné porovndme.

Diplomov4 price nenavazuje na bakaldfskou prici ani na semestrdlni projekt, ktery byl na
jiné téma obhdjen pred rokem.



2 Zakladni pojmy

Predpokladam ctendfovu znalost zdkladnich matematickych pojmu jako je mnoZina, relace,
kartézsky soucin, atd., které v textu jiZ nebudu definovat a sezndmit se s nimi lze ve vét§in€ uéebnic
z prehledu - napf. [2],[4],[6] nebo [9]. V této kapitole si objasnime par pojmu z teorie grafi, které
jsou pro dal$i studium problematiky nepostradatelné. Pokud by se ¢tendfi zddl vyklad nedostate¢ny,
lze se obratit na n¢kterou z ucebnic teorie grafii, napf. na knihu J.Nesetfila [8].

2.1  (Neorientovany) graf

V literature je mozné se setkat s riznymi variantami definice pojmu graf. Neformaln¢ se graf
skladd z tzv. vrcholu a tzv. hran. Hrana vZdy spojuje dva vrcholy a je bud’ orientovana, nebo
neorientovand. U hran orientovanych rozliSujeme pocatecni a koncovy vrchol. Neorientované hrany
chdpeme jako symetrické spojeni dvou vrcholu. Orientovany graf ma vSechny hrany orientované,
neorientovany graf ma vSechny hrany neorientované. A ted’ trochu formalngji.

Neorientovanym grafem nazyvame usporadanou trojici G = <H, U, p>, prvky konec¢né
mnoziny H nazyvidme hranami grafu G, prvky konecné mnoZiny U uzly grafu G a zobrazeni p
incidenci grafu G. Role incidence p grafu spodivd v tom, Ze pfifazuje kazdé jeho hrané
neusporadanou dvojici uzla: Je-li p(h) = [u, v], nazyvame uzly u, v krajnimi uzly hrany h. O hrané h
tikdme, Ze inciduje s uzly u, v (spojuje uzly u a v). ZvlasStni pfipad mezi hranami predstavuji tzv.
smyc¢ky, pro které je p(h) = [u, u] (viz napf. hrana f na obr. 2.1). Izolovanym uzlem grafu nazyviame
takovy uzel, s nimZ neinciduje Z4dnd hrana (napf. uzel 7 na obr. 2.1).
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Obrézek 2.1: Neorientovany graf

Privlastek ,,neorientovany“ ¢asto vynechdvdme, bude-li to z kontextu jasné. NEkdy se
setkdvame i s definici grafu, v niZ se vypousti incidence. Za hrany se v takové definici povazuji pfimo
neusporadané dvojice uzlia. Kazda dvojice uzli pak muze urcovat pouze jedinou hranu. Toto omezeni
nebude na zdvadu u grafu, v nichZ nepfipoustime existenci tzv. rovnobéZnych hran (tzn. hran se
shodnou mnoZinou krajnich uzla) - takové grafy se nazyvaji prosté. Naopak graf, ve kterém existuje
alesponi jedna dvojice rovnobéznych hran, budeme nazyvat multigrafem. U prostych grafu je tedy
mozné ztotoZnit hrany s odpovidajicimi neuspofddanymi dvojicemi krajnich uzli - incidence je



potom zfejma a neni tfeba ji v zdpisu prostého grafu uvadét. Dalsi druh grafu lze ziskat tak, ze
zakdZeme existenci smycek - prosté grafy bez smyéek budeme nazyvat oby¢ejnymi grafy.

UpInym grafem nazyvame obyéejny graf, ktery mé n uzli a pravé (n nad 2) hran, nebot’ to je
pocet ruznych dvouprvkovych podmnozin jeho uzld, a kazdé dva rizné uzly jsou v ném spojeny
hranou. Pfidanim libovolné hrany mezi dvéma riznymi uzly tplného grafu jiZ tedy nutn¢ dostaneme
multigraf.

2.2 Podgraf

Graf G' = <H', U', p"> nazyvame podgrafem grafu G = <H, U, p> (zapisujeme G' < G),
jestliZe plati:

H cH) & U cU) & Vhe H(p'(h) = p(h)). (2.2.1)

2.3 Mnozina sousedu

Necht G = <H, U, p> je graf, u € U libovolny uzel a A < U libovolnd podmnoZina uzla.
Mnozinou sousedu I'(#) uzlu u nazyvame podmnoZinu uzli definovanou vztahem:

I'(u)={ve V:3he H: p(h) =[u, v]}. 2.3.1)

2.4  Stupen uzlu

Necht G = <H, U, p> je graf, u € U libovolny uzel. Stupném Jg(u) uzlu u v grafu G
nazyvame pocet hran s nim incidujicich. Symboly 8(G) a A(G) oznafujeme minimdlni, resp.
maximdlni{ stupeni uzlu v grafu G.

2.5  Sled

Predstavme si nyni ndsledujici prochdzku po n&jakém grafu: vyjdeme z urcitého uzlu grafu a
po ngjaké hrané s nim incidujici pfejdeme do uzlu sousedniho, odtud po dalsi hrané do nového uzlu
atd., aZ se dostaneme k né&jakému cilovému uzlu (popf. nazpét do uzlu vychoziho). Posloupnosti hran
a uzlu, po nichz budeme takto postupné prechazet, hraji v teorii graft velmi duleZitou roli, takZe nyni
poddme jejich presnou definici.

Necht pro danou dvojici uzlu u a v grafu G = <H, U, p> existuje posloupnost uzlii a hran:

S = <u03 hb Ui, h23 cees Un-1, hne un>e (2-5.1)



kde h; € H, p(hy) = [up, u] proi=1,2, ...,n,u;€ Uproi=0, 1, ..., n, uyp = u, u, = v. Pak tuto
posloupnost nazyvdme sledem grafu G mezi uzly u a v. Uzly u, v jsou krajni uzly sledu S (u je
podateéni, v koncovy uzel), uzly u;, us, ..., uy; jsou vnitini uzly sledu S. Cislo n (20) nazyvdme
délkou sledu S a zna¢ime d(S). Sled s alespon jednou hranou, v némZ jsou uzly u a v shodné,
nazyvame uzavienym, ostatni sledy (véetn¢ sledi nulové délky) nazyvame otevienymi. Pfi uréeni
sledu casto stac¢i zadat pouze piislusnou posloupnost hran <hy, ho, ..., h,>, u prostého grafu muzeme
naopak pouZit posloupnost uzla <uyg, uy, Uy, ..., Uy>.

opakovan¢ Zddnou hranou grafu a popf. ani uzlem grafu - pro n¢ zavedeme zv14Stni ndzvy nésledujici
definici. Mezi nimi mtiiZeme totiZ napft. hledat ty sledy, které maji nejmensi délku (pfi pevné zvolené
dvojici krajnich uzli). Tak se dostdvdme k otdzce zavedeni vzdalenosti na grafu, které se podrobné
vénujeme v kapitole 4.

2.6 Tah, cesta a kruZnice

Tahem grafu G nazyvame takovy jeho sled, v némz jsou vSechny hrany razné. Cestou grafu
G nazyvame takovy jeho tah, v némz kazdy uzel inciduje nejvySe se dvéma hranami tohoto tahu.
KruZnici nazyvame uzavienou cestu.

Z kazdého otevieného sledu S = <hy, hy, ..., hy> mezi uzly u a v neorientovaného grafu lze
vybrat cestu spojujici tytéZ dva uzly. Pokud S neni cestou, musi prochizet nckterym ze svych
vnitfnich uzli x opakované. Potom je ale moZné vypustit z S vSechny hrany nachdzejici se mezi
prvnim a druhym prichodem uzlem x - tak dostaneme sled S o mensi délce, ktery spojuje stile tytéz
uzly u av. Je-li S cestou, jsme hotovi; jinak proces opakujeme od zacatku. Po kone¢ném poctu kroku
nutn¢ dospéjeme k cesté, nebot’ délka sledu S se stile zmensuje a sled délky 1 je vZdy cestou.

Velmi dilezitou vlastnosti grafii je propojitelnost riznych dvojic uzli pomoci sledi (a tedy
pomoci cest). Pro vyjadfeni této vlastnosti zavedeme pojem souvislosti grafu. Souvislym grafem
nazyvdme takovy neorientovany graf, mezi jehoZ libovolnymi dvéma uzly existuje sled.

2.7  Orientovany graf

Hrany v neorientovaném grafu jsou obousmérné - miuZeme jimi prochdzet v obou moznych
smérech. V nékterych aplikacich je tato vlastnost hran na zdvadu. Ve vyvojovém diagramu musi byt
hrany orientovdny, aby mohly jednoznacné vyjadrit ¢asovou ndslednost jednotlivych operaci.
V elektrickém obvodu ndm zase orientace hran naznaci predpoklddany smér napéti. Ve schématu
silni¢ni sit€ ndm orientace zachycuje piipustny smér prajezdu ulici atd. Vhodnym modelem je pak
orientovany graf.

Ve znédzornéni grafu se orientace hran vyjadii pomoci Sipek, ve formdlni definici pfedstavuje
orientaci hran uspofadani krajnich uzlii - hrana jiZ neinciduje s neusporddanou, ale s uspofadanou
dvojici uzlu. Doplnéni orientace hran graf jist¢ obohacuje - oproti neorientovanému grafu je mozno
zavést mnoho novych pojmd, feSit nové druhy problémd, a rozsifit tak moZnosti pfimé aplikace teorie
graft.

Orientovanym grafem nazveme uspofddanou trojici G = <H, U, 6>, prvky konecné mnoziny H
nazyvame orientovanymi hranami grafu G, prvky koneéné mnoZziny U uzly grafu G a zobrazeni ¢ :
H — U x U, které nazyvame incidenci grafu G. Toto zobrazeni pfifazuje kazdé hran¢ usporddanou



dvojici vrcholu. Jestlize pro & € H je o(h) = (u, v), nazyvame uzel u pocdtecnim a uzel v koncovym
uzlem hrany h, rovnéz fikdme, Ze hrana h je orientovdna od uzlu u k uzlu v. Existenci hrany z u do v
vyjadiujeme také zdpisem ul'v, uzel u nazyvame piedchidcem uzlu v nebo obdobné uzel v
naslednikem uzlu u. Formaln¢ lze relaci ndsledovani na mnoZin¢ uzli orientovaného grafu zavést
vztahem:

ul'v &4 Jh € H: o(h) = (u, v). 2.7.1)

Orientované hrany hy, h, nazyvame rovnobéznymi, kdyZ plati (%) = o(h,), neboli kdyZ hy, h,
maji stejné pocatecni a stejné koncové uzly. Neni-li tfeba rozliSovat poradi uzld, které hrana h
spojuje, nazyvame je jako u neorientovanych grafti krajnimi uzly hrany h. Je-li o(h) = (u, w),
nazyvame hranu / orientovanou smyckou (privlastek ,,orientovana“ u hran, smycek, apod. budeme
dale vynechdvat, bude-li z kontextu jasné, Ze se jednd o orientovany graf).

1 2
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Obrézek 2.2: Orientovany graf

Podobné jako u neorientovanych grafii rozliSujeme podle vyskytu rovnobéznych hran
orientované multigrafy a prosté orientované grafy. U prostych orientovanych grafa lze opét za
mnoZinu hran povaZovat pfimo odpovidajici podmnoZinu kartézského soucinu H ¢ UXU, a incidenci
o muzeme pak z vyjadfeni grafu vypustit. V tomto piipad¢ se mnozina hran shoduje s relaci
ndslednosti I" orientovaného grafu.

Uplnym symetricky orientovanym grafem nazyvame prosty orientovany graf Ky = <UxU,
U>, tzn. graf, v némZ je kazda uspotfadana dvojice uzlu spojena orientovanou hranou.

Abychom mohli co nejvice vyuZit analogickych pojmu pro prenaseni vysledka mezi obéma typy
grafii, ukdZeme nejprve zdkladni moznost pfechodu mezi orientovanym a neorientovanym grafem, pfi
némz se fakticky nezméni struktura grafu. Z orientovaného grafu G = <H, U, ¢> miZeme ziskat
odpovidajici neorientovany graf prosté tak, Ze zruSime orientaci hran, podobn¢ muiZeme z
neorientovaného grafu G = <H, U, p> ziskat orientovany graf tak, Ze kaZdou z jeho hran urcitym
zpusobem orientujeme. Témto pfechodum budeme fikat zruSeni, resp. zavedeni orientace v grafu a
jejich presnou definici zde uvddét nebudeme.

Jinou moznosti pfechodu od neorientovaného grafu k orientovanému pfi zachovéni jeho cha-
rakteru s ohledem na propojitelnost uzlu je tzv. symetricka orientace neorientovaného grafu: Pro
kaZzdou hranu h, p(h) = [u, v], u # v vytvoifime dvojici opaéné orientovanych hran /' : o(h') = (u, v) a
h'": o(h") = (v, u). Piipadné smyCky pouze orientujeme, tzn. pro p(h) = [u, u] vytvoiime jedinou hranu
h:o(h)=(u, u).

Orientovany graf G, = <H, U, 6,> nazyvame opac¢né orientovanym vzhledem k orientovanému
grafu G, = <H, U, o,> (zapisujeme G, = G, ), pokud pro incidence o, a o, plati vztah

o1(h) = (u, v) & o,(h) = (v, u) pro kazdou hranu z € H. 2.7.2)



2.8  Orientovany sled, spojeni

VyuZijeme nyni moZnosti jednoznacného prechodu od orientovanému grafu
k neorientovanému prostrednictvim zruSeni orientace k tomu, abychom zavedli pojmy vyjadiujici
propojitelnost uzla bez ohledu na orientaci hran.

Sledem orientovaného grafu G nazyvame takovou posloupnost uzli a hran, kterd je sledem
v neorientovaném grafu G' vzniklém zruSenim orientace grafu G.

Analogicky zavedeme i specidlni druhy sleda - uzavieny sled, tah, cesta a kruZnice
orientovaného grafu. Timto jsme pouze vytvofili predpoklady pro vyuziti zdkladnich pojmu a
poznatki o neorientovanych grafech pro grafy orientované. Nyni zavedeme a na grafu z obr. 2.3
ilustrujeme nové specifické pojmy, ve kterych se bude orientace hran odrézet.

Obrézek 2.3: Spojeni a cykly

Necht’ pro danou dvojici uzli u a v orientovaného grafu G = <H, U, &> existuje posloupnost
uzld a hran:
S = <u03 hb Uy, h23 ceey Unt, hne un>e (2-8.1)

kde hie H, o(h) = (Ui, u) proi=1,2, ...n,u;€ Uproi=0, 1, ..., n, up = u, u, = v. Pak tuto
posloupnost nazyvame spojenim grafu G z uzlu u do uzlu v. Uzel u je pocatecnim, uzel v koncovym
uzlem spojeni S, ¢islo n (= 0) nazyvdme délkou spojeni. SkuteCnost, Ze existuje orientované spojeni z
u do v, budeme téz struéné vyjadrovat zdpisem u — v.

Rozdil mezi sledem a spojenim orientovaného grafu spocivd tedy v tom, Ze u spojeni se
poZaduje souhlasnd orientace vSech jeho hran ve sméru od pocdteéniho ke koncovému uzlu. Pro
orientovany graf na obr. 2.3 napf. sledy (opét zapisované jen jako posloupnosti hran) S; =<a, d, j> a
S, = <c, g, k>, nejsou spojenimi, zatimco sledy S; = <a, e, k, i> a S4 = <c, g, i> jsou spojenimi z uzlu
1 do uzlu 6.



2.9 Orientovany tah, cesta a cyklus

Orientovanym tahem, resp. orientovanou cestou nazyvame takové spojeni, které je tahem,
resp. cestou po zruSeni orientace. Uzavienou orientovanou cestu nazyvdme cyklem. Stejn¢ jako u
neorientovanych graft povaZujeme i orientovanou cestu nulové délky za otevienou, cyklus tedy musi
obsahovat alespori jednu hranu. V orientovaném grafu na obr. 2.3 jsou difive uvedend spojeni S; a S,
orientovanymi tahy, S, je dokonce orientovanou cestou. Cykly tohoto grafu jsou napf. spojeni Ss =
<e, k, h> a Sg = <k,i>.

Je ziejmé, Ze z kazdého spojeni z uzlu u do uzlu v lze vybrat orientovanou cestu mezi t€mito
uzly (obdobn¢ jako u sledu v neorientovaném grafu). Mezi sledy a spojenimi jsou vSak také dosti
vyznamné rozdily: neni napf. mozné tvrdit, Ze mezi dvéma uzly orientovaného grafu neexistuje bud’
vibec Zadné, nebo nekonecné mnoho spojeni. Pocet riznych spojeni v orientovaném grafu muZze totiz
byt konecny, pfestoZe tento graf obsahuje nekone¢né¢ mnoho rtznych sledu. Propojitelnost uzla
pomoci spojeni lze vyjadfit novym druhem souvislosti, specifickym pro orientované grafy.
Orientovany graf G nazyvame silné souvislym, jestlize pro libovolnou dvojici uzlu u, v existuje
spojeni z uzlu u do uzlu v a spojeni z uzlu v do uzlu u (tedy u — v a v — u). Graf zndzornény na obr.
2.3 je sice souvisly, ale neni siln¢ souvisly, nebot napft. z uzlu 5 nevede Zadné spojeni do uzlu 4.

2.10 Strom

Z. aplika¢niho hlediska patii stromy k nejpopuldrnéj$im pojmim teorie grafu. Stromem je
kaZzdy souvisly graf bez kruZnic. Pro kazdé dva vrcholy stromu existuje prav¢ jedna cesta, kterd je
spojuje. V programovani jsou stromy povazovany za velmi dulezity druh datovych struktur. Pomoci
stromi muzZeme také prehledn¢ vyjadrit systematicky postup probirani vSech moZnosti pri feSeni
néjaké (grafové) ulohy. Napf. strom vSech maximalnich cest grafu G, které vychdzeji z uzlu x.

2.11 Kofenovy strom

Za orientovany strom obecné povaZujeme jakykoliv orientovany graf, z nhoZ vznikne
zruSenim orientace strom. Jako negativni piiklad muZeme uvést tvrzeni v neplatném orientovaném
znéni:

Graf G je orientovanym stromem prdvé tehdy, kdyZ mezi kaidymi jeho dvéma uzly existuje
pravé jedind orientovand cesta.

Abychom mohli poZadovat existenci orientovanych cest, musime jeden uzel orientovaného
stromu odliSit od ostatnich a spokojit se s existenci (jedinecné) orientované cesty z tohoto uzlu do
libovolného jiného. Uzel, ktery byl zvolen za zdklad orientace, se nazyva koren.

Kofenovym stromem s kofenem u nazyvdme takovy orientovany strom T, ve kterém je
kazd4 cesta spojujici uzel u s libovolnym uzlem x orientovanou cestou. Délku cesty z kofene do uzlu
x nazyvdme hloubkou uzlu x v kofenovém stromu T a zna¢ime hlr(x). Hloubkou hl(T) stromu T
rozumime maximdlni hloubku néjakého jeho uzlu.



Je zfejmé, Ze vybérem kofene u v neorientovaném stromu je jednozna¢né uréena odpovidajici
orientace hran v kofenovém stromu, a nemusime ji proto na diagramech kofenovych stromu
zndzornovat. Pro vyjadfeni toho, Ze uzel u je kofenem korfenového stromu T, pouZivdme oznaceni T,.

Kazdy uzel kofenového stromu krom¢ kofene mad pravé jednoho predchudce, zatimco
nasledniki mize mit libovolny pocet (véetn¢ zadného). Tato vlastnost dokonce kofenové stromy plné
charakterizuje. Vrcholy, které nemaji ndslednika, se nazyvaji koncové nebo téz listy a kazdy kofenovy

strom m4 alespon jeden koncovy uzel.

2.12 Orientované grafy a binarni relace

Kazdy orientovany graf urcuje binarni relaci nasledovani I' na mnoziné svych uzli. To lze
ovsem chépat také obracen¢ - kazda binarni relace R na libovolné mnozin¢ U muZe byt vyjadiena po-
moci prostého orientovaného grafu jako jeho relace ndsledovéni. Staci vzit pfimo graf Gr = <R, U>,
v némz jsou spojeny hranou ty usporadané dvojice uzlu (u, v), které jsou v relaci R (tzn. pro néz plati
uRv). Studium prostych orientovanych grafu se tedy kryje se studiem binarnich relaci. UkdZeme, jak
lze pojmy tykajici se bindrnich relaci pfenést na orientované grafy.

Vlastnosti bindrnich relaci se na grafech projevi takto:

reflexivita - kazdy uzel ma smycku

tranzitivita - kazda dvojice uzlu propojitelna spojenim je spojena piimo hranou

symetrie - graf je symetricky orientovan

antisymetrie - krom¢ pfipadnych smyc¢ek neexistuji dvojice opacné orientovanych hran se stejnymi
krajnimi uzly

asymetrie - ma-li graf hranu (i, v), pak jiZ nesmi mit hranu (v, u)

2 v 2z

ireflexivita - graf nemd Zadnou smycku
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3 Reprezentace grafu

Radu problémi v informatice formulujeme pomoci teorie grafi. Abychom tyto problémy
mohli feSit na pocita¢i, musime mit k dispozici takovou reprezentaci grafu, kterd je vhodnd pro
pocitatové zpracovani. Mezi vhodné reprezentace z tohoto hlediska nemuZeme pocitat znazornéni
grafu pomoci obrazku, které jsme dosud pro ilustraci pojmu teorie graft pouzivali. Struktura grafu je
totiZ zcela vyjadiena v jeho incidenci, nebo-li v uréeni krajnich uzlu hran. Naproti tomu bitovd mapa
zachycujici obrazek grafu je vedle dal$ich nevyhod i zbyte¢né pamétové naro¢na a pro reprezentaci
jeho struktury nevhodnd. Obsahuje totiZ prfevdZné neuZite¢nd data o konkrétnim tvaru a rozmisténi
grafickych prvka vyjadfujicich uzly a hrany grafu. Neznamend to vSak, Ze bychom pfi feseni
grafovych tloh nikdy neuvaZovali vedle strukturni i pifipadnou visudlni podobu grafu. Tyto piipady
jsou vSak omezeny jen na specidlni grafové aplikace. Visudlni zndzornéni struktury grafu je
pfedevs§im vhodné jako prostfedek styku s uZivatelem.

Existuji dva druhy reprezentace grafu: maticova a spojova. Maticovy popis grafu ma spiSe
teoreticky nez-li prakticky vyznam. Poskytuje totiZ vazbu mezi teorii grafu a linedrni algebrou, jez
dava vedle moZnosti charakterizovat vlastnosti grafti algebraickymi prostfedky i fadu zajimavych
tvrzeni. Razné varianty spojové reprezentace jsou standardnim zpiisobem vyjadfeni grafu pfi realizaci
grafovych algoritmii. Oproti maticové form¢ maji jednak mensi asymptotickou pamétovou slozitost,
ale predevsim umoziuji dosahnout pro vétSinu feSenych uloh i lepsi Casové sloZitosti algoritmt ve
srovndni s maticovou reprezentaci (vice o mozZnostech reprezentace v [1]).

Maticovou reprezentaci neorientovanych grafu zde feSit nebudeme (lze najit v piislusné
literature) a prejdeme rovnou na orientované grafy.

3.1  Matice orientovanych grafi

Mezi zakladni formy vyjadreni struktury orientovanych graft patfi matice reprezentujici bud’
incidenci o, nebo relaci ndsledovani I' grafu. Poddme nyni definici téchto matic pro orientované grafy
a ukdZeme jejich vlastnosti.

Necht’ G = <H, U, o> je orientovany graf s mnozinou hran H = {hy, h,, ..., h,} a mnoZinou
uzla U = {uy, u, ..., u,}. Matici incidence grafu G pak nazyvame celociselnou matici A = [ay] typu
(n, m), jejiz prvky jsou dany vztahy:

ai =1 pokud o (h) = (u;, u;) pro jisté uj € U,
ax =-1 pokud o (hy) = (u;, u;) pro jisté u; € U, a3.1)
ay =0 v ostatnich pripadech.

Vytvofeni matice incidence ilustrujeme na grafu z obr. 3.1. Matice A (v obrazku zapsana
schematicky formou tabulky) ma tolik radkd, kolik ma graf G uzlua, pocet sloupcu je roven poctu hran
grafu G. Kazdy sloupec obsahuje jeden prvek 1 a jeden prvek -1, ostatni prvky jsou rovny nule, poéet
prvka 1 v i-tém fadku je roven 8g'(u;), pocet prvki -1 v i-tém fadku je roven 8¢ (u;). Kazdy sloupec
matice A obsahuje pravé dvé jednicky (jednu kladnou a jednu zdpornou), nebot’ kazda hrana inciduje
se dvéma uzly (smycky zde neuvaZujeme). Tvar matice incidence zdleZi pochopiteln¢ na poradi, v
jakém jsme ocislovali uzly a hrany grafu. Zména ocislovani vSak zplisobi pouze permutaci fadku
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nebo sloupci matice A. Velmi snadno se z matice A orientovaného grafu ziskd matice A
neorientovaného grafu vzniklého zru§enim orientace: misto a; pouZijeme |a|.

a b c de f g h 12345
1/1 1-1 1 0 0 0 0 101011
5 2|-1 0 0 0-1 1 0 0 200100
A=3 0o 0 0 0 0-1 0 1| V=3|00010
4 o 0 0-1 1 0 1 -1 4| 01001
5 0-1 1 0 0 0-1 0 5/10000
Obrazek 3.1: Matice incidence a sousednosti
Necht G = <H, U, o> je orientovany graf s mnozinou uzla U = {uy, uy, ..., u,}. Matici

sousednosti grafu G nazyvame ctvercovou celociselnou matici V = [v;] fadu n, jejiz prvky jsou dany
vztahem:

va=|o u, uy)|. 3.2)

Prvek v tedy ur€uje pocet orientovanych hran vedoucich z u; do u. V pfipad¢ prostého grafu
je matice V maticovym vyjadfenim relace ndslednosti I' grafu G, relaci pfedchdzeni I'"' vyjadiuje
transponovand matice V' . Matice sousednosti orientovaného grafu neni obecné symetrickd. Na obr.
3.1 je u grafu rovnéZ uvedena jeho matice sousednosti V. Na rozdil od matice incidence nezachycuje
matice sousednosti vzdjemny vztah hran a uzli grafu, dovoluje vSak vyjadfit piipadnou existenci
smycek (nenulovymi diagondlnimi prvky).

S pouzitim Booleovych operaci lze spocitat matici dosaZitelnosti R jako maticovou
reprezentaci reflexivné-tranzitivniho uzavéru relace ndslednosti I'. Pro prvky této matice plati:

rx = 1 pokud existuje spojeni z uzlu u; do u, 3.3)
rix = 0 v opaéném piipadg.

Pii vypoctu je nejlepSi vyuzit vztahu R = I'* a pocitat matici R jako matici reflexivné-
tranzitivntho uzédvéru relace I' pomoci Floydova-Warshallova algoritmu (uveden niZe). Matice
incidence A i matice sousednosti V poskytuji o daném grafu tém¢t stejnou informaci, naproti tomu v
matici dosaZitelnosti R je obsaZena pouze informace globdlniho charakteru, z niZ se lokdln{ vlastnosti
grafu urcit nedaji.

Existuji dal$i druhy matic, které se pouZivaji k vyjadfeni struktury grafu. Vice o nich lze
nalézt v uc¢ebnicich teorie grafa nebo v [1].

Matice V a predevsim pak matice A obsahuje pro grafy o vétSim poctu uzlu mnoho nulovych
prvku. Z toho plynou zakladni nevyhody maticového vyjadfeni grafu pro potfeby pocitacového
zpracovani. Z velikosti matic A nebo V vyplyvajici pamétové ndroky a predevS§im rozptyleny
charakter informace, kterou je tfeba pouZivat pfi realizaci vétSiny operaci a feSeni typickych uloh na
grafech. Pamétové naroky je sice mozné sniZit na tinosnou mez vyuZzitim binarni povahy uklddanych
udaju, tim se vSak dale komplikuje pfistup k jednotlivym hodnotam (zato operace napf. s celymi
tadky lze realizovat pomérn¢ efektivn€). Pro zaddvani struktury grafu formou vstupnich dat je
maticové vyjadieni rovné¢Z nevhodné - je nepfehledné a nedovoluje snadnou kontrolu sprdvnosti
zad4ni.
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Obrazek 3.2: Matice dosazitelnosti

3.2 Spojova reprezentace grafu

Jako nevyhody maticové reprezentace grafu jsme uvedli pamétové naroky a rozptylenost
uloZené informace. Z programovacich technik je dobre zndma spojovad metoda uklddani fidkych matic
- jejimi variantami jsou i spojové zpusoby vyjadrovani struktury grafu.

Zékladni forma spojové reprezentace neorientovaného grafu G = <H, U, p> se stdvd z pole
Adj obsahujiciho |U| odkaza (ukazatelt) na seznamy sousedu jednotlivych uzlu z mnoZiny U. Pro
kazdy uzel u € U obsahuje spojovy seznam Adj[u] jeden zdznam pro kaZdou neorientovanou hranu %
= [u, v] € H s druhym krajnim uzlem v. Zdznam typicky obsahuje identifikaci (¢islo) uzlu v, pfipadné
identifikaci nebo dopliujici udaje tykajici se hrany /, pofadi zdznamu je obecné libovolné.

12345
1101011
2110110
3|]01010
4111101
5/10010
12345
1/01010
200100
V=3 00110
4 | 01001
510000

Obrazek 3.4: Spojova reprezentace orientovaného grafu
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Na obr. 3.3 ukazujeme neorientovany graf spole¢né¢ s jeho moZnou spojovou reprezentaci. Je
vidét, ze pamétova sloZitost spojové reprezentace je ddna souctem délky pole ukazatelu (t.j. [U]) a
celkovou délkou vSech seznamu sousedu (tj. 2|H|). V asymptotickém vyjadfeni to predstavuje
O(|U}+2[H]) = O(|U}+{H]) = O(max(|U], [H])).

P1i prfechodu k orientovanym graflim se na spojové reprezentaci témger nic nezméni, zdznamy
ve spojovém seznamu vSak odpovidaji orientovanym hrandm vychdzejicim z daného uzlu. To
znamend, 7Ze pro kazdy uzel u € U obsahuje spojovy seznam Adj[u] jeden zdznam pro kazdou
orientovanou hranu h = (1, v) € H s koncovym uzlem v. Tento zdznam muze vedle identifikace uzlu v
opét obsahovat i daldi ddaje, napt. délku hrany /4 pro hranové ohodnocené grafy, atd. MoZnou
spojovou reprezentaci orientovaného grafu ukazujeme na obr. 3.4. KaZzd4 hrana se nyni v seznamu
nasledniki projevi pravé jednou, coZ sice znamend mensi skutecné pamétové naroky reprezentace,
ale jeji asymptotickd pamétova slozitost bude stile O(|UJ+|H]|) jako pro neorientované grafy (vice viz

[1D.
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4 Vzdalenost na grafu

Co je to vzdalenost? Jak pro dany graf G a jeho dvojici uzlu u, v uréime vzdalenost d(u, v)?
Pravé t€émto otdzkdm se budeme vénovat v této kapitole. Vzdéalenost je matematicky popsdna pojmem
metrika (viz literatura). My si vystaéime se vzdédlenosti v grafech, tj. s grafovou metrikou. Zaneme
zobecnénim samotného pojmu vzdalenosti, kterd bude definovdna prostfednictvim optimaln{
(nejkratsi) cesty mezi dvéma uzly, coZ znali, Ze se problematika vzddlenosti kryje s uréovanim
nejkratSich cest.

Predstavme si dopravni pldn mésta vyjadreny grafem. Jak4 bude nejkratsi trasa pro prejezd z
mista A do mista B? Kterd ¢ast mésta je z daného mista nejobtiZznéji dostupnd? Do kterého mista
postavit poZarni zbrojnici, aby méla v pripad¢ poZaru co nejvyhodnéjsi umisténi vici vSem Castem
mgésta? Tyto a dalsi podobné otazky vyustuji zcela zakonité v potiebu zavedeni vzdalenosti na grafu
(vice viz [6]).

Vzdalenosti uzli u a v v neorientovaném souvislém grafu G = <H, U, p> nazyvame délku
nejkratSi cesty spojujici tyto dva uzly; znaéime ji dg(u, v). VEtSinou bude z kontextu jasné, v jakém
grafu vzdélenost uvazujeme, takZe budeme index G vynechdvat a psat prosté d(u, v). Zékladni
vlastnosti vzdalenosti shrnuje nésledujici tvrzeni.

Necht’ G = <H, U, p> je neorientovany souvisly graf. Potom pro libovolné jeho uzly u, v, z
plati:

a) vzdalenost d(u, v) je celé nezdporné ¢islo;

b) d(u, v) > 0; pfitom d(u, v) = 0, pravé kdyZ u = v; 4.1)
c)d(u, v) =d(v, u;

d) d(u, v) < d(u, z) +d(z, v);

e)je-lid(u, v) > 1, pak plati: 3z € U(u # z# v & d(u, v) = d(u, 2) + d(z, v)).

Vlastnosti b), ¢), d) jsou tzv. axiomy metriky, které by méla spliiovat kazdd funkce uréend k
vyjadfovani vztahu blizkosti a vzdalenosti na n¢jaké mnozing, vlastnosti a) a e) jsou specifické pro
naS$i definici vzdédlenosti na grafech (podrobng;ji v [6]).

4.1 Vzdalenost na orientovanych a ohodnocenych

grafech

Vzdalenost na orientovanych grafech m4 velmi mnoho spolec¢ného se vzdalenosti na grafech
neorientovanych, je zde vSak nejmén¢ jeden podstatny rozdil - zfejm¢ neni symetrickou funkci svych
argumentu. Pfi formulaci tvrzeni obdobného jako 4.1 bychom tedy museli ¢ast c) vynechat. Splnéni
vlastnosti a) je podmin€no silnou souvislosti vySetfovaného grafu. Zbyvajici vlastnosti b), d) a e) lze
pfevzit beze zmény.

Zavedeme pojem vzdalenosti d(u, v) z uzlu u do uzlu v v orientovaném grafu - definujeme ji
op&t jako délku (t.j. poCet hran) nejkratsi orientované cesty z u do v. Je ziejmé, Ze takto bude
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vzdalenost definovdna pro vSechny dvojice uzlu jen v pfipadé siln¢ souvislého grafu. Pokud v grafu
7adna cesta z u do v neexistuje, muZzeme povazovat vzdalenost d(u, v) za nekonecnou.

AZ dosud jsme pfi ur€ovani vzdélenosti povaZovali vSechny hrany stejné¢ dlouhé — takové
pojeti je vSak pro mnoho aplikaci nevyhovujici. Je potieba pfi zavedeni vzdalenosti uvazovat moZnost
ohodnoceni hran grafu redlnymi ¢isly. Zavedeme tedy jeSté dalsi zobecnéni vzdalenosti takto : Necht’
G = <H, U, o> je orientovany graf s redlnym ohodnocenim hran w: H — R. Bez tijmy na obecnosti
budeme piedpoklddat, Ze G je prosty graf (jinak sta¢i vybrat z kaZzdé skupiny rovnobéZnych hran tu,
kterd je ohodnocena nejmen$im ¢islem) a pro libovolné spojeni S = <hy, hy, ..., i> grafu G
definujeme jeho w-délku vztahem

d,(S)= Zk] w(h,) 4.1.1)

W-vzdalenosti d,(u, v) z uzlu u do uzlu v grafu G rozumime nejmensi w-délku spojeni z u do
v, pokud takové spojeni v grafu G existuje. Je-li uzel v z uzlu u nedostupny, pokladdme d(u, v) = co.

Takto pojaté chipédni vzdilenosti ndm ddva vEtsi aplikaéni moZnosti. Ohodnoceni hran w
muZe mit v konkrétnich aplikacich grafii rizné interpretace: kromé skute¢né délky néjaké krivky to
muZe byt napf. Casovy udaj, cena, ztrata nebo jakdkoliv jina kvantita, jejiZ Ghrnné mnozZstvi se ziska
souétem ohodnoceni jednotlivych hran. Ve vétSingé piipadu budou hodnoty w(/) nezdporné, apriori
vSak nechceme vyloucit ani moZnost zdporného ohodnoceni nékterych (nebo vSech) hran grafu.

V takovém piipad¢ ale vznikd otdzka, zda ma predchozi definice vibec smysl. Pokud ma
né¢jaka orientovana cesta C z u do v neprazdny prunik s cyklem grafu G, ktery ma zapornou w-délku,
pak se s kazdym opakovanym zatfazenim tohoto cyklu do spojeni s cestou C stdle sniZuje vyslednd
w-délka, takZe minim4lni spojeni neexistuje. V takovych pfipadech budeme poklddat d,(u, v) = -co.

Vsimnéme si po tomto doplnéni plivodnich vlastnosti vzdalenosti (4.1) a zkusme, v jakych
pfipadech lze pro w-vzdéilenost formulovat alesponi analogické vztahy, pokud by stejné vztahy
neplatily.

a) vzdalenost d(u, v) je celé nezaporné ¢islo - tuto vlastnost 1ze zachovat jen pfi nezdporném
celociselném ohodnoceni vSech hran.

b) d(u, v) 2 0; p¥itom d(u, v) = 0, pravé kdyZ u = v - tuto vlastnost 1ze zachovat jen pri
kladném ohodnoceni vSech hran.

¢) d(u, v) = d(v, u) - se symetrif je tfeba se u orientovanych grafu definitivn¢ rozloucit.

d) d(u, v) <d(u, z) + d(z, v) - trojuhelnikova nerovnost plati beze zmény i pro w-vzdalenosti,
nebot’ je dina podminkou minimality a souctovym charakterem urceni w-délky cesty.

e) je-lid(u, v) > 1, pak existuje uzel z € U tak, Ze u # z # v a plati d(u, v) = d(u, z)+d(z, v) -
pro w-vzddlenost je mozné vyslovit analogické tvrzeni, je jen tfeba upravit jeho pifedpoklad.
Podminka d(u, v) > 1 totiz nevyjadiuje to, co je pro diukaz zapotiebi, tedy existenci né¢jakého
vnitfniho uzlu na minimdln{ cesté. Zobecnénim vlastnosti €) dostaneme nésledujici vétu.

Necht’ G = <H, U> je orientovany graf s ohodnocenim hran w : H — R a bud’ s jeho zvoleny
uzel. Potom pro kaZdou hranu (u, v) € H plati :

dy(s, v) <dy(s, u) + w(u, v). 4.1.2)

16



5 Hledani nejkratsi cesty

Nalezeni nejkrat$i cesty je podproblém problému hleddni optimdlni cesty, tj. nejlepsi podle

ruznych kritérii. Mezi dals$i podproblémy patii hledani nejSirs$i cesty, nejuZsi cesty, nejdelsi cesty,
pouziva tzv. Bellmaniv princip optimdlnosti, ktery fikd, Ze kazda ¢ast optimalni cesty je optimalni
cestou (pokud vede z mista A do mista C optimdlni cesta pfes misto B, musi byt i cesta z A do B
optimalni). Optimadlni cesty jsou podmnoZinou vice obecné tiidy problému, a to problém obchodniho
cestujictho (TSP), vyZadujici nalezeni cesty pies kazdy vrchol v ur¢itém portadi tak, Ze zaCindme a
konéime v tom stejném uzlu, tak aby délka cesty byla minimélni. Aplikace TSP zahrnuji - prodavac
navstévujici zdkazniky, zdsobovani pobocek z centrdlniho skladu, svoz odpadu, prohlidky budov
bezpecénostni agenturou atd. a negeografické aplikace - od ndvrhu VLSI aZ po sekvenci DNA.

Hledame-li nejkrat$i cesty v multigrafech, muzeme z kazdé mnoZiny paralelnich hran
vynechat v§echny kromé nejkratSich z nich, aniZ by to mélo vliv na délku nejkratsi cesty. V kladné
ohodnocenych grafech lze vyloucit taktéZ smycky, nebot’ nemohou byt obsaZeny v Zadné cestg.

V nésledujicim textu budeme prevdZné uvaZovat orientované a ohodnocené grafy. Kazda
hrana bude ohodnocena néjakym redlnym cCislem. Nejlépe by bylo uvaZovat jen nezdporné
ohodnocené hrany, nicméné je vyloucit nemtizeme. Pfi urcitych tlohdch se nam zaporné ohodnocené
hrany hodi. Pojem nejkratsi cesty lze brat jako zobecnéni pojmu vzdalenosti. Za vzdalenost dvou uzla
povaZzujeme délku nejkratSi cesty mezi nimi ve smyslu sou¢tu ohodnoceni hran.

Pokud budou v grafu zdporné¢ ohodnocené hrany a ztéch hran se nckde podaii vytvorit
zéporn¢ ohodnoceny cyklus (v némZ souéet ohodnoceni hran dd zdporné ¢islo), vznikd problém,
nebot’ pruchodem cyklu se vzdalenost zmensuje — coZ neodpovidd tomu co by jsme intuitivné
predpokladali, nebot” spojeni pfes cyklus lze libovolné¢ zkrétit aZ do minus nekonecna. Tuto situaci se
budeme snaZzit detekovat.

AZ tak ndm nebude vadit, pokud néjaké dva uzly spolu nebudou propojitelné. Pak jejich
vzdélenost je +co. Jestlize zuzlu do uzlu neexistuje cesta, pak je lze povaZovat za nekonecné
vzdéilené. Naopak, kdyZ se n&jaké spojeni z u do v dotykd zdporné ohodnoceného cyklu, tak jejich
vzdélenost 1ze povaZovat za -oo. Je tfeba si definovat jak s témi nekonecny budeme pocitat.

a+ (00) =(o0) + a=o00; a#-o0 aje libovolné koneéné Cislo (5.1)
a+(-oo)=(-oo)+a:-oo; a #oo
(oo)+(-oo) = o0

5.1 Obecné ohodnoceni hran

Jak jsme jiZ naznadili v dvodu této kapitoly, pfi feSeni problému nejkratSich cest ndm bude
velké problémy zpuisobovat obecné ohodnoceni hran. Nékteré algoritmy davaji spravny vysledek
pouze pro nezaporné ohodnoceni hran. Pro¢ tomu tak je? Bud’ to plyne z aplikace, kdy se v problému
feSeném danym algoritmem zdporné ohodnoceni nevyskytuje, proto pfi vyvoji algoritmi nebyla
nutnost fesit zdporné ohodnoceni, nebo je to z divodu rychlosti algoritmu. Ackoliv vime o existenci
zéporn¢ ohodnocenych hran, ndm jde predevsim o rychlost vypoctu, pak se s tim musime néjak
vyrovnat - napf. se nabizi moZnost pfehodnotit ohodnoceni hran (viz dalsi kapitoly).
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Pro¢ viibec zdporné ohodnoceni, kdyZ to moc neodpovida délce hran? Ohodnoceni si lze
predstavit i jako cenu, kterou musime zaplatit za pruchod hranou. Zapornd cena znamena, Ze né¢kdo
zaplati ndm. Hors$i piipad nastavd, vyskytnou-li se v grafu zédporné cykly. Prichodem timto cyklem
dokonce vyd€ldme a je vyhodné po ném prochdzet stdle dokola a postupné sniZovat aktudlni cenu
spojeni. Po nekonecné mnoha priichodech ji sniZime az na minus nekonecno (nekone¢né vydélame).
Pokud graf obsahuje zaporny cyklus, tak optimdlni nejlevnéjsi feSeni neexistuje. Nalezneme sice
nejkratsi cestu, nebot’ v kone¢ném grafu je jen konecné mnoho cest, nicméné takova cesta nebude

nejlevnéjsim feSenim dané tlohy.

Obrézek 5.1: Zéporny cyklus

V prubchu vyctu algoritmt bude u kazdého uvedeno, zda 1ze nebo nelze pouZit pro zaporné
ohodnocené hrany.

5.2  Problémy hledani nejkratSich cest

Méme celkem ¢tyfi zdkladni varianty problému minimélnich cest.

a) Z jednoho konkrétniho uzlu do jiného uzlu

b) Z jednoho konkrétniho uzlu do vSech ostatnich uzlua
¢) Ze vsech uzla do jednoho pevného uzlu

d) Ze vSech uzlu do vSech ostatnich

D4 se ukazat, Ze prvni tfi typy problému jsou velice podobné, protoZe kdyZ hledam nejkratsi
cestu z jednoho uzlu do jiného konkrétniho uzlu, tak musim nutné prochézet pfes néjaké dalsi uzly a
celkem se ndm hodi nepfestat, kdyZ ¢irou ndhodou najdu konkrétni cilovy uzel a nestoji to uz tak moc
velkou ndmahu dojet a zjistit vzddlenosti a nejkratSi cesty ke vSem ostatnim (samozfejm¢ nemusim,
ale je to v z4sad¢ stejny problém).

Nésledujici text bude proto rozdélen na dv& Casti, v prvni budeme hledat nejkratS$i cesty
z jednoho konkrétniho uzlu do vSech ostatnich (s tim, Ze ndm tato varianta feSi i problémy a) a c) a
v kapitole 7 budeme hledat nejkratsi cesty mezi v§emi dvojicemi uzli.

Mezi dalsi varianty problému nejkratSich cest patfi napf. urCit nejkratSi cestu prochézejici
zadanymi vnitinimi uzly nebo nalézt prvnich k nejkrat§ich cest mezi dvéma uzly, atd. Nékdy mohou
byt ¢asové a pamétové ndaroky hledani nejkrat$i cesty vlivem slozitosti grafu tak vysoké, Ze se
spokojime s mirn¢ suboptimalni cestou, kterd se nalezne rychle a s rozumnymi naroky na pamét.
Mezi postupy pouZivané pro feSeni takto formulovanych udloh patii algoritmy tzv. heuristického
hledéni, které tvori soucdst metod umélé inteligence.
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6 Nejkratsi cesty z jednoho uzlu

Nejprve si provedeme urcité zjednoduseni. Od této chvile budeme kviili stru¢nosti oznacovat
pocet uzlu |U| grafu symbolem n a pocet hran [H| grafu symbolem m.

Zakladni dlohou pfi urcovani vzdéalenosti v orientovaném grafu G = <H, U> je nalezeni
nejkratSich cest z jednoho zadaného uzlu s € U do vSech ostatnich uzli v € U grafu G. Algoritmus
feSeni této zdkladni Glohy lze pouZit i v dalSich variantich hleddni nejkratSich cest:

1) Problém nejkratsich cest do jediného cilového uzlu spoéivd v nalezeni nejkratSich cest ze vSech
uzli u € U do pevné zadaného cilového uzlu t. Stadi zfejmé feSit zdkladni dlohu v opacné
orientovaném grafu G .

2) Problém jediné nejkratsi cesty spo¢ivd v urceni nejkratsi cesty pro jedinou zadanou (usporddanou)
dvojici uzlu u, v € U. Pokud fe$ime zakladni dlohu s vychozim uzlem u, vyfesime tim soucasné i
problém jediné nejkratsi cesty. [ kdyz se muze zdat, Ze se jedna o problém jednodussi nez je zdkladni
dloha, neni zndm Zadny algoritmus, ktery by m¢l asymptotickou sloZitost v nejhor$im piipadé lepsi
neZ algoritmus pro zdkladni ulohu.

3) Problém vSech nejkratSich cest znamen4 nalezeni nejkratsi cesty pro vSechny (usporddané) dvojice
uzla u, v € U. Také tento problém lze feSit s pouZitim algoritmu pro zdkladni tdlohu tak, Ze jej
pouZijeme postupné pro kazdy uzel grafu v roli vychoziho uzlu. Existuji vSak rychlejsi postupy,
kterym se vénujeme podrobnéji v nasledujici kapitole.

6.1 Nejkratsi cesta v neohodnoceném grafu

Délka cesty v neohodnoceném grafu je rovna poctu hran, které cestu vytvafeji. Vzddlenost
mezi vrcholy u# a vje délka nejkratSi cesty mezi u a v. Pokud neexistuje cesta mezi u a v, tak je
vzdélenost nekone¢nd. Takto definovand vzdélenost odpovidad vzdéilenosti v ohodnoceném grafu, kde
je kazda hrana ohodnocend jedni¢kou. V tomto piipadé je moZno nalézt feSeni pomoci algoritmu
prohledavani do Sitky, jehoz vypocet pro n vrcholi a m hran trvd O(n+m). Prohledavani do $itky vSak
muZe dat nespravny vysledek u obecné ohodnoceného grafu, a to i v pripad€, Ze ohodnoceni hran jsou
nezaporna.

6.2  Prohledavani grafu do Sifky (BFS)

Prohledani grafu, t.j. systematicka prohlidka vSech jeho uzll i hran, patif mezi nejjednodussi
a soucasn¢ nejpotiebngjsi algoritmické postupy na grafech. Prohleddvéni do Sitky (angl. breadth-first
search) pfedstavuje zdkladni variantu postupu prohleddvani a z jeho hlavnich mysSlenek vychdzeji
dalsi dulezité grafové algoritmy - napf. Dijkstruv algoritmus hledani nejkratsi cesty (viz niZe).
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Pro zadany graf G = <H, U> a vyznacCeny uzel s se prostfednictvim hleddni do Sitky
systematicky prov¢éfuji hrany grafu G s cilem ,nalézt“ kazdy uzel, ktery je dosazitelny z uzlu s.
Prohleddnim do Sifky se soucasné stanovi vzdalenost od s ke kaZdému dosaZitelnému uzlu, a jako
vedlejsi produkt se tak ziskd strom hledani do Siiky - nadale jej pro stru¢nost budeme oznacovat
jako BF-strom - obsahujici vS§echny z s dosaZitelné uzly. Pro kazdy uzel v obsaZeny v tomto stromu
je cesta z kofene s do uzlu v zdroven nejkratsi cestou z s do v v grafu G. BF-strom je tedy soucasné
stromem nejkratSich cest z uzlu s do vSech dosazitelnych uzli. V popsané podobé funguje
algoritmus prohleddvéni do $itky pro neorientované i pro orientované grafy.

Nazev tohoto zpusobu prohledavani vyjadiuje uniformitu postupu, pii kterém se hranice mezi
objevenymi a (dosud) neobjevenymi uzly rovnomérn¢ posouvd na celé své Sifce. To md za nésledek,
Ze algoritmus objevi vSechny uzly leZici ve vzddlenosti k od uzlu s dfive, neZ prvni uzel ve
vzdalenosti k+1. V prubéhu prohledavani je kazdy algoritmem zpracovdvany uzel oznaCen nejprve
jako ,,novy“ (NEW), potom jako ,,otevieny* (OPEN) a nakonec jako ,uzavieny*“ (CLOSED). Na
zacatku jsou vSechny uzly nové. Jakmile algoritmus poprvé narazi pri prohledavéni na urcity uzel,
oznadi jej jako otevieny. Jako uzavieny pak oznaci kazdy uzel, ktery uZ nepatii do hranice mezi
objevenymi a neobjevenymi uzly - tedy uzel, ktery uZ zaru¢ené nemd Zddného nového souseda.

BF-strom obsahuje na pocatku pouze svuj kofen, kterym je uzel s. Jakmile se v prab&hu
prochédzeni seznamu sousedi (naslednikil) n¢jakého uzlu u objevi novy uzel v, doplni se BFstrom o
hranu (u, v) a uzel v. Uzel u se tak stane predchudcem (rodicem) uzlu v v BFstromu. Kazdy uzel muze
byt objeven nejvySe jednou, takZe muZe mit také nejvySe jednoho pfedchudce. Vedle zdkladnich
relaci vyjadfenych pojmy pfedchidce a naslednik budeme pouzivat také reflexivné-tranzitivni
uz4very téchto relaci pojmenované jako pfedek a potomek. Je tedy kazdy uzel y nachdzejici se na
cest€¢ z s do x (v€etné uzlu x samotného) predkem uzlu x a naopak uzel x je potomkem kaZdého
takového uzlu y. Je dilezité nezapominat, Ze vSechny zmifiované relace jsou odvozeny podle
struktury BF-stromu, nikoliv podle vychoziho grafu, takZze relace ,byt pfedkem" nebo ,byt
potomkem" maji charakter uspofddani.

Algoritmus 6.1 Prohledavani do Sirky

BFS (G,s)

1 for kazdy uzel u € U - {s}

2 do stav[u] := NEW

3 plu] := NIL

4 dlu] =

5 stav[s] := OPEN

6 pls] := NIL

7 d[s]:=0

8 INITQUEUE; ENQUEUE(s)

9 while not EMPTYQUEUE

10 do u« := QUEUE_FIRST

11 for kazdé v € Adj[u] do
12 if stav[v] = NEW then stav[v] := OPEN
13 plvli=u

14 div] :=d[u] +1
15 ENQUEUEC(®v)
16 DEQUEUE

17 stav[u] := CLOSED

V algoritmu 6.1 hledani do Sitky BFS predpokldddme, Ze vstupni (obycCejny) graf G = <H, U>
je zadan pomoci spojové reprezentace. Algoritmus hledani dile pouZiva n¢kolika pomocnych tdaju
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vztahujicich se ke kazdému uzlu a frontu, do niZ uklddd oteviené uzly. Stav kaZzdého uzlu u zachycuje
proménna stav[u], pfedchidce uzlu u je uloZen v proménné plu]. Pokud uzel u nemd Zadného
predchiidce (je to napf. uzel s nebo dosud neobjeveny uzel), pak je p[u] = NIL. Vzdalenost od
pocétku s k uzlu u pocité algoritmus v proménné d[u].

VSechny uzly mimo soznac¢ime jako nové, zatim nedosaZitelné z sa bez predchidce.
Samotny uzel s otevieme s nulovou vzdalenosti od s rovnéz bez predchidce a uloZime jej do fronty.
Dokud neni fronta prdzdnd, vybereme z ni prvni otevieny uzel a jeho sousedy, ktefi jsou novi,
otevieme, ur¢ime jim vzdalenost i pfedchudce a ulozime je do fronty. Odebereme uzel u z fronty a
zavieme jej.

Kromé pocatecni inicializace se nikdy nemuZe stav uzlu zménit na NEW, takZe test na fadce
12 zarucuje, Ze se Zadny uzel nemuze uloZit do (a tedy ani vybrat z) fronty vice neZ jednou. Operace
ukldddni a vybirdni maji pro frontu sloZitost O(1), takZe celkovy Cas operaci s frontou je O(n).
Seznam sousedd uzlu se prochdzi pouze pfi vybirani uzlu z fronty, a to nastava pro kazdy uzel
nejvyse jednou. ProtoZe celkova délka seznamu sousedu pro vSechny uzly je O(m), spotfebuje se
prochdzenim seznamu sousedu celkové nejvyse O(m). Inicializaéni ¢ast ma ovSem sloZitost O(n),
takZe celkova sloZitost bude Q(n+m). Casovi sloZitost algoritmu BFES je tedy stejnd jako pamétova
sloZitost spojové reprezentace grafu.

Nyni se budeme vénovat algoritmu BFS s ohledem na vlastnosti jim vytvofeného BF-stromu
a spoctenych hodnot d[u] pro uzly dosaZitelné z uzlu s. M¢li bychom potvrdit jiZz dfive uvedené
prohldseni, Ze pro kazdy (z uzlu s dosaZitelny) uzel u je hodnota d[u] rovna vzdélenosti d(s, u),
a BF-strom je tedy stromem minimélnich cest z uzlu s do viech dosaZitelnych uzli. Rédka 14
algoritmu se provadi pouze pro objevené - a tedy z s dosaZitelné - uzly, takZe se jenom pro né
pocate¢ni nekone¢nd hodnota d[v] zméni na konec¢nou. NedosaZitelnym uzlim zistane hodnota
d[v] = =d(s, v).

Zpusob, jakym se v algoritmu BFS zachycuje struktura BF-stromu je velmi dsporny: kazdy
uzel v ma prostfednictvim své hodnoty p[v] uréeného svého (jediného) predchidce, piipadné pfiznak,
Ze 7adného pfedchidce nemd (p[v] = NIL). Toto vyjadfeni struktury je vSak mozné pouze pro
omezenou tiidu grafii a navic umoziuje efektivné realizovat jen nékteré operace. Odkazy na
pfedchidce v poli p[v] vyjadiuji sice strukturu BF-stromu, jejich zdkladni smysl je vSak urcovat
predchidce uzlu v na nejkratsi cesté z uzlu s do v.

Lze také pouzit algoritmu prohledavani do hloubky (angl. depth-first search), ktery probira
hrany vychdzejici z posledné nalezeného uzlu v, ktery ma je$t€ néjaké neprobrané hrany. Kdyz
probere vSechny jeho hrany, vréti se zpéatky k uzlu, z n¢hoz se do uzlu v dostal, a z n¢ho pokracuje po
dalsi dosud neprobrané hran¢. Takovym zpusobem se postupuje tak dlouho, dokud se neobjevi
vSechny uzly dosaZitelné z prvniho vychoziho uzlu. Pokud zbyv4 néjaky neobjeveny uzel, zvoli se
jako dalsi vychozi uzel, a prohleddvani do hloubky pak pokracuje z ného. Tento postup se opakuje tak
dlouho, aZ jsou objeveny vSechny uzly.

Podobn¢ jako pfi hleddni do Sitky uchovévaji se i pfi hleddni do hloubky o kaZdém uzlu
urcité pomocné udaje, namisto fronty otevienych uzli je zde ale (implicitni) zdsobnik zajist'ujici
implementaci rekurze. Pfi objeveni nového uzlu v jako ndslednika uzlu u se stejné jako u hleddni do
Sitky pfifadi p[v] := u.

Algoritmus opét rozdéluje uzly do tif skupin: nové (dosud neobjevené), oteviené a uzaviené.
Otevienym se uzel stane po svém prvnim objeveni, uzavieny je poté, co byl kompletné prozkouman
jeho seznam sousedii. Vedle toho se kazdému uzlu u pfid€luji dvé asové ,,znacky* uchovavané v poli
d[u] a flu]: znacka d[u] odpovid4d okamZiku objeveni uzlu u (t.j. okamZiku jeho otevieni), znacka f[u]
odpovida jeho uzavieni (tj. okamZiku skonéeni prichodu jeho seznamu sousedu). Tyto znacky
vypovidaji nejen o prubéhu prohledavani, ale odrdZeji i fadu vlastnosti grafu, a tak se ¢asto pouzivaji
v dal$ich grafovych algoritmech. Hodnotami znacek jsou pfirozend Cisla od 1 do 2n, nebot’ pro kazdy
uzel nastdva pradvé jednou jeho objeveni a prav€ jednou se uzavie. Po pfid€leni urcité hodnoty se
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znackovaci ¢ita€ zvysi o 1, a tato hodnota bude pfid€lena pfiste. Vyslednd sloZitost celého algoritmu
DFS je O(n+m). Pseudokdd algoritmu DFS zde uveden nebude a lze jej nalézt v [1].

Ve vétSin¢ aplikaci maji hrany jinou neZ jednotkovou délku, nebot’ ohodnoceni hrany
napiiklad odpovidd délce Useku silnice. Pfedpoklddejme, Ze délky hran jsou nezdpornd celd Cisla.
Prohleddvani do Sitky, tak jak jsme ho pouZili vySe, nebude fungovat, protoze pfimé hrana z u do
v muZe byt mnohem delsi neZ cesta vedouci po dvou kratkych hranach — tpravou algoritmu BFS se
dostaneme k algoritmu Dijkstry (viz kapitola 6.4).

6.3 Relaxace hrany

™

Algoritmy feSici problém hledani nejkrat$i cesty z jednoho konkrétniho uzlu do vSech
ostatnich (neboli single-source shortest paths problem) jsou postaveny na ndsledujicim zjiSténi.
Zjistim vzdalenosti z uzlu s do vSech ostatnich uzlu a podivam se na jakoukoliv orientovanou hranu &
v grafu. Pak musi platit trojihelnikovd nerovnost, kterd je zachovdna diky tomu, Ze vzdy bereme
nejkratsi cesty. Z uzlu s do uzlu v to nemuiZe byt dal, neZ kolik to bude pres libovolny uzel u a pres
hranu, kterd ho spojuje do uzlu v. Pokud by toto neplatilo, pak neplati, Ze vzdalenost je délka nejkratsi
cesty (formdlnéji v [1]). Pro libovolnou hranu (u#, v) € H a uzel s € V plati : dy(s, v) < dy(s, u) +
w(u, v). Tato nerovnost plati nejen pro kone¢né vzdalenosti, ale i pro oo a -oo.

= d(s,v) M

d(s,u) u w(u,v)

Obrazek 6.2: Trojuhelnikova nerovnost

A ted” miZeme rozhodit na grafu pocate¢ni vzdalenosti a ty upravovat pokazdé tak, Ze se
podivime na jednu hranu a zjistime, zda je splnéna podminka nerovnosti. Pokud je, nic ned¢lame.
Pokud neni, pak to znamen4, Ze pfes tuto hranu h mi vede krat$i cesta a tudiZ tuto vzdalenost miizeme
sniZit. Toto je zdkladni mySlenka pro operaci, které fikdme relaxace hrany /.

Jest€ neZ prejdeme k vlastnim algoritmiim tfeba se podivat jaké datové struktury potfebujeme.
Algoritmy maji mnoho spolecného s prohleddvanim grafu do Sitky. Prostfednictvim odkazi na
pfedchidce zachycuji strukturu stromu nejkratSich cest. Pokud chceme cestu zpétn¢ rekonstruovat,
pak je nutné si uchovavat hodnotu p[u], kterd odkazuje uzel, ktery je predchudcem na nejkratsi cest¢.
Co treba u kazdého uzlu uchovédvat je aproximovand vzdélenost od vychoziho uzlu s. A nakonec jesté
potfeba pomocné (prioritni) fronty, ve které budeme uklddat oteviené uzly pro dal$i zpracovani.

Vétsina algoritmu v této kapitole ma dvé spole¢né operace a ty si ted” popiSeme, abychom je
nemuseli u kaZzdého algoritmu opakovat. Prvni z nich je inicializace algoritmu. Provadime ji
standardnim zpasobem. VsSem uzlim nedefinuji pfedchidce (tzn. NIL), vSem uzlim ddme
nekonecnou vzdalenost (zdkladni aproximaci vzdélenosti) s vyjimkou uzlu s, ktery inicializuji na
pocétecni vzdélenost 0.
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Algoritmus 6.2 Inicializace algoritmu pro hledani cest

INIT_PATHS(G,s,w)

1 for kazdy uzel u € U
2 do p[u] : =NIL

3 dlu] : =

4 d[s]:=0

Na rozdil od prohledavani do Sitky je potfeba hodnotu d[u] prubéZné upravovat, nebot” prvni
nalezeni uzlu jeSt¢ nezaruCuje, Ze se k nému dospélo nejkrat$si cestou. Kazdé ndsledujici
»Znovuobjeveni tohoto uzlu u muZe zpusobit sniZzeni dosavadni hodnoty d[«], nebot” pfi uréeni w-
vzdélenosti nehraje roli pocet hran minimélni cesty, ale soucet jejich ohodnoceni.

SniZovéani hodnoty d[u] pfitom vychdzi z nésledujici zdkladni dvahy: je-li d[«] horni mezi
skutecné vzdalenosti d,(s, u#), potom plati (podle [6]):

dlu] + w(u, v) 2 dy(s, u) + w(u, v) = dy(s, v), (6.1)

takZe také hodnota d[u] + w(u, v) pro libovolnou hranu (u, v) je horni mezi vzdélenosti
dyw(s, v). ProtoZe hodnotu horni meze je mozné zpfesiiovat pouze tak, Ze ji sniZujeme, miiZeme novou
hodnotu d[v] ur¢it jako d[u] + w(u, v), jakmile bude nov4 hodnota mensi, neZ byla hodnota predchozi.
A jsme zpitky u elementdrni operace relaxace hrany (u, v). Ta je onou druhou zdkladni operaci
vétSiny ndsledujicich algoritmd,

Algoritmus 6.3 Relaxace hrany

RELAX(u,v,w)

1 if d[v] > d[u] + w(u, v)

2 then p[v] : =u

3 div] : =d[u] + w(u, v)

Lze-li d[v] zmensit, tak ho zmenSime a také upravime predchuidce. Na obr. 6.2 jsou dvé
rozdilné situace, na kterych ukazujeme tcinek relaxace. V prvnim piipad¢ je podminka na fadce 1
operace RELAX splnéna, takZe po relaxaci je novd hodnota d[v] menSi. Ve druhém piipad€ se
relaxaci hodnota d[v] nezménila. Jak je bezprostfedné vidét, po provedeni relaxace hrany (i, v) bude
hodnota d[v] zaruéen¢ spliiovat nerovnost d[v] < d[u] + w(u, v). Mohla ji spliovat jiZ pfed relaxaci, a
pak se nic nezménilo, nebo platila nerovnost opacnd, a pak se pfi relaxaci dosadila do d[v] hodnota
nova. Formalni zdivodnéni a dal$i tvrzeni o operaci relaxace l1ze nalézt v [1].

u vV oou M
o T2 s O T2 >0
4 8 4 5§

RELAX(U,v, W) l RELAX(uv,w)

WV u ) bl
o T—2 0 O 0
4 6 4 5
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Obrézek 6.2: Relaxace hrany

Stdle ndm ale chybi jednoduchy ndvod, jak hrany pro relaxaci vybirat, abychom dostali
skute¢n¢ efektivni algoritmus hleddni cest. Navrhu a analyze sloZitosti takovych algoritmu se
vénujeme v dalSich odstavcich.

6.4  Acyklické grafy

Starosti se zdpornymi cykly zcela odpadaji u acyklickych grafi (neobsahuji totiz Zadny
cyklus), pro které lze navrhnout vyrazné zjednoduSenou variantu se sloZitosti @(n+m). Nejkratsi
cestu v nich nalezneme jednoduchym zptisobem. Nalezneme topologické usporadani uzli a pak uz
jen prochazime vrcholy v nalezeném poradi a relaxujeme hrany z nich vedouci. Hrany mohou byt
ohodnoceny libovolng, tedy i zdporng.

6.4.1 Topologické usporadani

Topologické uspordddni umime udélat pomoci algoritmu prohleddvdani do hloubky.
Topologickym uspofddanim se rozumi takové uplné usporadani uzla, v némz je pro kazdou hranu
(u, v) uzel u pred uzlem v. Takové usporadani lze zfejmé zavést pouze pro acyklické grafy, nebot
libovolny cyklus (véetné¢ smycky) by takové uspordddni znemoznil. Lze jej vyjadrit tak, Ze uzly
sefadime do jediné horizontdlni tirovné, a orientace vSech hran pak musi sméfovat jednim smérem -
napf. zleva doprava. Topologické uspofadani grafu neni obecné uréeno jednoznaéng. Casovd sloZitost
popsaného postupu je zifejmé Q(n+m), nebot” prohledani do hloubky trvd O(n+m) a k pfidani nového
uzlu na zacatek seznamu potiebujeme O(1) pro kazdy z n uzliu zpracovavaného grafu. Algoritmus
topologického uspotfddani acyklického orientovaného grafu lze najit v literatufe.

7
Obrazek 6.2: Acyklicky graf v topologickém usporadani

/////

postupy. Zcela neefektivni by ovSem bylo napf. systematicky prochdzet vSechny orientované cesty
grafu a testovat, zda nékterd z nich nelze uzavfit, a vytvofit tak cyklus. Rozumnéjsi je hledat v grafu
G podgraf spliujici néjakou jednoduse ovéfitelnou podminku pro existenci cyklu. Takovou snadno
testovatelnou podminku nabizi nasledujici tvrzeni.

Necht’ pro uzly neprdzdného orientovaného grafu G = <H, U> plati 8c*(u) = 1 pro vSechna
u €U (tzn. graf G nemd Zadny list). Potom graf G obsahuje cyklus. Nebo-li neprdzdny orientovany
graf obsahuje cyklus, jestliZe nemd Z4dny list nebo Zaddny kofen (vice v [1]). Pro existenci cyklu v
grafu navic staci, aby uvedenou podminku spliioval néjaky jeho podgraf - ukdZeme ted” velmi
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jednoduchy postup, ktery takovy podgraf ur¢i nebo jeho existenci vylouéi. Zdkladem postupu je
ndsledujici tvrzeni.

Orientovany graf G je acyklicky pravé tehdy, je-li acyklicky kazdy jeho podgraf G - {u}, kde
u je libovolny kofen nebo list grafu G. Pfi zjiStovani acykli¢nosti tedy staci vypustit z grafu néjaky
jeho kotren nebo list, potom jiny kofen nebo list vzniklého podgrafu atd., aZ dosp&jeme k prazdnému
grafu nebo k podgrafu, ktery uZ Ziddny kofen ani list nemd. V souladu s rozSifenym znénim
predchoziho tvrzeni ovSem staéi vypoustét napf. pouze korfeny grafu. Algoritmus je rovnéZ uveden v
[1] a jeho celkovd sloZitost je jako pro algoritmus vyuZivajici prohleddvdni do hloubky - tedy
O(n+m).

6.4.2 Hledani nejkratsi cesty v acyklickém grafu

Maiéme-li acyklicky graf v topologickém uspofddani, pak uz jen staci prochdzet uzly v tomto
poradi a pro kaZdy uzel relaxovat vSechny z n¢j vychazejici hrany.

Algoritmus 6.4 DAG algoritmus

DAG_PATHS(G,s,w)
topologické usporadani uzla grafu G
INIT_PATH(G;,s)
for kazdy uzel u v poradi jeho topologického usporadani
do for kazdé v € Adjlu]
do RELAX(u,v,w)

DN AW N =

Zdavodnéni ¢asové sloZitosti této varianty vychdzi z toho, Ze topologické uspotradani na fadce
1 1ze provést v Case @(n+m). Hlavni cyklus se provadi pro kazdy uzel pravé jednou a vybér uzlu u
trva konstatni €as. Ve vnitinim cyklu se pak relaxuje kazd4 hrana grafu prave jednou, a to opét v Case
o(1).

6.5 Dijkstruv algoritmus

Dijkstruv algoritmus (Dijkstra tento algoritmus navrhl v [17]) je moZné chdpat jako urcité
zobecnéni postupu prohledavéani grafu do Sitky (viz vySe). Také pfi ném se pocéinaje vychozim uzlem
s §iff ve sméru k dosud vibec nebo jen ,,0klikou* objevenym ¢astem grafu systematicky posouvana
vlna. Tato vlna pohlcuje jen takové uzly, k nimZ byla jiZ nalezena nejkratsi cesta.

Dulezitym predpokladem pouzitelnosti Dijkstrova algoritmu je, aby ohodnoceni hran w mélo
pouze nezdporné hodnoty, jinak algoritmus nebude davat spravné vysledky. Resime tedy nejkrat3i
cestu z jednoho uzlu do vSech ostatnich na orientovaném grafu G = <H, U> s nezdpornym
ohodnocenim hran w : H — R".

Zakladni kroky Dijkstrova algoritmu a tdaje uchovdvané o kaZzdém uzlu se kryji s tim, co
jsme popsali vySe. Jeho specifi¢nost spocivd pouze ve zptuisobu vybéru hran pro relaxaci. Algoritmus
postupné rozsifuje mnoZinu uzla S, jejichZ aproximovana vzdalenost d[u] se jiz shoduje se skute¢nou
w-vzdélenosti dy(s, ). V analogii s prohleddvanim do Sifky bychom tyto uzly mohli oznacit jako
uzavrené.
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Zbyvajici uzly grafu G, tedy U - S, jsou umistény v prioritni front€¢ Q sefazené vzestupné
podle hodnot d[«]. PrestoZe se formdln¢ nerozliSuji oteviené a nové uzly, na zaéétku této fronty jsou
vzdy uzly oteviené, nebot” jen ony maji pfifazenu kone¢nou hodnotu d[u]. Nasledujici vyjadieni
Dijkstrova algoritmu pfedpoklada reprezentaci grafu pomoci seznamu nésledniki.

Algoritmus 6.5 Dijsktruv algoritmus

DIJKSTRA(G,s,w)
1 INIT_PATHS(G,s)
S=0
INIT_QUEUE(Q)
for kazdy uzel u € U
do ENQUEUE(Q,u)
while not EMPTY(Q)
do u := EXTRACT_MIN(Q)
S:=Su{u}
for kazdy uzel v € Adj[u]
do RELAX(u,v,w)

— O 00 IO\ LW

)

P1i prvnim prichodu cyklem while se jako nejbliZsi vybere prave uzel s, ktery md jako jediny
pfifazenu konecnou (nulovou) hodnotu d[«]. Pfi relaxaci hrany (u, v) se v pfipad¢ dpravy hodnoty
d[v] pfedpokladd zatazeni uzlu v na odpovidajici misto ve fronté¢ Q. Do této fronty se vSak Zadny uzel
neukldda opakované, takZe z ni bude vybrdn pradv¢€ jednou a hlavni cyklus na faddcich 6 - 10 se bude
opakovat n-krit.

Kritériem fazeni do fronty je d[u] (horni) odhad w-vzdéalenosti dy(s, u), tedy délky n&jaké
miniméln{ cesty, a jeho vysledkem je strom minimdlnich cest z uzlu s.

V literatufe je Casto tento algoritmus popisovan jako jedna z variant hladového algoritmu. I v
pripad¢€ hledani nejkratSich cest je splnéna jak podminka optimdlnosti podstruktury, tak i podminka
hladového vybéru (lokdln¢ optimdlni volba vede ke globdln¢ optimdlnimu feSeni). Sprévnost
Dijkstrova algoritmu a ovéfeni vSech tvrzeni lze nalézt v literatufe napf. [6] a neni soucdsti této prace.

Algoritmus je konecny, protoZe v kazdé iteraci prohlasi jeden uzel za uzavieny. Vrcholu je n
a z kazdého vede nejvyse n hran. V prub¢hu algoritmu lze testovat, jestli je hodnota d[v] vybraného
vrcholu v rovno nekone¢nu a pfipadné skonéit (k Zd&dnym zm¢&ndm uZ by stejn¢ nedoslo). Podobné
pokud hleddme pouze nejkratsi cestu do vrcholu w a ne do vSech vrcholi, tak 1ze skoncit v moment¢,
kdy bude w prohlasen za uzavieny. Pokud je v§ak povoleno ohodnoceni hran zaporné, muiZe byt pocet
vybéru z fronty exponencidlni — vice v [11].

Neni pfekvapenim, Ze od jeho uvedeni v roce 1959 byl algoritmus pfedmétem cetnych Cisténi
a modifikaci tak jako numerickych experimentii. To zplisobilo vyrazné zlepSeni vykonu algoritmu
zvlasté diky pouZiti sofistikovanych datovych struktur k implementaci prioritni fronty. Takova datova
struktura musi podporovat nésledujici operace na kolekci poloZek, z nichZ kazd4 je asociovana
kli¢em, ktery urcuje potadi:

INSERT(, k): pridej polozku i do kolekce s klicem k.

DELETEC(i): smaz polozku i z kolekce.

DEL-MIN(): vrat’ poloZzku s nejmensim kli¢em z kolekce a vymaz ji z kolekce.

DEC-KEY(i, k): nastav kli¢ polozky i na hodnotu k; hodnota k nemiZe byt vétsi nez aktudlni
hodnota kli¢e poloZky i. Tato operace je obvykle implementovdna jako DELETE ndsledované
INSERT.

Dijkstrav algoritmus béZi na grafech s n uzly a m hranami, vykonava sekvenci n INSERT a n
DEL-MIN a (hodn¢) m DEC-KEY operaci. Pro v§echny fidké grafy, kde m je asymptoticky vEtSi nez
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n, bychom chtéli DEC-KEY operaci nejlépe v ¢ase O(1). Rozlisime dva druhy datovych struktur
v zévislosti na tom jak je ¢i neni operace DEC-KEY ndkladna.

a) Prioritni fronta (PQ) podporuje operace INSERT, DELETE a DEL-MIN a nepodporuje
DEC-KEY vyznamnéji neZ DELETE néasledovanou INSERT. Atomickd PQ podporuje INSERT,
DELETE, DEL-MIN v O(1) a udrzuje m klicu.

b) F-heap podporuje vSechny operace a DEC-KEY je vyznamnéji levnéjs$i neZ DELETE
nasledované INSERT. INSERT a DEC-KEY lIze v ¢ase O(1) a DEL-MIN a DELETE v O(log n).

Algoritmus rozdéluje uzly na 3 stavy : nové (v anglické literature oznacené jako unlabeled),
oteviené (labeled) a uzaviené (scanner). Nové uzly maji d(v) nekone¢no. Oteviené uzly s konecnou
vzdalenosti, jejiZ minimalni cena neni dosud zndmd a u uzavienych uzli zname jejich minimalni
cenu. Algoritmus opakuje ndsledujici kroky aZ jsou v§echny vrcholy uzaviené.

- Vybere otevieny uzel v takovy, ktery ma d(v) minimdlni a zménime jeho stav na uzavieny.

- Pro kazdou hranu (v, w), je-li d(v) + w(v, w) < d(w), nahrad’ d(w) hodnotou d(v) + w(v, w) a
deklaruj w jako otevieny byl-li novy.

KIi¢ k d¢inné implementaci DA je pouZiti haldy jako prioritni fronty. Halda se skldd4 ze sady
poloZek, kazda s pridruZzenym kli¢em redlné hodnoty, kterd umoZiuje operace INSERT, DEL-MIN a
DEC-KEY. V implementaci Dijkstrova algoritmu zaloZeného na hald¢, obsahuje halda /& vSechny
oteviené vrcholy a kli¢ obsahuje aktudlni odhad vzdélenosti. Mdme n operaci INSERT, n operaci
DEL-MIN a nanejvys m-n+1 operaci DEC-KEY (vice v [7]).

Casova slozitost Dijkstrova algoritmu zavisi na implementaci prioritni fronty. Pogatedni
inicializace a cyklus na fadcich 4 - 5 budou trvat O(n). Hlavni cyklus se provede n-krdt a v rdmci
kazdého pruchodu prob¢hne jednou vybér uzlu a zpracovani vsech jeho nasledniku. Predpokladame-li
realizaci prioritni fronty binarni haldou, Ize vybér uzlu provést v case O(log n), celkové tedy budou
operace vyb&ru trvat O(n log n). Relaxace hrany se provadi celkem m-krét a pfi zm&n¢ hodnoty d[u]
je tfeba zafadit uzel u na odpovidajici misto v prioritni fronté, coZ trvd O(log n). Dohromady tedy
dostavame asymptotickou casovou sloZitost O(n log n + m log n) = O((n + m) log n) = O(m log n).
Tento vysledek ukazuje, Ze bindrni haldu bude vyhodné pouZit pfedevSim pro fidké grafy, kdy je
pocet hran linedrn¢ omezen pocétem uzla.

Pro n¢které tiidy orientovanych grafti, napf. grafy s omezenym ohodnocenim hran, rovinné
grafy a tém¢r acyklické grafy (obsahuji pomérn¢ velmi malo cyklu vzhledem k mnozstvi uzli, které
maji — viz [19]) zlep§ime ¢asovou slozitost Dijkstrova algoritmu pfi pouZiti Fibonacciho haldy [18].
Pfi jeji implementaci lze snizit celkovou sloZitost pro operaci vybéru uzlti na O(n log n) a na O(m)
pro dpravy potadi pfi relaxacich, nebot” jedna operace zatazeni uzlu se sniZenou hodnotou d[u] se pak
provadi v konstantnim ¢ase. Celkové bychom tedy v tomto pfipad¢ méli slozZitost O(n log n+m).

Pro husté grafy je ov§em moZné zvdZit i sekvencni implementaci fronty Q v poli. Jde pak o
tzv. naivni implementaci Dijkstrova algoritmu, kterd hledd minimum mezi vSemi kandidaty
v nesefazeném poli. Vybér jednoho uzlu pak trva O(n), celkové tedy O(n), naproti tomu sniZeni
hodnoty d[u] lze zajistit v konstantnim Case. Celkovd asymptotickd Casova sloZitost Dijkstrova
algoritmu je v tomto piipadé O(n*> + m) = O(n?).

MozZnosti jak implementovat prioritni frontu v algoritmu je mnoho. Dals{ si uvedeme jen
v kratkém prehledu. Implementace pomoci Fibonacciho haldy dosahuje nejlepsiho Casu Dijkstrova
algoritmu, jsou-li hrany redlné ohodnocené a jen bindrni porovnavani je uZité v implementaci haldy.
Je otdzkou, zda jde tento Cas zlepSit v piipad¢ kdy hrany jsou stfedné velkd celd Cisla. Toto je
zkoumadno v [47]. Datov4 struktura radix heap vyuZiv4 specidlni vlastnosti operaci haldy v Dijkstrové
algoritmu a to postupné operace DEL-MIN vracejici vrcholy v nesestupné posloupnosti dle d[u].
Nejjednodussi forma jednotirovitové radix haldy, puvodné navrhovand Johnosonem [48], ktery ji
pouzije k ziskdni O(m log log C + n log C log log C). Na grafu s n vrcholy, m hranami a s
ohodnocenim hran nezdpornymi celymi ¢isly ohrani¢ené hodnotou C jednouroviiovd forma radix
heap davé ¢as O(m+n log C), dvoutroviovy radix heap ddvd hranici O(m+n log C / log log C) a
kombinace radix heap a pfedtim uZivané Fibonacciho haldy diva O(m+n \(log C)). Nejlepsi predtim
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znamé hranice jsou O(m + n log n) pouZitim Fibonacciho haldy samotné a O(m log log C) pouZitim
datové struktury Boas-Kaas-Zijlstra [49]. Prostor potfebny pro haldu je O(n+C) ale muZe byt
redukovén pouZijeme-li hashovani klice.

Dalsi moZznou implementaci je uZiti datové struktury — bucket - navrZzené Dialem [34]. V této
implementaci algoritmu, nékdy mu fikime Dialuv algoritmus, udrZzujeme pole téchto datovych
struktur (bucket). Jednotlivy i-ty bucket obsahuje vSechny uzly v majici d(v) = i. KdyZ se zm¢ni
vzdélenostni odhad uzlu, je odstranén z odpovidajiciho bucketu a vloZen do bucketu korespondujiciho
snovym d(v) v FIFO poradi. Uchovdvdme index L. Na zacitku jsou vSechny bukety krom¢ toho
sindexem L = 0 prdzdné. Uzel, ktery je vybrdn odstranime z buketu. Je-li bucket prazdny,
inkrementujeme index L. Operace odstranéni a vloZeni do buketu maji linedrni ¢as a nejvySe
nC bucketi musime prozkoumat algoritmem. Je-li ohodnoceni hran nezaporné je celkova sloZitost
O(m + nC). Pomoci této datové struktury lze v literatute najit implementace : double bucket, k-level
bucket implementation (v této variant¢ dokonce muze byt ohodnoceni hran zaporné).

MoZnou alternativou je udrZzovdni hodnoty t - nejvétsi odhad vzddlenosti uzlu
zpracovavaného doposud a nédsledné vybrat uzel s hodnotou d(v) <t, jestli takovy existuje, jinak uzel
s nejmensi vzddlenosti, tato strategie je pfirozend v bucket a R-heap implementaci.

Jsou-li uzly na zpracovani udrZované ve fronté - lze ukdzat polynomidlni ¢asovou sloZitost
pro tuto variantu Dijkstrova algoritmu na sitich s libovolnym ohodnocenim hran.

6.6 Dantziguv algoritmus

Ve stejné dob¢, kdy Dijkstra uvedl svuj algoritmus, se objevila fada podobnych algoritmu
(napf. [67]). Jednim z nich je i Dantzigova uprava Fordova-Fulkersonova algoritmu (vice viz [71]),
ktery je v n€které literature oznacen jako Dantziglv algoritmus. V jinych pramenech zase nalezneme
pod timto oznacenim algoritmus pro feSeni problému nejkratSich cest mezi vSemi pary vrcholu (viz
dalsi kapitola) rfeSeného pomoci linedrniho programovani a Dantzigovy simplexové metody. V této
préci bude za Dantzigiv algoritmus povazovan ten, jehoZ princip uvedl v textu [20] a je navrZen pro
feSeni nejkratSich cest z jednoho konkrétniho uzlu do vSech ostatnich.

Nejprve sefadime vSechny hrany v grafu dle jejich rostouciho ohodnoceni. V. mnoZin¢ S
udrZzujeme vrcholy, jejichZ vdélenosti jiZ byly stanoveny algoritmem. KaZzdy vrchol ¢ € S mé svoji
kandidétni hranu (c, ). A mdme funkci L(i, j), kterd pro dva vrcholy i, j € U uddvd cenu nejkratsi
cesty z i do j. Algoritmus je ndsledujici:

Algoritmus 6.6 Dantziguv algoritmus

DANTZIG(G,s)

1 S:={s}

2 dfs]: =0

3 inicializuj mnozinu kandidatu {(s, 1)}, kde (s, ) je nejkratsi hrana vychazejici z s
4 while |S| < n do

5 vybereme platnou kandidétni hranu (c, #) s nejmensi vdhou

6 S:=Su{t}

7 d[t]:=d[c] + w(c, 1)

8 if |S| = n then break

9 pridej k sad¢ kandidati nejkratsi platnou hranu z uzlu ¢

10 for kazdého nepotiebného kandidata (v, t) do

11 nahrad’ (v,t) v sad¢ kandidatu dalsi nejkratsi platnou hranou z v
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Nejdrive je vrcholu s pfifazena cena nejkratsi cesty rovna nule a mnoZina otevienych vrchola
S, pro které jsou jiZ nejkratS$i ceny zndmé obsahuje jediného Clena. Pak pod omezenim, Ze vrcholy
c € S jsou bliZe k s neZ neclenské vrcholy u, takZe L(s, ¢) < L(s, ), mnoZinu S rozSifujeme dokud
nejsou vSechny vrcholy oteviené. VySe uvedeny algoritmus udrZuje kandidatské hrany (c, ) pro
kazdy uzel ¢ € S. Také udrzujeme informaci o cestach z vrcholu jiz v S do vrcholi stidle vné mnozinu
S k tomu, aby jsme vypocetn¢ snadnéji rozSifovali S. Jestlize kandidatsky koncovy uzel ¢ je vné
aktualni mnoZiny S, pak je ¢ povaZovany za platného uchazece, jinak je nadbyte¢ny. Dantziguv
algoritmus vyZaduje vSechny kandidaty platné. Splni-li kandidétsky vrchol tyto poZadavky, tak je
uzel ¢ vybrén na skenovani. ProhliZenim setfidéného seznamu hran vedoucich z ¢ ve zvySujicim se
cenovém poradi, dokud nenalezneme uZite¢nou hranu (c, t). Pokud platnou hranu (c, f) nanalezneme,
mame zaruceno, Ze t je nejbliZ8i vrchol (s pouZitim jedné hrany) k ¢ a ¢ nepatii do S (vice v [33]).

Vektor d udrzuje nejkratSi cesty pro vrcholy, které jsou oteviené, tj. ¢ € S, d[c] = L(s, ¢).
Cena hrany z ¢ do ¢ je ddna w(c, 1) a cena cesty pfes vrchol ¢ ke kandiddtskému uzlu ¢ je ddna
d[c] + w(c, t). Vrchol ¢ by mohl byt kandidatem dalSich jiz otevienych vrcholti v € S. VZdy, kdyz to
je kandidat s vdhou d[v] + w(v, ) asociovanou s jeho kandidaturou. Bude celkové¢ |S| kandiddtu s
koncovymi body rozptylenymi mezi n-|S| novych vrcholu neleZicich v S.

V kaZdém kroku algoritmu je koncovy bod s nejmensi vdhou kandidata pfidan k mnoZing S.
Jeli ¢ vrchol takovy, Ze kandidétskd vdha d[c] + w(c, ¢) je minimdlni mezi v§emi otevienymi uzly c,
tak + miZeme pridat do mnozZiny S s danou cenou d[¢] = d[c]+ W(c, f). Pak dalsi kandidat uzlu ¢ je
pridan do mnoZiny kandidatd. Kandidati na vrcholy, ktefi se staly zbytecni odstranime (véetné c¢) a
postup opakujeme a zastavime, kdyz |S| = n.

Nejkrats$i cestu mezi uzly s a t vypolitdme iteraénim postupem, ktery kazdému vrcholu v
grafu pfifadi hodnotu d[v] znamenajici nejkrat$i vzddlenost tohoto uzlu od po¢iteéniho uzlu. Zpétnym
chodem (od koncového k pocdteénimu uzlu) nalezneme prisluSnou nejkrat$i cestu z s do ¢ jako
posloupnost vrcholt, pro které je rozdil ohodnoceni roven vzdalenosti. Vzhledem k tomu, Ze
pocitdme minima, staci, kdyZ graf bude souvisly. Pokud ohodnoceni hran bude nezdporné, pak graf
nemusi byt ani orientovany a ani acyklicky.

Uvedeny algoritmus nenalezne pouze nejkrat§i cestu mezi danymi dvéma uzly grafu, ale i
nejkrat§i cesty mezi vychozim a vSemi ostatnimi uzly grafu. Hrany, které jsou soucésti nejkratSich
cest, tvori spolu se vSemi uzly podgraf ptivodniho grafu - tedy strom nejkratsich cest.

Pokud velikost mnozZiny S| = n, vyZadujeme ¢as O(n) pro hledani kandidata s minimalnimi
naklady v poli kandidatd. Poté co jej nalezneme potfebujeme dal§i O(n) k tomu, abychom rozhodli,
zda zustavaji dalsi kandidati uZite¢ni. Dalsi co pfispiva k dob& béhu algoritmu je skenovani seznamu
hran hledajici uZite€né hrany. Kazd4d hrana grafu bude zkoumdna maximdlné¢ jednou a poZadované
asili je tak O(n®). Celkové tsili je tak O(n®). Cas pro tifdéni O(n® log n) je absorbovén v celkové
sloZitosti.

A¢ je Dantzigiv algoritmus velmi podobny standardnimu Dijkstrové algoritmu, lze si
vS§imnout, Ze na rozdil od Dijkstrova algoritmu ve verzi zroku 1959, neni generovana jen délka
nejkratsi cesty, ale i nejkratsi cesta samotna. Dijsktrav algoritmus musel byt upraven tak aby udzoval
seznam vrcholii na nejkrat$i cesté napf. uskladnénim nejen vzdélenosti nejkrat$i cesty, ale i
predchazejiciho vrcholu na nejkratsi cesté. V této zakladni verzi Dijkstruv algoritmus poskytuje
rozporuplné vysledky na redlnych sitich, nebot’ takové sit¢ velmi omezuji souvislost (jejich matice
sousednosti jsou velmi fidké). Algoritmy pro feSeni problému nejkratSich cest potfebuji bud’ velmi
ucinné implementace téchto zakladnich algoritmu nebo by mély byt pouzité heuristiky (vice o par
radka nize) k ziskani rychlejsich feSeni (napf. pro real-time aplikace).

V literatufe se objevuji dohady, Ze postup zndmy jako Dijkstruv algoritmus byl objeven v
padesatych letech nezavisle fadou analytika (vybrano z [79]). Jsou silné indicie, Ze v jistych kruzich
pred publikaci Dijkstrova proslulého listu [17] se objevilo nezavisle nékolik algoritmii. V roce 1959
publikoval Dijkstra kritky referdt do Numerische Mathematik. Ke konci téhoZ roku publikoval
Pollack a Wiebenson ¢ldnek Solutions of the shortest-route problem - a review v magazinu
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Operations research (OR), kde se porovnavd 7 metodik pro feSeni problému nejkrat$ich cest. Dalsi
zajimavy historicky fakt je, Ze v listopadu 1959 George Dantzig predloZzil list nazvany On the shortest
route through a network pro Management Science [20]. V ném navrhuje algoritmus pro feSeni
nejkratSich cest v piipadech, kdy vzdalenosti z kaZzdého uzlu mohou byt snadno tfidéné ve zvySujici
se posloupnosti a tim padem muZeme ignorovat dynamicky urcitou hranu. Nemd Zadny vztah k
Dijkstrové listu, ale zfejm¢ je tam néjaky vztah k Bellmanové préci [15], nebot” oba (Dantzig a
Bellman) pracovali ve stejné dobé v RAND. Jediné co maji Dijkstriv a Dantziguv list spole¢né je
odkaz na Forduv report Network flow theory [16]. Neddvno Dantzig a Thapa [68] poukazali na to, Ze
Dijkstriv algoritmus je o€istény algoritmus nezavisle navrzeny Dantzigem ve stejném roce. Nicméné
se zda, Ze oba algoritmy jsou navziajem podstatné rozdilné (viz komentafe v [66]). Dantziguv
algoritmus byl prvni obdaren moZnosti pouZiti strategie bi-direcitonal pro feSeni problému nejkratSich
cest (vice pozd¢ji). Nicméné nebyla navrhnuta Z4dnd politika omezeni pro obousmérnou verzi jeho
algoritmu.

Jak se ndsledné ukazalo Dijkstruv algoritmus ma silné kofeny v OR a Computer Science
(CS), nejspiSe proto se stal nosnym algoritmem a Datziguv algoritmus ma zastani, jak se mi povedlo
nalézt, jen v oblasti opera¢niho vyzkumu.

6.7 Bellmaniiv-Fordiv algoritmus

V piipadé grafu se zaporn¢ ohodnocenymi hranami neni Dijkstriv algoritmus pouZitelny,
pritom w-vzdalenost z daného uzlu s zistava korektné definovana pro vSechny uzly, k nimzZ vede z s
orientovana cesta neprochazejici zadnym cyklem se zapornou w-délkou. Pro takové piipady zajistuje
Bellmanav-Forduv algoritmus nalezeni nejkratSich cest a soucasn¢ dokaze zjistit, zda se v grafu
vyskytuje zdporny cyklus a tim paddem optimélni feSeni neexistuje. Zdkladni informace lze nalézt
v textech autoru v [15] a [16].

I pfi formulaci Bellmanova-Fordova algoritmu pouZijeme techniku relaxace hran popsanou
vySe, kterd systematicky sniZuje horni meze d[u] vzdédlenosti dy(s, u) tak dlouho, aZ dosdhnou svého
minima - tedy w-délky nejkratsi cesty z s do u. Jediny rozdil je ve vybéru hran pro relaxaci: zatimco
Dijkstrav algoritmus relaxoval vZdy jen hrany vychazejici z vybraného uzlu, v tomto pripadé se
opakovan¢ relaxuji systematicky vSechny hrany.

Algoritmus 6.6 Bellmanuv-Forduv algoritmus

BELLMAN-FORD(G,s,w)
INIT_PATHS(G,s)
fori:=1ton-1do
for kaZdou hranu (u, v) € H
do RELAX(u,v,w)
for kaZzdou hranu (u, v)e H
doif d[v] > d[u] + w(u, v)
then return FALSE
return TRUE

0NN AW

Opakovang relaxujeme vSechny hrany grafu. V poslednim cyklu (fddek 5) provedeme jesté
jednou relaxaci pres vSechny hrany, ale ted’ jen zkoumdme, zda n¢jaka z rozbé¢hnutych relaxaci bude
UspéSnd. Tj. zda-li se takovou relaxaci mohlo docilit zmenSeni d[v]. Pokud toto nastane, pak se
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prozradila existence zdporného cyklu v grafua algoritmus vrati hodnotu FALSE. Pokud graf
neobsahuje cyklus zdporné w-délky dosaZitelny z uzlu s, algoritmus skonci s vyslednou hodnotou
TRUE, pro vSechny uzly u € U plati d[u] = d,(s, u) a prostfednictvim odkazd p[u] je uren
odpovidajici strom nejkratSich cest z uzlu s.

U Bellmanova-Fordova algoritmu nelze postupné vytvafet mnozinu uzld, které jiz maji
pfesné urcenu vzdalenost, nebot’ i pfi poslednim prichodu hlavnim cyklem se mohou zménit hodnoty
d[u] vSech uzlu.

Asymptotickd Casova slozitost Bellmanova-Fordova algoritmu je O(nm), nebot relaxace
hrany m4 v tomto piipad¢ konstantni sloZitost (na rozdil od Dijkstrova algoritmu, nepotfebuje
pfesouvat prvky v prioritni fronté, dokonce staci prvky prochézet v linedrnim pofadi) a provadi se
nm-krat. Ovéfeni spravnosti tohoto algoritmu lze najit v literatufe napt. [6].

Idea algoritmu je ndsledujici. Mdme graf o n uzlech. NejdelSi cesta (prochdzejici vSechny
uzly) miZe mit maximdln¢ n-1 hran. Proto sta¢i protocit relaxaci podél vSech hran jen (n-1)-krat,
nebot relaxace na sebe navazujici protla¢uji zmensené hodnoty podél orientovanych cest a v nejvyse
n-1 iteraci se dostanou az k poslednim uzlim. Pokud by jest¢ zabrala relaxace v dal§im prichodu, tak
to znamend, Ze dospivé k né¢jakému uzlu znova (ackoliv se k nému jiZ cesta nasla dfive). To neznac¢i
nic jiné nez existenci zdporné ohodnoceného cyklu.

Vystupem Bellmanova-Fordova algoritmu je booleovskd funkce, vracejici FALSE v pfipadé
detekce zdporn¢ ohodnoceného cyklu ve vstupnim grafu, jinak vraci TRUE. Zdroveni v hodnotich d
od jednotlivych uzli jsou vypoéteny vzdélenosti nejkratSich cest, které ovSem v piipadé ndvratu
FALSE nelze vyuZit.

Bellmanuv-Forduv algoritmus je obecnéjsi, ktery funguje i pro zdporné ohodnocené hrany.
Ale pokud je hran fadové n” pak dava sloZitost O(n*). CoZ nam uréité nevyhovuje. Zkusime ho tedy
trochu upravit (rozsdhleji o této modifikaci v [6]). Relaxace podél néjaké hrany bude v ndsledujicim
kroku udspésnd pokud se nékterou predchozi relaxaci sniZila hodnota d[u] (za takové sniZeni
povazujeme i pocateéni nastaveni d[s] = 0). Kdybychom si zapamatovali uzly, u kterych doslo
v minulém prabéhu relaxaci ke zmén¢ hodnoty d[u], pak bychom jen z téchto uzla postupovali dal.
Dostavdme tak ndsledujici modifikaci Bellmanova-Fordova algoritmu.

Algoritmus 6.7 Upraveny Bellmanuv-Forduv algoritmus

BELLMAN_FORD_Q(G,s,w)

1 INIT_PATHS(G,s)

2 INIT_QUEUE(Q); ENQUEUE(Q,s)
3 while not EMPTY (Q)

4 do u := QUEUE_FIRST(Q)

5 for kazdy uzel v € Adj[u]

6 do RELAX_Q(u,v,w)

RELAX_Q(u,v,w)

1 if d[v] > d[u] + w(u, v)
2 then p[v] :==u

3 d[v] :=d[u]

4 ENQUEUE(Q,v)

Lze-li d[v] zmenSit, pak to provedeme, upravime uzlu v predchudce a ulozime jej do fronty.
Na rozdil od puvodni verze, kde byl pocet priichodi hlavnim cyklem explicitn¢ stanoven, je nyni
ukonceni algoritmu vazdno na vyprazdnéni fronty Q. V piipadé existence cykli se zapornou
w-délkou dostupnych z uzlu s se vSak fronta nikdy nevyprdzdni, a vypocet by tedy neskoncil. Tento
nedostatek lze odstranit, a tak ziskame variantu se stejnymi vlastnostmi ohledn¢ zapornych cyklu,
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jako m¢l puvodni algoritmus. Asymptoticka vypocetni sloZitost této varianty je rovnéZ O(nm), nebot’
v nejhorsim pfipad¢ se do fronty Q budou opakované dostdvat vSechny uzly grafu.

Ackoli je to nejlepsi Casova sloZitost, zndm4d pro algoritmy hledajici nejkratsi cesty, v praxi je
Bellmanuv-Forduv algoritmus ¢asto pomalej$i neZ jiné metody. Ve velké vétsing piipada bude pro

praxi efektivnéjsi vyuzit urCité heuristiky rodicovskych uzli. Pfi nichZ vybirame uzel v, jen pokud
P(v) neni ve front¢.

6.8 Informované metody prohledavani

™

P1i tfid¢ problému fesici problém nejkratSich cest na rozsahlych grafech (napf. silniéni sit) o
jejichz vlastnostech nemame Zadnou pomocnou informaci, nemuzeme vybér uzla nijak cilevédomé
smérovat. Jinak je tomu v piipadé, Ze charakter tlohy dovoli definovat nezdpornou hodnotici funkci f,
jejiZz nizké hodnoty vyjadiuji blizkost k cilovému uzlu. Hodnotici funkce tedy dovoluje expandovat
jen nejperspektivnéjsi uzly, a tak postupovat Zddoucim smérem. Rychlost postupu ovSem podstatné
zavisi na kvalité hodnotici funkce - ¢im kvalitnéj$i heuristiky pro feSeni ulohy se v ni uplatni, tim
efektivngji dokdZe vést hledani k cili. Vice k ndsledujicimu textu lze nalézt v [1].

Nejjednodussi formu vyuziti hodnotici funkce predstavuje gradientni algoritmus
(hillclimbing), ktery vychazi z prohleddvani do hloubky. Pfi expanzi uzlu se ndslednici sefadi podle
hodnotici funkce a do zasobniku otevienych uzla se uloZi tak, Ze na vrcholu bude nejperspektivnéjsi z
nich. Diky tomu postupuje hledani smérem k extremni hodnot¢ - miiZe se ovSem jednat jen o extrém
lokdlni, ktery je stdle od cile vzdalen.

Systemati¢téjSim  zpusobem vyuZivd hodnotici funkce algoritmus uspoiadaného
prohledavani. Pracuje podobné jako gradientni algoritmus, ale oteviené uzly uklddd do prioritni
fronty podle jejich ocenéni hodnotici funkci. K expanzi se pak vybird otevieny uzel s nejmensi
hodnotou f - ale to je vlastné nam dobfe zndmy Dijkstrav algoritmus, v némzZ se namisto
(odhadované) vzdalenosti od pocétku pouzivd pravé hodnotici funkce f! Je-li vypocéet hodnoty f(u)
néjak zavisly na hodnoté f pro prfedchidce uzlu, je nutné vyuzit i ndleZit¢ upravenou operaci relaxace
hrany a upravovat pro diive generované uzly jejich ohodnoceni a zafazovat je znovu do fronty
otevienych uzl.

AZ dosud jsme piedpoklddali, Ze hodnotici funkce je néjakou ad hoc stanovenou mirou
pribliZeni k cilovému stavu. Tato funkce ale neni zcela spolehlivd a fidit prohleddvani pouze podle ni
muZe zpusobit, Ze se expanduji uzly velmi vzdalené jak od pocatku, tak i od cile. Vyhodné je tedy
uvazovat hodnotici funkci ve tvaru flu) = g(u) + h(u), kde g(u) predstavuje vzdédlenost uzlu u od
pocatku s a h(u) vzdalenost od u k cili . Hodnotici funkce pak vyjadiuje délku cesty feSeni
prochdzejici uzlem u. Vzdélenost zde (podobné jako u Dijkstrova algoritmu) chdpeme v obecném
smyslu, ne nutn¢ jako pocet hran nejkratsi cesty. Operatory ulohy mohou mit totiZ pfifazeny ruzné
ceny. Algoritmus uspofddaného prohleddvani s takto koncipovanou hodnotici funkci se nazyva
algoritmus A.

Algoritmus A tedy prodlouzi takovou cestu, kterd se v daném okamZiku zd4d byt soucésti
nejkratSi cesty feSeni. Je ovSem tfeba vyfesit podstatny detail - jak se maji pocitat hodnoty g(u) a h(u)
definujici hodnotici funkci. V praktickych dlohdch nezndme pravidla presného vypoctu téchto hodnot,
nebot’ jinak bychom patrné byli schopni dlohu feSit pfimo a nikoliv pomoci hleddni. Namisto
presnych hodnot g(u) a h(u) se tedy musime spokojit s aproximacemi: g'(x) je odhad vzdédlenosti
(ceny prechodu) od pocétku do uzlu u a h'(u) je odhad vzdélenosti od u k cili ¢. Zatimco za hodnoty
g'(u) je mozné pouZzit prabézné zpresiiovanou hodnotu vzdalenosti pocitanou jako v Dijkstrové
algoritmu, vypocet hodnot h1u) je zcela zdvisly na existenci néjakych kvantifikovatelnych
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heuristickych pravidel, kterd by dokdzala odhadovat vzdalenosti v dosud nevygenerované Casti
stavového prostoru. Funkce 4'(#) je tedy numerickym vyjddfenim na$i heuristické informace, a tak se
oznacuje jako heuristickd funkce. Algoritmus A, ktery se opird o aproximovanou hodnotici funkci
f(w) = g'(u) + h'(u),budeme nazyvat algoritmem A*,

AZ dosud jsme pfi hleddni cesty feSeni nebrali ohled na vyslednou délku nalezené cesty.
Pokud je soucdsti zaddni poZadavek nalézt nejkratSi cestu, musime zjistit, zda a za jakych
predpokladt zajisti pouziti urcitého algoritmu splnéni této podminky. Je napf. zfejmé, Ze
prohleddvanim do $ifky (popf. obdobou Dijkstrova algoritmu pro ohodnocené operdtory) se nalezne
nejkratSi cesta, pfi prohleddvini do hloubky to neni zaruc¢eno. Algoritmus, ktery zarucCuje nalezeni
nejkrat$i cesty feSeni (pokud vibec néjakd cesta existuje), se nazyvd piipustny algoritmus
prohledavani. VSimneme si nyni podminek pfipustnosti algoritmu A*, ktery pro uplnost vyjadiime
ve zjednodusené podobg.

Algoritmus A* je tedy pfipustny za pomérné¢ slabych predpokladi o pouzité heuristické
funkci A'(u). BohuZel v praktickych ulohdch nelze Casto ovérit ani takto jednoduchou podminku.
Trividlni volba h'(u) = 0 zaruduje pripustnost, ale v tomto pfipad¢ dostdvdme neinformovany
Dijkstruv algoritmus. Intuitivné je jasné, ze vétsi efekt pro hledani ma heuristickd funkce, kterd se co
nejvice zdola pfibliZuje k idealni funkci A(u).

Jestlize ovéreni piipustnosti heuristické funkce bylo obtiZzné, pak je potvrzeni konzistence
prakticky vylouéeno. Uvedené teoretické vysledky maji tedy jen velmi omezeny prakticky vyznam.
Konkrétn¢jsi odhady poctu uzli expandovanych pfi pouziti algoritmu A* je moZno ziskat za velmi
zjednodusujicich predpokladu o struktufe stavového prostoru.

Popsanymi algoritmy se zdaleka nevyCerpdvaji vSechny vyvinuté varianty heuristického
prohleddvani. Existuje napf. obousmérna verze algoritmu A* nazvand SOH (symetrické obousmérné
hledani) (viz [5]), ktera je pripustna a kterou lze docilit niz§tho poc¢tu expandovanych uzlii nez pri
prohleddvani jednostranném. Zajimavd je rovnéZ varianta iterativniho prohlubovani IDA* (iterative
deepening A*), pfi niZ se na poitku nastavi prahovd hodnota hodnotici funkce a uzly s vyssi
hodnotou se neuchovdvaji. Pokud hleddni neusp&je, novy prdh se nastavi na nejbliZe vys$si hodnotu
dosazenou v minulém prichodu. Podrobnéjsi prehled zakladnich metod hledani lze nalézt v [25],
popis zahrnujici i viceprocesorové metody je k dispozici napt. v [28].

UvaZujeme problém hleddni nejkratS$i cesty zjednoho bodu do jiného (P2P) ve velkém
fidkém grafu, jehoZ typické aplikace zahrnuji pldnovani cesty pro auta, kola a turistiku nebo hledani
spojeni ve verejné dopravé, prostorové databdze a hleddni na webu.

UvaZujme problém nalezeni nejkrat$i cesty mezi dvéma uzly v orientovaném grafu (P2P),

algoritmii umozniuje hledat jen na malé Casti grafu a doba vypoctu zdlezi na poctu navstivenych
vrcholl. V aplikacich Casto potfebujeme najit feSeni v obrovském prostoru. Heuristické hledan{ casto
nalézd feSeni jen na malém podprostoru. Pfi hleddni uZivd odhady vzddlenosti k cili k vybcru
ndsledujiciho uzlu na cesté. Pohl v [23] studoval vztahy mezi A* a Dijsktrou vzhledem k P2P
problému. A pokud je omezeni v A* proveditelné, pak je A* ekvivalentni s Dijkstrou na grafech s
nezdpornymi ohodnocenimi hran. Pfedzpracovani probihd na malém (konst.) mnoZstvi mezniki.
Nasleduje vypocet a uchovani nejkratsi cesty mezi vS§emi vrcholy a kazdym z téchto meznika. Dolni
hranice jsou vypocitatelné v konstantnim ¢ase za pouZiti vzddlenosti v kombinaci s trojihelnikovou
nerovnosti.
V [22] je uveden algoritmus hleddni nejkratSi cesty pouZivajici A* hleddni v kombinaci s novou
grafovou technikou dolniho ohranieni pomoci meznikii a trojihelnikové nerovnosti pocitajici
optimdlni nejkrats$i cesty na orientovaném grafu. Tato technika je efektivni predevSim svym A*
hledanim s euklidovskymi hranicemi pro problémy silni¢nich siti a na tfid¢ umélych problémii.

V praxi nejzndméj$i Dijkstriv algoritmus heuristicky zrychluje hodné technik, zatimco
optimélnost feSeni muZe stile vyhovovat.Ve vétSin¢ studii jsou takové techniky individudlné
porovndvany. Podle [50] zde uvedeme Ctyfi zndmé techniky a jejich moZné kombinace. Jejich
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zkoumdni je v [50] provedeno na nékolika skuteénych automapdch, sitich vefejné dopravy a na tfech
ndhodné generovanych grafech. Obvykle takova zlepSeni Dijkstrova algoritmu nemohou byt
prokazatelné asymptoticky rychlejsi neZ originalni algoritmus implementovany pomoci binérni haldy.
Nicméné empiricky muze byt ukdzané, Ze vskutku zlepsi dobu drasticky pro mnoho redlnych dat.
Béhem posledni doby se vyvinulo n¢kolik novych technik, které vypocitdvaji a uchovdvaji
dodateénou informaci o nejkratSich cestich, které vyuZivame k redukci doby feSeni pfi shortest-path
dotazu. Priizkum té€chto technik provedli Willham a Wagner v [51].

6.8.1 Goal-directed search

Technika goal-directed search vyuZivd potencidlni funkci na mnoZin¢ uzli. Dané hranové
vadhy jsou modifikované k tomu, aby nasmérovaly hleddni k cilovému uzlu. Potencidl musi plnit
podminku pro kaZdou hranu 4, takovou, Ze jeji délka d(h) je nezdpornd, aby bylo zaru¢eno optimalni
reSeni. Vice o této technice v [52].

6.8.2 Bidirectional search

Nebo-li obousmérné hleddni. Soucasné béZi dvé varianty Dijstrova algoritmu - jedna ze
zdroje k cili a jedna z cile ke zdroji. Obricend varianta je aplikovdna na obrdceny graf, tj. graf se
stejnou mnoZinou uzld a s obracenou mnozinou hran. Udrzuje dva vyhledavaci prostory a ob¢ Casti
algoritmu se zastavi, kdyZ se jejich vyhleddvaci horizonty setkaji (tzn. kdyZ jeden uzel je oznaéeny
jako uzavieny obéma variantami). Tento uzel leZi na nejkrat3i cest¢ ze zdroje a na nejkratsi cesté od
cile. Vice o této technice v [53]. Pohl v experimentech [54] ukdzal, Ze hledany prostor muZe byt
redukovén. Navic je i vyhodnd kombinace této techniky s goal-directed search.

6.8.3  Multilevel approach

Tento pristup vyuziva hierarchické zdrsnéni daného grafu. Tato metoda b&Zi na podgrafu
roz8iteného vstupniho grafu. VyZaduje predzpracovéni, ve kterém je vstupni graf rozloZen do [+1
(I=1) drovni a obohaceny dodateénymi hranami predstavujici nejkrat$i cesty mezi uzly. Rozklad
zavisi na mnozin¢ uzli v kazdé drovni /. Tyto mnoZiny mohou byt stanovené s riznymi kritériemi -
napf. nejvyssi stupen v grafu. K grafu mohou byt pfidané tfi rizné druhy hran: upward - vychazejici
z uzlu, ktery neni vybrany v jedné drovni k uzlu vybraném v trovni, downward - vychézejici z
vybraného k nevybranym uzlim a level edges - prechazejici mezi vybranymi uzly v jedné drovni.
Viéha takové hrany je délka nejkratSi cesty mezi koncovymi uzly. K nalezeni nejkrats$i cesty mezi
dvéma uzly pak postaci Dijstriiv algoritmus, aby uvézil relativné maly podgraf multiGroviiového
grafu (jistd sada upward a downward hran a sada droviiovych ran prochdzeni v maximdlni Grovni,
které musi byt vzaté pro dané zdrojové a cilové uzly). V zdvislosti na dotazu pak jen maly zlomek ze
vSech hran pouZijeme k nalezeni nejkratS$i cesty. Tento princip je vyhodny pro automapu a grafy
vefejné dopravy.
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6.8.4  Shortest path containers

Tyto kontejnery poskytuji nezbytnou podminku pro kaZzdou hranu, zda bude uzndvand béhem
hledani.Presnéji hrani¢ici box vSech uzla, které jsou dosaZitelné na nejkratsi cesté¢ pouzivajici tuto
hranu jsou uloZené. VyZaduje predzpracovani pocitajici strom vSech nejkratSich cest. Pro kaZdou
hranu & € H vypoéteme mnoZinu S(/) toho uzlu, kde nejkratSi cesta za¢ind hranou 4. PouZitim
daného rozvrZzeni pak skladujeme pro kaZdou hranu bounding box S(#) v asociativnim poli C s
indexem mnoziny H. To pak dostacuje k tomu, aby vykonal Dijkstrav algoritmus na podgrafu
indukovaného hranami % s cilovym uzlem zahrnutym v C[4]. Tento podgraf muZe byt stanoveny za
béhu vylouéenim vSech dalich hran v hledani. Lze si to pfedstavit tak, Ze kontejner je dopravni
znacka charakterizujici region do kterého vedou. Vyhledavaci prostor miiZze byt ofezany ignorovanim
hran, které nepfispivaji k nejkratsi ceste.

Goal-directed search a shortestpath containers a par dalSich pfistupti jsou pouzitelné jen
jestlize zndme nebo poskytneme strukturu grafu.Multilevel approach a shortest path containers
vyzaduji pfedzpracovani, vypocitavajici dodatecné hrany a kontejnery v tomto poradi. Kombinace
téchto ¢ty technik je velmi pfirozena, nebot vSechny modifikuji vyhleddvaci prostor Dijkstrova
algoritmu nezdvisle na sob¢. Otdzkou je zda vyhleddvaci prostor kombinace je men3i neZ prostor
jednotlivé techniky.

Dalsim bodem je dodate¢né usili potfebné k redukci vyhleddvaciho prostoru. V goal-directed
search musi byt vdhy hran vypoc€itdny béhem hledédni - coZ zvySuje dobu béhu algoritmu danou za
navstivené hrany. V¢EtSinou se voli kompromis mezi redukcei hledaného prostoru a dodatecného usili
za hranu ve vyhleddvacim prostoru.

Asi nejznam¢jsi kombinaci technik je algoritmus ALT (vice v [22]) zlepSujici goal-directed
search predpocitanim informaci o nejkratsi cest¢ z meznikti v kombinaci s obousmérnym hledanim.

6.9 Goldbergiv-Radzikiv algoritmus

Predpoklddejme, Ze uzly u a v jsou oteviené a existuje cesta z u do v v pripustném grafu
obsahujici zdporn€ ohodnocenou hranu. Pak je lepsi skenovat uzel u pred uzlem v, od okamZiku kdy
vime, Ze d(v) je v&tsi neZ opravdovd vzdlenost od s do v. Na této mySlence je zaloZen algoritmus
Goldberga-Radzika (vice o ném v reportu [39]).

Pro jednoduchost popisu algoritmu, predpokldddme, Ze graf G nemd Z4adné zdporné
ohodnocené cykly ani cykly s nulovou délkou. Goldberguv-Radzikiv algoritmus udrzuje mnoZinu
otevienych uzli ve dvou mnoZinach (ozna¢me je tieba A a B). Kazdy otevieny uzel je v pravé jedné
z nich. Pfi inicializaci je mnoZina A prazdnd a mnoZina B obsahuje vrchol s. Na zac¢atku kazdého
priuchodu, algoritmus vyuzivd mnoZiny B (z uzli, které maji byt skenované béhem pruchodu) k
vypoétu mnoZiny A. A poté mnoZinu B vyprazdni. A je linedrné uspofddand mnoZina. B&hem
priuchodu jsou prvky odstranény dle jejich uspofdddnani z mnoZiny A a oznaceny jako uzaviené.
Nové¢ oteviené uzly pridime k mnozin€¢ B. Priichod kon¢i je-li mnoZina A prazdna. Algoritmus konci
je-li na konci priichodu mnozina B prazdna.

Nynf si uvedeme, jak algoritmus poéitd mnoZinu A (z mnoZiny B):

1) kazdy vrchol u € B, ktery nemd Zidnou vychdzejici zdporné ohodnocenou hranu, vymaZe
z mnoZiny B a oznaéi ho jako uzavieny.
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2) mnoZina A se stdva mnozinou uzlu dosaZitelnych z B v G. Oznac¢ime vSechny uzly v A jako
oteviené.

3) mnozinu A topologicky sefadime pro kazdy par uzlu u,v € A, tak Ze (u, v) € G, uzel u je
predchidce uzlu v.

Myslenka v bodu 3) odpovida principu parent-scan algoritmu (vylepsSeni Bellmanova-
Fordova algoritmu, viz niZe), ale je rozSifena na vSechny hrany v grafu (ne jen na pfimého
predchiidce). Optimalizace tudiZ zavisi na faktu, Ze uzel bude nejdiive skenovany, jestliZe jiny uzel z
mnoziny A jako pfedchiidce tohoto uzlu, jiZ skenovany byl. Abychom dodrzeli definované poradi
skenovani, bude mnoZina A pfed kazdym krokem linedrn€ sefazena. Diky tomu je v nékteré literatufe
tento algoritmus ozna¢ovan jako topological-scan nebo topological sort algoritmus. Implementace
tohoto algoritmu je nutné o néco komplexnéj$i neZ origindlni implementace BF, nebot” nds svazuje
pravE nutnost topologického setiidéni.

Algoritmus 6.9 Goldberguv-Radzikuv algoritmus

GOLDBERG_RADZIK(G,s)
A=0
B = {s}
while not EMPTY(B)
vypocti A z B
B=y¢
for vSechny vrcholy u € A do
for kaZzdou hranu (1, v) € H
do RELAX(u,v,w)
B =B U {oteviené uzly z RELAX(u,v,w)}

O 001 N N KW~

Algoritmus dosazuje ¢asové slozitosti jako Bellmanuv-Forduv algoritmus, tedy bézi v O(nm).
Ackoliv se zda byt timto ekvivalentni k origindlnimu Bellmanovu-Fordovu algoritmu, u mnohych
problému je doba béhu algoritmu podstatné rychle;jsi.

Nyni predpoklddejme, Ze G md zdporné nebo nulové cykly. V tomto pfipadé¢ G nemusi byt
acyklicky. Nicmén¢ pokud G obsahuje zdporny cyklus, lze algoritmus ukon¢it. M4-1i G cyklus nulové
délky, muZeme zkratit takové cykly a pokracovat ve vypoctu.To snadno udélame pfi udrZeni sloZitosti
algoritmu (viz [38]).

Implementaci Goldberova-Radzikova algoritmu Ize zjednodusSit pouZitim DFS, k vypoctu
topologického usporadani v pripustném grafu (viz napt. [11]). Misto uzavfeni cykli nulové délky,
jednoduse ignorujeme zpétné hrany objevené béhem DFS. Vysledné fazeni je v pfipustném grafu bez
ignorovanych hran. Tato zmé&na neovlivni spravnost ani sloZitost vySe uvedeného algoritmu.

Algoritmus I1ze modifikovat. Pokud pfi fazeni pomoci DFS bude hrana (v,w) zkoumana prvni
skenovand na nejkrats$i cesté tzn. d(v) + w(v, w) < d(w) pak d(w) nastavime na hodnotu d(v) + w(v, w)
a P(w) na v. Tato modifikace béZzi rovnéZ v O(nm). Na acyklickém grafu algoritmus skon¢i po prvnim
prachodu a bézi v O(m+n).

6.10 Incremental Graph Algorithms

V tomto odstavci popiSeme dva algoritmy. Prvni nezdvisle vyvinul Pape a Levit [31]. Druhy
navrhl Pallottino [32], ktery pfedstavil rimec incremental graph algoritmu tim, Ze sjednotil tyto dva
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algoritmy. Oba algoritmy udrZuji mnoZinu otevienych uzli jako dvé podmnoZiny S; a S,, prvni
obsahuje oteviené uzly, které byly skenované nejméné jednou a druh4, ve které uzly skenované jesté
nebyli. Dals{ uzel na sken je vybrany z S,. Je-li S| prdzdnd vybereme uzel z S,. S; nazyvame vysoce
prioritni mnoZinu a S, mnoZinu s niZ§{ prioritou.

Pape-Levit algoritmus udrzuje S, jako zdsobnik a S, jako frontu. Tento algoritmus je vétSinou
implementovany s pouZitim datové struktury dequeue, kterd je jako fronta dovolujici vloZeni ne jen
na konec, ale i na zacatek. Vice viz [21] a [32]. Tento algoritmus ma nejhufe exponencidlni ¢asovou
sloZitost O(n2") [35].

Pallottiniiv algoritmus udrzuje S, a S, pomoci front Q; a Q, a b&7i nejhuife v O(n’m).V praxi

~ev s

je vice robustng&;jsi neZ Pape-Levit.

6.11 Prahovy (Threshold) algoritmus

Glover a spol. navrhl v [36] nésledujici metodu, kterd kombinuje mySlenky Bellmana-Forda,
Dijkstry a incremental graph algoritmu (viz [21, 37, 69]). Tato metoda rozdéluje mnoZinu otevienych
uzli na dvé podmnoZiny NOW a NEXT, které jsou udrZované jako fronta (inspirace z predchoziho
algoritmu). Na zadatku kazdé iterace je NOW prdzdnd. Algoritmus také udrZuje parametr ¢ — tzv.
prah, ktery je nastaven jako vaZeny pramér minimalnich a pramérnych hodnot d[u] v mnoZin¢ NEXT.
Béhem iterace algoritmus prenese uzly v s d[v] < ¢t z NEXT do NOW a skenuje uzly v NOW. Uzly,
které se stanou oteviené béhem iterace jsou pfidané do mnozZiny NEXT. Algoritmus konéi, kdyZ je
fronta NEXT prdzdnad na konci iterace. Pokud je ohodnoceni hran nezdporné, algoritmus b&Zi v
O(nm) dle [12].

6.12 Dalsi algoritmy

Od roku 1959 jsou vSechny teoretické vyzkumy v problematice hleddni nejkratSich cest z uzlu
s do vSech ostatnich zaloZeny na Dijkstrové algoritmu navS$tévujici uzly v poradi zvySujici se
vzdalenosti od s. Dijsktruv algoritmus je zaloZeny na fazeni vzdélenosti - a to neumime pro
orientované grafy udé€lat v linedrnim case. Nicméné pro neorientované grafy s s celoiselnym
nezdpornym ohodnocenim hran mdme deterministicky algoritmus v linedrnim Case a prostoru. Tento
algoritmus se vyvaruje izkému hrdlu fazeni vytvorenim hierarchické bucket struktury, identifikujici
pary vrcholu, které mohou byt navstivené v né¢jakém portadi.

Rada rychlych algoritmii byla vyvinuta pro standardni model RAM (Random access machine)
s velikosti slova log n se standardni instrukéni sadou. Tém¢r vSechny tyto algoritmy jsou zaloZené na
Dijkstrové algoritmu a zlepSuji datovou strukturu prioritni fronty. Nalezeni algoritmi s linedrnim
¢asem jsou stéle top vyvoje. Zatimco Thorup (viz [45]) vyvinul algoritmus O(n+m) pro neorientované
grafy, kde ohodnoceni hran je vintervalu 0 aZ w-1 (w=délka slova), aktudlné nejlepsi Cas pro
orientované fidké grafy na RAM modelu je O(n+m log log n).

Ve vétsSing iteraci Bellmanova-Fordova algoritmu je operace relaxace nadbytecnd. Pri
inicializaci pfidame v§em uzlum proménnou s(v), dle niz pozd¢ji rozhodneme zda dany uzel budeme
skenovat. Prvnim takovym vylepSenim je parent-scan algoritmus (zminén jiZz u Goldbergova-
Radzikova algoritmu), zaloZeny na mysSlence: pred skenovanim uzlu provedeme nejprve skenovani
jeho predchiidce. Pred kazdym skenovanim uzlu provéfime, zda jeho predchudce je ve fronté. Jen
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tehdy bude uzel skenovany. Na roz$ifeni myslenky je zaloZen algoritmus Goldberga-Radzika (viz
prislusny odstavec). Klasicky Bellmanuv-Fordav algoritmus a vSechny jeho odvozené derivaty
potfebuji O(mn), nicméné nékteré tyto algoritmy ukazuji dobré praktické chovéani pro hledédni
nejkratSich cest na fidkych grafech — vice v [12] a [41]. Lze najit linedrni algoritmy pro hledani
nejkratSich cest, vétSinou jsou v§ak omezeny na rovinné grafy bez zdporn¢ ohodnocenych hran. Pro
piipad povolenych zdpornych hran existuje algoritmus v &ase O(n** log n L), kde L je absolutni
hodnota nejvice zdporné hrany — vice v [42].

VétsSina vyznamnych algoritmi muZe byt vidéna jako specidlni pripad modelu nejkratsich cest
dany Gallem a Pallottinem v [21]. V tomto modelu udrZzujeme vektor (d, dy, ..., d,) s inicializaci
danou d; = 0, d; = o pro vSechny i # 1 a mnoZina uzlii nazvanych seznam kandidatq, s inicializaci:
V = {1}. Algoritmy postupuji v iteracich a skon¢i kdyZ je V prdzdné, typick4 iterace je nésledujici:
odstran uzel i ze seznamu kandidéti V pro kazdou hranu (i, j) € Haj# 1 jestlize d; > d; + a; nastav
dj=d;+ ay.

6.13 Porovnani algoritmii pro reseni problému

nejkratsi cesty z jednoho uzlu

Mezi zakladnimi metodami v této kapitole figuruji Dijkstriv a Dantzigliv algoritmus, ze
stejného obdobi a s podobnym principem. Porovnéni z hlediska historie jsme si ukdzali jiZ v kapitole
o Dantzigov¢ algoritmu. CoZ takhle je porovnat i z hlediska experimentu s jejich implementacemi.

Jako tfeti knim zvolime heuristické vylepSeni zdkladniho algoritmu (v tomto pripadé
Bellmanova-Fordova) a to Goldbergtiv-Radzikuv algoritmus.

Experimenty provedeny na pocitaci s 733 MHz procesorem, operacnim systémem Windows
XP a s 384 MB operaéni paméti. Koédy psané v C a kompilované pomoci Mingw kompildtoru ve
vyvojovém prostredi Dev-C++ ve verzi 4.9.9.2. Vysledky byly ovéfeny na Skolnim linux serveru
Merlin.

Implementace pouZivaji seznamovou reprezentaci sousednosti vstupniho grafu (seznam
ohodnocenych hran). Experimentujeme s nékolika reprezentacemi grafu se zvySujicim se poctem n
vrchold. V praxi maji problémy casto specifickou strukturu, proto neménime jen pocet vrcholu
vstupniho grafu, ale i pocet hran m. Generovany jsou tfi rizné typy grafu s ohledem na pocet hran —
fidké, husté a tplné (Iépe feceno Uplné acyklické grafy, tzn. Ze jejich matice W md pod diagondlou
nekonecna). VSechny reprezentace maji minimalné z prvniho vrcholu dosaZitelné vSechny ostatni
uzly grafu. Dals{ vlastnosti vSech reprezentaci, jak jiZ bylo zminéno, je acykli¢nost a v posledni fadé
maji vSechny hrany kladné ohodnoceni. V experimentech tedy nenastane situace, kdy by graf
obsahoval cyklus nebo ziporné¢ ohodnocenou hranu (nebot’ vétSina zvolenych algoritmii se ze
zapornym ohodnocenim nevyrovnd). Snahou bylo, aby jednotlivé implementace ruznych algoritmu
byly délané jednotng, aby bylo moZné porovnat smysluplné dobu béhu. V nasledujicich tabulkidch
jsou vysledky experimentii, mdme dobu béhu implementace v sekundach (uzivatelsky ¢as procesoru
bez vstupnich a vystupnich operaci) a pocet operaci relaxace. Pro zisk referenénich dat provadime 5
az 10 béht implementaci na stejnych vygenerovanych reprezentacich grafu, které pak pramérujeme
pocétem be&hi.
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Ridké grafové reprezentace:

Dijkstriiv algoritmus

Dantziguv algoritmus

Goldbergiv-Radzikiv alg.

n/m S pocC.relaxaci | s poc.relaxaci poc.relaxaci

100 / 193 <0,01 | 193 <0,01 | 1765 198

200 /390 <0,01 | 390 0,02 6993 390

300/ 586 <0,01 | 586 0,09 14551 607

400 /792 <0,01 | 792 0,22 22830 797

500 /989 <0,01 | 989 0,42 38787 963

600 /1196 <0,01 | 1196 0,64 50286 1297

700 /1391 <0,01 | 1391 0,91 63456 1399

800/ 1591 0,01 1591 1,46 89067 1701

900 /1790 0,01 1790 1,85 116664 1829

1000 / 1995 0,01 1995 1,99 129742 1981

Tabulka 6.1: Doba béhu jednotlivych implementaci algoritmii a pocet operaci relaxace
Husté grafové reprezentace:
Dijkstruv algoritmus | Dantziglv algoritmus Goldberav-Radzikuv alg.

n/m S pocC.relaxaci | s poc.relaxaci poc.relaxaci

100 / 3548 0,01 | 3548 0,04 2731 5584

200 / 14327 0,02 | 14327 0,42 14959 24010

300 /31980 0,05 | 31980 1,49 30427 55441

400 / 56933 0,13 | 56933 7,97 47784 102338

500 / 88892 0,35 | 88892 33,57 78640 170969

600/127903 | 0,71 | 127903 79,31 107610 243640

700 /174273 | 1,05 | 174273 152,78 | 149013 326113

800/227917 | 1,46 | 227917 291,91 | 176829 436422

900 /287865 | 1,92 | 287865 460,93 | 228604 577234

1000 /355448 | 2,73 | 355448 - - 666053

Tabulka 6.2: Doba béhu jednotlivych implementaci algoritmii a pocet operaci relaxace

Uplné acyklické grafové reprezentace:

Dijkstruv algoritmus

Dantzigliv algoritmus

Goldbergliv-Radzikiv alg.

n/m S pocC.relaxaci | s poc.relaxaci poc.relaxaci
100 / 4950 0,01 | 4950 0,04 3345 8891
200 / 19900 0,02 | 19900 0,75 9965 34383
300 / 44850 0,08 | 44850 2,22 29286 84902
400 /79800 0,22 | 79800 17,27 51280 159405
500 /124750 | 0,6 124750 62,79 68032 237856
600/179700 | 1,02 | 179700 1227 102763 359930
700 /244650 | 1,42 | 244650 230,16 | 149008 488951
800 /319600 | 2,07 | 319600 489,04 | 146571 636387
900 /404550 | 2,49 | 404550 - - 797047
1000 /499500 | 3,47 | 499500 - - 986164

Tabulka 6.3: Doba béhu jednotlivych implementaci algoritmii a pocet operaci relaxace
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V grafech 6.1 a 6.2 si v§imame poctu operaci relaxace pro jednotlivé implementace v fidkych
respektive uplych acyklickych reprezentaci grafu. V Dijkstrové algoritmu relaxujeme kaZdou hranu
vstupniho grafu jedenkrat, zatimco u vétStho poctu hran v grafu Goldbergiv-Radzikuv algoritmus
relaxuje n¢které hrany vicekrat. U Dantzigova algoritmu naopak redukujeme pocet relaxaci u vétsich
poctu hran ve vstupnim grafu pomoci vybéru vhodnych kandidati.
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Graf 6.1: Pocet operaci relaxace v fidkych grafech
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Graf 6.2: Pocet operaci relaxace v uplnych acyklickych grafech

V grafu 6.3 je zobrazena doba béhu v sekundach pro implementaci Dijkstrova a Dantzigova
algoritmu pro husté grafové reprezentace. Doba bchu implementace Goldbergova-Radzikova
algoritmu je pro stejnou reprezentaci vstupniho grafu pod 0,01 sekundy, tudiZ ani neni zobrazena v
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grafu a tabulkdch vysledku. To odpovida teoretickych odhadim c¢asové slozitosti. Dantziguv
algoritmus je vyrazn¢ horS$i oproti implementaci Dijktrova algoritmu, nebot” vybér vhodného
kandidata je nesmirn¢ Casové narocnd operace, ktera zavisi na poctu hran ve vstupnim grafu.

V grafu 6.4 ukazujeme zavislost doby b¢hu implementace Dantzigova algoritmu na
parametrech reprezentace grafu. Pfi vybéru vhodnych kandidati prochdzime vzdy vSechny hrany, coz
se negativn¢ projevi na vysledném cCase.
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Graf 6.3: Porovnani doby béhu implementaci v hustych grafech

600
500

400
——fidky
— husty

Gplny

300

200

100

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Graf 6.4: Doba béhu implementace Dantzigova algoritmu v zdvislosti na typu grafu
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Co se tyka pamétové narocnosti jsou vSechny tfi algoritmy na stejné trovni s O(n+m), to
odpovida pamétové sloZitosti spojové reprezentace grafu. Dokonce v implementacich Dantzigova a
Dijkstrova algoritmu vyuZivame tplné stejné struktury.

ACc jsou si principem Dantzigiv a Dijkstruv algoritmus velmi podobné, v experimentech se
ukazal Dantziglv algoritmus jako porazeny. Jediné, v ¢em je v experimentech lepsi, je porovnani
poctu operaci relaxace. Jak uz bylo uvedeno, je to zptisobeno diky vybéru vhodnych kandidatskych
hran. Nicméné¢ ndm tato vlastnost sniZzuje vyrazn¢ rychlost, jak si lze vSimnout ve vysledcich
experimentd. NejspiS i to je duvod vyraznéjSiho rozsifeni Dijkstrova algoritmu v oblastech
pocitacového vyhodnocovani.

Z davodu porovnani implementaci Dijkstrova a Dantzigova algoritmu je zvolena naivni
forma Dijkstrova algoritmu, kdy je prioritni fronta implementovdna pomoci dynamického pole a ma
teoretickou Gasovou sloZitost v nejhor§im pifpadé O(n’). Prvky vtéto fronté nejsou fazeny
a minumum tedy nalezneme aZ po prichodu celym polem. V implementaci Dantzigova algoritmu
ndm docela dost €asu (nezapocitaného do samotného experimentovani) zabere pocatecni uspofddani
vSech hran podle stoupajici hodnoty jejich ohodnoceni. K vybéru kandidita s nejmensi hodnotou
prochazime mnoZinu uzli, do kterych jiz zname nejkratsi cesty. Zdsadni z hlediska casu je ovSem
redukce nepotfebnych kandidatskych hran, kdy prochdzime celym seznamem hran. Experimenty ndm
jen potvrdily, Ze pro husté grafy je tato metoda casov€ nevyhovujici. V implementaci
Goldbergova-Radzikova algoritmu bylo vyuZito zjednoduSeni popsané v kapitole u algoritmu,
a tim je pouZiti prohleddvédni do hloubky k vypoctu topologického usporadéni.

Spravnost implementace byla ovéfena pomoci vystupu jednotlivych implementaci na stejnou
vstupni reprezentaci grafu. Ve vSech testovanych pfipadech byl vystup vSech tii implementaci stejny
tj. vypocteny nejkrats$i cesty z prvniho uzlu do vSech ostatnich. Vystupni soubory, v§echny vstupni
reprezentace grafu a zdrojové soubory implementaci lze nalézt na priloZzeném médiu.
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7 Nejkratsi cesty mezi vSemi pary uzla

Problém nalezeni nejkratSich cest mezi vSemi dvojicemi uzli (all-pairs shortest paths
problem), neboli urovani vzdalenosti mezi libovolnymi dvémi uzly, by se dal jisté chipat jako n-krét
zopakovany problém jednoduSsi tj. hleddni nejkrat$i cesty z jednoho uzlu do vSech ostatnich (viz
predchozi kapitola). Nicméné co ndm v tom vadi je Casovd sloZitost. V pfipad¢ grafu s nezdpornym
ohodnocenim hran dostaneme n-ndsobnym pouZitim Dijkstrova algoritmu (za pfedpokladu realizace
prioritni fronty pomoci Fibonacciho haldy) postup s asymptotickou ¢asovou sloZitosti
O(n® log n + nm). PouZiti bindrni haldy vede na sloZitost O(mn log n) a pfi sekvenénim uloZenim
fronty v poli ziskdme algoritmus kubické sloZitosti O(n’).

Pokud graf obsahuje i zdporné ohodnocené hrany, nelze Dijkstrova algoritmu pouZit, takZe
bychom museli opakovat hledani pomoci Bellmanova-Fordova algoritmu. V tomto pfipadé bude
asova sloZitost nalezeni nejkrat$ich cest mezi viemi dvojicemi uzli rovna O(n’m), coZ pro husté
grafy dava hodnotu O(n®) a to neni jisté vyhovujici. V této kapitole si ukdzeme, Ze lze postupovat
efektivngji.

7.1  Nejkratsi cesty a nasobeni matic

Hled4dme-li nejkratsi cesty (neboli vzdalenosti) z kaZzdého uzlu do kazdého uzlu pfimo se ndm
nabizi maticovd struktura, kterd ndm tyto vzdélenosti jako vysledek bude schopna dodat. Vysledkem
algoritmu hledani nejkratSich cest mezi v§emi dvojicemi uzli je soubor nxn hodnot (w-vzdalenosti
popf. predchiidct na nejkratSich cestich), pro které je pfirozenou formou uloZeni ctvercovd matice.
Kdyz budeme mit vysledek v podob¢ matice, je logické aby i vstupni data mcla maticovy formét.
Protoze kromé struktury grafu musime vyjadrit i ohodnoceni jednotlivych hran, vytvofime jedinou
matici, kterd kombinuje matici sousednosti grafu s funkci ohodnoceni w. Budeme piedpoklddat, Ze
graf neobsahuje cykly zaporné w-délky (z diivodu vysvétlenych vyse).

Necht je dan prosty (pokud by graf obsahoval rovnobézné hrany, lze se jich zbavit vybranim
té nejmensi z nich) orientovany graf G = <H, U> s redlnym ohodnocenim hran w : H — R. Matici
w-délek grafu G nazyvame ctvercovou matici W = [w;] fadu n, jejiZ prvky jsou definovany vztahy:

w; =0 pokudi=j,
wy = w(u;, u;), pokud i #j, (w;, u;) € H, (7.1)
w; =1, pokud i # j, (i, u;) ¢ H.

Tato matice W ndm bude graf charakterizovat. Vychdzi z matice sousednosti V a zahrnuje
souéasné délky hran.

Matici w-vzdalenosti grafu G nazyvdme ctvercovou matici D = [d;] fadu n, jejiZ prvky jsou
definovdny vztahem:

dyj = dy(us, ;). (7.2)

V matici D nalezneme, jak daleko je z uzlu i do j, kdyZ nds opravdu zajim4 ta nejkratsi cesta.
Chceme-li znat kudy vede, musime rozsitit pole hodnot pfedchiidcu z Dijkstrova algoritmu, protoze
zde se jiZ nejednd o predchuidce na jedné cesté, ale musime zndt predchuidce na cestach ze vSech uzlu
do vSech a k tomu ndm poslouZi matice predchudcu P.
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Matici predchudci grafu G (zkrdcend téZ p-matici) nazyvame Ctvercovou matici P = [p;]
fadu n, jejiZ prvky jsou definovdny vztahem:

pii =0 (NIL), pokud i = j nebo neexistuje cesta z u; do u; (7.3)
Dij = U, kde uy je pfedchuidce uzlu u; na néjaké minimdlni cesté z u; do u;
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ab cd
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Obrazek 7.1: Matice w-délek, w-vzdalenosti a predchudcu

Na obr. 7.1 ukazujeme ptiklad grafu a jemu odpovidajicich matic w-délek, w-vzddlenosti a
predchidcu. Postupiim, pomoci nichz se uréi matice w-vzdélenosti, se budeme vénovat pozdéji. Jejich
rozsiteni vedouci k ziskani matice pfedchudcu lze nalézt v literature, ukdZeme zde pouze vyznam a
vyuziti této matice. Hodnoty py, j = 1, 2, ..., n leZici v i-tém fadku matice predchudcu P obsahuji
stejnou informaci jako (jednorozmérné) pole hodnot p[u] po skonceni algoritmu hleddni cest z uzlu
s = u; do vSech uzla grafu. Jim odpovidajici podgraf je stromem nejkratSich cest z uzlu u;, takze vycet
uzlu tvoficich nejkratsi cestu z u; do u; dostaneme pomocé nésledujiciho algoritmu.

Algoritmus 7.1 Urceni cesty pomoci p-matice

CESTA(P,i,))

1 if i =j then write(i)

2 elseif p; =0

3 then write(‘cesta z ‘,u;,°do ‘,u;,* neexistuje®)
4 else CESTA(P,i,p;)

5 write(j)

Nejkratsi cesty v grafu o n uzlech (a bez zapornych cyklu) neobsahuji vice neZ (n-1) hran.
Zkusime tedy postupné urovat w-délky nejkratSich cest obsahujicich zvySujici se maximdlni pocet
hran. Necht’ pro dva ruzné uzly u;, u; € U je P : u; = u; n€jakd nejkratSi cesta obsahujici nejvyse m
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hran. Je-li uzel u, pfedchidcem uzlu u; na této cesté, pak je také dilci cesta P* : u; — uy nejkratSi
cestou z u; do uy obsahujici nejvySe (m-1) hran. Krom toho plati w(P) = w(P') + w.

Slozitost této procedury je diky tfem vnofenym cykliim a konstantni sloZitosti vnitini operace
ureni minima rovna @(n’). Jeji struktura je shodnd jako u procedury ndsobeni matic. Pravé pomoci
nasobeni matic je moZné urcit pocet riznych spojeni urc¢ité délky mezi v§emi dvojicemi uzlu. Jelikoz
matice D(n-1) je hledanou matici nejkratSich cest, miZeme jeji vypocet provést pomoci procedury
(vice viz [6]) s Gasovou sloZitosti O(n*). Algoritmus je moZné implementovat tak, Ze jeho pamétova
slozitost bude niZsf neZ O(n” log n), jak by vychdzelo pfi uloZeni viech poéitanych matic. Pfi vypodtu
se vzdy potrebuje pouze predchozi a nésledujici matice v uvedené posloupnosti, takZe vysta¢ime jen
se dvéma maticemi fadu nxn (pfipadn¢ se tfemi, chceme-li uchovat i matici W). Pamé¢tova sloZitost
bude tedy jen O(n).

7.2  Floydiav-Warshalliv algoritmus

Pii vypoétu posloupnosti matic D™ pouzité k ziskdni matice w-vzdélenosti postupné
zpfesiujeme odhad w-délky nejkratSich cest uvaZovdnim stdle delSich (co do poctu hran) cest.
Floyduv-Warshallav algoritmus (podrobngj$i popis v [43]) md rovnéZ charakter postupného
zpfesiovani, ale tentokrat budeme rozsifovat mnoZinu piipustnych vnitfnich uzla nejkratSich cest.
Vnitinim uzlem cesty P = <uy, u,, ..., ux> je kazdy jeji uzel s vyjimkou krajnich uzla u; a uy, tedy
libovolny z uzlu {u,, us, ..., ur}. Pfipomenime, Ze stale uvazujeme pouze grafy bez zaporné
ohodnocenych cyklu. Algoritmus najde délku nejkratSich orientovanych cest mezi kazdou dvojici
vrcholu, navic ze vSech cest stejné délky vybere tu s nejmensim poctem hran.

Jednd se o iteracni algoritmus, ktery si lze prestavit jako algoritmus pocitajici jakousi
posloupnost matic. Z pfedchozi matice vypocteme jistym postupem v ndsledujici iteraci matici
s novymi hodnotami. Idea je ndsledujici. V kazdé iteraci zjistime jaké jsou délky nejkratSich cest mezi
vSemi dvojicemi uzlu, stou omezujici podminkou, Ze tyto nejkratSi cesty mohou prochdzet pres
vnitini uzly jen z mnoZiny prvnich k uzli. Postupné pocet povolenych uzlii zvy$ujeme. V matici D’
nepfripoustime Zadné vnitini uzly (uvaZujeme jen piimé hrany) a to je presn¢ matice w-vzdélenosti W.
To reprezentuje piipad, kdy mdm uzel spojeny s jinym hranou neboli cestou nemajici Zddné vnitini
uzly. V dalsi iteraci povolime do cest zahrnout jeden vnitini uzel a to jen uzel u;. V druhé iteraci
povolime vnitini uzly u; a u, atd. V k-té iteraci povolim, aby vnitini uzly cest byly z mnoZiny
(uy, ..., up.

Necht D® = [d(k)ij] je matice, jejiz kazdy prvek d(k)ij vyjadiuje w-délku nejkratsi cesty z uzlu
u; do uzlu u; majici vnitfni uzly pouze z mnoZziny {ui, u,, ..., ux}. Potom bude zfejmé d(O)ij =wja d(n)ij
= d;;. Od libovolné matice D*" se dostaneme k matici D prostiednictvim této tivahy:

- jestliZe nejkratSi cesta z u; do u; majici vnitini uzly z mnoziny {u,, u,, ..., ux} neprochazi
k z v (k-1
uzlem uy, potom se hodnota prvku d*;; rovna hodnoté d*;.
- jestliZe nejkratSi cesta ¢ : u; — wu; majici vnitini uzly z mnoZiny {u,, u, ..., ux} prochazi

uzlem uy, potom si ji muZeme predstavit rozdélenou do dil¢ich cest ¢; : u; — uy a ¢, : u — u;. Cesty ¢
a ¢, jsou pak nutn¢ nejkrat§imi cestami mezi svymi krajnimi vrcholy a jejich vnitini uzly jsou
vybrany pouze z mnoZiny {u,, u,, ..., U1 }.
Je tedy mozné formulovat ndsledujici rekurentni definici hodnot prvka matice D®:
(k) _—

4" =Wy pokud k =0,

& _ s G- (k=D (k-1) okud k > 1. (7.4)
d% = min(d,d ¢ + db) P
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To je jadro Floydova-Warshallova algoritmu a z této rekurentni definice jiZ muZeme tento
algoritmus formulovat:

Algoritmus 7.2 Floyduv-Warshallav algoritmus

FLOYD-WARSHALL(W)

1 D(O) = W

2 for k:=1tondo

3 fori:=1tondo

4 forj:=1tondo

5 a® = min(dl;k—l),d;(k—l) +d]g<_1))
6 return D™

VSechny dvojice vzddlenosti si nejsndze uloZime do matice nxn. Cely trik Floydova-
Warshallova algoritmu spoéivd v tom, Ze vzdalenosti nepoCitime pfimo, ale v n iteracich. V i-té
iteraci spoéitdme matici D'. Hodnota D'[u,v] je délka nejkratsi cesty z u do v, kterd smi prochazet
pouze pres vrcholy {1, 2, ..., i}. V nulté iteraci zaneme s matici D". Hodnota D°[u,v] je délka hrany
u, v. Matice D’ je tedy matice vzdalenosti (upravend matice sousednosti, kterd misto jednidek
obsahuje délky hran a misto nul mimo diagonidly m4 nekone€na). V posledni iteraci skonéime
s matici D", kterd uz bude obsahovat hledané vzdalenosti, protoZe cesty mezi u a v smi prochdzet pies
vSechny vrcholy.

Nejkratsi cesta mezi u a v, ktera smi prochazet pres vrcholy {1, 2, ..., i}, bud’ projde pres
vrchol i a nebo ne. V prvnim pifpadé nejkratsi cesta neobsahuje i a jeji délka je D”'[u,v]. Ve druhém
pripadé cestu rozloZime na dva useky — pred prichodem do i a po jeho opousténi. Ani jeden z tseku
neobsahuje i a tak je délka této cesty D"'[u,i] + D "'[i,v]. Co kdyZ ale oba tiseky obsahuji stejny
vrchol w. SloZenim udseka by pak vznikl tah. V tomto pifipad¢ lze ¢ast tahu mezi obéma vyskyty w
vypustit (cyklus z w do i a zpCt) a dostaneme cestu, kterd neobsahuje i a byla uvaZovdna v prvnim
piipadé. Z toho plyne, Ze D'[w,w] je rovno nule pro kazdé j a w.

u
Obrazek 7.2: Postup vypoctu dle Floydova-Warshallova algoritmu

K vypoctu D[u,v] potfebujeme zndt jen hodnoty D' [u,v], D' [u,i] a D"'[i,v], ale posledni dvé
hodnoty se béhem i-té iterace nezméni (viz [10]). Proto miiZzeme nové hodnoty D[u,v] zapisovat do
stejné matice jako predchozi iteraci — prepsanou hodnotu D"'[u,v] jiZ potiebovat nebudeme.
K vypoctu tak postaci jedna matice, do které budeme zapisovat vSechny iterace.

V piipadé zdpornych cyklii nemiizeme pouzit Floydiv-Warshallav algoritmus, nebot” by jsme
mohli dostat nespravné feSeni (feSeni by nebyla cesta, ale tah, ktery navic nebude optimalni).

Urceni asymptotické ¢asové sloZitosti Floydova-Warshallova algoritmu je snadné: provedeni
minimalizace uvnité vnofeného cyklu trva konstantni ¢as a opakuje se n’-krat. Algoritmus m4 tedy
&asovou slozitost O(n*). JelikoZ je jeho struktura velmi podobn4 algoritmu pro ndsobeni matic, Ize jej

46



urychlit aZ na sloZitost O(n**7) pomoci stejného triku jako Strassentv algoritmus zrychluje nésobeni

matic. Nicmén¢ existuji rychlejsi algoritmy, proto zde toto urychleni nebude déle probirdno (vice viz
[11] - kapitola 28). Algoritmus se tvéri, Ze pocitd sekvenci n+1 matic, nicméné vSechny iterace matice
D se daji pocitat na jednom misté (nemeénime aktudlné€ hodnoty na kterych v tu chvili zaviseji ostatni).
Asymptotickd pamétova sloZitost je oviem O(n).

Chceme spocitat vzdalenost kazdé dvojice vrchold, tak miiZzeme n-krat pouzit Dijkstriv
algoritmus (na kazdy vrchol). Lepsi je ale vyuzit Floydiv-Warshalliv algoritmus, pocitajici vSechny
vzdélenosti pfimo, rychleji a jest¢ se snadn&ji implementuje. Dokonce je tak jednoduchy, Ze pokud
ndm nezdleZi na Casové sloZitosti, ale jen na rychlosti naprogramovini, tak je lepSi volbou neZ
Dijkstra (podle [10]).

Timto algoritmem jsme se dozv€d¢li hodnoty vzdélenosti, ale nikoliv kudy vedou nejkratsi
cesty. Pokud bychom to chtéli védét, tak bychom si v pribéhu algoritmu museli pro kazdou dvojici
u, v pamatovat posledni vrchol, pres ktery nam nejkrat$i cesta vede. Tzn. Floydav-Warshalluv
algoritmus muZeme doplnit vypoétem (se sloZitosti O(n’)) matice piedchudci P poté, co se dokongil
vypodet matice w-vzdélenosti. Je také moZné poéitat spolu s posloupnosti matic D prub&zng i
posloupnost matic P®, nebot pro ni plati ndsledujici rekurentni vztahy. Poéateéni nastavent:

% =0
u (NIL) pokud i = j nebo wjj = oo, (7.5)
) _ -

Pi~ =1y ostatnich piipadech (tedy pro u; u) € H.

Uprava matice v kazdé iteraci:

) — (kD) (k=D) o g(k=1) g (kD)
P =Dy pokud d;7 <dy T +d;

i 9

(7.6)

*) _ (kD (k1) (k-1) (k=1)
P =Dy pokud dij >d, +dkj .

7.3  Johnsoniiv algoritmus

Pres nespornou jednoduchost a snadnou implementovatelnost Floydova-Warshallova
algoritmu je moZzné vypocet nejkratSich cest realizovat jest€ dspornéji, pokud budeme uvazovat fidké
grafy. V tidkych grafech neroste pocet hran se ¢tvercem poctu uzld, ale vétSinou linedrné s poctem
uzli, takZe asymptotickd sloZitost je pak vyrazné lepsi neZ O(n’). BohuZel z této sloZitosti nelze
u Floydova-Warshallova algoritmu uniknout, proto je tfeba jiné feSeni. V tomto odstavci ukdZeme
algoritmus navrZeny Johnsonem (viz [14]), jehoZ asymptotickd sloZitost pro fidké grafy je
O(n’ log n + nm). Vysledkem tohoto algoritmu je matice w-vzdalenosti nebo signalizace existence
zaporn¢ ohodnocenych cykla v grafu.

Zékladni mySlenkou Johnsonova algoritmu je n-ndsobné pouZiti Dijkstrova algoritmu (viz
[70]). O této mozZnosti jsme se zminili jiZ na zac4tku kapitoly s tim, Ze je omezena jen na grafy
s nezdpornym ohodnocenim hran. Aby jsme tedy mohli Dijkstritv algoritmus v obecném piipadé
pouZit, je tfeba nejprve upravit puvodni ohodnoceni w hran. N&jak ho transformovat, aby vysledné
ohodnoceni hran bylo nezdporné, ale aby v grafu ziistaly zachovany optimalni{ cesty (tzn. nelze pricist
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ke kazdému ohodnoceni hrany konstantu, nebot’ by se nam optimalni cesty rozhodily. ProtoZe,
kolikréat je hrana na dané cesté, tolikrdt bychom pficetli uvedenou konstantu a tim bychom vice
pfitiZili cestdm s vétSim poctem hran na ukor téch s méné hranami). Kupodivu existuje Sirokd tfida
piehodnoceni hran grafu G zachovavajici optimdlnost cest (viz [1]), které 1ze provést v ¢ase O(nm).
Nové ohodnoceni w' musi spliiovat nsledujici dvé podminky:

- pro kazdou dvojici uzla u, v € U je nejkrat$i cesta pro ohodnoceni w shodna s nejkratsi
cestou pro ohodnoceni w'.

- pro kaZzdou hranu (u, v) € H je ohodnoceni w'(u, v) nezdporné.

Zavedeme obecny zplisob prehodnoceni hran, ktery zarucuje splnéni prvni z vySe uvedenych
podminek. Pro zjednodusSeni zapisu vyjadifujeme symbolem d(u, v) vzdalenost uzli u a v platnou pfi
ohodnoceni hran w a symbolem d'(x, v) vzddlenost pfi ohodnoceni w'. Ohodnoceny budou ne jen
hrany, ale i vrcholy. Pfedpoklddejme, Ze mdm kaZdy uzel ohodnocen hodnotou h(u), kterou je
libovolné reélné &islo.

Necht je dan prosty orientovany gratf G = <H, U> s ohodnocenim hran w : H — R a m&jme
libovolnou funkci 2 : U — R, kterd pfifazuje kazdému uzlu grafu G ngjaké redlné &islo. Pro kaZzdou
hranu (u, v) € H nyni definujme:

w'(u, v) = w(u, v) + h(u) - h(v). (7.7)

AC¢ je ohodnoceni uzll 4 jakékoliv, tak pro takto zvolené prehodnoceni je splnéna podminka
zachovani optimality cest (dikaz v [1]).

Nyni se zaméfime na to, jak zvolit funkci /4 pouZitou pii prfehodnoceni hran tak, abychom
dosahli splnéni druhé z vySe uvedenych podminek - nezdpornosti ohodnoceni hran w'. Johnson
formdlné puvodni graf rozsifil pfidanim nového uzlu s, ktery napojil hranami ohodnocenymi
hodnotou nula na v8echny ostatni uzly grafu (pfidime uzel s a n novych hran).

Neboli zadany graf G = <H, U> s ohodnocenim hran w : H — R roz8ifime na graf
G' = <H', U"> takto: pfiddme novy uzel s, z n¢hoZ vedeme orientované hrany do vSech uzlu grafu G.
Plati tedy U'= U U {s}, H = H U {(s, ) : u € U}. VSem nov¢ pfidanym hrandm uréime ohodnoceni
w rovné nule.

V takto vytvoreném grafu nemuizZe uzel s leZet na Zadné orientované cesté spojujici dvojici
uzla puvodniho grafu G. Uzel s bude tedy pouze pocatecnim uzlem nejkratSich cest vychazejicich z
n¢j do vSech uzla puvodniho grafu. Graf G' obsahuje navic cykly se zdpornou w-délkou, pravé kdyz
takové cykly obsahoval puvodni graf G (podrobnéjsi popis s obrazky v [6]).

Predpoklddejme nyni, Ze graf G (a tedy ani G') nemd cykly se zdpornou w-délkou. Protoze
jsou z uzlu s dostupné vSechny ostatni uzly, jsou v grafu G' korektn¢ definovany vzdélenosti d(s, u) a
jsou konecné. Muzeme tedy polozit h(u) = d(s, u) pro vSechna u € U'. Pro libovolnou hranu
(u, v) € H' z trojihelnikové nerovnosti ziskany vztah: h(v) < h(x) + w(u, v), takZe definujeme-li
ohodnoceni w' podle vztahu (7.7), bude platit w'(u, v) = w(u, v) + h(x) - h(v) =2 0.

Touto volbou funkce 4 (ohodnoceni zvoleno jako vzddlenost pfidaného uzlu s) je tedy
zaruceno splnéni druhé z podminek uvedenych pro prehodnoceni hran.

Nyni je jiZ mozné vyjadfit Johnsonilv algoritmus. Jako podprogramy se v ném pouZzivaji
Bellmanuv-Forduv algoritmus (viz kapitola 6.7) a Dijkstruv algoritmus (viz kapitola 6.5). S ohledem
na tyto algoritmy pfedpokladame, Ze vychozi graf G je zadan spojovou reprezentaci pomoci seznamu
nasledniki. Vysledkem algoritmu jsou w-vzdalenosti uloZené do matice D nebo signalizace vyskytu
cyklu se zdpornou w-délkou. Pro zjednoduseni zapisu algoritmu predpokladame, Ze kazdy uzel je
identifikovén pfirozenym &islem z intervalu <1, n>.
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Algoritmus 7.3 Johnsonuv algoritmus

JOHNSON(G)
roz§ifeni grafu G na graf G*
if not BELLMAN-FORD(G*,w,s)
then write ,,graf obsahuje cyklus zdporné délky*
else for kazdy uzel u € U*
do h(u) : =d(s, u)
for kaZzdou hranu (u, v) € H°
do w'(u,v) :=wu, v)+ h(u) - h(v)
for kazdy uzel u € U
do DIUKSTRA(G,w*,u)
10 for kazdy uzel ve U
11 dod,,:=d(u, v) + h(v) - h(u)
12 return D

O 00 IO N~ W=

Neboli ptiddme uzel s, spocteme vzdalenosti z pfidaného uzlu ke vS§em ostatnim uzlim a na
zakladé téchto vzddlenosti ohodnotime uzly. Pomoci tohoto ohodnoceni pfehodnotime hrany (na
zarucené nezaporné) a muzeme pouzit n-krat Dijkstruv algoritmus z kazdého uzlu. Zpétnym
prehodnocenim ziskdme skuteéné vzdéalenosti. V grafu mohou byt zdporné ohodnocené hrany, proto
musime pouZit Bellmanuv-Fordav algoritmus (ale jen jedenkrit) k vypoctu vzdalenosti od uzlu s.
Pokud narazime na zdporné cykly samotny Bellmanuv-Fordiv algoritmus to detekuje a my pocitani
muiZeme ukoncit.

Pro urceni asymptotické Casové sloZitosti Johnsonova algoritmu je rozhodujici n-krét
opakované provedeni Dijkstrova algoritmu, nebot to spotiebuje ¢as O(n* log n + nm), kdeZto jedno
provedeni Bellmanova-Fordova algoritmu potfebuje jen O(nm). Tento odhad ov§em predpokladd, Ze
pro implementaci prioritni fronty v Dijkstrové algoritmu se pouZilo Fibonacciho haldy. Pokud
pouZijeme jen obycejnou bindrni haldu, dostdvdme vyslednou sloZitost Johnsonova algoritmu
O(mm log n), coz je ale stile pro ridké grafy asymptoticky rychlejsi nez Floyduv-Warshalluv
algoritmus se sloZitosti O(n’). Pro pamétovou sloZitost jsou rozhodujici niroky na uloZeni matice
vzdalenosti D, které &inf O(n?).

7.4  Dynamické programovani

Hledani nejkratSich cest mezi vS§emi dvojicemi uzld je typickym prikladem optimalizaéniho
problému, pro jehoZ feSeni je vhodné pouzit metody dynamického programovani. Zikladni
myslenka postupu je podobnd jako u algoritmu typu "rozd¢l a panuj” - tedy rozlozit problém na
podproblémy, ty rekurzivné vyresSit, a pak kombinovat diléi feSeni do celkového vysledku.

Tento postup davéd dobré vysledky, pokud jsou vznikajici podproblémy navzijem nezavislé,
vede vSak k extrémné neefektivnim algoritmim, jestlize se stejné podulohy opakuji vicekrat.
V algoritmech zaloZenych na principu dynamického programovani se kazdy podproblém vyresi pouze
jednou, pouzitelné dil¢i vysledky niZSich drovni rozkladu problému se uchovdvaji, a tak mohou byt
pozdéji opakované pouZity pro uréeni feSeni a vyssi drovni rozkladu (vice o této problematice v [1]).

Jako jednoduchy piiklad aplikace této myslenky muZze poslouZit navrh algoritmu pro vypocet
n-tého prvku Fibonacciho posloupnosti definované zndmym vztahem F, = F,; + F,, pron > 1
s pocdtecnimi hodnotami Fy = 0 a F; = 1. Pokud tuto dlohu fe$ime rekurzivnim algoritmem
kopirujicim tvar defini¢ni rekurentni formule, dostaneme feSeni s exponencidlni casovou sloZitosti.
Naproti tomu jednoduchy iteraéni algoritmus, ktery ve dvou pomocnych proménnych uchovava
posledni a predposledni spo¢teny prvek posloupnosti a na jejich zdklad¢ urci prvek nasledujici, ma
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pouze linedrni €asovou sloZitost. Algoritmy dynamického programovdni maji vétSinou linedrni ¢i
kvadratickou pamétovou slozitost, nebot” diléi vysledky wuchovavaji formou jedno- i
dvourozmérnych tabulek.

Navrh algoritmii zaloZzenych na dynamickém programovani je obecné mozné rozdélit do
nasledujicich kroku:

1. ur€ent struktury optimdlniho feSeni

2. vyjédieni hodnoty optimalniho feSeni rekurzivné

Dynamické algoritmy pro problém hledani nejkratSich cest mezi vSemi vrcholy udrzuji
informaci o nejkratSich cestdch pfiddvdnim a ruSenim hran a aktualizaci jejich vdhy. Aplikace lze
nalézt v mnoha oblastech, jako napft. dopravni sité, databdzové systémy (kde udrZzuji ddlkové vztahy
mezi objekty), data flow analyza a kompildtory, formatovdni dokumentu a pfedev§im smérovani.

Uvedu dva hlavni dynamické algoritmy pro all-pairs shortest paths problém. Kingav
algoritmus [78] pro orientované grafy s ohodnocenim hran kladnymi celymi ¢isly mensSimi nez C -
0> N(C log n)), jehoZ hlavni mySlenkou je uréovat dynamicky nejkrat$i cesty mezi vSemi pary
vrcholl az do vzdalenosti d a prepocitavat delsi nejkratsi cesty ziskané z kazdé aktualizace.

Druhym je algoritmus Demetresca a Italiana [40], pro nezdporné realné vahy hran
s O(n™ (S log’ n)), kde S je pocet rozdilnych hodnot vah. Je zaloZen na lokalnich nejkratsich
cestdch (LSP). Cesta ¢ je lokdlni nejkratSi cesta, jestlize kazdd jeji podcesta je nejkratsi cesta (c
nemusi byt bezpodminecné nejkratSi cestou). Historickd nejkrat$i cesta je ta, kterd byla nejkratsi
bchem sekvence aktualizaci a Z4dn4 jeji hrana nebyla do té doby aktualizovdna. LokdIng historickd
cesta je takovd, je-li kazda jeji podcesta historickou nejkrat$i cestou (LHP). Hlavni mySlenkou je
dynamické udrZovani sady lokalné historickych cest, které zahrnuji lokélni nejkratSi cesty a nejkratsi
cesty jako specidlni pfipady. Snahou je zmenSit pocet historickych nejkratSich cest, tfeba transformaci
aktualizace sekvence za béhu do ekvivalentni del$i. Béhem operace aktualizace se odstrani veskeré
udrZované cesty, které obsahuji aktualizovanou hranu a pak se spusti dynamickd modifikace
Dijkstrova algoritmu paraléln¢ ze vSech uzli v kazdém kroku. Nejkrat$i cesta s minimdlni vahou je
vytaZena z prioritni fronty a v kombinaci s existujicimi historickymi nejkratSimi cestami tvoii
nové lokéln{ historické cesty. Prostorova sloZitost algoritmu je O(mn log n) v nejhor$im pfipad¢ (vice
ve zminovaném textu [40]).

Na tomto algoritmu je moZno zaloZit novy staticky algoritmus. Pocet lokdlnich cest v grafu
v nejhorSim pfipad¢ az O(mn), v redlnych grafech je typicky jen jedna lokdlné nejkrat$i cesta mezi
né¢jakym parem uzla, ktera je také nejkratsi cestou. Takto navrhnuté lokalni nejkratsi cesty by mohly
byt vyuZity pro statické algoritmy. Toto omezen{ jest¢ hlavné v ramci teoretickych poznatka vylepsil
Thorup na O(nz(log n+ logz(m/n)))

PredevSim z praktického vyznamu v experimentech dosahovali lepSich vysledki nez
teoretické meze a v prfipadé vicekolového fazeni dle velikosti dokonce rychlej§i nez opakované
ktery v praxi podstatn¢ redukuje pocet kontrolovanych hran a muZe byt na hustych grafech rychlejsi
nez Dijkstriv algoritmus.

7.5 Fredmaniiv algoritmus

Prvnim algoritmem mirné& zrychlujici O(n’) — pii pouziti Floydova-Warshallova algoritmu
[11] je algoritmus Fredmanuv (vice o ném v autorové textu [58]) béZzici v Case
oM’ (log log )" / (log n)"). Je uréen pro nezdporné ohodnocené orientované grafy. Fredman
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v [46] poprvé realizoval moZnost subkubického algoritmu. Uvedl porovndni mezi sumou hranovych
vah postaujici pro feSeni all-pairs shortest paths v O(n*?) a tohoto faktu vyuzil k piedzpracovani a
vyvoji svého algoritmu, ktery pak trochu zjednodusil a zrychlil Takaoka (vice v [63]).

7.6  Spiruv algoritmus

V [77] Spira predstavil své feSeni problému hledan{ nejkratSich cest mezi v§emi pary vrcholi
na predpokladu, Ze vdhy hran v grafu jsou nezdvislé distribuce ndhodné proménné z libovolné
distribuce. Hlavnim vysledkem jeho prace je navreni algoritmu s pramérnou dobou O(n’ log® n).
Algoritmus je pro orientované grafy s nezdpornym redlnym ohodnocenim hran. Jednd se urcitou
variantu Dijkstrova algoritmu, kde Spira zlep$il ¢as n-krét spusténého Dijkstrova algoritmu. Strategie
Spiry, Dijkstry i Dantziga je v podstaté stejna. Je specifikovany konkrétni uzel s. Z ného vypocteme
nejkratsi vzdalenosti do vSech ostatnich uzlii patranim podél cesty z konkrétniho uzlu s stoupajici
délky. Zlepseni v primérné dobé béhu Spirova algoritmu oproti Dijkstrovi pres zdkladni vzor
Dantziga je ddno eliminaci nadbyteénych dlouhych cest v grafu. Vyvarujeme se préci s hranami, které
sméiuji do uzll, do kterych jiz zname vzdalenost z uzlu s.

Mame nezdporn¢ vaZeny orientovany graf a chceme nalézt pro vSechny pary vrchola (i, j),
kde 1 <i#j <n nejkratsi cestu z i do j. Vratime se nachvilku k Dijkstrovi. Pfedstavme si, Ze nejkratsi
cesty z uzlu s do vSech ostatnich uzlii nalezneme Dijkstrovym algoritmem. DalSim otevienym uzlem
(v autorové textu oznacen jako labeled) se stane nejbliz§i novy uzel (unlabeled) k jednomu z jiz
otevienych uzli nebo k uzlu s. Toto vede na moZnost fazeni hran prfed samotnym béhem algoritmu.
Spirtiv algoritmus toho vyuZije a vyZaduje setfizenou seznamovou reprezentaci sousednosti dle
rostouci ceny. Toto fazeni lze pro kompletni n uzlovy graf udélat v dase O(n log n). Hrany, které
maji stejné ohodnoceni budou sefazeny dle indexu koncovych vrcholi. Vyskytuji-li se rovnajici se
délky cest a hran, muze to vést vjistych piipadech do pomalé implementace. Toto je jedind
komplikace tohoto algoritmu. Nicmén¢ nasim cilem je nalézt vSechny n(n-1) nejkratsi cesty v grafu
v lepSim Case nez o).

Spirtv algoritmus je docela podobny n-krat pouZitému Dantzigovu algoritmu. Hlavnim
rozdilem mezi témito dvéma algoritmy je Spirovo zaclenéni slabého pravidla kandidatury a uvolnéni
silného pravidla kandidatury, které vyZaduje, aby vSichni kandidéti byli uZiteéni. Slabé pravidlo
kandidatury si vynuti to, aby veSkeré kandidatské hrany (c, #) byly takové, ze w(c, ) < w(c, u) pro
vSechny nové vrcholy u. Hlavni motivaci tohoto slabého pravidla kandidatury je to, Ze by jsme mohli
redukovat nakladné skenovani seznamu sousednosti, coZ vyrazn¢ zpomaluje Dantzigtiv algoritmus.
Vsimnéte si, Ze v Dantzigové algoritmu musi byt sdm vrchol # vné mnoZiny S (vice v [33]). Pro
identifikaci kaZdého nésledujictho kandiddta s minimdlnim ohodnocenim v O(log n) by sada
kandidata méla byt implementovana jako datova struktura binary tree tournament. Oslabené pravidlo
kandidatury naznacuje, Ze kandid4t s minimdlni vdhou se jiZ nutné nestane uZiteCny. Vybereme
kandidata s minimdlni cenou v kofenu haldy. Pak expandujeme mnoZinu S, ta jako u Dantziga
obsahuje vrcholy, do nichZ jiZ zndme nejkrat$i cesty. Spira uvedl cenu zvétSeného mnoZstvi
kandidata, ktefi musi byt prozkoumani béhem kroku algoritmu fezem cCasu straveného skenovanim
seznamu sousednosti hledajice uZite¢né hrany.

Idea algoritmu je jednoducha. Nejprve sefadime hrany do n seznamu, kazdy pro hrany
vychazejici z kazdého uzlu. To Ize v &ase O(n” log n). Vybereme poéateéni uzel s. Oznaéime nejblizsi
uzel k uzlu s. Reknéme, Ze je to uzel ¢. Klasicky jako ve vétsing predchozich algoritmi aktualizujeme
vzdélenost uzlu ¢ od pocatku s (d[f] = d[s] + w(s, t)). Nejkrat$i hranu z uzlu ¢ porovndme s délkou
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nejkratsi dalsi zbyvajici hrany uzlu s. MiZeme nastidlo oznacit uzel indikovany timto porovnanim,
jestliZe nastane to, Ze hrana vychdzejici z uzlu ¢ bude kratsi.

Algoritmus 7.4 Spirav algoritmus

SPIRA(G)

1 fors:=1tondo

2 S:={s}

3 dfs]:=0

4 inicializuj mnozinu kandidatu {(s, #)}, kde (s, ) je nejkrat$i hrana vychazejici z s
5 while [S| < n do

6 vybereme kandidatni hranu (c, f) s nejmensi vahou

7 ift ¢ S then

8 S:=Su{r}

9 d[f]:=d[c] + w(c, 1)

10 if |S| = n then break

11 pridej k sad¢ kandidati nejkratsi hranu z uzlu ¢

12 nahrad’ (¢, f) v sad¢ kandidata dal$i nejkratsi hranou z ¢

Predpokladejme, Zze mame vypocteny nejkratsi cesty k k-1 uzlim. Bez ztrity obecnosti
fekneme, Ze jsou to uzly 2, 3, .., k a maji nejkratSi cesty délky D,, D3, .., Dy. PovS§imneme si také, Ze
D, = 0. Predpoklddejme, Ze délka nejkrat$i zbylé hrany z uzlu i je d(i, m) pro 1< i < k. Hleddme
minimum (D(1, i) + D(i, m) kde 1< i < k) fekneme, Ze minimum je D(1, j) + d(j, m). Otevieme
(v autorové textu [77] to symbolizuje, Ze se uzel dostane do stavu labeled) uzel m, jestlize nebyl
dosud otevieny. Je-li m otevieny, tak vezmeme dal$i hranu v sefazeném seznamu hran z uzlu j.
D(, m), priddime d(1, j) + d(j, m) a minimalizujeme sadu ziskanou z minulé sady nahrazenim
d[j] + d(j, m) novou hodnotou. Jeli m novy (unlabeled) oznaéime jej, d(1, m) = d(1, j) + d(j, m).
Vypoéitdme d(1, j) + d(j, m) a d(1, m) + d(m, s), kde d(m, s) je minimélni hrana v seznamu hran
z uzlu m. Déle minimalizujeme novou mnoZinu ziskanou smazdnim d(1, j) + d[m] z predchozi
mnoZiny a pfiddme tyto dvé nové hodnoty. Identifikujeme uspé$ného minimdalniho kandidata
v nejvyse 2k(log n) porovnanich pro mnoZinu o k prvcich.

Déle provozujeme turnaje nezbytné k zisku vSech nejkratSich cest z uzlu 1 a potom
postupujeme stejn¢ s uzly 2, 3, ..., n. Celkovy pocet turnaji je maly ve srovnani s predchozim
algoritmem s O(n’ / log n).

Formaln¢ popiSeme zacatek Spirova algoritmu, vice lze nalézt v [77]. Necht’ G = <H, U> je
orientovany graf, U je mnoZina uzlu aH = {d; : 1 <i<n, 1 <j# i <n} mnoZina nezdpornych hran,
kde dj je vzddlenost uzlu i a j. V pripadé, Ze hrana neexistuje, d; = co. KdyZ algoritmus skonéi v Dy,
bude délka nejkratsi cesty z uzlu i do uzlu j pro n* hodnot (i, j).

Pocet kroku potfebnych algoritmu k nalezeni nejkratS$i cesty mezi vSemi pary uzld v n
uzlovém grafu, kde hrany jsou nezdvislé ndhodné proménné vybrané z pravdépodobnostni fukce p
redlnych proménnéch x, takovych p(x) = 0 pro x < 0, je < O(n* log” n).

Spira ud¢lal dilezity pravdépodobnostni pfedpoklad, nazvany nezéavislost koncového bodu
tak, Ze kandidat s miniméln{ cenou ztrati na kaZzdém vrcholu s rovnajici se pravdépodobnosti. Celkové
ocekdavané mmnozstvi vybéru kandidatii bude O(n log n) do té doby, neZ my vybereme vSechny
kandidaty alespori jednou. Kazdy vybér by nds stdl O(log n) pro odpovidajici stromovou manipulaci,
takZe celkové usili k tomu, aby jsme vyfeSili problém nalezeni nejkratSich cest z vrcholu s do vSech
ostatnich je primé&rné O(n log” n). A celkové tsili k nalezeni nejkrat3i cesty mezi viemi pary vrcholu
je O(n” log® n).

Fredman v novéjsi verzi svého algoritmu rozsifuje Spirovo feSeni (vice v autorové textu [46])
fesi problém hledani nejkratSich cest mezi vSemi pary vrcholi na orientovaném grafu s nezaporné
ohodnocenymi hranami v ¢ase O(n” log n log' n), kde i € N.
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Spira ve svém textu uvazuje nad zavislostmi ohodnoceni hrany v grafu. Z jeho vysledki a
empirickych vysledki chovani Spirova algoritmu délaného pozd¢ji jinymi vyzkumniky vyplyva
nasledujici. Ackoli ohodnoceni hrany miiZe zaviset na uzlu ze kterého hrana vede, je nezavislé na
uzlu, do kterého hrana sméfuje.

7.7  Chaniiv algoritmus

Algoritmus s dobou b&hu O(m*log™m), vylepSujici veskeré zndmé algoritmy pracujici
s hustymi redln¢ ohodnocenymi grafy bez pouZiti rychlého ndsobeni matic. Vice o tomto algoritmu
lze nalézt v autorové textu [24]. Doneddvna mezi algoritmy s nejlepSimi vysledky se fadil autoruv
pfedchozi algoritmus s O(n’/ log n) (vice o ném v [55]), zaloZeny na jednoduchém geometrickém
piistupu nevyzadujici explicitni tabulkové vyhledavani nebo slovnf triky a Haniiv algoritmus [60] se
slozitosti O((m® log™ log n)/ log™ n), ktery piekvapivé prolomil O(n’ / log n), vyuZivajici
sofistikované slovni triky (word-packing - realizované vybéry z tabulky).

Chantiv algoritmus michd elementy z pfedchoziho autorova algoritmu [55] a Hanova
algoritmu [60] vyuZivajice jednodussi geometricky piistup s word-packing triky. Vysledné hodnoceni
se blizi k limitu Cistych kombinatorickych algoritma a to z davodu, Ze booleovsky maticovy problém
nasobeni je specidlni pripad problému hledani nejkratSich cest mezi vSemi pary uzli a nejrychlejsi
booleovsky algoritmus ndsobeni matic zndmy, ktery nespoléhd na algebraické techniky (pouZité napf.
v Strassenov¢ algoritmu), je stdle klasicky algoritmus problému ¢ty Rusu ze sedmdesatych let
s dobou b&hu O(n’ / log” n). Co% je nejrychlej’i zndmy &isté kombinatoricky algoritmus pro feSeni
all-pairs shortest paths v neorientovanych grafech.

Otazka zustava, zda obecné all-pairs shortest paths problém by mohl byt feSen v opravdu
subkubickém &ase O(n**) pro specifickou konstantu >0, uZitim rychlého ndsobeni matic (jako
Strassenovo ¢i Coppersmith-Winograd) jako podprogram.

Je zndmé [56], Ze libovolny all-pairs shortest paths problém s redlnym ohodnocenim hran
muZe byt redukovany na problém pocitini vzdélenosti dvou libovolnych redlnych hodnot, Ctverec
matic nxn (zndmy jako problém min-plus ndasobeni matic, davajici dvé matice A a B a jejich
vzdalenost je definovdn jako matice C s c;:= index k ,ktery minimalizuje a; + by, redukce je d€land
pres rekurzi a nezvySuje asymptotickou casovou sloZitost.

V [55] sledujeme, Ze problém pocitini vzdalenosti pravouhlych matic nxd a dxn muZe byt
vidéno jako geometricky rozsah problému hledani a miiZe byt feSeny v O(n’) az do rozméru d ~ log n
pouzitim znamych technik vypocetni geometrie.Vzdédlenost dvou matic nxn muZe byt vyfeSen
v O((n*n) / d) = O(n’ / log n).

V nové verzi algoritmu [24] autor divd jiny geometricky pohled na problém pocitini
vzdalenosti nxd a dxn matic a navrhuje nové feSeni pro rozméry do d ~ log n/log log n. Ackoliv
hodnota d je okrajové hor§i nez pifedchozi geometricky pfistup, pravouihld vzddlenost je
ve skute€nosti vypocitdna v subkvadratickém Case (v pfedchozim pfistupu tento rys neni) a vede
k nejzazsimu zlepseni pro problém hledan{ nejkratSich cest mezi vSemi pary vrchold.

Jak je mozné vypodist pravotihlou vzdalenost v O(n”) ase, kdyZ sama m4 n’ polozek?

PoloZky této matice jsou mald celd Cisla zintervalu 1 aZ d, a tak lze sbalit vicendsobné
polozky v jedno slovo w = word size (w = Q(og n)). Lze tak ulozit seznam n integeru
v komprimované form¢. Matici C lze uloZit jako komprimovany seznam. Celkovy cas je
subkvadraticky pro malé d.
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Prehled algoritmu pro reSeni all-pairs shortest paths:

Floyd—Warshall [43] 1962 O(n’)

Fredman [58] 1976 O(n’ log"” log n / log"” n)
Takaoka [63] 1992 O(n’ log"* log n / log"* n)
Dobosiewicz [57] 1990 O(n’/ log"* n)

Han [59] 2004 O(n’ 10g5/7 log n/ log5/7 n)
Takaoka [64] 2004 O(n’ log2 log n/ log n)
Zwick [65] 2004 O(n’ log"*log n / log n)
Chan [55] 2005 O(n3 /log n)

Han [60] 2006 O’ log™ log n / log™ n)
Chan [24] 2007 O(n’ log’ log n / log” n)

Tabulka 7.1: Algoritmy hledajici nejkratsi cesty mezi vSemi pary uzla

7.8  DalSi algoritmy

Problém hledani nejkratSich cest mezi vSemi pary vrcholi je nesporné jednim z nejvice
znamych problému v ndvrhu algoritmi, Casto studovany, nicméné sloZitost problému zistava stile
oteviena. Je aZz prekvapujici, Ze klasické algoritmy pro hledani cesty z jednoho konkrétniho uzlu pro
redln¢ ohodnocené grafy (Dijkstritv (kladné ohodnocené hrany) a Bellmantiv-Fordiv algoritmus)
zustavaji nezlepSené a pro tidké grafy feSeni problému all-pairs shortest paths s n aplikacemi
Dijkstrova algoritmu s pouZitim scaling metodik dokonce pordZzi metodiky celociselného maticové
nasobeni nebo RAM/integer-based techniky.

Saunders a Takaoka uvedli v [30] rdmec, definujici koncept trigger uzlii, jako zobecnéni
zpétnovazebnich vrcholi. Tyto vrcholy déli graf do jedinecné kolekce acyklickych podgrafi,
takovych Ze jsou ovladany témito trigger vrcholy. Tento ramec poskytuje algoritmum hledajicim
nejkrat3i cesty mezi viemi dvojicemi uzla ¢asovou slozZitost O(mn + nr), kde r je podet takovych
trigger vrcholu, nebo-li Siroky okruh acyklickych struktur uvnitf grafu. Je-li r malé, pak je graf
povazovén za témg&ft acyklicky.

Bloniarz [73] poskytl algoritmus s dobou béhu O(n? log n log* n). Frieze a Grimmet [61]
O(n* log n), ale je vhodny jen pro ndhodné grafy.

Rychlejsi algoritmy existuji pro specidlni piipady all-pairs shortest paths problému pro
instance, kdy je graf neohodnoceny nebo rovinny [74]. Pro nékteré problémy hleddni nejkratSich cest
se zatim d4 obtiZné najit efektivni algoritmy pro orientované grafy, zatimco pro neorientované byly
vyfeSené optimdln¢. Takovym problémem je urCovani k-nejkratSich cest mezi pary uzli. Dany
orientovany graf G s nezdpornymi hranami, kladnym ¢&islem k, dva uzly s a r - cilem je najit
k-nejkratSich cest sefazenych dle jejich délky. Neni-li tiloha omezend na acyklické spojeni, tak zndme
pro orientovany i neorientovany graf algoritmus Eppsteinuv [29]. Nejlepsi algoritmus pro pocitani
k-nejkratsich cest je Yenuv algoritmus [26, 27] se sloZitosti O(kn(m + n log n)) - bylo sice n¢kolik
pokusu o zlepSeni, ale zatim bez vétSich tspéchi.

Pro specialni pfipady grafi ohodnocenych omezenou mnozinou celych Cisel lze pouZit
algoritmy Alona-Galila-Margalita [62] a Seidela [76] vyuZivajici ndsobeni matic k nalezeni
vzdalenosti mezi v§emi pary vrchola velmi rychle.

Lze vyuZit paralélniho zpracovani, kdy vldkna integrujeme pomoci mezivysledki
z jednotlivych vldken, k tomu aby redukovala prici délanou jinym vldknem.

Algoritmus skrytych cest [72] objevuje skryté struktury "nejkratSich cest" grafu pomoci
ofezdvani vzdalenych zbyteénych hran. Poznamenejme, Ze algoritmus aktudlné konstruuje kaZdou

//////
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konstrukci cesty. Je to jednoduchd modifikace algoritmu konstruovani cest ve formé typicky uZivané
Dijkstrovym algoritmem. SloZitost zdvisi na implementaci haldy - uZitim standardni haldy
O(mn log n), Fibonacciho haldy O(mm+n® log n). Algoritmus skrytych cest vyZaduje grafy
s nezdpornym ohodnocenim hran, nicméné v pripadé celociselného ohodnoceni hran za pomoci
n¢jakého scaling algoritmu (Gabow-Tarjan [75] a Goldberg[38]) transformuje vdhovou funkci
do nezdporné vdhové funkce, indukujici strukturné stejné nejkratsi cesty v grafu. Budeme-li feSit
nejkrat$i cesty na takovém grafu, nejdiive pouZijeme jeden z téchto algoritmu na vytvofeni kladné
ohodnocenych hran a pak aplikujeme algoritmus skrytych cest.

7.9  Porovnani algoritmi pro reSeni nejkratsi

cesty mezi vSemi uzly

Mezi zédkladnimi metodami v této kapitole figuruje Floyduv-Warshaliv algoritmus.
Z nov¢jsich a efektivngjSich algoritmt si naimplementujeme Spirtiv algoritmus a jelikoZ je tento
vylepSenim n-kréat provedeného Dantzigova algoritmu, tak pro experimentdlni porovnani vyuZijeme
i implementaci Dantzigova algoritmu pro all-pairs shortest paths problem.

Experimenty provedeny na stejném pocitaci jako v predchozich experimentech s algoritmy
pro hleddni nejkratSich cest z jednoho konkrétniho uzlu do vSech ostatnich. Vysledky byly rovnéz
ov¢reny na Skolnim linux serveru Merlin.

Implementace pouZivaji seznamovou reprezentaci sousednosti vstupniho grafu (seznam
ohodnocenych hran), jen pro Floyduv-Warshalliv algoritmus je vyuZita maticova reprezentace
sousednosti. Experimentujeme s n¢kolika reprezentacemi grafu se zvySujicim se poétem n vrcholi.
V praxi maji problémy casto specifickou strukturu, proto neménime jen pocet vrcholi vstupniho
grafu, ale i rozmér poctu hran. Generovany jsou tfi rizné typy grafu s ohledem na pocet hran (m).
Vsechny reprezentace maji minimdln€ z vrcholu 1 dosaZitelné vSechny uzly grafu. Druhou vlastnosti
vSech reprezentaci je acykli¢nost. A posledni vlastnosti je kladné ohodnoceni vSech hran.
V experimentech tedy nenastane situace, kdy by graf obsahoval cyklus nebo zdporn¢ ohodnocenou
hranu (nebot’ vétSina zvolenych algoritmu se se zdpornym ohodnocenim nevyrovnd). Snahou bylo,
aby jednotlivé implementace raznych algoritmu byly d€lané jednotné, aby bylo moZné porovnat
smysluplné¢ dobu béhu. V nasledujici tabulce jsou vysledky experimenti, mame dobu b¢hu
implementace v sekunddch (uZivatelsky Cas procesoru bez vstupnich a vystupnich operaci) pro
jednotlivé vstupni reprezentace grafu. Pro zisk referencnich dat provadime 5 az 8 béhti implementaci
na stejnych vygenerovanych reprezentacich grafu, které pak primérujeme poctem béha.

V grafu 7.1 ukazujeme zdvislost doby béhu implementace Spirova algoritmu na parametrech
reprezentace grafu. Oproti stejnému porovndni u implementace Dantzigova algoritmu v pfedchozi
kapitole je vid&t jasné vylepSeni. Pokud bychom udéglali graf zdvilosti pro n-krdt provedeny
Dantziguv algoritmus dostaneme podobné vysledky jako u grafu 6.4. Pfi vybéru vhodnych kandidatu
jiz neprochazime vSechny hrany, cozZ se projevi i na vysledném case. Z experimentt se nam potvrdil
vstupni predpoklad, a to, Ze Spirav algoritmus vylepSuje dobu béhu n-krat provedeného Dantzigova
algoritmu.
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Vysledky experimentu s implementacemi algoritmi:

Floyduv-Warshallav alg. | n-krat Dantziguv alg. Spiruv alg.

n fidky | husty | dplny fidky [ husty [ uplny fidky | husty | dplny
100 0,01 ]0,01 0,02 0,03 0,1 0,1 0,02 0,03 |0,04
200 0,09 | 0,09 0,09 0,17 0,39 1,03 0,09 0,2 0,25
300 0,31 | 0,32 0,3 0,47 2,27 3,47 0,23 0,6 0,68
400 0,71 10,79 0,79 0,99 9,05 20,59 0,4 1,21 | 1,22
500 1,19 | 1,26 1,24 1,47 39,54 | 68,35 0,62 1,37 | 1,56
600 2,07 | 2,06 2,04 2,23 89,17 | 1323 0,88 1,85 |28
700 2,85 12,89 2,88 2,95 163,62 | 244,38 1,13 291 |4,28
800 3,72 | 4,04 4,2 3,98 310,69 | 493,69 1,45 3,65 |6,28
900 5,49 |5,58 5,87 5 508,84 | - 1,68 5,25 16,93
1000 | 7,01 | 6,92 7,04 6,79 - - 1,85 7,77 110,82

Tabulka 7.1: Doba béhu jednotlivych implementaci algoritmii v zavislosti na typu grafu
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Graf 7.1: Doba b&hu implementace Spirova algoritmu v zdvislosti na typu grafu

V grafech 7.2 a 7.3 si v§imdme doby b&hu implementaci v fidkych respektive hustych
reprezentaci grafu. Neni pro nds prekvapeni, Ze u nartstajiciho poctu hran ve vstupnim grafu roste
i doba béhu implementace n-krit provedeného Dantzigova algoritmu.

Podivame se na experimentdlni vysledky implementace Floydova-Warshallova algoritmu.
Pokud bychom udg&lali graf zdvislosti doby béhu implementace na poctu hran vstupniho grafu asi
bychom Z4dné zdvislosti nenaSli. Je to ddno tim, Ze pracujeme s maticovou reprezentaci, kde jsou
uvedeny vSechny hrany bez ohledu na to, zda existuji nebo ne.
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Graf 7.2: Porovnani doby béhu implementaci v fidkych grafech
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Graf 7.3: Porovnani doby béhu implementaci v hustych grafech

Co se tykd pamétové narocnosti implementace Floydova-Warshallova algoritmu pracujeme
s matici nxn tj. O(n%). U implementace Dantzigova algoritmu sice vystadime s O(n+m), nicméné pied
kazdym z n béhti musime datové struktury updatovat. Implementace Spirova algoritmu vyZaduje pro
kazdy uzel sefazenou mnoZzinu hran z néj vystupujicich. Musime pocitat s nejhorSim piipadem, kdy
z kaZzdého uzlu muZe vést n-1 hran tzn. narocnost je om?).
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V implementaci Floydova-Warshallova algoritmu vystac¢ime s jednou matici velikosti nxn
implementovanou pomoci dynamického pole obsahujiciho n® prvka. Navic vypoéitivame matici
predchiidct pomoci druhého pole. Pro implementaci n-krat béhu Dantzigova algoritmu vyuZijeme
vse z implementace Dantzigova algoritmu a s mensim updatem ukazateli na kandidaty zopakujeme
pro kazdy uzel. Implementace Spirova algoritmu je zaloZena na rozdéleni hran vstupniho grafu do n
seznaml, kazdy pro hrany vychdzejicitho z jednotlivého uzlu. A vyuZiti bindrni haldy pro rychly
vybér minimdlniho kandidéta.

Spravnost implementaci algoritmu rovnéz ovéfena na zdkladé porovnani jejich vystupnich
dat. Ty lze nalézt spolu se zdrojovymi kédy na priloZzeném médiu.

58



S Zavér

Cilem préce bylo studium existujicich a reSerSe nejnovéjSich a nejefektivnéjSich metod pro
nalezeni nejkrat$ich cest v grafu. Ukdzalo se, Ze problém nejkratSich cest byl jiZ dlouhou fadu let
studovén a rozhodn¢ se v dne$ni dob¢ vyvoj novych a efektivnéj$ich metod nezastavil. Kazdy rok se
objevi nékolik novych feSeni, které sice nepatrné nebo jen pro urcité druhy problémui zlepsSuji
dosavadni principy, nicméné poznatky a mySlenky z nich mohou pomoci k dal§imu zlepSovéni.
Z tohoto diivodu nebylo mozné z hlediska velkého rozsahu nastudovat Uplné vSechny existujici
metody. Zam¢fil jsem se proto hlavné na ty principy, které méli vEtsi piinos v efektivité nebo pfinesly
néjaké nové myslenky pro nasledny vyvoj novych algoritmi. Velkd vétSina novéjsich metod, které
autori zvefejiuji ve svych pracich, se vyskytuje jen v anglickém jazyce a bylo by Skoda se s nimi
neseznamit.

Aby tato price nebyla jen teoretickym prehledem, tak po domluvé s vedoucim prace bylo
vybrdno Sest existujicich metod, které byly implementovdny v jazyce C. Nisledné byly
experimentdlné porovnidny mezi sebou dle nékolika kritérii. Experimenty kromé ocekdvanych
vysledki z teoretickych poznatku pfinesly i zajimavé skutecnosti. Pfedevsim odhalily divod pro¢ se
na Dantzigiv algoritmus opomenulo a masivnéji se zacal praktikovat Dijkstrav algoritmus i pres to,
Ze se v principu moc neodliSuji a byly predstaveny v témef stejny rok. Vysledkem prekvapila
i implementace Spirova algoritmu. Nepocital jsem v porovndni s n-krdt opakovanym Dantzigovym
algoritmem takové zlepSeni doby b&hu.

Co se tyce dalstho mozného rozsifeni prace je n€kolik moznych smérii pokracovani. Vyvoj
algoritmti pro hleddni nejkratSich cest neustile pokracuje a svétlo svéta spatiuji jest¢ efektivnéjsi
metody, neZ jsou uvedeny v této praci. Hlavné v oblasti problému nejkratSich cest mezi vS§emi pary
uzlu je hlavni vyzkum veden pro model RAM, kde pro urcité problémy dosahuje feSeni linearniho
Casu. Dalsi oblasti je dynamické programovéni. Algoritmy v této oblasti byly v praci uvedeny jen
v kratkém vyctu a hloub¢ji nebyly studovdny. Rozsifeni je vhodné i v oblasti experimentu. Jisté by
bylo pfinosné implementovat a porovnat vice neZ tfi algoritmy z kazdé skupiny. Zajimavé by bylo
i experimentdlni porovndni riznych implementaci prioritni fronty v Dijkstrové algoritmu nebo
porovnat ruzné heuristické vylepseni Bellmanova-Fordova algoritmu.
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