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Anotace

Cilem price je definovat teoretické zdaklady objektovée orientovaného programova-
ctho jazyka zaloZeného na formdalni konceptudlni analyze.

Synopsis

The aim of this thesis is to define theoretical basics of object-oriented program-
ming language based on formal concept analysis together with the theory on which
it is based.
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1 Uvod

V cestiné existuje réeni ,Kolik jazyki znas, tolikrat si ¢lovékem.* Takovy jazyk
se pokusime definovat v této praci. Konktrétné popiseme teoreticky model objek-
tové orientovaného programovaciho jazyka zalozeného na formélni konceptudlni
analyze.

Nejprve se sezndmime s matematickou metodou zvanou Formalni konceptu-
alni analyza. Definujeme si rozsiteni klasického pojmu formalniho kontextu, ktery
nazveme objektovy kontext, a na némz teoreticky model postavime. V dalsi fazi
vytvoiime teoreticky zaklad jazyka vcetné definice jeho vypocetniho modelu.
Jedna se tedy o teoretickou praci s tim, ze na zavér uvedeme priklad pribéhu
zékladnich vypocti, konkrétné pocitani s prirozenymi ¢isly.



2 Formalni konceptualni analyza

Nejprve strucné vysvétlime zakladni poznatky Formélni konceptudlni analyzy.
Zdrojem informaci pro tuto ¢ast byl ucebni text [1].

Formalni konceptualni analyza urc¢itym zpltisobem zachycuje vztah mezi ob-
jekty a jejich atributy (vlastnostmi). V zékladni podobé tento vztah popisuje,
zda objekt dany atribut ma, ¢i neméa. Proto si ho lze velice snadno predstavit
jako tabulku, v jejichz radcich jsou ulozeny jednotlivé objekty a sloupcich atri-
buty, a vztah ,objekt x ma atribut y* je zachycen kiizkem na pruseciku radku x
a sloupce y.

Méjme neprazdnou mnozinu objekti X, neprazdnou mnozinu atributii Y a bi-
narni relaci / mezi mnozinami X a Y. Pak trojici (X,Y, I) nazveme (formdlnim)
kontextem. Pokud dvojice (z,y) je v relaci I, fikdme, ze objekt = mé atribut y.

Kazdy formalni kontext (X, Y, I) vytvaif zobraceni 17 : 2% — 2¥ g+ 2Y — 2X
kde pro kazdou mnozinu A C X je A" mnozina vsech atributti spole¢nych viem
objekttim z A a pro kazdou mnozinu B C Y je BY mnoZina vSech objektti maji-
cich vSechny atributy z B. Pokud bude z kontextu jasné, ke kterému formalnimu
kontextu zobrazeni piislusi, budeme misto ' a + psat jen T a +.

Formalni koncept kontextu (X,Y,I) je dvojice (A, B), kde AC X a BCY,
takovd, ze A" = B a B¥ = A. Mnozina A se pak nazjva ertent a mnozina B
intent formélniho konceptu (A, B). Dale plati, ze dvojice (A, B) je konceptem,
pokud je pevngm bodem zobrazeni T a +.

Zobrazeni f : 25X — 2¥ a g : 2V — 2% tvoii Galoisovu konexi mezi mnozi-
nami X a Y, pokud pro A, A1, A2 C X a B, By, By CY plati:

« A1 C Ay = f(A) C f(A),
« B C By = g(B2) C g(Bi),
« ACg(f(A)),
« BC f(9(B)).

Méjme Galoisovu konexi (f, g) mezi mnozinami X a Y alibovolné mnoziny A C X
a B C Y. Pak plati, ze f(A) = f(g(f(A))) a g(B) = g(f(g(B))). Pokud navic
plati, ze f(A) = B a g(B) = A, pak dvojici (A, B) nazveme pevnym bodem
Galoisovy konexe (f,g).

Pro formaln{ kontext (X, Y, I) tvoi{ zobrazen{ T a+ Galoisovu konexi mezi mno-
Zinami X a Y.

Uzdvérovym operdtorem na mnoziné X chapeme zobrazeni C' : 2X — 2%
spliujici pro libovolné mnoziny A, Ay, Ay C X, Ze

1. AC C(A),
2. A C Ay = C(A)) CC(4) ,
3. C(A) = C(C(A)).



Pro uzavérovy operator C' na mnoziné X nazveme mnozinu A C X spliujici,
ze C(A) = A, pevnym bodem uzévérového operatoru C.

Pro Galoisovu konexi (f,g) mezi mnozinami X a Y tvoii slozené zobra-
zeni Cy = f o g, kde pro libovolnou mnozinu A C X je f o g(A) = g(f(A)),
uzavérovy operator na mnoziné X a slozené zobrazeni Cy = g o f, kde pro libo-
volnou mnozinu B C Y je go f(B) = f(g(B)), uzavérovy operator na mnoziné Y.

Uzdvérovy systém na mnoziné Y je libovolny systém S C 2Y, jenz obsa-
huje mnozinu Y a pro libovolny podsystém R C S plati "R € S. K da-
nému uzavérovému systému na mnoziné Y lze sestrojit uzavérovy operator Cg
na mnoziné Y predpisem Cs(B) = N{S € S | B C S}, pro libovolnou mno-
zinu B C Y. Také pro zadany uzavérovy operator C' lze sestrojit uzavérovy
systém Sg = {B € 2¥ | B = C(B)} na mnoziné Y. Pak plat{ vztahy C' = Cs,
asS= SCS-

Pro podmnoziny B; a B; mnoziny Y je vyraz By = By atributovou impli-
kaci. Kdyz libovolnd mnozina B C Y spliuje, ze pokud B; C B, pak i By C B,
fikame, ze B; = By plati v. B nebo B je modelem By = By. Mnozinu M C Y
nazveme modelem systému T atributovych implikaci, jestlize pro kazdou atribu-
tovou implikaci B; = By z T je M jejim modelem. Mé&jme systém M C 2V,
pak atributova implikace B; = B je splnéna v systému M, kdyz je splnéna
v kazdé mnoziné M systému M. Atributova implikace By = Bs plati v kon-
textu (X, Y, I), jestlize plati v systému M = {z! | x € X} (systém mnoZin viech
atributt vsech objekti).

Pro systém T atributovych implikaci tvori systém Mod(7T') vsech jejich mo-
delii uzavérovy systém na mnoziné Y. A Cyoary(B) = {M € Mod(T') | B € M}
je prislusnym uzavérovym operatorem na mnoziné Y. Proto pro libovolnou mno-
zinu B C Y existuje minimdlni model M € Mod(T') obsahujici mnoZinu B,
konkrétné M = Cuioa(ry(B).



3 Objektovy kontext a jeho rozviti

V této casti si zavedeme dvé rtizné rozsiteni klasického pojmu kontextu. V prv-
nim objektovém, téz zdakladnim, maji objekty v atributech ulozeny opét objekty.
Druhou variantou bude retézcovy kontext, ktery spise odpovida zakladnimu pojeti
formalni konceptualni analyzy, ale mé specifickou mnozinu atributt a to mnozinu
rozvitych atributti Y*. Na mnoziné rozvitych atributt Y* si poté definujeme ope-
race zretézeni a nalezeni hodnoty atribut. A nakonec definujeme rozvity kontext
objektového kontexrtu, kterym oba predchozi kontexty propojime. Ve vsech téchto
kontextech budeme pouzivat mnoziny objekti X a (zdkladnich) atributi Y .

Jak uz jsme si tekli, v této casti zavedeme mnozinu rozvitych atributia Y*.
Tu muzeme také chapat jako jazyk nad abecedou Y. Ve formdlnich jazycich
se bézné vynechava tecka symbolizujici operaci zietézeni a Tetézce se zapisuji
jako posloupnosti prvki abecedy. Jelikoz prvky mnoziny Y nebudou pouze znaky
nybrz cela slova, jak je pro pojmenovani atribut bézné, mohlo by dojit k zaméné
prvkia abecedy Y a retézci jazyka Y*. Proto budeme jejich zretézeni zapisovat
explicitné teckou mezi zfetézovanymi prvky.

Objektovy kontext

Nejprve zopakujme, ze mnozinu objektiu znacime X a mnozinu (zdkladnich)
atributu Y. Objektovy kontext je postaveny na ternarni relaci I € X x Y x X
spliujici, Ze pro vSechna x z X a pro vSechna y z Y existuje nejvyse jedno z’ z X
takové, ze usporadana trojice (z,y,x’) je v relaci I. Tento kontext oznacime tro-
jici (X,Y, I). Pokud (z,y,2') je prvkem I, pak objekt 2’ znacime I(x,y). Dosta-
vame tak parcidlni funkei, ktera dvojici (x,y) pritazuje prvek z’. Pokud objekt z’
existuje, fikame, Ze objekt x méa zdkladni atribut y a jeho hodnota je objekt z’.
Déle predpokladejme, Zze v mnoziné X neexistuji dva rtzné objekty xy, xo, které
by byly identické v tom smyslu, ze mnoziny vSech jejich atributia by byly stejné
a pro jejich libovolny atribut y by byly objekty I(xy,y) a I(z2,y) identické.

Hodnotu atributu y objektu z také znacime x.y . Atribut y urcuje parci-
alni funkci X — X pritazujici objektim z z X objekty z.y . Tuto funkci také
nazyvame operace nalezeni hodnoty atributu a také ji znacime y . U vicena-
sobné aplikace operace nalezeni hodnoty atributu mtzeme vynechavat zavorky.
Tedy misto (x.y;).y2 miZzeme psat x.y;.y» . Vyraz y;.y» tedy opét predstavuje
parcialni funkci X — X a rikdme ji operace wicendsobného nalezeni hodnoty
atributu daného retézcem yp.ys. . Obecné: Operace a nalezeni hodnoty atri-
butu daného retézcem a. = y;.--- .y,. je operace takova, ze pro objekt x z X
je r.ao = x.y1. -+ .y, . Specialné pro Tetézec e. definujeme prislusnou operaci
nalezeni hodnoty atributu jako identitu, tedy z.e =z .

Relaci I také mizeme reprezentovat pomoci tabulky, jejiz radky jsou objekty
a sloupce atributy. Pokud objekt x ma atribut y, pak ma v tomto atributu
ulozen objekt x.y . Tato skutecnost je v tabulce zachycena tak, ze na pruseciku
radku x a sloupce y se nachazi objekt x.y . Napriklad vztah ,objekt kruh ma
v atributu stred uloZen objekt S muzeme zachytit Tabulkou 1.
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‘ stred
kruh S

Tabulka 1: Priklad objektového kontextu

Retézcovy kontext

Oznac¢me Y™ mnozinu vSech fetézcti nad mnozinou Y. Jeji prvky nazveme roz-
vité atributy a zapisujeme je jako posloupnosti zakladnich atributt z mnoziny Y
oddélenych teckami a s teckou na konci. Pro atribut y z Y znaéi y. jednoprvkovy
fetézec z Y*. Obecné symboly znacici prvky Y* také ukoncujeme teckou, napii-
klad o. nebo e. . Rekneme, Ze podmnozina mnoziny Y* je uzaviend na prefizy,
pokud s kazdym prvkem obsahuje i kazdy jeho prefix. Zretézenim prvku «. mno-
ziny Y* s mnozinou A C Y* rozumime mnozinu a.A vsech Tetézci «.(., kde 3.
je prvek mnoziny A.

U operace nalezeni hodnoty atributu rozsifime platnost i na mnozinu rozvi-
tych atributi. Aplikaci A.a operace a nalezeni hodnoty atributu daného retéz-
cem «. z Y™ na mnoZinu rozvitych atributi A rozumime nejvétsi moznou mno-
zinu B C Y™ takovou, zZe vysledek zfetézeni a.B je podmnozinou mnoziny A.
Operaci a nalezeni hodnoty atributu mnoziny rozvitych atribut A také rikame
odriznuti rozvitého atributu a. od mnoziny A. Pokud je a ddno jednoprvkovym
fetézcem y. (tedy a = y), pak aplikaci A.a muzeme znacit jako A.y .

Trojici (X, Y™, J) oznacme retezcovy kontext, ve kterém J je relace mezi mno-
zinou objektt X a mnozinou rozvitych atributi Y*. Pokud dvojice (z,a.) je
v relaci J, fikame, Ze objekt x ma rozvity atribut a. .

Rekneme, 7e mnozina X je dplnd mnoZina objekti v Tetézcovém kontex-
tu (X,Y* J), kdyz pro kazdy objekt z z X a zdkladni atribut y z Y takovy,
7e y. € o7, existuje objekt ' z X tak, ze /T = 2Ty .

Stejné jako v predchozim kontextu i v tomto muzeme vztah objektil a roz-
vitych atributii reprezentovat pomoci tabulky. Jeji fadky odpovidaji objekttim,
sloupce rozvitym atributiim a vztah ,objekt x ma rozvity atribut a.“ je chapan
jako krizek v radku z a sloupci a. . Potom priklad ,objekt kruh ma v atri-
butu stred objekt S z predchozi ¢asti mizeme reprezentovat Tabulkou 2.

‘ stred. stred.z. stred.y. x. .
kruh X X X
S X X

Tabulka 2: Priklad fetézcového kontextu

11



Rozvity kontext objektového kontextu

Méjme objektovy kontext (X,Y,[). Pak fetézcovy kontext (X,Y* J)
nazveme rozvitym kontextem (X,Y™*, I*) objektového kontextu (X,Y,I), pokud
pro kazdy objekt x z X plati, ze objekt x mé v kontextu (X, Y™, J) rozvity atri-
but y;.- - .y,. (pron > 0), kdyz v kontext (X,Y, I) objekt z.y;.-- - .y, existuje.

V rozvitém kontextu (X, Y™, J) objektového kontextu (X,Y,I) budeme re-
laci J znacit I* a prislusné operatory Galoisovy konexe 4 a Y. Pro objekt x z X
nazveme mnozinu x* rozvitim objektu x.

Véta 1
Retézcovy kontext (X,Y*,.J) je rozvitym kontertem néjakého objektového
kontextu, kdyz splnuje podminky:

1. Pro kazdé x z X je mnoZina x'7 uzavrend na prefizy.

2. Mnozina objekti X je uplnd v kontextu (X, Y™, J).

Diikaz
Vétu dokazeme pomoci jednotlivych implikaci.

l. =

Méjme rozvity kontext (X,Y™*, I*) objektového kontextu (X,Y,I). Cili
pro kazdy objekt = z X plati, ze objekt x ma v kontextu (X, Y™ I*) roz-
vity atribut yp.-- - .y,. (pro n > 0), pravé kdyz v kontext (X,Y,I) ob-
jekt z.yy. - - - .y, existuje.

Pro libovolny objekt & dokazeme prvni podminku indukei vzhledem k délce
jeho libovolného rozvitého atributu y;.--- .y,. . Pro n = 0 plati trivi-
alné, jelikoz atribut €. neméa zadny prefix. Predpokladejme, ze podminka
plati pro atributy délky n — 1. Objekt = ma rozvity atribut yi.--- .y,
kdyz objekt x.y;.--- .y, existuje. To znamend, ze musi existovat objekt
Ty Yn—1 majici zdkladni atribut y, . Déle pak objekt z.y1. -+ .y,_1
existuje, kdyz objekt  mé rozvity atribut y;.--- .y,_1. . Vzhledem k tomu,
ze tento atribut je délky n — 1, ma, dle predpokladu, objekt x i vSechny
jeho prefixy. Tedy mnozina vsech rozvitych atributt objektu x je uzaviena
na prefixy.

Pokud pro libovolny objekt x a jeho libovolny zakladni atribut y polozime
objekt z’ z definice iplnosti mnoziny objekti roven objektu z.y, je druhd
podminka splnéna trivialné.

2.

K fetézovému kontextu (X,Y™* J) spliujicimu obé podminky, definujeme
relaci I takovou, ze (z,y,z’) je v relaci I, kdyz (z,y.) je v relaci J a 2’ je
libovolny objekt z druhé podminky.

12



V dalsim kroku dokézeme, ze Fetézcovy kontext (X,Y™* J) je skutecné
rozvitym kontextem objektového kontextu (X, Y, I). Dokdzeme to indukei
vzhledem k délce rozvitého atributu ;. -« .y,. . Pro n = 0 chceme do-
kézat, ze (z,e.) € J kdyz z existuje. To vyplyva z kontrukce objektového
kontextu (X,Y,I). Predpokladejme, Ze konstrukce je spravna pro rozvité
atributy délky n — 1. Tedy chceme dokazat, ze (x,y1. - .yn.) € J kdyz
objekt z.y;.- - - .y, existuje. To dokazeme pomoci jednotlivych implikaci.

(a) =
Predpokladejme, ze (z,y.- - .yn.) € J. Z uzavienosti na prefixy do-
staneme (x,y;.-- Yn—1.) € J. Z predpokladu poté vyplyva, ze ob-

jekt z = x.yy.- -+ .y,_1 existuje, a z Uplnosti mnoziny X, Ze ma roz-
vity atribut y,. . Dle predpokladu také existuje objekt z.y, . To ale
znamend, ze objekt (x.y1.- - .Yyn_1).yn existuje.
(b) <

Méjme objekt z.y1. - -+ .y,, 0znacme si ho 2’. To znamenad, Ze existuje
objekt z = z.yy. - - - .y,_1 se zdkladnim atributem y,,, a ze (z,y,, 2’) € 1.
7 predpokladu vyplyva, Ze objekt x ma rozvity atribut y;.--- .4,_1.,
a z konstrukce, ze z = x.y;. - - - .y,_1 ma rozvity atribut y,,. . Pak z upl-
nosti mnoziny X ma objekt x také rozvity atribut y1. - Yn_1.Yn- -

O

Dvojice (A,B), kde A C X a B C Y*, je konceptem objektového kon-
textu (X, Y, I), kdyz B je mnozinou vsSech rozvitych atributt, které maji vSechny
objekty z A, a A je mnozina objekt, které maji vSechny rozvité atrinuty z B.
Z Véty 1 plyne, ze dvojice (A, B) je konceptem objektového kontextu (X, Y, ),
pravé kdyz je konceptem v rozvitém kontextu (X, Y™ I*) ve smyslu klasické for-
malni konceptualni analyzy.
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4 Ladybug: teoreticky zaklad

Teorii, kterda se ukryva za teoretickym modelem programovaciho jazyka Lady-
bug, si popiseme v této ¢asti. Konkrétné si fekneme, co je programem a pravidly,
jakym zptusobem zaddvame mnoziny rozvitych atributt, definujeme minimalni
model obsahujici zarodek a ukazeme si tvar uzivatelskych dotazi a jejich vyhod-
nocovani.

4.1 Program

Program v tomto modelu chapeme jako sadu, ¢i mnozinu, uzivatelsky zadanych
pravidel.

Pravidla

Pravidlo je vyraz tvaru levd strana — pravd strana, kde levd a pravd strana
jsou mnoziny rozvitych atributt.

Zadani mnoziny rozvitych atributt

Mnoziny rozvitych atributi mtzeme zadat:
1. Jednim prvkem: yy.- -« .yp,. .
2. Vy¢étem mnozin rozvitych atributt: Ay, ..., A,, znacici sjednoceni Ay U --- U A,,.

3. Zretézenim a.A rozvitého atributu «. z Y* s mnozinou rozvitych atri-
buta A C Y™*.

4. Jako aplikaci operace a nalezeni hodnoty atributu na mnozinu rozvitych
atributit A C Y™, tedy A.a .

5. Operaci o nalezeni hodnoty atributu, je-li dan tzv. aktudini objekt. Je-li x
aktualni objekt, pak « zna¢i mnozinu z.a* .

V pripadech, kdy potfebujeme mnoziny strukturovat, pouzivame slozené za-
vorky. Pro mnozinu rozvitych atributai A C Y* znacime uzavér A4 této mno-
ziny [A]. V pravidlech se tento zépis nevyskytuje.

Rekneme, 7e mnozina rozvitych atributi A spliuje pravidlo B — C, kdyz
plati, Zze pokud B je podmnozinou A, pak i C' je podmnozinou A s tim, ze jako
aktualni objekt bereme objekt s rozvitim rovnym mnoziné A.

14



4.2 Model

Mnozinu M rozvitych atributt z Y* nazveme modelem systému pravidel P, po-
kud plati:

1. Mnozina M je uzaviend na prefixy.

2. Pro libovolnou operaci a nalezeni hodnoty atributu danou retézcem a. € M
mnozina M.« spliuje vSechna pravidla systému P.

Podminky kladené na model systému pravidel P miizeme splnit, pfidanim
pravidel:

1. Pro kazdy rozvity atribut a.y. € Y* pridame pravidlo a.y. — a. .

2. Pro kazdy atribut a. € Y* a pro vsechna pravidla B — C ze systému
pravidel P pridame pravidlo a.B — a.C' .

Kazdé pravidlo B — C' obsahujici operaci nalezeni hodnoty atributu mtzeme
nahradit mnozinou pravidel takovych, Ze pro kazdou mnozinu A C Y* pridame
pravidlo B'UA — (', kde mnoziny B’ a C’ vznikly nahrazenim kazdého vyskytu
operace « vyrazem A.a . Vznikly systém pravidel je pak systém atributovych
implikaci v klasické smyslu znamém z formalni konceptualni analyzy. Nazyvame
ho systém atributovych implikaci prislusny systému pravidel P. Pritom plati,
Ze mnozina rozvitych atribut je modelem systému pravidel P, pravé kdyz je
modelem prislusnému systému atributovych implikaci. Z toho vyplyva, ze kazdy
systém pravidel P ma minimalni model vzhledem k mnozinové inkluzi. Minimalni
model obsahujici mnozinu rozvitych atributi S C Y™ nazveme minimdlnim mo-
delem systému pravidel P danym zdrodkem S.

Pro model M systému pravidel P definujme mnozinu X = {M.a | a. € M}.
A definujme relaci J C X X Y™ jejiz prvky jsou vsechny dvojice (A, a.),
kde a. € A. Pak trojice (X,Y™*,J) je fetézcovy kontext. Déale definujeme re-
laci I € X x Y x X takovou, ze trojice (A,y, A") € [ pravé kdyz y. € A
a A" = Ay . Tim ziskdme objektovy kontext (X,Y, ). Z konstrukce kontextu
a z Véty 1 okamzité plyne, Ze Fetézcovy kontext (X,Y™* J) je rozvitym kon-
textem (X, Y™ I*) objektového kontextu (X, Y, ). Objektovy kontext (X,Y, )
nazveme objektovym kontextem danym modelem M. Pro minimalni model M sys-
tému pravidel P danym zarodkem S nazveme piislusny objektovy kontext (X, Y, I)
minimalnim kontextem dany zdrodkem S.

Objekt z € X spliuje pravidlo B — C € P, kdyz splnuje kazdou atributo-
vou implikaci vzniklou dle pravidel uvedenych vyse prislusicich pravidlu B — C.
Objekt x € X spliuje atributovou implikaci B — C' € P, kdyz plati, Zze pokud
pro vSechny rozvité atributy 5. € B existuje objekt x.3, pak také pro kazdy
atributu . € C objekt z.y existuje. Objektovy kontext (X,Y, ) spliuje pravi-
dlo B — C, kdyz kazdy objekt z € X splnuje toto pravidlo.
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4.3

Uzivatelské dotazy a jejich vyhodnocovani

Elementdrni dotaz je tvaru atributové implikace predpoklad — zdvér, kde pred-
pokladem je mnozina rozvitych atributi a zavérem rozvity atribut. Vyznamem
je zjisténi, zda jestlize ma objekt vSechny rozvité atributy predpokladu, pak ma
rozvity atribut zavéru.

Odpovéd na elementarni dotaz se hledd v nasledujicich krocich.

1.
2.

3.

Uzivatel zadéa dotaz.
Vytvori se minimalni kontext dany zarodkem rovnym predpokladu dotazu.

Ovéri se, jestli v tomto minimalnim kontextu je splnéno pravidlo dané
dotazem.

(Obecné) dotazy zapisujeme stejné jako pravidla s tim rozdilem, ze predpoklad
dotazu smi obsahovat pouze zapisy operaci nalezeni hodnoty atributu danych
globalnimi atributy, tedy atributy jez maji vSsechny objekty kontextu. V dotazech
miizeme také pouzit uzavér mnoziny rozvitych atributi.

Na obecny dotaz se hleda odpovéd nasledujicim zptisobem.

1.

2.

Uzivatel zada dotaz.
Vytvori se objektovy kontext, neobsahujici zadny objekt.

Kazdy zapis operace a nalezeni hodnoty atributu symbolizujici globalni
atribut se nahradi vyrazem {}.cv .

Postupné zevnitt ven se pro kazdy vyraz A.a v predpokladu dotazu vytvori
minimélni kontext dany zarodkem rovnym mnoziné A. V tomto kontextu
se vyraz A.a vyhodnoti a v predpokladu dotazu nahradi rozvitim vysledku.
Vznikly kontext se poté sjednoti s jiz znamym kontextem. U sjednoceni
se za identické povazuji ty objekty, které maji stejné atributy a maji v nich
ulozeny identické objekty. Predpoklad dotazu se také upravuje zretézova-
nim atributi.

. Vytvori se minimalni kontext dany zarodkem rovnym upravenému predpo-

kladu a sjednoti se s uz znamym kontextem.

Ovéri se, zda ve vzniklém kontextu je splnéno pravidlo dané dotazem.
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5 Priklad

Na tadu prichazi ukazka definice ptirozenych ¢isel v teoretickém modelu Lady-
bug. Také si ukdzeme zpusob, jakym definujeme operace a relace na cislech. A
na zaver uvedeme vyhodnoceni jednoduchého uzivatelského vyrazu.

Systém pravidel spolu se zadanym zarodkem vytvareji minimalni kontext.
Obecné vylouc¢ime pripad, kdy by tento kontext nemél zadny objekt. Zarodek
miize zplusobit vznik objekti, majicich vSechny atributy néjakého objektu, ktery
se v kontext jiz nachazi.

Také se muze stat, ze dva objekty budou ekvivalentni v tom smyslu, ze maji
shodné nékteré atributy vyznamné pro dany problém. Napiiklad budou reprezen-
tovat stejna c¢isla. To néas vede k pojeti povazovat za dilezité misto jednotlivych
objektu celé koncepty. A také vysledky vypoctu zadaného dotazem i samotny
zarodek vztahovat ke konceptiim.

Prirozena cisla

Ted si zavedeme pravidla definujici prirozena ¢isla a atributy, kterymi budou
¢isla reprezentovana.

Jak bylo napsano na zacatku i u prirozenych cisel muze dojit k tomu, ze
dva rtzné objekty maji atributy reprezentujici stejné ¢islo. Budeme je tedy cha-
pat, jako reprezentanty téhoz cisla.

Nejprve definujeme globélni atribut zero. V ném bude ulozen prototyp ¢isla
nula v tom smyslu, Ze bude obsahovat vSechny atributy, které nula ma. Ostatni
objekty, majici stejné atributy jako prototyp nuly, chapeme také jako reprezen-
tanty nuly. Nasledujici pravidla a pak i néktera dalsi se tykaji prototypu nuly
a tedy i vSech objekt, které nulu reprezentuji.

— zero.lis-zero.
is-zero. — succ.
succ. — Ssucc.succ.

Zdrojovy kod 1: Globalni atribut nuly

Prazdné misto na levé strané prvniho pravidla symbolizuje prazdnou mnozinu
atributi. Rozvity atribut zero.is-zero. na jeho pravé strané znaci jednoprv-
kovou mnozinu s prvkem zero.is-zero.. Podobné atributy is-zero., succ.
a succ.succ. znamenaji jednoprvkové mnoziny postupné s prvkem is-zero.,
succ. a succ.succ.. Z prvniho pravidla a uzavienosti na prefixy plyne, Ze kazdy
objekt ma také atribut zero., jinak by toto pravidlo nesplnil. Proto atribut zero.
oznacCujeme jako globalni atribut. Druhym a tfetim pravidlem definujeme atri-
but succ, v némz je ulozen naslednik cisla. Tteti pravidlo objekt = € X splnuje,
kdyz pokud mé atribut succ, pak objekt v tomto atributu ulozeny ma také atri-
but succ.
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1

Dale definujeme predchiudce v zavislosti na naslednikovi.

succ. — succ.pred.{e}

Zdrojovy kod 2: Predchidce

V pravidle se nachazi trivialni operace ¢ nalezeni hodnoty atributu, ktera
kazdému objektu x € X prifazuje hodnototu z. Pro aktualni objekt =z € X
zapis succ.pred. {€} znamena mnozinu vzniklou zfetézenim rozvitého atributu
succ.pred. s mnozinou vsech rozvitych atributi objektu z (jeho rozvitim). Ob-
jekt x € X splnuje pravidlo, kdyz pokud ma atribut succ, pak hodnotou atri-
butu succ je objekt, ktery ma v atributu pred objekt x.

Prirozena c¢isla chapeme jako koncept dany atributem natural., proto zava-
dime nésledujici dvé pravidla:

is-zero. — natural.
natural. — succ.natural.

Zdrojovy kod 3: Prirozena ¢isla

Prvnim pravidlem nule pridame atribut natural., tim ji také definujeme
jako prirozené ¢islo. Druhé pravidlo objekt x € X splni, kdyz pokud ma atri-
but natural, pak ma v atributu succ objekt s atributem natural. Jinymi slovy
pokud je objekt prirozené ¢islo, pak i jeho naslednik je prirozeni ¢islo.

Lemma 2
Meéjme neprdzdny minimdlni kontext. Polozme By = [is-zero.], B
= [pred.By, succ.], ... , B, = [pred.B,, succ. ], ... . Pak:

1. By+1 = B, .succ

2. Jestlize m je rizné od n, tak B, je ruzné od B,.

Diikaz
Prvni tvrzeni dokazeme sestrojenim jednotlivych mnozin. Nejprve zkonstru-
ujeme mnozinu B,;1. Zde pokud v atributu pouzijeme zapis pred.--- .pred.,

myslime tim zépis atributu pred. (n + 1)-krét za sebou.
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.Bn+1=:[prethn, succ.] = --- = [pred.[---[is-zero.]---], succ.]

2:{6., pred., pred.pred., ..., pred.--:.pred.is-zero., (1)
succ., (2)
succ.pred., succ.pred.pred., ...,

succ.pred.pred. - -- .pred.is-zero., ..., (3)
pred.succ., pred.succ.pred., ..., (4)
pred.pred.succ., pred.pred.succ.pred., ..., (5)
succ.succ., succ.succ.pred., ..., (6)
succ.succ.succ., succ.succ.succ.pred., ..., (7)

}

Rédek (1) vyplyne z postupného zietézovani a uzavienosti na prefixy. Vyuzi-

tim pravidla definujiciho predchudce prirozeného éisla ziskdme atributy na radku (3).
Zretézenim a s pomoci pravidla predchidce dostaneme atributy na radcich (4)
a (5). Prvni atributy na fadcich (6) a (7) ziskdme vyuzitim tfetiho pravidla
z definice nuly, zbylé atributy téchto radki odvodime vyuzitim druhé podminky
kladené na model a pravidla definujiciho predchtudce. Dalsi atributy bychom od-
vozovali analogicky.

Stejnym zpusobem zkonstruujeme mnozinu B,,. Jen zapis pred.--- .pred.
bude obsahovat n-krat atribut pred. .
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E%IZZ[pred.f%PJ, succ.] =+ = [pred.[---[is-zero.]---], succ.]
22{6., pred., pred.pred., ..., pred.---.pred.is-zero.,

succ.,

succ.pred., succ.pred.pred., ...,
succ.pred.pred. - -- .pred.is-zero.,
succ.pred.succ., succ.pred.succ.pred., ...,
succ.pred.pred.succ., succ.pred.pred.succ.pred., ...,

pred.succ., pred.succ.pred., ...,

pred.pred.succ., pred.pred.succ.pred., ...,

succ.succ., succ.succ.pred., succ.succ.pred.pred., ...,
succ.succ.succ., Ssucc.succ.succ.pred., ...,

sSuccCc.succ.succ.succ., Ssucc.succ.succ.succ .pred. Foee ey

}

Daéle zkonstruujeme vysledek aplikace B, .succ operace succ nalezeni hod-
noty atributu mnoziny rozvitych atributi B,. Tedy vybereme vsechny atributy
s prefixem succ. a tento prefix odstranime.

_Bn.succ=={€w (1)
pred., pred.pred., ...,

pred.pred. --- .pred.is-zero., (1)

pred.succ., pred.succ.pred., ..., (4

pred.pred.succ., pred.pred.succ.pred., ..., (5)

succ., succ.pred., succ.pred.pred., ..., (2) + (3)
succ.succ., succ.succ.pred., ..., (6)
succ.succ.succ., succ.succ.succ.pred., ..., (7)

}

Rédky oznacené stejnym ¢islem v mnozinich B, .succ a By, si vzadjemné
odpovidaji. Proto jsou mnoziny B, .succ a B, stejné.

V dikazu druhého tvrzeni predpokladejme, ze m je rizné od n. Pak v du-
sledku zTetézeni a uzavrenosti na prefixy budou obé mnoziny obsahovat atri-
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but pred. ---.pred. . Jelikoz neexistuje pravidlo, které by definovalo atribut

min(m,n)-krét
is-zero. jinak, nez jako atribut objektu v globalnim atributu zero, bude pouze
jedna z mnozin B, a B, obsahovat atribut pred. --- .pred. is-zero. . A tedy

~~

min(m,n)-krat
budou mnoziny B, a B, razné. O

Z Lemma 2 vyplyva, ze mnozina {By, By, ... } je izomorfni s Ny, kde operace
naslednika prirozeného ¢isla odpovida operaci succ nalezeni hodnoty atributu.
Diky izomorfismu a tomu, ze objekt v globalnim atributu zero ma praveé ty atri-
buty, které dostaneme uzavérem [is-zero.], mizeme zavést znaceni
0= [is-zero.] an=(n—1).succ .

V pripadé definice operace, ¢i relace, na cislech vytvarime pomocné objekty,
které maji krom atributi pro ¢isla také atributy pro argumenty a vysledek. Na-
zvy atributl argumentt piseme s prefixem arg2, arg3,..., v pripadé binarni
operace jen arg, nasledované nazvem definované operace. Napiiklad druhy argu-
ment binarni operace sc¢itani ulozime do atributu arg+ . Vysledek poté ukladame
do atributu s nazvem prislusné operace, napriklad + .

Vv

succ., arg+.is-zero. — +.{e}
succ., arg+t.pred. — succ.argt.{arg+.pred}, +.{succ.+}

Zdrojovy kod 4: Scitani

Objekt x € X splni prvni pravidlo, kdyz pokud méa atribut succ a soucasné
ma v atributu arg+ objekt s atributem is-zero, pak ma v atributu + ulozen
objekt x. Tim jsme vytesili pri¢itani nuly. Vyraz arg+.pred, na pravé strané
druhého pravidla, je zapisem operace vicenasobného nalezeni hodnoty atributu
pritazujici libovonému objektu x € X objekt ulozeny v atributu pred objektu
v atributu arg+ objektu x. Stejné tak vyraz succ.+ je zapisem operace vicena-
sobného nalezeni hodnoty atributu prirazijici libovolnému objektu x € X objekt
ulozeny v atributu + naslednika, tedy objektu v atributu succ, objektu . Obecny
postup zachytime druhym pravidlem, které objekt x € X splni, kdyz jestlize ma
atribut succ a v atributu arg+ ma objekt s atributem pred, tak

1. se v atributu arg+ objektu, ktery je ulozen v atributu succ objektu x,
nachazi stejny objekt, jaky je v atributu pred objektu v atributu arg+
objektu z, a
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2. ma v atributu + objekt, ktery se také nachéazi v atributu + objektu ulozeného
v atributu succ objektu x.

Pravidla pro s¢itani se daji pouzit obecné na jakékoliv objekty, které maji
definovany atributy succ a pred. Stac¢i pouze doplnit pravidlo zachycujici krajni
pripad, stejné jako jsme pomoci prvniho pravidla ucinili pro prirozena ¢isla.

Jelikoz by byli popisy nésledujicich pravidel dosti podobné jako u operace
s¢itani, nebudeme déle definovana pravidla takto dopodrobna popisovat.

Odcitani

Kdyz odcitame od libovolného cisla nulu, dostavame opétovné toto cislo.
V pripadé od¢itani dvou nenulovy ¢isel pouzijeme vzorec a—b = (a—1)— (b—1).
Vzhledem k tomu, Ze definuje odcitani na prirozenych c¢islech, nebudeme situaci
odcitani nenulového ¢isla od nuly viibec fesit. Jelikoz tento pripad nebude de-
finovany, nemtize se nam stat, ze by nula méla v atributu arg- nenulové ¢islo
a soucasné méla atribut - .

succ., arg-.is-zero. — -—.{e}
pred., arg-.pred. — pred.arg-.{arg-.pred}, —-.{pred.-}

Zdrojovy kod 5: Odcitani

Nasobeni

Operaci nasobeni si oznac¢ime symbolem x, jak je v programovani bézné.
Pokud bude prvni argument operace nasobeni nula, vysledkem bude tento argu-
ment. Jinak budeme nasobit podle vzorce a x b = ((a — 1) x b) + b.

is-zero., argx.succ. — x.{e}
succ., argx.succ. —
pred.argx*.{argx}, pred.x.arg+.{argx}, *.{pred.=*.+}

Zdrojovy kéd 6: Nasobeni

Vysvétleme si pravou stranu druhého pravidla, pokud mame k dispozici ob-
jekt x € X splnujici jeho levou stranu. Vyrazem pred.args.{arg*} Fekneme,
ze objekt v atribut pred objektu x ma v atributu args stejny objekt, jako ma
objekt x v atributu args . To ndm umoziuje provedeni ¢asti vzorce (a — 1) x b.
Pricteni ¢isla b k ¢islu (a — 1) * b umoznime vyrazem pred.«.arg+. {arg+}. Kdy
atributu arg+ objektu, ktery se nachazi v atributu » objektu uloZeného v atri-
butu pred objektu z, prifadime stejny objekt jako je ulozen v atributu argx
objektu x. A poslednim vyrazem . {pred.«.+} pouze sdélujeme, ze v atributu =
objektu z se nachéazi vysledek souctu ¢isel b a (a — 1) * b.
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Déleni

Dvé prirozena cisla muzeme délit v pripadé, ze se nepokousime délit nulou
nebo je vysledkem déleni prirozené ¢islo. Pak probiha vypocet podle vzorce a/b
= (a—"b)/b+ 1 s tim, ze pokud délime nulu nenulovym ¢islem, je vysledkem ona
nula.

is-zero., arg/.pred. — /.{g}
succ., arg/.pred. — arg-.{arg/}, -.arg/.{arg/}, /.{-./.succ}

Zdrojovy kod 7: Déleni

Pro objekt x € X spliujici levou stranu druhého pravidla si rozebereme pra-
vou stranu tohoto pravidla. Nejprve vyrazem arg-.{arg/} fekneme, ze v atri-
butu arg- objektu x je uloZen stejny objekt, jaky se nachazi v jeho atributu arg/.
Tim se, pokud existuje, ulozi vysledek rozdilu a —b do atributu - objektu x. Déle
se ma provést podil (a — b)/b. To zajistime vyrazem -.arg/.{arg/}, ve kterém
atributu arg/ objektu ulozeného v atributu - objektu x pritadime objekt na-
chéazejici se v atributu arg/ objektu x. A poslednim vyrazem do atributu arg/
ulozime objekt, ktery je uloZen v atributu succ objektu ulozeného v atributu /
objektu v atributu - objektu x.

Rovnost

Nejprve definujeme rovnost dvou nul. Poté fekneme, Ze pokud se dvé ¢isla
rovnaji, rovnaji se i jejich naslednici.

is-zero., arg=.is-zero. — =.
=. — succ.arg=.{arg=.succ}, succ.=.

Zdrojovy kod 8: Rovnost

Mensi nez
Relaci mensi nez definujeme podobné jako relaci rovnosti. Nejprve definujeme,

ze nula je mensi nez libovolné nenulové ¢islo. Pak pokud jsou dvé libovolna cisla
v relaci mensi nez, jsou i jejich naslednici v této relaci.
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1
2

is-zero., arg<.pred. — <.
<. — succ.arg<.{arg<.succ}, succ.<.

Zdrojovy koéd 9: Mensi nez

Mensi nebo rovno

Relaci mensi nebo rovno definujeme vyuzitim jiz definovanych relaci.

succ., arg<=.succ. — arg<.{arg<=}, arg=.{arg<=}, <=.{<, =}

Zdrojovy kod 10: Mensi nebo rovno

Pokud uzivatel nezada sSpatné zarodek, nemtize dojit k situaci, ze by ob-
jekt x € X mél soucasné atribut < a = . Proto vyrazem <=.{<, =} ulozime
do atributu <= objektu z jen jeden objekt. V pripadé, Ze objekt x nema ani jeden
z atributll < a =, nedefinuje se ani atribut <= .

Vétsi nez, vétsi nebo rovno

Zjistit, zda je ¢islo a vétsi nez (nebo rovno) ¢islo b, je totéz jako zjistit, zda
je b mensi nez (nebo rovno) a.

succ., arg>.succ. — arg>.arg<.{e}, >.{arg>.<}
succ., arg>=.succ. — arg>=.arg<=.{e}, >=.{arg>=.<=}

Zdrojovy kod 11: Vétsi nez, vétsi nebo rovno

Ted si ukazeme, jakym zptisobem probiha vyhodnoceni uzivatelského dotazu.
Vyhodnoceni uzivatelského dotazu (3, arg+.{3}]1.+ — 6

Po zadani uzivatelského dotazu [3, arg+.{3}]1.+ — 6 dojde k jeho pre-
psani na vyraz [zero.succ.succ.succ, arg+.{zero.succ.succ.succ}].+ —
zero.succ.succ.succ.succ.succ.succ neobsahujici zkratky 3 a 6 . Vytvori
se prazdny objektovy kontext. Globalni atributy zero.succ.succ.succ
a zero.succ.succ.succ.succ.succ.succ se nahradi vyrazy {}.zero.succ.succ
.succ & {}.zero.succ.succ.succ.succ.succ.succ .

Jelikoz predpoklad dotazu neni zadany vyctem prvki, dojde k jeho upraveni.
Pr1i procesu upravy se vytvori tii pomocné kontexty, jez se poté sjednoti s praz-
nym kontextem a kontextem danym zarodkem rovnym upravenému predpokladu.

Nejprve se upravi vyraz arg+. {{}.zero.succ.succ.succ} . Vytvorl se tedy
minimélni kontext dany zarodkem rovnym prazdné mnoziné. V tomto kontextu se
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vyhodnoti vyraz {}.zero.succ.succ.succ a v predpokladu dotazu se nahradi
rozvitim vysledného objektu. Poté se kontext sjednoti s prazdnym kontextem.
Na konec se provede operace zretézeni atributu arg+ se vzniklou mnozinou roz-
vitych atributt.

Daéle dojde k upraveni vyrazu {}.zero.succ.succ.succ . Vytvorl se tedy
minimalni kontext dany zarodkem {}, v ném se vyraz {}.zero.succ.succ.succ
vyhodnoti a v predpokladu nahradi rozvitim vysledného objektu. Miniméalni kon-
text se pak sjednoti s kontextem vzniklym predchozim sjednocenim.

Po téchto tpravach je predpoklad dotazu tvaru [pred.pred.pred
.is-zero.,... ,arg+t.pred.pred.pred.is-zero.,...].+, Ve kterém kvuli po-
tencionalni nekonecnosti dosazovanych mnozin nevypisujeme vsechny jeho prvky.
Dojde tedy jesté k vytvoreni minimalniho kontextu daného zarodkem rovnym
mnoziné {pred.pred.pred.is-zero.,... ,argt.pred.pred.pred.is-zero.,...
V}'fraz [pred.pred.pred.is-zero.,... ,arg+.pred.pred.pred.is-zero.,...].
se v ném vyhodnoti a v predpokladu dotazu nahradi rozvitim vysledku. A opét
dojde k sjednoceni tohoto minimalniho kontextu s predchozim.

Predpoklad dotazu jiz neobsahuje zadny zapis aplikace nalezeni hodnoty atri-
butu, proto se vytvori minimalni kontext dany zarodkem rovnym predpokladu
a sjednoti se s predchozim kontextem. Na zavér se v tomto vysledném kontextu
ovéri platnost pravidla daného dotazem.
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Zaveér

Ptvodnim cilem této prace mélo byt navrhnout a naprogramovat objektové ori-
entovany programovaci jazyk zalozeny na formélni konceptudlni analyze.

Proto jsme v kapitole 2 zacali tim, Ze jsme se seznamili s formalni konceptualni
analyzou. Konkrétné jsme zjistili, Zze zachycuje vztah objektt a jejich atributi.
Objasnili jsme si pojmy jako formalni kontext a koncept. Zjistili jsme, jaka zob-
razeni kontext vytvari, co tvori Galoisovu konexi, co je uzavérovy operator, co je
uzavérovy systém a vsechny tyto pojmy dali do souvislosti. Také jsme si uvedli, co
je atributova implikace, model systému atributovych implikaci a co je minimalni
model obsahujici néjakou mnozinu atributt.

Pokracovali jsme zavedenim dvou rozsiteni klasického pojmu kontextu, ob-
jektového a Tetézcového. V obou jsme definovali operaci nalezeni hodnoty atri-
butu a ukazali, jak je miuzZeme reprezentovat tabulkou. U fetézcového kontextu
jsme si navic zavedli mnozinu rozvitych atribut a operaci zretézeni. Rozvitym
kontextem jsme poté oba diive uvedené kontexty propojili. To vSe jsme zapsali
v kapitole 3.

Dale jsme v kapitole 4 definovali teoreticky zaklad jazyka jako program, tvar
pravidel, zapis mnoziny rozvitych atributi a kdy mnozina rozvitych atributt
splnuje pravidlo. Zavedli jsme pojem model systému pravidel spolu s podmin-
kami na néj kladenymi. Ukazali jsme si, jak mizeme prevést systém pravidel na
prislusny systém atributovych implikaci, a Ze mnozina rozvitych atributi, jez
je modelem systému pravidel, je i modelem prislusného systému atributovych
implikaci. Dale jsme si Tekli, co je minimalni kontext dany zdrodkem a kdy ob-
jekt spliuje pravidlo. Na konci kapitoly jsme si definovali elementarni a obecné
dotazy a zptusob jejich vyhodnocovani.

Na zavér jsme v kapitole 5 v zavedeném modelu z kapitoly 4 definovali pti-
rozend C¢isla véetné nékterych relaci a operacich na nich a ukéazali si zptisob vy-
hodnoceni uzivatelskych dotazu.
pokladali. Bylo nutné je nékolikrat prepracovat a pritom neni jisté, ze predkla-
dana verze je konecnd. 7 toho duvodu jsme se rozhodli ztstat pouze u teore-
ticktho modelu s tim, ze v budoucnu planujeme vytvorit i jeho implementaci.
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Conclusions

The original aim of this thesis was to design and program an object-oriented
programming language based on formal concept analysis.

Therefore, in Chapter 2, we began by introducing formal concept analy-
sis. Specifically, we found out that it describe the relationship between ob-
jects and their attributes. We clarified terms like formal context and concept.
We found out which functions context creates, what make a Galois connections,
what is a closure operators, what a closure system is, and interrelated all these
terms. We also specify what is attribute implication, the model of the system
of attribute implications, and what is the least model which contains any set
of attributes.

We continued by definition of two extensions of the classic context, Objects’
and Strings’ In both, we defined the operation Finding attribute value and shown
how to represent them by a table. At the Strings’ context we introduced the set
of expanded attributes and the concatenation operation. Then with the Ex-
panded context we linked both previously mentioned contexts. All of this we wrote
in Chapter 3.

Then, in Chapter 4, we defined the theoretical base of our language, such
as the program, form of the rules, notation of the set of expanded attributes,
and when the rule is valid in the set of expanded attributes. We introduced
the model of the system of rules along with the conditions we put on it. We
shown how to convert a system of rules into a corresponding system of attribute
implications, and that a set of expanded attributes which is the model of the sys-
tem of rules is also the model of the corresponding system of attribute implica-
tions. Then we said what is the least context given by a seed and when a rule is
valid for object. At the end of the chapter, we defined basic and general queries
and how to evaluate them.

Finally, in Chapter 5, we defined natural numbers at the model from Chap-
ter 4, along with some relations and operations on them, and we shown how to eval-
uate user’s queries.

During the work the theoretical basics shown to be more complicated than
we expected. It was necessary to rework them several times, and even so it is
not sure that this version is the final one. Because of that we decided to stay
with the theoretical model only, with the intention of creating its implementation
in the future.
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