UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI

PRIRODOVEDECKA FAKULTA
KATEDRA MATEMATICKE ANALYZY A APLIKACI MATEMATIKY

BAKALARSKA PRACA

Koherentné miery rizika

b

Vedici bakalarskej prace: Vypracovala:
RNDr. Ondrej Pavlacka, Ph.D. Dagmar Martinkova
Rok odovzdania: 2011 MATPOJ, III. ro¢nik



Prehlasenie

Prehlasujem, ze som vytvorila tuto bakalarsku pracu samostatne pod vedenim
RNDr. Ondieje Pavlacky, Ph.D. a ze som v zozname pouzitej literattry uviedla
vSetky zdroje pouzité pri vypracovani prace.

V Olomouci dna 16. aprila 2011



Podakovanie

Dakujem vediicemu bakalarskej prace RNDr. Ondieji Pavlackovi, Ph.D. za
velkii pomoc, ochotu, odborné vedenie a za vSetok ¢as, ktoré mi venoval pri
pisani prace.



Obsah

1

2

3

Uvod
Vybrané pojmy z teorie pravdepodobnosti

Riziko

3.1 Akceptacné mnoziny . . .. ... ... ....
3.2 Miery rizika . . . . . ..o
3.3 Koherentné miery rizika . . . ... ... ...

Value-at-Risk a Podmienena Value-at-Risk

4.1 Value-at-Risk . . . . . . ... .. ... ...
4.2 Podmienend Value-at-Risk . . . . . .. .. ..

4.3 Vyuzitie VaR a CVaR v oblasti poistovnictva

Zaver

13
13
17
20

24
24
27
29

35



1 Uvod

Velk4 cast naSich rozhodnuti v roznych oblastiach ¢i uz v ekonomike, v po-
istovnictve, ale aj rozhodnuti v inych Zivotnych situdcidch, prindsa urcité rizika.
Otéazkou je, ako toto riziko definovat, ako urcit velkost néasledkov tohoto rizika a
nakoniec podla ¢oho sa spravne rozhodnit ¢i riziko prijat alebo odmietnut.

Rizika, ktorych mozné néasledky s podobné, mozeme zaradit do urcitych sku-
pin. Vieme rozligit skupiny prijatelnych a neprijatelnych rizik. Skupiny prijatel-
nych rizik budeme oznacovat ako akceptacné mnoziny.

Spravne sa rozhodnit ndm moézu pomoct rézne miery rizika. Miery rizika
¢iselne kvalifikuju jeho rizikovost. V tejto praci sa preto pokisime tymito mierami
urcité riziké zmerat a néasledne vyhodnotit.

V prvej casti prace uvedieme zakladné pojmy z tedrie pravdepodobnosti, ktoré
st potrebné k praci a pochopeniu rieSenych matematickych problémov v dalsich
jej castiach.

Kazd4 osoba ma iny postoj k riziku, a preto rizikd pre niekoho prijatelné,
mozu byt pre iného neprijatelné. V druhej ¢asti prace bude nasim cielom zistit,
aké zakladné vlastnosti by akceptacné mnoziny mali spliiaf.

Dalej definujeme miery rizika a budeme analyzovat koherentnost, &ize roz-
umnost mier rizik. Koherentnostou a koherentnymi mierami rizika sa zaoberala
skupina autorov Artzner, Delbaen, Eber, Heath, ktorych ¢lankom Coherent me-
asures of risk z roku 1999 sme sa nechali inpirovat.

V tretej Casti tejto prace sa budeme zaoberat mierami rizika Value-at-Risk a
Podmienenou Value-at-Risk. Predstavime si tiez jednu z najpouzivanejsich metéd
na vypocet Value-at-Risk simulaciu Monte Carlo. Tieto miery rizika definujeme,
budeme riesit ich koherentnost a na prikladoch si ukazeme splnenie ¢i nesplnenie
jednej z vlastnosti koherencie - subaditivity.

Nakoniec uvedieme priklad z oblasti poistovnictva, konkrétne nezivotného po-
istenia, v ktorom uré¢ime miery rizika Value-at-Risk a Podmienent Value-at-Risk.
Na vypocet pouzijeme pocitacové programy MS Excel a MATLAB.

Praca je vysadzana typografickym systémom IXTEX.
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2 Vybrané pojmy z teorie pravdepodobnosti

Kedze sa budeme pohybovat v oblasti pravdepodobnosti a matematickej Sta-
tistiky, tak sa v prvej kapitole zoznamime s hlavnymi pojmami z tedrie pravde-
podobnosti, ktoré su zakladom pre dant tématiku prace. Pouzijeme literaturu [3]

a [5].

Definicia 2.1. ) je neprazdna mnozina. Kazda mnozina M C €) sa nazyva jav,

jednoprvkové podmnoziny nazyvame elementarne javy.

Definicia 2.2. Nech Q # () je lubovolnd mnoZina. Neprazdny systém M pod-

mnozin mnoziny ) sa nazyva javové pole, ak plati
L. Me M= M eM,
2. M, e M,in=1,2,...= U M, € M.
Prvky mnoziny M sa nazyvaja nahodné javy.

Definicia 2.3. Nech je dand neprazdna mnozina {2 a na nej javové pole M.
Pravdepodobnostou nazgvame kazdt realnu funkciu P(.) definovant na M, ktora

vyhovuje nasledujicim axiomam :

2. P(Q) > 0,pre kazdé M € M,

3. Pre Tubovolni postupnost M, € M,n = 1,2, ... nezluéitelnych nahodnych

javov plati
P (U Mn> = P(M).
1 1

Definicia 2.4. Usporiadanou trojicou (€2, M, P) nazyvame pravdepodobnostny

priestor alebo Kolmogorovo pravdepodobnostne pole.

Vicsina ndhodnych pokusov, s ktorymi sa stretavame v aplikaciach, ma vysle-
dok vyjadreny cislom. I v pripade, ze vysledok pokusu ma kvalitativny charakter,
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mozeme kazdému vysledku priradif reélne ¢islo. Na mnozine €2 teda definujeme

realnu funkciu X (w).

Definicia 2.5. Nech je dany pravdepodobnostny priestor (2, M, P). Redlnu fun-

kciu X : Q — R! nazyvame ndhodnd veli¢ina, ak pre kazdé z € R' plati
{lweQ: X(w) <z} eM.

Definicia 2.6. Neprazdny systém ¢ podmnozin mnoziny {2 sa nazyva mnozinovy

okruh, ak spliia nasledujtice vlastnosti:
1. Acp,Bep=AUB € p,
2. Acp,Bep= A\ Bc€ .

Definicia 2.7. Okruh ¢ sa nazyva o-okruh, ak plati implikacia
A, €p,n=12 .. = UA” € .
i=1

Definicia 2.8. Nech je 2 € R = (—00,00) a nech ¥ je systém vSetkych inter-
valov typu (a,b), —oco < a < b < co. Najmensi o-okruh L(¥) nad ¥ sa nazyva
systém borelovskiych mnoZin v R, oznaceny ako By = L(W).

Mnoziny B € B; nazyvame borelovské mnoZiny v R.

Priklad 2.1. Borelovské mnoziny st napriklad:
vSetky jednoprvkové mnoziny {z},x € R,
vsetky intervaly v R,

vsetky spocetné podmnoziny R,

vsetky otvorené, uzavreté mnoziny v R.

Definicia 2.9. Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej veliciny X je mnozinova

funkcia Py (B) : By — R' definovand pre kazdé B € B; vztahom

Px(B) = P(X € B).



Definicia 2.10. Nech X je ndhodna veli¢ina definované na pravdepodobnostnom

priestore (Q, M, P). Redlna funkcia Fx definovand pre kazdé x € R! predpisom
Fx(x) = P(X < x),
sa nazyva distribucnad funkcia nahodnej veliciny X.

Definicia 2.11. Predpokladajme, Ze existuje konecné alebo nekonefna prosta

postupnost redlnych cisel {x,} taka,ze
Y P(X=uz,)=1

Ozna¢me p, = P(X = xz,). Postupnost {z,} hodnot, ktoré nadobiida ndhodna
veli¢ina X a postupnost {p, } pravdepodobnosti, s ktorymi ndhodné veli¢ina svoje
hodnoty nadobuda, urcuju tzv. diskrétne rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej
veliciny X . Nahodna velicina, ktora ma diskrétne rozdelenie pravdepodobnosti, sa
nazyva diskrétna resp. diskrétneho typu. Distribu¢na funkcia diskrétnej nahodnej
veli¢iny je dané vztahom

Fx(z) = Z pn, Vo € R

n:xn <x
Tato funkcia sa nazyva diskrétna distribucnd funkcia.

Poznamka 2.1. Specidlnym pripadom nahodnej veli¢iny diskrétneho typu je
nédhodné veli¢ina, ktora nadobuda len jednu hodnotu ¢ s pravdepodobnostou

rovnou 1, tj.
P(X =¢)=1,P(X =1z) =0, pre kazdé = # c.
Je to tzv. degenerovand ndhodnd velicina (konstanta).

Definicia 2.12. Hovorime, Ze ndhodna veli¢ina X méa spojité rozdelenie prav-
depodobnosti (md rozdelenie spojitého typu, je spojitd), ak existuje nezaporna,
borelovsky meratelna funkcia fy(z) : R' — R! taka, ze

Fx(l’) = / fx(t)dt,\V/IL' c Rl.
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Funkcia fx sa nazyva hustota (rozdelenie pravdepodobnosti) ndhodnej velic¢iny

X.

Distribu¢na funkcia podava o ndhodnej veli¢ine X uplnt informéaciu. V roz-
nych pripadoch vsak tito informaciu vyjadrime pomocou niekolkych ¢isiel, ktoré
nazyvame Ciselné charakteristiky nahodnej veli¢iny. Uvedieme dve zakladné -

stredntt hodnotu a rozptyl.

Definicia 2.13. 1. Nech X je diskrétna ndhodné veli¢ina s rozdelenim {x,, }, {p,}.
Ak

nazyvame sucet rady
anpn = Z P(X =uz,)

strednd hodnota E(X) ndhodnej veliciny X. Pokial nie je uvedend pod-

mienka splnend, hovorime, ze ndhodné velicina X nemé strednti hodnotu.

2. Nech ¢(r) : R' — R! je borelovskd funkcia. Ak

Y le(@n)lpn = lo(wn) | P(X = z,) < oo,
nazyvame sucet rady

> el@a)pn =Y _ el P(X = z,)
stredna hodnota E(p(X)) ndhodnej veliciny ¢(X). Pokial nie je uvedend
podmienka splnend, hovorime, ze ¢(X) nem4 stredni hodnotu.

Pre spojiti ndahodnt veli¢inu vychadzame z definicie strednej hodnoty z rov-

nakych tivah, ale namiesto s¢itania integrujeme.



Definicia 2.14. 1. Nech X je spojita ndhodna veli¢ina s hustotou fx(z). Ak

/ " el fx(@)de < oo,

nazyvame integral

/ Ty ()da,

strednd hodnota E(X) ndhodnej veliciny X. Pokial nie je uvedend pod-

mienka splnend, hovorime, ze ndhodna velicina X nema stredni hodnotu,

jej stredna hodnota neexistuje.

2. Nech ¢(r) : R' — R! je borelovskd funkcia. Ak

/ " (@) fx (@)de < oo,

oo

nazyvame integral

| ety

[e. 9]

strednd hodnota E(p(X)) ndhodnej veliciny p(X). Ak uvedend podmienka

neplati, hovorime, ze p(X) nemé stredntt hodnotu.

Ak ndhodné veli¢ina X musi spliiat urc¢iti podmienku hovorime, ze X ma

podmienent stredni hodnotu.

Definicia 2.15. Nech A C R je borelovskd mnozina.

1. Ak X je diskrétna ndhodné veli¢ina s rozdelenim {z,} a {p,}, potom pod-
mienent stredni hodnotu ndhodnej veliciny X, za podmienky, ze X € A,
definujeme

Zi:mieA bix;

Blx|4] = St
iix, €A I



2. Ak X je spojitda ndhodna veli¢ina s hustotou fx(z), potom podmienenou
strednou hodnotou ndahodnej veliciny X, za podmienky, ze X € A, roz-

umieme

B[x|4) = —fAf"” L

Definicia 2.16. Rozptyl (variancia, disperzia) nahodnej veli¢iny X je definovany
vztahom

Var(X) = B(X — E(X))%.

Druhé odmocnina z roztylu \/Var(X) sa nazyva smerodajnd (standardnd, strednd

kvadraticka) odchylka ndhodnej veliciny X .

V praxi je casto vysledkom nadhodného pokusu usporiadana n-tica realnych
¢isel, napr. zistovanie n idajov skimaného ukazovatela. Preto je nutné definovat

ndahodny vektor.

Definicia 2.17. Nech je dany pravdepodobnostny priestor (€2, M, P). Uspo-
riadant n-ticu X = (X7, ..., X,,) ndhodnych veli¢in Xi,..., X,, definovanych na

(Q, M, P) nazyvame (n-rozmerny) nahodny vektor.

Specifickym pojmom v tedrii pravdepodobnosti je nezdvislost ndhodnijch ve-
licin.
Definicia 2.18. Nech X = { X1, ..., X,,} je systém ndhodnych veli¢in. Hovorime,
ze nahodné veliciny tohoto systému si nezdvislé, ak pre lubovolné relne x4, ..., x,,,
st nezdvislé ndhodné javy (X7 < 1),..., (X,, < x,). To znamené, Ze pre kazdé
k > 2 a kazdt k-ticu nahodnych veli¢in (X;,, ..., X;, ) vybrant zo systému X" plati

k
Fix,oxo)(@n, o ap) = HFXij (z;), pre kazdi (x4, ..., 1) € R,

j=1
kde Fix,, Xy (@1, oy ) je distribuéna funkcia nahodného vektoru (X, ..., X;, )

a F X, (x) je distribuéné funkcia ndhodnej velic¢iny Xi,j=1,.., k.
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Dolezitymi ciselnymi charakteristikami ndhodnej veliciny sa kvantily. Pouzi-

vaju sa hlavne v matematickej Statistike.

Definicia 2.19. Nech a € (0,1). a-kvantil ndhodnej veliciny X je také redlne

¢islo z,, pre ktoré plati
P(X <z,) > aasicasne P(X >z,)>1—a.

Ak distribucna funkcia Fy nahodnej veli¢iny X je spojitda a rastica vsade

tam, kde 0 < Fx(z) < 1, je a-kvantil z, jednoznacne urcéeny vzfahom
Fx(xq) = a.

V nazornom priklade z oblasti poistovnictva pouzijeme dve zname rozdelenia,
poissonove rozdelenie pre diskrétne ndhodné velic¢iny a beta rozdelenie pre spojité

nahodné veliciny.

Poissonove rozdelenie pravdepodobnosti

Poissonove rozdelenie s parametrom A mé nadhodné velicina X, ktora nado-

buda hodnoty k& = 0,1, ... s pravdepodobnostami

DU
P(X = k’) = Ee s
kde A > 0. Oznacujeme X « Po()\).

Prislusné distribu¢éna funkcia mé tvar

0, pre x < 0,
F, =
(z) { Zkgm ’]\C—I;e_)‘, pre x > 0.

Stredné hodnota poissonovho rozdelenia ma tvar F(X) = X a rozptyl ma tvar

Var(X) = A
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Beta rozdelenie pravdepodobnosti

Beta rozdelenie s parametrami a, b ma nahodna veli¢ina X

0, pre z & (0’ 1)
flz) = { L_ga=1(1 — 2)*1, prez € (0,1)

B(a,b)

kde a > 0,b > 0. Oznacujeme X « B(a,b).

Prislusné distribu¢na funkcia mé tvar

0 e )
x xr) = z\a,
%(2,1;?7 pre z € (0, 1).

Stredna hodnota beta rozdelenia ma tvar F(X) = P
_ ab
Var(X) = Grppare -

12
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3 Riziko

Mnozinu vSetkych moznych budtcich situécii urcitého procesu oznacime ().
Prvky tejto mnoziny, tj. jednotlivé situécie, ktoré mozu nastat, budeme oznaco-
vat w.

Financ¢ny dosledok realizovanej rizikovej ¢innosti pre nas zavisi na tom, ktora
z moznych situacii v budtcnosti nastane. Riziko moZno vyjadrit ako ndhodnu
velicinu X. Nahodna veli¢ina prevedie situacie na realnu os a ukaze nam zisk
alebo stratu. X (w) > 0 znamena, Ze ak nastane prave tato situécia, tak vysledkom
realizacie varianty X bude zisk, a ak nastane situdcia X (w) < 0, tak vyslekom
bude strata.

Ozna¢me mnozinu vsetkych moznych rizik, to znamené, mnozinu vsetkych
nahodnych veli¢in definovanych na pravdepodobnostnom poli (€2, M, P), pisme-
nom G. Jednotlivé rizika, tj. jednotlivé ndhodné veliciny z G, vsak potrebujeme

rozlisit na tie, ktoré sme ochotni podstupit, a na tie, ktorym sa chceme vyhnut.

3.1 Akceptacné mnoziny

Rizikové ¢innosti, ktoré sme ochotni podstupit, tvoria rizika prijatelné. Prv-

kami akceptacnych mnozin st prave tieto prijatelné rizika.

Definicia 3.1. Nech G je mnozina vsetkych ndhodnych veli¢in definovanych na
pravdpodobnostnom poli (2, M, P) . Akceptacnou mnoZinou nazveme mnozinu
A C G obsahujucu vsetky ndhodné veli¢iny, ktoré predstavuju rizika, ktoré sme

ochotni podstupit.

Mbozeme si zaviest mnoziny rizik L., L_, L__, o ktorych ihned vieme, ¢i sme
ich ochotni podstupif alebo nie.
Do mnoziny L, patria ndhodné veli¢iny dosahujice iba nezaporné hodnoty,
tj.
L, ={X €G| X(w) >0 pre kazdé w € Q}.
L. obsahuje prijatelné rizika. Co znamend, Ze nastani len situécie, ktoré nas

neohrozia, ¢ize neprinesu stratu.
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Poznamka 3.1. Bezrizikovd operdcia, ktord prindsa iba zisk a nemoze mat stratu
je arbitraz. ArbitraZe su prvkami mnoZiny L. V redlnom Zivote sa vyskytuji, ale
st krdatkodobé. Najjednoduchsou arbitrdZou je tzv. priestorovd arbitraz, ktord je
zaloZena na ndkupe urcitej meny na lacnejsom trhu a jej okamzZitym predajom na

drahsom trhu. Uvedieme si konkrétny priklad.

Priklad 3.1. Prva banka mé kurz EUR/CZK nékup - predaj: 26,040 — 26, 060.
Druha banka mé kurz EUR/CZK nékup - predaj: 26,065 — 26,085. Priesto-
rova menovd arbitraZ znamené, ze u prvej banky naktpime jeden milion eur za
26 060 000 K¢ a hned u druhej banky tento milién eur predame za 26 065 000
K¢. Tato operacia nam prinesie bezrizikovy zisk 5 000 K¢. Prilezitost arbitraze
je obchodnikmi ihned vyuzita, a tym aj nasledne odstranené. Vyplyva to zo sku-
tocnosti, Ze rasticim dopytom po mene na lacnejSom trhu sa jej cena zvysi a na-
slednym predajom na drahsom trhu rastie ponuka, a tym klesé cena meny. Kurzy
sa priblizuji a moZznost arbitraze tplne vymizne. Velky obnos petiazi neprinesie
prilis velky zisk, ale banka s niz§im kurzom v danej chvili, v tomto priklade té

druha, je stratova, lebo nezistila aktudlnu situdciu na trhu (viz[6]).

Mnozina L_ obsahuje ndhodné veli¢iny nadobtudajice nekladné hodnoty, tj.
L ={Xe€G|X(w) <0 pre kazdé w € Q}.

L_ obsahuje rizikd, ktoré nie sme ochotni podstipif, ¢ize s neprijatelné,
ale obsahuje tiez riziko, ktorého akykolvek mozny vysledok nas neovplyvni, jeho
prijatelnost nemusime riesit.

Toto riziko oznac¢ime 0 a vyjadruje degenerovani ndhodnu velic¢inu, pre ktora
plati O(w) = 0 pre kazdé w € Q. 0 je akceptovatelnd, lebo aj ked neprindsa zisk,
tak neprinasa ani stratu, znamena to, zZe nas ni¢im neohrozuje. Je to jediné riziko
s nulovou pravdepodobnostou zisku, ktoré akceptujeme. Toto riziko patri nielen
do mnoziny L_, ale patri aj do mnoziny L., ktora okrem neho obsahuje uz len
prvky prinasajuce zisk s nenulovou pravdepodobnostou.

Do tretej mnoziny L__ patria ndhodné veli¢iny dosahujtce len zdporné hod-
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noty, tj.
L _={XeG|X(w)<0 pre kazdé w € Q}.

L__ obsahuje riziké, ktoré su urcite neakceptovatelné a chceme sa im vyhnut.
Je zrejmé, ze L__ C L_.

Rozhodujica sa osoba ma vlastny postoj k riziku. Riziko pre jedného prija-
telné, moze byt pre druhého neprijatelné. Zalezi na jeho sklonu k riziku a na jeho
majetkovej situacii. Co znamen4, Ze mnozinu prijatelnych rizik si kazdy voli sam.
Jednotlivé akcepta¢né mnoziny rozumne uvazujucich oséb by v8ak mali mat ur-
¢ité podobné vlastnosti. V literattre [1] sa predpokladé, Zze akcepta¢nd mnozina

spliia nasledujice 4 axiémy. My sa im budeme teraz venovat podrobnejsie.
Axiéma 1. Akcepta¢nd mnozina A obsahuje L .

Axiéma 2. Pre akcepta¢ni mnozinu A a L__ plati

ANL__=0. (1)

Pre akceptacnii mnozinu uvazujeme axiému 2., tj. splnenie vztahu (1), ¢o zna-
mené, ze v .A mozu byt i rizika, ktoré s nulovou pravdepodobnostou nedosiahnu
zisk, ale ktorych realizdcia s nenulovou pravdepodobnostou, ktora nesmie byt
rovnéa 1, moze byt strata. V praxi tak mozeme akceptovaf i rizikd, pri ktorych sa
nestane nic¢ alebo nastane strata, ktorej hodnota nas nejako neovplyvni alebo jej
pravdepodobnost je zanedbatelna.

Typickym prikladom v oblasti poistovnictva je havarijné poistenie.

Priklad 3.2. Autu bez tohoto poistenia s urcéitou pravdepodobnostou pri vzniku
poistnej udalosti, tj. havarii, hrozi riziko skody. Uzatvorenim havarijného poiste-
nia na auto toto riziko prevedieme na nulové, lebo v pripade havarie skodu plati
poistoviia. Tento druh poistenia moze byt uzatvoreny aj so spoluticastou. Spolu-
ucast vyjadruje vysku sumy, ktorou sa poisteny podiela na poistnej udalosti. Tu

nam uz pri havarii ur¢ita strata hrozi, ale pre nas je prijatelna.
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Ak by sme cheeli rizikd, v ktorych nemozeme dosiahnuf zisk a naviac nam
hrozi urcita strata, braf ako neakceptovatelné, tak musime uvazovaf splnenie

silnejsieho predpokladu uvedeného v nasledujtcej axiome.

Axiéma 2’. Pre akcepta¢ni mnozinu A a L_ plati

ANL_=o. 2)

Axiéma 3. Akceptacna mnozina A je konvexna.

Vlastnost konvexnosti sa v literattire vyzaduje, ale moze byt v uréitych pri-

padoch sporné, ¢o si ukdzeme v nasledujicom priklade.

Priklad 3.3. Uvazujme tenisovy zapas. Chceme si stavit na jedného z tenistov
a vyhrat. Pre jednoduchost maju tenisti vyrovnané Sance zvitazit. S pravdepo-
dobnostou 0,5 vyhra prvy a s tou istou pravdepodobnostou 0,5 druhy. Remizu
neuvazujeme. Kurz na vitazstvo kazdého z hracov je 1,8. V stavkovej kancelérii
stavime ¢iastku 1 000 K¢. Spolu s poplatkami, ktoré obycajne predstavuja 10%
stavenej Ciastky, zaplatime 1 100 K¢ . Ak stavime na prvého hraca a on zvifazi,
vyhrame 1 800 K¢, ¢o pre néas predstavuje cisty zisk 700 K¢. Ale ak nas hrac
prehra, prideme o 1 100 Ké. Ak stavime na druhého hraca, mozné vysledky budu
s tou istou pravdepodobnostou rovnaké. KedZze st tieto rizikd pre nés prijatelné,
patria do nasSej akceptacnej mnoziny. Na jedného hraca stavku podame. Konvex-
nou kombinaciou rozumieme stavenie si siicasne na obidvoch hracov. Na prvého
stavime 550 K¢ a na druhého rovnaka sumu 550 K¢. Nech zapas vyhral ktory-
kolvek z nich, vysledok nasej stavky je dany néasledne: vyhrali sme 990 K¢, po
odcitani vkladu mame cisty zisk 440 K¢ a sticasne sme z prehry druhého hraca
prisli o nas vklad 550 Ké&: (990 — 550) — 550 = —110. Vysledok je ista strata
—110 K¢. Tato stavka je teda prvkom mnoziny L__, ¢o je v rozpore s axiémou 2.
Toto riziko je neprijatelné, na obidvoch hracov zaroven stavku urcite nepodame.

Akceptacnd mnozina A v tomto pripade nie je konvexna.

Axiéma 4. Akceptacnd mnozina A je pozitivne homogénny kuzel, ¢o znamena,
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7e ak X € A, tak pre kazdé ¢ > 0 je i prvok ¢- X z A.

Tato vlastnost by sa mohla zdaf tiez spornd, ale ukdzeme si, Ze nie je. Problém

si vysvetlime na priklade hry s dvomi tenistami z prikladu 3.3.

Priklad 3.4. Uvazujme stavku z prikladu 3.3., kde stavime 1 000 K¢ a vysledky
modzu byt zisk 700 K¢ alebo strata 1 100 Ké. Tym, Zze podstipime takato stavku,
jej riziko sa stava akceptovatelnym. Dalej presktimame, ¢o sa stane, ak nahodn
veli¢inu V, ktora predstavuje vysledok stavky, ktory moze byt aj zaporny, vy-
nasobime kladnym c¢islom c. Zmeni sa nam stavena ciastka a aj hodnoty vyhry
a prehry. Ak je ¢ < 1, ¢iastky sa zmensia, a ak je ¢ > 1, c¢iastky sa zvicsia.
Zvolime ¢ = 1 000. Hodnota mozného cistého zisku bude 700 000 K¢, ale hod-
nota straty je 1 100 000 K¢é. Mozn4 strata je prili§ vysoka, a mohla by ndm prist
neakceptovatelna.

Dolezité je vSak uvedomit si, Ze posudenie, ¢i je toto riziko pre nés akcep-
tovatelné alebo nie, zévisi na naSej financ¢nej situécii. Majme volny kapital K
v hodnote 100 000 K¢. Riziko stavky v skuto¢nosti posudzujeme podla ndhodne;j
veli¢iny K+V, ¢ize podla nasho kapitalu spolu s vysledkom stavky. Prva situécia
s vyhrou 700 K¢ a stratou 1 100 K¢ je akceptovatelné riziko. Druhd situdcia s vy-
hrou 700 000 K¢ a stratou 1 100 000 K¢ by ndm po vynasobeni K4V konstantou
¢ = 1 000 prisla tiez ako akceptovatelné riziko, lebo by sa nam tisickrat zvysil
i volny kapital. Rizikd takejto stavky teda patria do akceptacnej mnoziny, a to

znamend, ze tato akceptacnd mnozina je pozitivne homogénny kuzel.

Poznamka 3.2. Vsetky mnoziny rizik, ktoré mozu byt pre niekoho akceptacnymi,
tj. splriaji axiomy 1., 2., 8., 4., budi tvorit triedu akceptacnijch mnozin Ag. Ak
naviac mnoZiny rizik spliiaji axiomy 1., 2°., 3., 4., budi tvorit triedu akceptacnyjch

mnozin oznacent Ag. Je zrejmé, Ze Ay C Ag.

3.2 Miery rizika

Ak sa chceme rozhodovat na zéklade rizika, musime ho vediet zmeraf, to

znamend, musi existovat miera, ktora toto riziko kvalifikuje. V praxi nés zau-
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jimaja iba miery rizika, ktoré urcuju riziko ¢iselne a primeranym spdsobom ho

ohodnocuju.

Definicia 3.2. Nech R* je rozsirend redlna os, tj. R* = R U {£o0}, zobrazenie

p: G — R* nazveme mierou rizika .

Poznamka 3.3. Miera rizika je definovand ako lubovolné zobrazenie z mnoZiny
vSetkych moznych rizik G do mnozZiny redlny cisiel. V literatire [1] sa wvaZuje
toto zobrazenie do mnoZiny R. My budeme podla literatiry [2] uwvaZovat R*, kde

nevlastné hodnoty predstavuju Specifické pripady, o ktorych sa neskor zmienime.

Poznamka 3.4. Priradenie jedného ¢isla cez mieru rizika moZe znamenat urciti
stratu informdcii o tomto riziku. Avsak skutocné rozhodnutie, ¢i riziko prijat alebo
nie, md v podstate len dve moznosti, a to dno alebo nie. Toto rozhodnutie sa

obycajne realizuje na zaklade jednej ciselnej charakteristiky.

Pre kazdé riziko patriace do G reprezentované ndhodnou veli¢inou X, p(X)
predstavuje ocenenie tohoto rizika, a tym tieZ vyjadruje jeho rizikovost. V uz
spominanych literattirach [1] a [2] sa dalej miere rizika prisudila nasledujtca in-
terpretacia: ked je miera rizika p nekladna, tak je toto riziko akceptovatelné, a
ked je p kladna, tak je riziko neakceptovatelné.

Tato interpretacia ukazuje, ze vyssia hodnota miery rizika odpoveda vyssiemu
riziku, a tiez naopak, ¢im nizSia hodnota miery rizika, tym nizsie riziko.

Pokial sa budeme riadif touto interpretaciu a pozname akceptacnii mnozinu

A, tak modZeme mieru rizika definovat ako ”vzdialenost” rizika od prijatelnosti.

Definicia 3.3. Miera rizika priradend akceptac¢nej mnozine A je zobrazenie z mno-

ziny G do R* oznacené p4(X) také, ze pre kazdé X € G plati

pa(X)=inf{meR" | m+ X € A}. (3)

Vysvetlime si tito definiciu na nasledujtcich prikladoch.
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Priklad 3.5. Prvé ¢innost, ktorej jedinym moznym vysledkom je strata —100 K¢,
ma riziko neprijatelné a jej miera rizika sa rovna 100. Ked tuto hodnotu pripo-
¢itame k vysledku prvej ¢innosti, stdva sa jej riziko prijatelné. Z toho vyplyva,
Ze ¢innosti s kladnymi hodnotami mier rizik neakceptujeme. Hrani¢nym bodom
je 0, kde ¢innost s touto mierou rizika rovnou 0 neprinaSa ziaden zisk a nehrozi
z nej ziadna strata. Druhé ¢innost méa jediny mozny vysledok zisk 100 K¢. Jej ri-
ziko je prijatelné, miera rizika je —100, a preto vysledok takejto ¢innosti moézeme
0 100 K¢ znizit a stéle pdjde o prijatelné riziko. Cinnosti so zapornymi hodnotami

mier rizik st urcite prijatelné.

Priklad 3.6. Poistoviia ma urcit vysku vlastného kapitalu. Na zaklade uzavre-
tych poistnych zmluv vybera stanovené predpisané poistné. S urcitou pravdepo-
dobnostou v budiicnosti vzniknii poistné udalosti a bude musief vyplatit poistné
plnenia, ktorych velkost v tejto chvili nepozna. Nahodnou veli¢inou X je pre
nas sucet vlastného kapitalu a predpisaného poistného minus poistné plnenia.
Regulator v oblasti poistovnictva! uréuje prijatelnt vysku kapitalu v poistovni,
ktory zarucuje jej solventnost. Akt velkui ¢ast kapitalu musime dodat, aby X
bola akceptovatelna, ukazuje miera rizika pa(X). Ak je p4(X) > 0, ¢o pred-
stavuje neprijatelnost, m urcuje infimum z c¢iastky, o ktort musi byt navyseny
vlastny kapital poistovne, aby sa X stala akceptovatelnou. Ak p4(X) < 0, tak
m urcuje supremum z Ciastky, o ktort ked znizime vlastny kapital poistovne, X
bude este stale akceptovatelna. V kapitole 4.3 tejto préace bude rieseny priklad,

ktory sa venuje tejto problematike.

Poznamka 3.5. Nevlastné hodnoty R* interpretujeme ndsledovne: miera rizika
rovnd oo predstavuje uplni neprijatelnost, lebo neexituje hodnota m, ktori ked
k nej priddme, bude jej riziko prijatelné. Plati to aj opacne. Ak bude miera rizika
rovnd —oo, ¢o predstavuje uplni prijatelnost, neexistuje hodnota m, ktori ked

od nej odpocitame, tak sa riziko stane neprijatelnym.

V praxi mozeme uvazovat nekoneéne mnoho rizik, ¢o znamenad, Ze urcenie ak-

'Regulatorom oblasti poistovnictva je v Ceskej republike Cesk4 narodna banka a na Sloven-
sku Narodnda banka Slovenska.
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ceptacnej mnoziny vymenovanim prvkov je v podstate nemozné. Opacny postup,
kedy mame dant funkciu predstavujicu nasu mieru rizika a akcepta¢ni mnozinu

tvoria také rizika, ktorych miera je nekladna, sa teda ukazuje ako lepsi.
Definicia 3.4. Akceptaéna mnozina spojenda s mierou rizika p je mnozina

A, = {X € G| p(x) < 0}. (4)

3.3 Koherentné miery rizika

Ak& miera rizika znamenda spravne rozhodnutie pre rozhodujicu sa osobu?
Odpovede sa z teoretického a praktického pohladu roznia. V praxi st najviac
pouzivanymi mierami volatilita a value at risk. Tedria vsak varuje, ze bezne po-
uzivané miery mozu vytvarat dalSie rizikd. Tu vznikaji priciny pre vyvinutie
urcitej tedrie miery financ¢ného rizika, ktord vymedzuje pravidla idedlne; miery
rizika a posudzuje zauzivané varianty z vymedzeného kriteridlneho hladiska.

Volatilita sa najcastejsie vyjadruje ako smerodajnd odchylka potencialnych
vynosov a strat. S rozvojom teodrie portfélia v 50. — 70. rokoch 20. storocia sa
zacala jej kritika vhodnosti. V tomto obdobi zo snahy zoradit varianty rozhodo-
vania v prostredi neistoty, vznikli prvé ivahy zalozené na kritériu stochastickej
dominancie.

V polovici 90. rokov 20. storocia, v obdobi velkého zdujmu o value at risk,
zacina tsilie zaviest pojem miery rizika, definovat jej vhodné vlastnosti a zistif
zname miery rizika z hladiska stanovenych vlastnosti. Stt dva rozhodujice po-
kusy o formulovanie idedlnej miery rizika. V roku 1997 skupina autorov Artzner,
Delbaeu, Aber a Heath uviedli axiomaticki koncepciu idealnej miery rizika ur-
¢ent koherentnostou, ktorej sa budeme dalej venovat. Neskor v roku 2006 na
zéklade porovnavania niektorych mier rizika bola stanovena ako poziadavka ide-
alnej miery rizika jej konzistentnost so stochastickou dominanciu (viz[5]). Kon-
zistentnostou sa zaoberat v tejto praci nebudeme, ale Citatel sa o nej blizSie moze
dozvediet v ¢lanku [2].

V roku 1999 Artzner, Delbaeu, Aber a Heath predstavili koncepciu koherent-

nych, ¢ize rozumnych mier rizika. ” Rozumnostou” miery rizika myslia skuto¢nost,
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ze A, patri do Ag. Najprv si predstavime jednostlivé vlastnosti, ktoré by taka
rozumné miera rizika mala spliiaf. Pre jasnost budeme nasledujiice axiémy ozna-

Covat pismenami.

Axioma T. (Transla¢nd invariantnost) Pre kazda ndhodna veli¢inu X € G a

pre kazdé a € R plati

p(X +a) = p(X) — a. (5)

Tato axiéma znamend, ze pripocitanim istej hodnoty k vysledku rizikovej

¢innosti, zmenime mieru rizika prave o tuto hodnotu.

Priklad 3.7. Transla¢né invariantnost je ukdzand v priklade 3.6. a tato vlastnost
znamena, ze navysenie vlastného kapitalu, ktory je stcastou ndhodnej veliciny
X, o hodnotu a znamena rovnocenné znizenie poziadavku regulatora o tito hod-
notu a. Napriklad, ak vlastny kapital zvysime o a = 1 000 000 K¢, tak poziadavka
sa znizi o 1 000 000 K¢. A naopak, ak vlastny kapital znizime o a = 1 000 000 K¢,
poziadavkou bude jeho navysenie o 1 000 000 K¢.

Axiéma S. (Subaditivita) Pre vSetky nadhodné veli¢iny X; € G a X, € G
plati
p(X1 + Xz) < p(X1) + p(Xa). (6)

Vlastnost subaditivity hovori, Ze miera rizika celku je mensia alebo rovnako

velkd ako sucet mier rizik jeho jednotlivych c¢asti.

Priklad 3.8. Tuto vlastnost si vysvetlime na ¢innosti upisovatelov (underwri-
terov). Veduci poistovne rozdeli kapital niekolkym upisovatelom, a ti za istych
podmienok, ktoré na zaklade informacii o firmach oni sami urcia, uzavra poistné
zmluvy s tymito firmami. Kazdy upisovatel musi zmluvy upisaf tak, aby prijaté
riziko, ktoré tieto zmluvy obsahuji, bolo prijatelné vzhladom k vyske jeho kapi-

talu. Pokial plati vlastnost subaditivity, tak po upisani celého zvereného kapitéalu,
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mé spojenie suborov zmluv od jednotlivych upisovatelov riziko prijatelné vzhla-
dom k celkovému kapitalu, ktory mali upisovatelia rozdeleny. Poistovni tak staci

kontrolovat iba samostatnych upisovatelov.

Priklad 3.9. Prikladom je tiez pravidlo diverzifikacie rizika portfdlia, ktory naj-
deme v literattre [2]. Znamen4 to, Ze riziko celého portfélia je mensie alebo rov-
nako velké ako sucet jednotlivych rizik jeho Giastoénych portfélii. Ak by tato
vlastnost neplatila, vyhodnejsie by pre néas bolo portfélio rozdelit na mensie ¢asti.
Podobny priklad je uvedeny v literattre [1], kde sa pojednéva o firme, pre ktort
v pripade, Ze neplati subaditivita, je lep$ie rozdelif sa, lebo jej oddelene pracujice

casti by tak boli menej rizikové.

Axiéma PH. (Pozitivna homogenita) Pre kazda ndhodnt veli¢inu X € G a
pre kazda A > 0 plati
p(AX) = Ap(X). (7)

Vlastnost pozitivnej homogenity znamend, ze ak zmenime proporcionélne ob-
jem finan¢nych prostriedkov, ktoré mame v portféliu, pri nezmenenej relativne;j

Struktire, rovnako imerne sa zmeni i rizikovost portfélia (viz[2]).

Axiéma M. (Monoténia) Pre vSetky ndhodné veliciny X; € G a X, € G
také, ze P(X; < X,) = 1, plati

p(X1) < p(Xa). (8)

Vlastnost monoténie vyjadruje, Ze ak v jednom nami zvolenom portféliu st
za vSetkych okolnosti straty vyssie a zisky nizsie ako v druhom portféliu, tak i

riziko prvého portfélia je vicsie ako riziko druhého portfélia (viz[2]).

Axiéma R. (Relevancia) Pre kazda nahodnu veli¢inu X € G, kde X # 0 a
P(X <0) =1, plati
p(X) > 0. (9)
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V nasledujucich vetach si ukazeme, ze vyssie uvedené vlastnosti koresponduja

s vlastnostami uvazovanymi pre "rozumni” akceptaénii mnozinu.

Veta 3.1. Ak mnozina B spliia axiémy 1., 2., 3. a 4., tj. patri do triedy akcep-
tacnych mnozin Ag, miera rizika pp je koherentnd. Navyse A,, = B, ¢o je uzdver

mnoziny B.
Dukaz: Viz[l]. =

Veta 3.2. Ak miera rizika p je koherentna, potom akceptacna mnozina A, je

uzavretd a patri do Ag. NavySe p = py4,.
Dukaz: Viz[l]. =

Veta 3.3. Ak mnozina B spliia axiémy 1., 2°., 3. a 4., potom pgp je koherentné
miera rizika spliiujiica naviac axiému R. Ak koherentnd miera rizika p spliia

axiému R, potom akceptacna mnozina A, patri do Ajg.

Dukaz: Viz[l]. =
Z vyssie uvedenych viet plynie vyber axiéom, ktoré by uz spominané kohe-

rentna miera rizika mala spliiaf.

Definicia 3.5. (Koherencia) Mieru rizika spliujicu 4 axiémy: translacni inva-
riantnost, subaditivitu, pozitivnu homogenitu a monoténiu, nazveme koherent-

nou mierou rizika.

Relevancia nemusi byt ako koherentna vlastnost, ak by sme uvazovali silnejsiu

axiomu 2’., ktora bola vysvetlend v priklade 3.2. o havarijnom poisteni.
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4 Value-at-Risk a Podmienena Value-at-Risk

V tejto kapitole si predstavime jedny z najpouzivanejsich mier rizik, Value-
at-Risk a podmienenti Value-at-Risk, a budeme sa zaoberat ich koherentnostou.

Thato problematiku si ukazeme na nazornom priklade.

4.1 Value-at-Risk

Value-at-Risk (VaR) je vyznamnou mierou rizika, ktora je v sucasnosti ¢asto
vyuzivand obchodnikmi s derivatmi, finanénymi investormi, ale aj nefinan¢nymi
podnikmi. Koncom 80. rokov bola prvykrat pouzita americkymi finanénymi insti-
ticiami na meranie rizika ich portfolii. Jej zakladom je stanovenie hodnoty krité-
ria, ktora bude prekrocena alebo nedosiahnuté za urcity casovy interval s vopred

urcenou pravdepodobnostou.

Poznamka 4.1. V dalsom texte budeme uvaZovat opacni interpretdiciu nahodnej
veliciny ako doposial a to, Ze pri realizdcii nahodnej veliciny X jej kladné hodnoty

budi predstavovat stratu a zdaporné hodnoty zisk.

Definicia 4.1. (Value-at-Risk) Nech oo = (0,1). VaR,, ndhodnej velic¢iny X defi-
nujeme

VaR,(X) =inf{z | P(X <z) > a}.

Value-at-Risk (VaR,) je definovana ako jednostranny a-kvantil spolahlivosti
moznych strat hodnoty portfélia pocas urcitej doby drzania. To znamena, ze ak
mame 95 %-ny VaR portfélia rovny 100 000 K¢, tak s 95 %-nou pravdepodob-
nostou hodnota straty nepresiahne 100 000 K¢ v urcitej danej dobe.
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<
zisk 0 VaR strata

Obr.1: Funkcia hustoty zisk/strata 1

Miera rizika VaR,, spliia transla¢nt invariantnst, monoténiu a pozitivnu ho-
mogenitu, avsak z ¢lanku [1] zistime, Ze miera rizika VaR,, niekedy nespliia vlast-
nost subaditivity, a to znamen4, Ze nie je koherentnou mierou rizika. Naviac VaR,,

.....

vyplyva otazka jej déveryhodnosti.

V nasledujicom priklade si ukdZzeme nesplnenie subaditivity mierou rizika

VaR,,.

Priklad 4.1. Pozi¢iame urcitu ¢iastku penazi dlznikovi. Nech nahodnéa velic¢ina
X oznacuje velkost nasej straty. X nadobtda s pravdepodobnostou 0,99 hodnotu
0, to znamen4, ze nam dlznik ¢iastku vrati, a s pravdepodobnostou 0,01 hodnotu
danej ciastky v pripade, ze dlznik tato ciastku nevrati. Mieru rizika VaR,, mame
definovant na hladine a@ = 0,95. Pravdepodobnost, Ze pozi¢anu ¢iastku dlznik

vrati je vyssia ako hladina o = 0, 95, ¢ize miera rizika bude
VaR0,95(X) = 0.

Dann ciastku poziciame viacerym dlznikom. Jednotlivych dlznikov, ktorym ta
danu c¢iastku poziciame, oznacime ako nahodné veliciny X, Xo, ..., X,,. Budeme
predpokladat nezavislost tychto ndhodnych veli¢in, ¢o znamend, Ze jeden splati

¢iastku nezavisle na tom, ¢i splati druhy. Pre kazdého samostatného i-tého dlznika
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plati VaRg g5(X;) = 0. Stcet vSetkych takychto mier rizik jednotlivych dlznikov
teda je

ZV&R0795(XZ‘) = 0
i=1

Dalej postupne vypocitame pravdepodobnosti hodnot VaRg g5 pre 2 dlznikov,
3 dlznikov, az n dlZznikov, ktorym pozi¢iame dant Giastku penazi. Budeme pocitat
dovtedy, kym pravdepodobnost vratania vSetkych periazi bude mensia ako 0,95.

Téato pravdepodobnost uréi pocet dlznikov n, pre ktory VaRg g5 je uz nenulova.

2 3
P}~ X;=0)=0,980,P()_ X; =0) = 0,970,

i=1 =1

4 5

P(> " X;=0)=0,961,P()_X; =0)=0,951,

i=1 =1

vSak klesne pod hodnotu 0,95, tak miera rizika VaRg g5 bude nenulova. Sest dlZni-
kov je minimalny pocet, pre ktory je pravdepodobnost vratenia vSetkych penazi
uz mensia ako hodnota 0,95. V tomto pripade vlastnost subaditivity nie je spl-
nena, ¢o znamena, ze hodnota miery rizika stctu je vécsia ako sticet samostanych

hodn6t mier rizik. Pre kazdé n’ > 6 plati

VaRa(nZ X;) > "Z VaR(X;).
i=1 i=1

Poznamka 4.2. Miera rizika VaR, sa ukazuje ako nekoherentnd, a aj napriek

tomu je casto pouzivanym ukazovatelom v oblasti rozhodovania a analyzy rizika.

Dalej si predstavime metédy, ktorymi ttto mieru rizika uréime. Tradiénymi
sposobmi vypoctu VaR,, su:
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1. historicka simulacia,
2. varian¢no-kovarianéna metéda (nazyvana tiez analytickd metdda),

3. Monte Carlo simulacia.

Hlavnym rozdielom medzi jednotlivymi metédami je problém odhadu rozde-
lenia zmien hodnoty portfélia.

O historickej simulacii a variancéno-kovarianénej metéde sa Citatel blizsie do-
Cita v literatture [4]. Teoreticky najlepSou metédou je simuldcia Monte Carlo,
ktort si dalej blizsie predstavime.

Pri simulécii Monte Carlo zvolime Tubovolné rozdelenie, o ktorom si myslime,
ze bude vhodné na popisanie budtcich zmien rizikovych faktorov. Vyber vhod-
ného rozdelenia a jeho parametrov je ¢ast, ktorou sa simuldcia Monte Carlo od-
lisuje od predchédzajicich dvoch metéd. Ked vyberieme vstupné rozdelenia, vy-
uzitim pseudo-nahodnych ¢isel vygenerujeme tisice predpokladanych zmien trho-
vych faktorov. Nasledne ich pouzijeme na zostrojenie tisicok ocakavanych ziskov
a strat daného portfélia. VaR,, uréime ako opa¢nt hodnotu empirického (1 — «a)-
percentilu, to znamend, ze o % nasich hodnot je z naseho pohladu horsich.

Problémom simulacie Monte Carlo moze byt jej ¢asova naro¢nost a hlavne

tato metdda vyzaduje vela sktisenosti a profesionality od jej autorov (viz[4]).

4.2 Podmienena Value-at-Risk

Lepsiou mierou rizika sa ukazuje podmienena Value-at-Risk (Conditional Va-
lue-at-Risk, CVaR), pretoze na rozdiel od VaR, CVaR je koherentnou mierou
rizika, lebo spliia vSetky §tyri axiémy: transla¢nii invariantnost, monoténiu, pozi-
tivnu homogenitu a aj subaditivitu (viz[1]). Miera rizika CVaR je definované ako
podmienen strednd hodnota jednostranného intervalu [VaR,,, +00), v ktorom sa

realizuje strata.

Definicia 4.2. (Podmienené Value-at-Risk) Nech o = (0, 1). Miera rizika CVaR,,
je definovana

CVaR,(X) = E[X | X > VaR.(X)].
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>
zisk 0 VaR, CVaR, strata

\/
Obr.2: Funkcia hustoty zisk/strata 2

Poznamka 4.3. CVaR, je podmienend strednd hodnota strat vicsich ako VaR,

a plati Var,(X) <CVaR,(X).
V dalsom priklade si ukdZeme splnenie subaditivity mierou rizika CVaR,,.

Priklad 4.2. Budeme vychadzat z predchadzajiceho prikladu 4.1. Pozi¢iame
dlznikovi konkrétnu c¢iastku penazi v hodnote 100 K¢. Predpokladdme nahodnt
veli¢inu X, ktora predstavuje velkost nasej straty. Ndhodné veli¢ina X nadobudne
hodnotu 100 s pravdepodobnostou 0,99, kedy ndm dlznik vrati celi pozi¢ant
¢iastku penazi a hodnotu 0 s pravdepodobnostou 0,01, kedy nam tato ¢iastku
nevrati. CVaR,, definujeme na hladine spolahlivosti o = 0, 95. Pre jedného dlznika

bude miera rizika

1 1

Pozic¢iame ciastku 100 K¢ Siestim dlznikom. Jednotlivych dlznikov oznac¢ime
ako nahodné veli¢iny X, Xy, ..., X¢ a tiez predpokladédme ich nezévislost. Ako
sme uz vypocitali, pre jedného dlZznika je CVaR g5 = 20, a preto stucet takychto

mier rizik Siestich jednotlivych dlznikov je
6
D CVaR,(X;) = 6-20 = 120.
i=1

Dalej zistime mieru rizika pre vsetkych Siestich dlznikov spolu. Budeme pocitat

. .. 6 v v v . , AN
mieru rizika CVaRg o5 > ., (X;). Uvazujeme vSetky moznosti, ktoré mozu nastat,
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¢o znamena, ze nam tuto ¢iastku penazi vratia vsetci dlznici, nevrati jeden dlznik,

nevratia dvaja dlznici, az ndm ju nevratia vsetci siesti dlznici.

~0,99°-0,01°-0  0,99°-0,01" - (%)

6
CVaR X,
aRogs Y (X)) 1209 7 1209

i=1

_|_

0,99*-0,01°- (5)  0,99°-0,01°- (5) ~0,99%-0,01*- (f)
=09  1-09 ' 1-09%

+

1. 5. (6 0. 6. (6
0,99'-0,01° - (7) L 0,99°-0,01 ) 190
1-0,9 1-0,95

Z toho vyplyva

6 6
CVaRo () X;) = CVaR.(X)).
=1

i=1

V tomto pripade CVaR g5 vlastnost subaditivity splia.

4.3 Vyuzitie VaR a CVaR v oblasti poistovnictva

Ukéazeme si praktické vyuzitie VaR,, a CVaR,, v priklade z oblasti nezivotného

poistenia, Specialne poistenia objektu proti poziaru.

Poistoviia sa rozhodla poverif troch underwriterov zjednanim zmlav s pod-
nikmi v oblasti nezivotného poistenia, a to konkrétne uzatvorenie poistenia proti
poziaru budov, ktoré podniky vlastnia. Na tto ¢innost mé poistoviia k dispozicii
vlastny kapital VK v hodnote 70 000 000 K¢. Tento kapital rozdeli jednotlivim
underwriterom, ktorych oznac¢ime U;, Uy a Us. Vsetkych underwriterov spolu
budeme znacit U. Prideleny kapital jednotlivym underwriterov oznac¢ime VK;,
1 =1,2,3. Plati VK; 4+ VK3 + VK3 = VK.

Kazdy z underwriterov upiSe urcity pocet zmlav, ozna¢me ich ny, ny a ngs.
Prvy underwriter uzavrel 15 poistnych zmliv, druhy uzavrel 20 poistnych zmlav

a treti underwriter uzavrel rovnako ako prvy 15 poistnych zmlav. Poistné zmluvy
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sa uzatvaraja na obdobie 1 roku a hodnoty ich poistnych ¢iastok st uvedené v mi-
libnoch K¢. Poistnii sadzbu [, ktora je uvedena v promile, si kazdy underwriter
stanovi pre jednotlivé poistné zmluvy sdm. V nasom priklade sme zvolili poistni
sadzbu 8 = 0,008, ktora je rovnaka pre vSetky zmluvy kazdého z underwriterov.
Poistné sa tak vypocita ako poistna sadzba z poistnej ciastky a pre jednotlivych
underwriterov ho oznac¢ime ako poistné;. Poistnu c¢iastku z j-tej zmluvy od i-tého
underwritera za 1 rok oznacime PC;, 7=1,2,....n;.

Pre jednoduchost budeme uvazovat, Ze vSetky zmluvy maji rovnaké para-
metre a lisia sa len v poistnych c¢iastkach. Pocet poistnych plneni z jednej zmluvy
za 1 rok je vyjadreny ndhodnou veli¢inou N; s poissonovym rozdelenim s para-
metrom A = 0,001, ¢ize Nj «~ Po(0,001). Vyska skody poistnej udalosti Si{m},
k=12, ...,N]?, nech méa beta rozdelenie s parametrami a = 0,5, b = 0,5, ¢ize

’{j S B(0,5, 0,5). Jej hodnota je vyjadrend ako percento z poistnej ¢iastky.

3.5

3

257

2 L

1.5¢

1 L

0.5 ' ' ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Obr.3: Beta rozdelenie so skodovymi extrémami pre a = 0,5, b =0,5

Poistné plnenie z j-tej zmluvy u i-tého underwritera za 1 rok oznacime X a

vypocitame ho ako

v,
X;=PC;-> Sy
k=1
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Poistné plnenie pre kazdého z underwriterov PP; je
PP; =) X,
j=1

teda stucet plneni z jednotlivych zmlav. Celkové poistné plnenie PP vypocitame

ako sucet tychto poistnych plneni od jednotlivych underwriterov

3
PP::E:PP%
=1

Kalkulované naklady na spravnu réziu, tj. na ¢innost poistovne, budia pred-
stavovat 25% z vybraného poistného. Podla Solvency II? je miera rizika VaR,, de-
finovana na hladine spolahlivosti a = 0,995. VaR,, budeme porovnavat s CVaR,,,
ktort uréime tiez na hladine spolahlivosti o = 0,995. CVaR 995 vypocitame ako
aritmeticky priemer z hodnot vyssich ako VaRy ggs.

Nahodnéa veli¢ina V;, kde i = 1,2, 3, vyjadruje postacitelnost vlastného ka-
pitalu i-tého undrewritera, z ktorej budeme pocitat miery rizika. Tato ndhodné

veli¢ina je urcena ako
Vi = PP; — poistné, - (1 — 0,25) — VK.

Zaujima nas tieZ nédhodné veli¢ina V', ktorda vyjadruje postacitelnost vlast-
ného kapitalu poistovne a rovnako tiez vypocitame miery rizika, ktorymi zistime

rizikovost vSetkych stiborov zmlav spolu. Nahodnu veli¢inu V' vypocitame ako
V=Vi+Va+ V.

Nasou tlohou je vypocitat VaRg g95(V;) a CVaRgg95(V;) pre subory uzavre-
tych poistnych zmlav od jednotlivych underwriterov a VaR g95(V) a CVaRg g95(V)
pre tieto sibory underwriterov spolu. Dosiahnuté vysledky budeme potom po-

Yo 4
rovnat a analyzovat.

.....

stability trhu vdaka vysSej kvalite hodnotenia rizik a efektivnemu umiestneniu kapitalu. Sol-
vency II sa bude zavadzat na poistny sektor v celej Eurépskej tinii a umozni tak vytvorenie
jednotného trhu poistnych sluzieb|[7].
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Pri rieseni prikladu sme pouzili pocitacové programy MS Excel a MATLAB.
V prilohe na CD-ROM je uvedeny m-file sibor pouzity k rieseniu prikladu. Na
vypocet su pouzité simulacie Monte Carlo.

Zacneme navolenim poistnych ciastok. Zjednané poistné c¢iastky na poistnych
zmluvach od jednotlivych underwriterov st uvedené v tabulke 1. Po nacitani
tychto poistnych ¢iastok do prilozeného stiboru, program prevedie 10 000 simulacii
poistnych plneni, z ktorych nésledne vypocita VaR a CVaR pre jednotlivych

underwriterov i pre vSetky uzavreté poistné zmluvy dohromady.

Tabulka 1: Poistné ¢iastky z uzavretych poistnych zmlav

PC v miliénoch K¢
[ Ui [ Uz [ Uy
1. 1 10 | 10 | 10
2.1 15 | 15 | 15
3.1 34 | 34 | 34
4. | 13 | 13 | 13
5 1 17 | 21 | 21
6. | 15 | 20 | 20
7. 8 31 | 31
8. | 24 9 9
9. 137 | 11 | 11
10. | 13 | 17 | 102
11.] 13 | 15 | 99
12. | 67 8 15
13. [ 130 | 37 8
14. 1102 | 13 | 310
15. | 500 | 13 | 250
16. 9
17. 450
18. 130
19. 300
20. 99

Z vyssie uvedeného vypoctu sme zistili hodnoty VaRg g95(V;) a CVaRg g95(V;),
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¢o st miery rizika samostatnych suborov uzavretych zmlav od jednotlivych under-
writerov, a tiez hodnoty VaRgg95(V) a CVaRgg95(V), ¢ize miery rizika vSetkych

stiborov uzavretych zmlav. Tieto hodnoty st uvedené v tabulke 2.

Tabulka 2: Hodnoty mier rizik VaR a CVaR

| | VaRoges | CVaRoges |

U; | -10 804 564,76 | 74 906 508,33
Us | -19 796 117,99 | 91 904 263,01
Us | -9 053 731,32 | 63 202 340,31
U | 4675967,13 | 151 894 840,11

7 dosiahnutych vysledkov pri zvolenych hodnotach parametrov vidime, ze
miery rizika samostatnych siborov od jednotlivych underwriterov Uy, Uy a Ug,
merané pomocou ukazatela VaR, st zdporné. Znamend to, ze jednotlivé stibory
zmlav by boli prijatelné a samostatne by underwriteri poziadavku postacitelnosi
vlastného kapitalu splnili. Avsak doélezité je vsimnut si celkovit VaRg g95(V') zo sti-
borov zjednanych zmluv spolu. Jej hodnota je kladna, ¢ize stibor vsetkych zmlav
od kazdého z underwriterov by poziadavku postacitelnosti vlastného kapitalu ne-
splnil. Z toho plynie, Ze pri hodnote VaRggo5(V) =4 675 967,13, by poifovia
nesplnila podmienky vykézania solventnosti v ramci Solvency II. VSimnime si
tiez, ze sucet mier rizik jednotlivych stborov je mensi ako miera rizika suctu
tychto siborov, ¢o ukazuje nesplnenie vlastnosti koheretnych mier rizika - suba-
ditivity. Zistili sme, ze miera rizika VaR moze v urcitych Specialnych pripadoch
sposobovat problémy.

Dalej sme vypocitali hodnoty miery rizika CVaRgggs. Celkova miera rizika
CVaRg g95(V') je kladna. Ale rozdiel od predchadzajicej miery rizika VaRg g5 Vi-
dime na vypocitanych mierach rizika CVaRg g95(V;) jednotlivich underwriterov
Ui, Uy a Us, ktoré st uz kladné. V pripade, Zze by poziadavku postacitelnosti
vlastného kapitalu urcovala miera rizika CVaR, underwriteri, ¢i uz samostatne

alebo spolu, by ju nesplnili. Mozeme si vSimnif, ze CVaR je subaditivni. Z jej
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dosiahnutych hodnot ale vidime, ze ako poziadavka postacitelnosti vlastného ka-
pitalu je prili§ vysoké a jej splnenie by bolo pre poistoviiu velmi néroc¢né.

Pri hodnotéach, ktoré sme sami zvolili, vidime rozdielnost skiimanych mier ri-
zik VaR a CVaR. Zistili sme, ze Value-at-Risk moze byt v urcitych Specifickych
situdciach nespolahliva a ukédzali sme naro¢nost podmienenej Value-at-Risk. Na-
priek tomu st vsak obe tieto miery rizik Casto vyuzivané v réznych oblastiach

rozhodovania.
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5 Zaver

V bakalarskej préci sme sa venovali prijatelnosti rizik, koherentnym mieram
rizika a ukazali sme si vyuzitie vybranych mier rizika Value-at-Risk a Podmiene-
nej Value-at-Risk.

Cielom prace bolo zistif a skiimat zdkladné vlastnosti skupiny prijatelnych
rizik, ¢ize akcepta¢nych mnozin, predstavit koherentné miery rizika a v ndzornom
priklade ukézat vyuZitie a porovnanie mier rizika Value-at-Risk a Podmienene;
Value-at-Risk.

Z vysledkov nazorného prikladu nezivotného poistenia, poistenia objektu proti
poziaru, sme zistili, Ze Value-at-Risk a Podmienena Value-at-Risk sa mozu lisit.
Vysledky st v8ak ovplyvnené volbou parametrov, sadzieb, uzavretych poistnych
Clastok a samozrejme nadhodou. Nikdy nebudeme poznaf vSetky situacie, ktoré
v budiicnosti nastant. AvSak mdZeme ich odhadnit a uréitymi mierami s vysokou
pravdepodobnostou ohodnotit a nasledne sa na zaklade dosiahnutych vysledkov
¢o najrozumnejsie rozhodnut.

Existuje vela mier rizik a urcite by bolo zaujimavé venovat sa tejto problema-
tike dalej. Anglicky ¢lanok Coherent measures of risk, z ktorého sme pri pisani
prace vychadzali je naro¢ny, ale velmi zaujimavy.

Téma mojej bakalarskej prace sa mi paci a pri pisani prace som lepsie pocho-
pila vlastnosti akceptacnych mnozin a koherentnych mier rizika, naucila som sa
pracovat s mierami rizika Value-at-Risk a Podmienenou Value-at-Risk a zozna-

mila som sa s matematickym software MATLAB.
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