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Abstrakt

Téato praca sa zaobera existenciou periodickych rieseni nelinearneho modelu matematic-
kého kyvadla so spojitou, neparnou a periodickou pravou stranou. V praci je odvodena
diferencialna rovnica vychylky kyvadla a prislusny okrajovy problém je prevedeny na
integralnu rovnicu. Tato rovnicu zaradime do SirSej mnoziny integralnych rovnic (Ham-
mersteinovych). Na tieto rovnice s aplikované vety o pevnom bode, ktorych désledkom
je existencia, resp. jednoznacnost riesenia. Tieto vysledky st aplikované na model mate-
matického kyvadla a je hlbsie diskutovand podmienka pre jednoznacnost riesenia.

Abstract

This thesis is focused on existence of periodic solutions of nonlinear model of mathema-
tical pendulum with continuous, odd and periodic forcing term. In thesis, the differential
equation of motion of pendulum is derived and the associated boundary value problem is
rewritten as the integral equation. This equation is considered in a wider set of integral
equations (Hammerstein equations). Fixed point theorems are applied on these equations
what results in existence and uniqueness of solution. These results are applied on model of
mathematical pendulum and the condition for uniqueness of solution is deeper discussed.

Klicové slova
matematické kyvadlo, Banachova veta o pevnom bode, Schauderova veta o pevnom bode,
Hammersteinova integralna rovnica

Keywords
mathematical pendulum, Banach fixed point theorem, Schauder fixed point theorem,
Hammerstein integral equation
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UVOD

Diferencidlnymi rovnicami tykajicimi sa modelovanim pohybu matematického kyvadla sa
zaoberali mnohi matematici. Spomentt mézeme napriklad Hamela, ktory skiimal otdzku
existencie periodického rieSenia modelu s pravou stranou. Prave tento model budeme
aj my s pomocou vybranych vysledkov, ktoré nam funkcionalna analyza poskytuje, pre
neparnu, periodickil pravi stranu rozoberaf.

Otazka existencie a jednoznacnosti neparnych, periodickych rieseni je riesend v nie-
ktorych ucebniciach, napriklad v [2], avsak bez detailnejsieho spracovania. V tejto préaci
chceme doplnit chybajtce ¢asti a poskytnit alternativne moznosti pri dokazovani. Dalej
chceme hlbsie diskutovat podmienky zarucujice jednoznacnost riesenia.

V kapitole 1 odvodime pohybovi rovnicu matematického kyvadla, priblizime vybrané
useky z histérie problematiky a popiseme mozni linearizaciu rovnice a problémy, ktoré
prinasa. Kapitola 2 obsahuje vybrané vysledky z funkcionalnej analyzy, ktoré budeme
potrebovat pri analyze naseho problému. Dve najddlezitejSie tvrdenia st Schauderova,
resp. Banachova veta o pevnom bode. V kapitole 3 najprv pribliZime nés problém —
dokazat existenciu (a pripadne jednoznacnost) neparneho, periodického riesenia diferen-
cidlnej rovnice matematického kyvadla. Vdaka charakteru ilohy vieme previest nelinedrnu
diferencialnu rovnicu na okrajovy problém, ktory prepiseme na ekvivalentni integralnu
rovnicu, ktord zaradime do Sirsej mnoziny integralnych rovnic (Hammersteinovych). Na
tieto rovnice budeme aplikovat vety o pevnom bode. Na zaver tejto kapitoly nacrtneme
mozné zovSeobecnenia tohto problému, resp. dalSie smery, ktorymi sa da uberat.
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KAPITOLA 1

MATEMATICKE KYVADLO

Matematické kyvadlo je jednym z najjednoduchsich modelov nelinedrneho oscilatora, na-
priek tomu ale mdze ist o netrividlny problém. Uvazujme hmotny bod o hmotnosti m
zaveseny na konci rovného, tenkého lana dizky I, ktorého druhy koniec je pevne ukotveny.
Pocas pohybu si lano zachovava tvar — nedeformuje sa
a jeho vlastni hmotnost zanedbavame. Hmotny bod
sa nachadza v homogénnom gravitacnom poli s gravi-
tacnym zrychlenim g, odporové sily prostredia a trenie
neuvazujeme.

1.1 Zostavenie rovnice

Po vychyleni z rovnovaznej polohy pésobia na hmotny
bod dve sily. Tahova sila od lana T poésobi vzdy v
radialnom smere, na pohybe sa nepodiela. Sila sp6-
sobend gravitacnym zrychlenfim F, = mg sa roz-
deli na radidlnu a axidlnu zlozku. Radidlna zlozka
F,, kompenzuje tahovu silu od lana, axidlna zlozka
Fy,. = —mgsinu, kde u je uhol medzi kyvadlom a
vertikalou, sa snazi vratit hmotny bod do rovnovaznej polohy. Nech x ma vyznam casu a
y = lu je dlzka obliku. Z druhého Newtonovho zdkona dostdvame

d*y .
meo g = ZF = Fy, = —mgsinu.

Medzi uhlovym zrychlenim a zrychlenim plati vztah [u” = y”. Potom
mlu” = —mgsinu

a upravou dostavame pohybovi rovnicu hmotného bodu
v +ao?sinu =0,

kde a = +/g/l je vlastna frekvencia kyvadla. Ak na hmotny bod posobi aj externa sila
f(x), pohybova rovnica vyzera nasledovne

u” +a’sinu = f(x). (1.1)
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16 Kapitola 1. Matematické kyvadlo

Napriek velmi jednoduchym predpokladom sme dospeli k nelinearnej diferencialnej rovnici
druhého radu, ktort nevieme analyticky riesit. Poznamenajme, ze tito rovnicu sme mohli
odvodif aj inymi spdsobmi, napriklad pomocou zdkona zachovania mechanickej energie
alebo pomocou druhej impulzovej vety.

1.2 Histoéria

V tejto Casti priblizime vybrané tseky histérie problematiky sivisiace s nasim problémom,
viac informdcii sa da najst napriklad v [4]. Jednou z najdolezitejsich préc, tykajicou sa
rovnicami nutenych kmitov kyvadla, bol ¢lanok nemeckého matematika Hamela publiko-
vany v casopise Mathematische Annalen v roku 1922. Hamel v tomto ¢lanku nadviazal na
Duffingovu monografiu z roku 1918, ktora sa zaoberala pribliznym urcenim periodickych
rieSeni rovnice (tzv. Duffingovej rovnice)

W'+ au — cu® = bsinz,

kde sa vyuzili prvé dva ¢leny Taylorovho rozvoja sin u. Hamel vo svojom ¢lanku ako prvy
dokézal existenciu 27-periodického riesenia rovnice

v’ +asinu = bsinx (1.2)

pomocou variacného poctu. Jeho dokaz zalozeny na variacnom principe sa dé rozsirit na
vseobecnejsiu pravi stranu, kde bsin x je nahradend Iubovolnou spojitou, 27-periodickou
funkciou so strednou hodnotou nula. Hamel sa dalej zaoberal existenciou neparnych rie-
seni (1.2), kde s vyuzitim neparneho a periodického charakteru tlohy prevedie okrajovy
problém, pozostavajici z (1.2) a «w(0) = u(w) = 0, na ekvivalentni nelinedrnu integ-
ralnu rovnicu a pomocou metédy postupnych aproximacii dokaze jednoznacnost riesenia
za predpokladu a < 1. Clanok Birkhoffa a Kellogga o pevnych bodoch publikovany v tom
istom roku obsahuje aplikaciu, ktora by implikovala existenciu riesenia pre kazdé a. Touto
castou ¢lanku inspiruje Hammersteina k jeho vyskumu nelinedrnych integralnych rovnic.
Hamel v tomto ¢lanku pouzil viaceré zo zédkladnych metod nelinedrnej analyzy, pricom
niektoré z nich sdm vymyslel, ¢im dalej rozvinul zaujem o tito disciplinu.

Po Hamelovi sa problematike periodickych rieseni rovnice (1.2) venovali viaceri mate-
matici. Zaujem o rovnicu nitenych kmitov kyvadla znovu vzbudil Fucik v roku 1970, ked
skiimal periodické riesenia rovnice

—u" +sinu = f(x),

a napriek tomu, ze dosiahol len ¢iastocéné vysledky, jeho praca motivovala Castra, Dan-
cera a Willema, ktori vyuzili pri analyze nitenych kmitov variacny pocet, a po viac ako
sestdesiatich rokoch po Hamelovom prvom periodickom rieseni bolo dokazané druhé peri-
odické riesenie. Poznamenajme este, Ze na zaciatku devatdesiatych rokov sa stala rovnica
nitenych kmitov (dvojitého) kyvadla jednym zo symbolov pre tedriu chaosu.

1.3 Linearizacia

Nakolko lim, ,¢sinu/u = 1, pre malé vychylky u vieme priblizne aproximovat sinus jeho
argumentom. Pouzitim tohto odhadu v rovnici (1.1) dostaneme linearnu diferencialnu
rovnicu v tvare

u’ + ’u = f(z), (1.3)
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ktort vieme analyticky vyriesit. Ak je budiaca sila f(t) periodickd, s uhlovou frekvenciou
w, tak vSeobecne ma tato rovnica periodické riesenie s rovnakou uhlovou frekvenciou w.
7 tyzikalneho pohladu to znamend, ze ak na kyvadlo posobi oscilacné sila, tak kyvadlo
zacne kmitat v sulade s touto silou. Problém nastéva, ak ma vonkajsia sila rovnaku
uhlovi frekvenciu ako je vlastna frekvencia kyvadla. V tomto pripade neexistuje periodické
rieSenie (1.3) a vSetky riesenia si neobmedzené, hovorime o nekonecénej rezonancii.
Jednou z moznosti, ako mat linedrny model nevykazujici tento jav, je nezanedbanie
trecich a odporovych sil. Pohybova rovnica takéhoto systému moze vyzerat nasledovne

u” + cu' + o*u = f(z), (1.4)

kde tlmiaci ¢len ma podobu vyrazu s prvou derivaciou a c¢ je konstanta. Ak v rovnici
zahrnieme tieto sily, tak nekoneéna rezonancia nenastane a rovnica (1.4) ma vzdy peri-
odické riesenie. Z fyzikdlneho hladiska to mozeme vysvetlit tak, Ze konecna sila nemdze
vyprodukovat nekonecnii odozvu, pri pritomnosti trecich sil je amplitida pohybu obme-
dzena. Tento fakt naznacuje, ze pre plynula periodicki vonkajsiu silu bude vzdy existovat
plynulé periodicka odozva, nekonecna rezonancia nenastane. Pre malé trecie sily je am-
plitida odozvy pri a = w velka a analytické riesenie je stale nepresné, takze ma zmysel
zaoberat sa nelinedrnym modelom. Prirodzend otazka je, ¢i nelinearita v nasom modeli
dokaze rovnako, ako trecie sily zamedzit nekoneénej rezonancii, a teda, ¢i mé rovnica (1.1)
vzdy periodické riesenie, ¢o intuitivne ocakavame.
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KAPITOLA 2

NASTROJE FUNKCIONALNEJ ANALYZY

V tejto kapitole pripomenieme pojmy a poznatky z funkcionédlnej analyzy, ktoré budeme
potrebovat pre skiimanie modelu matematického kyvadla. Ide o standardny aparat, ktory
sa dd najst v roznych podobach v réznych ucebniciach a textoch, ako napr. [2], [3] a [5].

Definicia 2.1 (Metricky priestor). Nech M je neprazdnd mnozina. Metrikou na M na-
zveme zobrazenie o : M x M — [0, 00), ktoré splna pre kazdé x,y, z € M nasledujice tri
axiomy:

(1) o(x,y) =0, prave vtedy ked x = y (axiém totoznosti; metrika rozlisuje body);
(2) o(x,y) = o(y, x) (axiém symetrie);

(3) o(z,y) + o(y, z) > o(x, z) (trojuholnikova nerovnost).

Metrickym priestorom nazyvame dvojicu (M, p).

V dalsej kapitole vyuzijeme nasledujiice metrické priestory.

Priklad 2.2 (Metriky na mnozine funkcii). (i) Oznac¢me C'[a, b] mnozinu funkcii, ktoré
st spojité na [a, b]. Zobrazenie go (oznacované tiez p.,) definované predpisom

ec(f,9) == max |f(z) —g(2)|, f.g€Cla,b], (2.1)

z€[a,b]

je metrika na mnozine C'[a, b] a oznacuje sa ako metrika rovnomernej konvergencie. Dvo-
jica (C'[a,b], oc) je metricky priestor.

(ii) Nech L? [a,b] je mnozina Lebesgueovsky integrovatelnych funkcii na [a, b] (tj. takych

funkcii f, ze f; |fI” du < o0) pre p € [1,00). Zobrazenie g, definované ako

([, 9) = (/ab |f(z) = g(2)I” dw) l/p, fr9 € LPa,b] (2.2)

je metrikou, ktord oznacujeme ako LP-metriku. Dvojica (L [a,b], 0,) je pre p € [1,00)
metricky priestor.
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20 Kapitola 2. Nastroje funkcionalnej analyzy

Definicia 2.3 (Konvergentna postupnost). Nech (M, p) je metricky priestor a {zx},-, C
M postupnost. Hovorime, ze postupnost {z} konverguje v metrickom priestore (M, o)
k bodu x € M, ak

pre kazdé € > 0 existuje k. € N tak, ze pre kazdé k > k. plati o(zy, z) < €.

Bod x € M sa nazyva limita postupnosti {x;}, pricom piSeme xj, — x (resp. T, = )
pre k — oc.

Definicia 2.4 (Cauchyovskd postupnost). Nech (M, p) je metricky priestor a {x},-; C
M postupnost. Hovorime, ze postupnost {xx} je cauchyovskd (tiez fundamentdlna) v
(M, o), ak

pre kazdé € > 0 existuje k. € N tak, ze pre kazdé m,n > k. plati o(z,,, x,) < €.

Pojmy v (nielen) nasledujicej definicii sa daju ekvivalentne definovat aj inymi sposobmi,
avsak pre tcely tohto textu nam tato forma vyhovuje.

Definicia 2.5 (Uzavrend mnozina, ohrani¢end mnozina, uzaver mnoziny). Nech (M, o)
je metricky priestor a N C M podmnozina.

(i) Mnozina N sa nazyva uzavrend (v metrickom priestore (M, p)), ak pre kazdu konver-
gentni postupnost {z;} C N taku, ze xy — z, plati z € N.

(ii) Mnozina N sa nazyva ohranicend (v metrickom priestore (M, o)), ak

sup{o(z,y),z,y € N} < 0.

(iii) Mnozinu N = {z € M, inf{o(z,y),y € N} = 0} nazveme uzdverom mnoziny N.

Definicia 2.6 (Uplny metricky priestor). Metricky priestor (M, o) sa nazjva tuplng, ak
v niom kazda cauchyovskd postupnost konverguje, tj. mé limitu (ktorda do tohto priestoru
patri).

Priklad 2.7 (Priklady tplnych metrickych priestorov).
(i) Metricky priestor (C'[a, b], 0¢), je Gplny metricky priestor.
(ii) Metricky priestor (L? [a,b], 0,), p € [1,00), je Gplny metricky priestor.

Definicia 2.8 (Spojité zobrazenie). Nech (M, ) a (N,o) si metrické priestory a f :
M — N zobrazenie. Zobrazenie f sa nazyva spojité v bode xy, ak pre kazda postupnost
{z)} C M takd, Ze xp 2 x, plati f(z1) = f(x0). Zobrazenie f je spojité na mnozine M,
ak je spojité v kazdom bode mnoziny M.

Definicia 2.9 (Rovnomerne spojité zobrazenie). Nech (M, g) a (N, o) st metrické pries-
tory a f : M — N zobrazenie. Povieme, ze f je rovnomerne spojité na M, ak pre
kazdé ¢ > 0 existuje 0 > 0 tak, 7e pre vietky z,y € M spliiajice o(z,y) < 0 plati
o(f(x), f(y) <e.

Definicia 2.10 (Lipschitzovské zobrazenie, kontrakcia). Nech (M, o) a (N, o) st metrické
priestory a f : M — N zobrazenie. Zobrazenie f sa nazyva lipschitzovské, ak existuje
nezaporna realna konstanta L s vlastnostou

o(f(z), f(y)) < Lo(w,y) pre kazdé x,y € M.

Cislo L je tzv. Lipschitzova konstanta zobrazenia f. V pripade, ze L € [0, 1), zobrazenie
f nazyvame kontraktivnym zobrazenim, resp. kontrakciou.
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Definicia 2.11 (Pevny bod zobrazenia). Nech M je lubovolna neprazdna mnozina a
F: M — M zobrazenie. Bod x € M sa nazyva pevny bod zobrazenia F, ak plati

F(z)=x.

Veta 2.12 (Banachova veta o pevnom bode). Nech (M, p) je uplng metricky priestor.
Potom kazZdd kontrakcia F : M — M ma prave jeden pevny bod v M.

Definicia 2.13 (Kompaktny metricky priestor). Metricky priestor (M, p) sa nazyva kom-
paktng, ak sa da z kazdej postupnosti jeho bodov vybrat konvergentna podpostupnost.

Veta 2.14. Nech (M, ) je kompaktny metricky priestor, (N,o) metricky priestor a f :
M — N spojité zobrazenie. Potom je f rovnomerne spojité.

Definicia 2.15 (Relativne kompaktna mnozina). Nech (M, g) je metricky priestor. Ho-
vorime, ze mnozina N C M je relativne kompaktnd (v priestore(M, o)), ak je jej uzaver
kompaktny v (M, o).

Poznamka 2.16. Upozornime, ze terminologia tykajica sa relativne kompaktnych mno-
zin nie je jednotna. V literatire sa niekedy pre relativne kompaktni mnozinu pouziva
pojem prekompaktnd mnozina. My pouzivame tento pojem pre podmnozinu metrického
priestoru, v ktorom pre kazdé ¢ > 0 existuje konecna e-ova sief tejto mnoziny, a pre ktorta
sa niekedy pouziva pojem totdlne obmedzend mnozina. Dévodom, preco si tieto pojmy v
literatire zamienané moze byt, ze v uplnych metrickych priestoroch tieto pojmy splyvaju.

Urcit podla definicie, ¢i je mnozina relativne kompaktnd, je zlozité. V priestore (C'[a, b],
oc) nam posluzi Arzeldova-Ascoliho veta, pre ktort potrebujeme nasledujice pojmy.

Definicia 2.17 (Rovnomerna ohrani¢enost, rovnomocnd spojitost). Pre dané a,b € R,
a < b, uvazujme neprazdni mnozinu N funkcii f : [a,b] — R.

(i) Povieme, 7ze funkcie z mnoziny N si rovnomerne ohranicené na intervale [a,b], ak
existuje kladna redlna konstanta L s vlastnostou

|f(z)] < L pre kazdé x € [a,b] a kazdé f € N.

(ii) Povieme, ze funkcie z mnoziny N st rovnomocne spojité na intervale [a,b], ak pre
kazdé € > 0 existuje 6 > 0 také, ze

pre vSetky x,z* € [a,b] s vlastnostou |x —z*| <4
a pre vsetky funkcie f € N plati |f(x) — f(z")] < e.

Veta 2.18 (Arzeldova-Ascoliho veta). Mnozina N C C'la,b] je relativne kompaktnd v
priestore (C'la, b, 0c) prdve vtedy, ked funkcie z mnoZiny N si rovnomerne ohranicené a
rovnomocne Spojité.

Jednou z moznosti dokazu tejto vety je zostrojenie konecCnej e-ovej siete, ¢o je charak-
teristika prekompaktnej mnoziny a vyuzije sa fakt, ze v diplnom metrickom priestore
(C'la,b], 0c) pojmy prekompaktnej mnoziny a relativne kompaktnej mnoziny splyvaju.

Definicia 2.19 (Normovany linearny priestor). Nech X je linedrny priestor nad R a
Il - |l + X — [0,00) zobrazenie, ktoré pre kazdé =,y € X a kazdy skalar A € R splna
podmienky
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(1) ||z|| = 0 prave vtedy, ked = 0 (norma rozlisuje body),
(2) |[Az|| = |A] |||l (absolitna homogenita),

(3) |lz+yl|l < |lz|| + ||y|| (trojuholnikové nerovnost).

Zobrazenie || - || sa nazyva norma na priestore X a dvojicu (X, || -||) nazyvame normovany
linedrny priestor (nad R).

Poznamka 2.20 (Metrika indukovand normou). Pre kazdy normovany linedrny priestor
X s normou || - || je zobrazenie

o(@,y) = lle —yll, zyeX, (2.3)

metrikou na mnozine X, a teda dvojica (X, o) je metricky priestor. Tento fakt umoznuje
preniest a aplikovat na normovany linedrny priestor vsetky pojmy a vysledky z tedrie
metrickych priestorov. O vyssie uvedenej metrike o hovorime, ze je indukovand normou
|| - ||, tito tvahu nejde obratit.

Definicia 2.21 (Ohrani¢end podmnozina normovaného linedrneho priestoru). Nech X je
normovany linedrny priestor s normou || - ||. Podmnozinu A C X budeme povazovat za
ohranicent v normovanom priestore X, ak existuje nezaporna realna konstanta K taka,
ze ||z]| < K pre kazdé x € A.

Definicia 2.22 (Banachov priestor). Normovany linedrny priestor X nad R, ktory je
uplny vzhladom k metrike (2.3) indukovanej danou normou na X, sa nazyva Banachov
priestor.

Priklad 2.23 (Priklady Banachovych priestorov). (i) Mnozina C' [a, b] vSetkych spojitych
funkcii na [a, b] s normou

I£lle = max f@), f € Clal

je Banachov priestor.

(ii) Lebesgueove priestory L* [a,b],p € [1, 00] s normou
b 1/p
151, ([ 197 an)

Veta 2.24 (Spojitost normy). Nech (X, ||-||) je normovany linedrny priestor. Potom || - ||
je spojité zobrazenie priestoru X do eukleidovského priestoru E.

si Banachove priestory.

Definicia 2.25 (Konvexnd mnozina). Podmnozina S vektorového priestoru sa nazyva
konvexnd, ak pre Iubovolné z,y € S plati ax + (1 — o)y € S pre vsetky a € [0, 1].

Veta 2.26 (Schauderova veta o pevnom bode). Nech X je Banachov priestor, S C X je
neprazdna, ohranicend, uzavrend a konvexnd mnoZina a F : S — S je spojité zobrazenie
také, Ze F(S) je relativne kompaktnd mnozina (v S). Potom md F pevny bod v S.

Veta 2.27 (Lebesgueova veta o dominantnej konvergencii). Predpokladajme, Ze f, : I —
R je postupnost meratelngjch funkcii a f(x) = lim,_,o fn(x) pre x € I. Nech g € L*(I) je
funkcia takd, Ze pre vsetky n € N plati |f,.(x)| < g(x) pre x € I. Potom f € L*(I) a f,
konverguje k f v norme L', ¢ limy o0 || f — full; = limpooo [;|f — ful du = 0.
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Veta 2.28 (Holderova nerovnost, Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Nech p,q € (1, 00)

p 1 1 y . . .. .
splnaju 2—9 + 5 = 1. Ak su f, g meratelné funkcie na meratelnej mnozine M, potom plati

1/p 1/q
d P d 74 .
[ 1rd MS(/MIH u) (/M|g| u)

Specidlnym pripadom Hélderovej nerovnosti, pre p = q = 2, je Cauchyho-Schwarzova
nerovnost.
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KAPITOLA 3

ANALYZA ROVNICE MATEMATICKEHO KYVADLA

Pripomenme rovnicu vychylky matematického kyvadla, ktort sme odvodili v sekcii 2.1

2

%—}—azsinu:f(x), (3.1)
kde u(x) je uhol medzi kyvadlom a vertikalou, « je konstanta zdvisiaca na dizke kyvadla
a gravitacnom zrychleni a funkcia f(z) je sila posobiaca na kyvadlo. Predpokladajme, ze
tato sila je spojitd, neparna a periodicka s uhlovou frekvenciou w a zaujima nés, ¢i ma
za tychto predpokladov rovnica (3.1) periodické riesenie. Zjednodusme problém preska-
lovanim casu tak, aby vonkajsia sila mala periodu 2. Zavedenim substiticie t = wz /7
nadobudne rovnica (3.1) tvar

d*u i o’ f(t)ﬂ_z
i " sinu = 2
Oznacme )
T T
§="2 2 F(t)= 1) (3.2)

Rovnica potom vyzera nasledovne
u"(t) + BZsinu = F(t). (3.3)

Chceme redukovat problém néjdenia periodického riesenia (3.3) na dvojbodovi okrajovi
ulohu na [0, 1]. Predpokladajme, Ze vieme najst funkciu v = u(t),u : [0,1] — R tak, ze
u(0) = u(1) =0 a u(t) je rieSenim rovnice (3.3) (v zmysle, ze u je spojitd funkcia so spo-
jitymi derivdciami prvého a druhého radu a w splita rovnicu (3.3) pre vsetky t € [0, 1]).
Kedze F(t) a sinus s nepéarne, vieme rozsirit funkciu w v zmysle riesenia na neparnu
funkciu na interval [—1, 1], kde polozime u(t) = —u(—t) pre t € [—1,0]. Tato funkcia je
spojitd vdaka u(0) = 0 a je rieSenim vdaka neparnemu charakteru tlohy. Dalej, rozdelme
realnu osu na intervaly {[2k — 1,2k + 1],k € Z}. Periodickost tlohy nam umozni dode-
finovat funkciu u pre vsetky redlne ¢isla nasledovne. Pre ¢t € [2k — 1,2k + 1] polozime
u(t) = u(t — 2k). Takto obdrzana funkcia u je rieSenim periodickej ulohy, je spojita (v
krajnych bodoch intervalu nadobtida u rovnaké hodnoty) a je neparna. Poznamenajme,
ze mozeme vyjadrit kazdé t v tvare t = 2k +1y, kde tg € [—1, 1]. Potom —t = —2k+ (—ty),
kde —tg € [—1,1], a teda u(—t) = u(—ty) = —u(ty) = u(t), ¢im je ukdzana neparnost
funkcie u.

25
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Riesime okrajovy problém

u"(t) + B sinu = F(t)

u(0) =u(l) =0 (3:4)

na [0, 1]. Prehladovy obrazok naértava, ako budeme postupovat. Vyuzitim periodického
a neparneho charakteru tlohy a preskalovania casu sme dokézali prepisat diferencialnu
rovnicu (3.1) na okrajovy problém (3.4), ktory vieme previest na ekvivalentni integralnu
rovnicu (3.5), vid nasledujtca sekcia. Tito rovnicu zaradime do $irSej mnoziny Hammers-
teinovych integralnych rovnic (3.15), pre ktoré pomocou Schauderovej vety o pevnom bode
dokézeme existenciu riesenia a pomocou Banachovej vety o pevnom bode odvodime pod-
mienku, za ktorej bude existovat jednoznacné riesenie. Tieto poznatky potom aplikujeme
na nasu konkrétnu rovnicu.

Diferencialna Okraiovy ‘ /ST >
) jovy Integralna Banach
roviica (3 '/1) problém rovnica Ry -/
[periodické (3.4) (3.5) jrmmmm———— -
rieSenie . Schauder )

Hammerstein (3.15)

3.1 Prevedenie okrajovej tilohy na integralnu rovnicu

Teraz ukdzeme, Ze vieme okrajovy problém (3.4) prepisat do ekvivalentnej integralnej
rovnice

u(t):/o G(t,s)h(s)ds, (3.5)
kde

Glt,s) = {t(s —D oprelstsssho o C R(s) — B2 sin(u(s)).

(t—1)s pre0<s<t<1

Veta 3.1. Funkcia u(t) je riesenim okrajového problému (3.4) prdve vtedy, ak je spojitym
riesenim integralnej rovnice (3.5).

Dékaz. Dokézme najprv smer ,,<=“. NapiSme integralnu rovnicu (3.5) v tvare

u(t) = /0 (t —1)sh(s)ds —l—/t t(s —1)h(s)ds 56

t 1
= (t— 1)/ sh(s)ds —l—t/ (s — 1)h(s) ds.

0 t
Dosadenim do tohto vyjadrenia integralnej rovnice Iahko overime okrajové podmienky.

Derivaciou (3.6) podla premennej t (kde integraly derivujeme ako funkciu hornej resp.
dolnej medze) dostavame

u'(t) = /Ot sh(s)ds + (t — 1)th(t) + /Ol(s — 1)h(s)ds —t(t — 1)h(t)

— /01 sh(s)ds — /tl h(s)ds,
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odkial opatovnym derivovanim podla premennej t
u’(t) = h(t),

¢im sme dokézali smer ,, <.
Ukazme, ze plati aj implikicia ,,=“. Vyjdeme z rovnice

u"(t) = h(t). (3.7)

Rovnicu (3.7) integrujeme od 0 do t a ziskavame

u'(t) — ' (0) = /Ot u”(s)ds = /Ot h(s)ds. (3.8)

Opétovnou integraciou rovnice (3.8) od 0 do ¢ méme

u(t)—u(O)—tu'(O):/Ot(u'(go)—u( /(/ h(s ds) (3.9)

Hodnotu konstanty «'(0) ziskame dosadenim ¢ = 1 v rovnici (

u(1) — u(0) — ' (0) :/O (/O h(s) ds) de. (3.10)

Vyuzitim okrajovych podmienok a dosadenim vyjadrenia (3.10) konstanty «/(0) do rovnice

(3.9) dostévame
:/t (/wh(s)ds) dgo—t/l (/wh(s)ds) dy. (3.11)

Aplikujme na prvy integral rovnice (3.11) Fubiniovu vetu

[(f h@ds)d@? ([ r5)as= [ 1 ([ a5)

kde sme vyuzili faktu, ze funkcia h(s) nezavisi na ¢ a mohli sme ju vynat. Rovnakym
principom vyjadrime druhy integral v tvare

/01 (/Oeo h(s) ds) dp = /01 ( 81 h(s) dgp) ds = /01(1 — s)h(s) ds. (3.13)

Dosadenim vyjadreni integralov (3.12) a (3.13) do rovnice (3.11) dostavame

u(t) = /0 (t —s)h(s)ds —l—/o t(s — 1)h(s)ds,

odkial vyuzitim aditivity vzhladom k integracnému oboru a linearity integralu

u(t):/o(t—s)h(s)ds+/0 t(s—l)h(s)ds—l—/t t(s — 1)h(s)ds

(3.12)

t 1 (3.14)
:/O(t—l)sh(s)der/t H(s — 1)h(s) ds,

= /01 G(t,s)h(s)ds

a teda
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Poznamka 3.2. (i) Ak chceme dokazat iba existenciu rieSenia nasho okrajového prob-
lému (3.3), u(0) = u(1) = 0 pomocou integralnej rovnice (3.5), stac¢i ndm iba smer ,, <",
avSak pre jednoznacnost rieSenia tohto problému potrebujeme aj smer ,=“. Ak by pla-
tila len implikacia ,,<=“, tak vSeobecne nevieme vylucit existenciu riesenia u* okrajového
problému takého, Ze u* nespliia integralnu rovnicu.

(ii) Funkcia G(t, s), ktorej tvar sme odvodili pri dokazovani smeru ,,=*, je tzv. Greenova
funkcia prislusného problému.

(iii) Poznamenajme, ze k integralnej rovnici (3.5) sme sa mohli dopracovat aj inymi
sposobmi. Nacrtnime dalsiu moznost, ako sa da postupovat. Riesime okrajovy problém
u”(t) = h(t),u(0) = u(l) = 0. RieSenie pridruzenej homogénnej rovnice v’ = 0 mo-
zeme vyjadrit v tvare u, = ¢t + c2(1 — t). Partikularne riesenie hladdme ako u, =
c1(t)t + c2(t)(1 — t) a metddou varidcie konstant ziskame

up = /Ot(t — s)h(s)ds.

Potom moézeme vyjadrit riesenie v tvare
t
u=1up+u,=ct+c(l—1t)+ / (t — s)h(s)ds.
0

Pouzitim okrajovych podmienok ziskame vyjadrenie konstant c; a cy. Dosadenim tychto
konstant a nasledovnou upravou dostaneme integralnu rovnicu (3.5). DalSou moZnostou,
ako sme mohli hladat tvar G(¢, s), je vyuzitie teérie Greenovej funkcie.

3.2 Aplikacia Schauderovej vety

Uvazujme nelinedrnu integralnu rovnicu (tzv. Hammersteinovu rovnicu) v tvare

u(x) = / K (2. 9) (9, uly)) dy. (3.15)

kde K, f si dané funkcie a u je nezndma funkcia. Ak dosadime K(z,y) = G(x,y) a
flz,u(z)) = h(z) = F(x)— %sinu, tak vidime, Ze Hammersteinova rovnica je zovseobec-
nenim integralnej rovnice (3.5). UkaZeme, Ze rovnica (3.15) spliia za uréitych predpokladov
podmienky Schauderovej vety 2.26, ¢im dokazeme existenciu riesenia tejto rovnice.

Veta 3.3. Predpokladajme, Ze

o K(z,y) je spojita funkcia pre a < z,y < b,

e f(y,2) je spojitd a ohranicend funkcia pre a <y <b a pre vsetky z € R.

Potom md rovnica (3.15) spojité riesenie.

Dékaz. Pracujme v Banachovom priestore (C'[a,b], || - ||¢). Definujme mnozinu
S = {ue Cla,b]; Julle < D},

kde hodnotu konstanty D uréime neskér. Dalej definujme operator F' : S — C'[a,b]
predpisom

(Fu)(x) = / K (2.9) (4, uly)) dy.
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Z predpokladu vety je funkcia K spojita na kompaktnom intervale [a,b] X [a,b], z ¢oho
vyplyva, Ze je ohranicend, tj. |K(z,y)| < A pre nejaké A a vsetky z,y € [a,b] X [a,b].
Podobne, funkcia f je podla predpokladu ohranicend, a teda existuje B také, ze |f(y, z)| <
B pre vsetky y, z € [a,b] x R. Hodnotu konstanty D definujeme ako

D = AB(b—a).

Aby sme mohli aplikovat Schauderovu vetu 2.26, musime ukazat, Ze st splnené nasledujice
podmienky:

e S je neprazdna: Toto tvrdenie je zrejmé.
S je ohranicena: Plati ||u||, < D < oo pre vSetky funkcie u € S.

e S je uzavrend: Musime ukazat, Ze kazda konvergujica postupnost funkcii {u,} C S
dokonverguje v norme k funkcii u, ktora lezi v mnozine S. Funkcia u je spojita, kedze ide
o konvergenciu v norme, a teda rovnomernu konvergenciu. Plati

ulle = llu —un +unlle < llu—unllg + llunllc
= HUHC — ||un — u”c < ”un”c <D

Aplikovanim limity (a kedZe plati ||u, — u||, — 0) dostaneme
lulle = tim (hulle— s = ulle) < D.

z ¢oho vyplyva, ze u € S.

e S je konvexna: Chceme ukazat, ze pre lubovolné ui,us € S a a € [0,1] plati au; +
(1 — )ug € S. Sucet spojitych funkcii je spojita funkcia a z trojuholnikovej nerovnosti
dostavame

o + (1 = sl < ol + (1 = @il = o Juallg + (1 = ) Jualle
<aD+(1—a)D =D,

a teda au; + (1 — a)uy € S.
o F zobrazuje S do seba (F/(S) C S): Nech u € S. Potom Fu je zrejme spojita funkcia

na [a,b] a pre x € [a,b] plati

Kmmmz/K@me@mﬂg/m@me@n@s

b
S/ ABdy = AB(b—a) =D,

a odtialto dostavame, ze F'u € S.

o F(9) je relativne kompaktna mnozina: Ukdzeme, ze funkcie z mnoziny F(.S) su rovno-
merne ohrani¢ené a rovnomocne spojité, a teda splnaju predpoklady Arzeldovej-Ascoliho
vety 2.18.

— Rovnomernd ohranicenost: Vieme, ze F(S) C S, a teda ||Fu|l, < D pre vsetky u €
F(S).
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— Rovnomocna spojitost: Vyuzijeme fakt, ze funkcia K (x,y) je spojitd na kompaktnom
intervale [a,b] X [a,b], a teda je podla Vety 2.14 rovnomerne spojitd, ¢ize plati, ze pre
vsetky €* > 0 existuje 6 > 0 také, ze

|K(z1,y) — K(22,y)| <", ak |z1 — 22| <6

pre a < x1, 29,y < b. Zvolme ¢* = ¢/[(b — a)B], kde € > 0 je lubovolné. Pre z1, 25 € [a, ]
au€ S (ateda Fu € F(S)) plati

|(Fu) (1) — (Fu)(w2)| = / (K (21, y) — K (2, 9)] f(y, uly)) dy

< / K (21, y) — K (22,9)] (5 u(y))] dy

€ eb—a)
g/a dey: . =e€.

Cize pre kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze pre vietky zy, 2, € [a,b] také, Ze |v; — 25| < &
a pre vSetky u € S (a teda Fu € F(S)) plati |(Fu)(z1) — (Fu)(z2)| < €.

Predpoklady Arzeldovej-Ascoliho vety 2.18 st splnené, z ¢oho plynie, ze F(.S) je relativne
kompaktna mnozina.

o [ je spojity operator: Chceme ukazat, ze plati nasledujuci vyrok:

{un} € S, up, M u = F(uy,) M F(u).

Nech {u,} € S a u, Iy . Potom u € S a

[Eun = Full o = nax |(Fun ) () = (Fu)(2)]

= Inax
z€la,b]

< max / K (2,9) [ (0 un(w)) — F ()] dy.

z€[a,b]

[ K@ Ueumw) - feawl ] @

Vyuzitim faktu, ze funkciu f(y,z) uvazujeme v tomto kroku spojiti na kompaktnom
intervale [a, b] x [—D, D], a teda podla Vety 2.14 rovnomerne spojitt, plati, ze pre vsetky
e* > 0 existuje 0 > 0 také, ze |f(y,un(y)) — f(y,u(y))| < &%, ak |u,(y) —u(y)| < 9.
Zvolme £* = ¢/A(b— a), kde € > 0 je lubovolné a pokracujme v odhadoch (3.16)

max / K (2,9) [f (0, un(v)) — Fy,uw))]] dy

z€la,b]
b € b Ae eA(b—a)
< K R P . R P Gl

z ¢oho vyplyva, ze F' je spojity operator.

Vsetky predpoklady Schauderovej vety 2.26 st splnené, a teda F' ma pevny bod v .S, ktory
je zrejme riesenim integralnej rovnice (3.15). O
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Poznamka 3.4 (alternativne dokazy diel¢ich casti). (i) Pri dokazovani uzavrenosti mno-
ziny S sme mohli vyuzit spojitost normy. Pre Iubovolni postupnost {u,}, ktord ma v
norme || - [|¢ limitu u vdaka spojitosti normy plati lim,_,« ||t,||» = [Ju|| . KedZe postup-
nost {||lun||o} sa sklada z ¢isiel ||un ||, < D, plati, ze aj |Ju|, < D, a teda u € S.

(ii) Spojitost operatoru F' sme mohli dokdzat pomocou Lebesgueovej vety o dominant-
nej konvergencii 2.27. Predpokladajme, Ze ||u, —u||, — 0. Vyuzitim odhadov vyrazu
| Fu, — Ful|, dostavame

|Fun = Fullg = max

< max / K (2, 9) [ () — o u())]] dy

z€la,b]

/ K(.9) [ (s tn(9)) — F o u())] dy

<A / (@) — £, u())] dy,

a z toho vyplyva

b
Tim [[Fuy — Full < JE&A/ |f (v, un(y)) — f(y, u(y))| dy.

Pre vsetky n € N plati |f(y,u,(u))| < B a z konvergencie v norme u, e, plynie

bodova konvergencia u,, — u na [a, b]. Zo spojitosti f plynie f(y,u,(y)) = f(y,u(y)) pre
vsetky y € [a,b], a teda predpoklady Lebesgueovej vety si splnené, odkial

b
tim A 10 0n0)) = Sl u(w)] dy =,
¢im je spojitost ' dokazana.

(iii) V nasom pripade pozname presny tvar funkcii K (x,y) a f(y,u(y)). Vdaka tomu mo-
zeme ukazat rovnomocnu spojitost funkcii z F'(S) pomocou Lagrangeovej vety o strednej
hodnote. Nech Fu € F(S) a 21,2 € [a,b]. Potom

(P - (Foe)] = |26

|{L’1 - {L’2|,

w , sme odvodili pri dokazovani Vety 3.1. Plati
x

d(d?) (z) = /abyh(y) dy_/:h(y) dy< B (bz 5 “2) —B(b—z) < B (bz 5 “2) - (3.17)

kde £ € [a, b]. To, ako vyzera derivicia

Ozna¢me pravu stranu nerovnosti (3.17) ako E. Vyuzitim tychto odhadov dostédvame

d(Fu)
dz

(€)

|(Fu)(21) = (Fu)(22)| :‘ |71 = 22| < Ezy — 2],

z ¢oho vyplyva, ze funkcie z mnoziny F(.S) st rovnomocne spojité.

Vratme sa k integralnej rovnici (3.5).
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Veta 3.5. Integrdlna rovnica (3.5) md spojité riesenie.

Dékaz. Funkcia G(t, s) nadobtida rovnaké hodnoty pre t = s, a teda je spojita na [0, 1] x
0, 1]. Funkcia h(s) je spojita a ohrani¢ena na [0, 1], ¢im si predpoklady Vety 3.3 (kde
K(z,y) = G(z,y) a f(z,u(z)) = h(zr) = F(x) — #?sinu) splnené, a teda integrdlna

rovnica (3.5) ma spojité rieSenie. O

Kombinaciou iivahy zo zaciatku tretej kapitoly, Vety 3.1 a Vety 3.5 dostavame nasledujuci
vysledok.

Veta 3.6. Nech je sila f pésobiaca na kyvadlo spojitd, nepdrna a periodickd. Potom md

rovnica vychylky matematického kyvadla (3.1) spojité, nepdrne a periodické riesenie s
rovnakou periodou ako f.

3.3 Aplikacia Banachovej vety
Opét uvazujme nelinearnu integralnu rovnicu (3.15) (Hammersteinovu rovnicu). V pred-
chadzajicej casti sme ukazali existenciu riesenia tejto rovnice za pomerne vseobecnych
podmienok. Teraz nas bude zaujimat, za akych podmienok moézeme aplikovat Banachovu
vetu 2.12, a teda zarucif jednoznacnost rieSenia.
Veta 3.7. Predpokladajme nasledujice:
o K(z,y) je spojita funkcia pre a < z,y < b,
e f(y,2) je spojitd a ohranicend funkcia pre y € |a,b| a pre z € R,
e existuje spojitd funkcia N(z,y) takd, Ze
|K(l’,y) [.f(y>zl) - f(y722)]| < N(l’,y) |Zl - 22| pre x,y € [a> b] a 21,2 € R
4 MaXy e[, f; |IN(z,y)| dy = L, kde L < 1.
Potom ma rovnica (3.15) jediné spojité riesenie.

Dékaz. Pracujeme v Banachovom priestore (C'[a, b] , ||-||¢). Definujme operator F' : C'[a, b]
— C'[a, b] predpisom

(Fu)(x) = / K (2.9) (4, uly)) dy.

Pre u € C|a, b] je integrand spojita funkcia na [a, b] X [a,b], a teda plati, Ze F'u je spojité
na [a, b], z ¢oho vyplyva, ze F' zobrazuje priestor C [a, b] do seba. Overime kontraktivnost
operatoru. Plati

/ K () [ (o (9)) — ()] dy

Fu, — F —
| Fup — Fus|o max

< max / K (2,9) [ () — £y, ua())]| dy.

z€[a,b]
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Vyuzitim predpokladov vety a predchadzajucého odhadu dostavame

IPus = Fualle < max [ 1 G.0) [0 000) = £ 2] dy

< max/ N(z,y) |ui(y) — ua(y)| dy

z€la,b] J,

b
< max / Nz, y) 1 — usllg dy

xz€la,b] J,

b
= s =l max [ N dy
z€la,b] J,
< Ljuy — usl|¢

kde L < 1, a teda operator F' je kontraktivny. Predpoklady Banachovej vety 2.12 su
splnené, z ¢oho plynie, ze operator F' ma prave jeden pevny bod, ktory je zrejme jedno-
znaénym riesenim rovnice (3.15). O

Vratme sa k integralnej rovnici (3.5). Pomocou Vety 3.7 ukazeme, za akych podmienok
ma tato rovnica jediné spojité riesenie.
Veta 3.8. Predpokladajme, Ze o < (2v/2/7)w, kdew je uhlovd frekvencia sily pdsobiacej na

kyvadlo a « je vlastnd frekvencia kyvadla. Potom md rovnica (3.5) jediné spojité riesenie.

Dékaz. Pre konstantu 8 definovant v (3.2) vyuzitim predpokladu vety dostéavame

2v2
g=2T & \/_MJZQ\/Q.

w W

Zvolme N(t,s) = 3%|G(t, s)|. Potom

G(t,s) [h(s,21) = h(s, )| = B|G(t, ) [sin(z1) — sin(z0)]] < B2 |G(L, 5) |21 — 2]
= N(t,$) |21 — 22| .

Na intervale [0, 1] x [0, 1] je funkcia G(t,s) <0, a teda |G(t,s)| = —G(t, s). Plati

1 1
max/ |N(t,s)|ds:max/ B#*|G(t,s)| ds = 5* max/ —G(t, s)
tef0,1] S

tel0,1] Jo te(0,1]

t 2

—t t

= 1—td/t1—d:2 vt .t
53&%/& >”+t< s)ds = 5" max | -+ 3

SR EYO

a teda podmienky Vety 3.7 st splnené, ¢im je zarucené jednoznacné riesenie integralnej
rovnice (3.5). O

Znova uvazujme integralnu rovnicu (3.15). Podmienku jednoznacnosti vieme vylepsit pra-
cou v L?[a, b].

Veta 3.9. Predpokladajme nasledujice:
o K(z,y) je spojita funkcia pre a < z,y <b,

e f(y,2) je spojitd a ohranicend funkcia pre y € |a,b| a pre z € R,
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e existuje meratelnd funkcia N(x,y) takd, Ze

|K(l’,y) [f(y> Zl) - .f(y> ZQ)H < N(l’,y) |Zl - 22| pre x,y € [a> b] azi,z € R>

f;NQ({L’,y)d{L’ <00 a \/f; (f;Nz(x,y)dx> dy= L, kde L < 1.

Potom mda rovnica (3.5) jediné spojité riesenie.
Doékaz. Pracujeme v Banachovom priestore Lebesgueovsky integrovatelnych funkecii s kvad-

ratom L?[a,b] s normou ||ull, = 1/ [*|u(z)|* dz. Definujme operdtor F : L?[a,b] —
L?[a, b] predpisom

b
= / K(z,y)f(y, uly)) dy.
Overme, ze Fu € L?[a,b]. Nech u € L?[a,b]. Z nerovnosti |a| — |b| < |a — b| plynie

|(Fu)(2)] < [(Fu)(z) = (FO)(2)| + |(FO)(2)], (3.18)

kde 0 chdpeme ako nulovi funkciu. Pre ¢len |(Fu)(z) — (F0)(z)| vdaka predpokladu vety
dostavame

|(Fu)(z) = (F0)(2)| < / K (z,y) [f (v, uly) — f(y,0)]| dy
a (3.19)

Vyuzitim odhadov (3.18) a (3.19) ziskavame

(Fu)(2)] < / Nz, y) July)| dy + / K(2,9)/(y,0) dy.

Oba cleny na pravej strane nerovnice su integrovatelné s kvadratom. Skutocne, druhy
¢len je podla predpokladu vety spojita funkcia na kompaktnom intervale, a teda je urcite
integrovatelny s kvadratom a pre prvy ¢len vdaka Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti plati

[ ([ Ve )|dy) ws [ ([ e [ Paw)

kde integraly na pravej strane st vdaka u € L? [a, b] a predpokladu vety konecné, a teda
|(F'u)(x)| je obmedzena sictom vyrazov, ktoré su integrovatelné s kvadratom. Preto vdaka
uzavrenosti priestoru L? na s¢itanie je aj tento sicet je integrovatelny s kvadratom, odkial
plynie, Ze Fu € L?[a, b]. UkdZme kontraktivitu F. Plat{

|(Fur)(z) = (Fug)(2)| =

/ K, y) [ (s (y) — £y, us(y))] dy}

/ K (2,9) [f (0 wa(y) — £y, ua(w))]] dy.

Vyuzitim predpokladu vety a Cauchyho-Schwarzovej nerovnosti postupne dostavame

/ K (2,9) [f (g ) — £y, ua()]] dy < / Nz, y) lus () — us(y)] dy

< \// Nz(x,y)dy\// ur (y) — us(y)|)? dy = \// N2(z,y) dy [Jur — uzl|, .
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Potom

b
[Fur — Fusll, < H\// N2(z,y) dy. [[ur — us]|,
2

()i
= |Juy — ugl, \//ab (/abj\ﬁ(x,y) dy) da

= L |lug — uzll,,

kde L < 1, a teda operator F' je kontraktivny, ¢ize predpoklady Banachovej vety 2.12 st
splnené, z ¢oho plynie, ze operator F' ma prave jeden pevny bod, ktory je zrejme jedno-
znacnym rieSenfm rovnice (3.15) v L? [a, b]. VSeobecne ndm tento vysledok nemus{ impliko-
vat existenciu a jednoznacnost spojitého riesenia, avsak uvazujme nasledujicu myslienku.
Nech u*, u* st rozne spojité riesenia (3.15). Poznamenajme, Ze existenciu aspon jedného
spojitého riesenia zarucuje Veta 3.3 (ktord nepotrebuje ziadne dodato¢né predpoklady).
Ak st u*, u* dve rozne spojité funkcie, tak sa liSia na mnozine nenulovej miery, a teda si
rozne aj v L? zmysle. Spojita funkcia na kompaktnom intervale je urcite integrovatelnd
s kvadratom, z ¢oho plynie, ze u*,u* € L*[a,b], odkial vdaka jednoznacnosti v L? [a, D]
dostavame, ze u™ = u*, ¢o je spor. [l

Aplikujme Vetu 3.9 na integralnu rovnicu (3.5).

Veta 3.10. Predpokladajme, Ze o < (v/90/7)w, kde w je uhlovd frekvencia sily posobiacej
na kyvadlo a « je vlastnd frekvencia kyvadla. Potom md rovnica (3.5) jediné spojité
riesente.

Dékaz. Pre konstantu 8 definovant v (3.2) vyuzitim predpokladu vety dostéavame
arm

5_or _ 7 VO

w w

= v/90.

Opét zvolme funkciu N (¢, s) = 52 |G(t, s)|. Potom

/ab (/abN(t,s)zds) dt = /01 (/0154G(t,s)2ds) &t

1 t4 2t3 t2 4
=W/(———+—)&:£:W
0

kde

Rovnica (3.5) spifla podmienky Vety 3.9, a teda existuje jej jednoznacné spojité riesenie.
|
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Poznamka 3.11. (i) Pribliznym vyc¢islenim podmienky pre jednoznacnost v priestore
C la, b] ziskame a < (2v/2/m)w = 0.9003 w. Ak urobime to isté pre podmienku v priestore
L?[a, b], dostaneme o < (+v/90/7)w = 0.9804 w. Pracou v L? [a, b] sme si skutocne polepsili,
pretoze nam umoznuje brat za budiacu silu funkcie aj s nizsou periédou, a teda celkovo
viac funkcii.

(ii) Ukazali sme, ze nas okrajovy problém bude mat jednoznacéné riesenie, ak bude, zhruba
povedané, frekvencia budiacej sily vacsia ako vlastna frekvencia kyvadla.

(iii) Jednoznacnost riesenia integralnej rovnice (3.5) sme mohli dokazat jednoduchsim
sposobom, ktory je obdobny dokazu Vety 3.3 a je zalozeny na ohranicenosti funkcie G.
Poskytuje vSak horsiu podmienku pre jednoznacnost riesenia (3.5). Definujme operator
F:CJ0,1] — C[0,1] predpisom
1
(Fu)(t) = / G(t,s) [F(s) — B*sin(u(s))] ds.
0

Plati
|(Fuy)(t) — (Flug)(?)] < /0 B21G(t, s) [sin(ua(s)) — sin(uy(s))]| ds
< % /0 isin(ua(s)) — sin(ur(s))| ds,

kde sme vyuzili fakt, ze max {|G(t, s)|,t,s € [a,b]} = 1/4. Dalej plati

%/0 |sin(uz(s)) — sin(u(s))] ds < %/0 lug(s) — ui(s)| ds.

Potom
2

2 1 1 2
1P = Fualle < 5 [ o) = wi(o)l ds < 5 [ e = il ds = o =l

Ak chceme, aby bola splnend podmienka kontraktivity, potrebujeme, aby

B2 a2r?
4T A

2 .
<l=a< —w=0,6366w,

T
a vidime, Ze podmienka ziskand jednoduchsim sposobom je skutocne vyrazne horsia v
porovnani s tymi ziskanymi vo vyssSie uvedenych pristupoch.

Ako sme uz poznamenali, pracou v L? [a, b] sme si oproti praci v C [a, b] polepsili. Pri-
rodzend otézka je, ¢i sa dd podmienka dalej vylepsit pracou v L? [a, b] s vhodne zvolenym
p. Ukdzeme, ze sa to da. Uvazujme rovnicu (3.15). Pracujme v priestore L? [a, b] s normou

nﬂuz(lﬂﬂwfdﬁyp

a opat predpokladajme, ze K (x,y) je spojita funkcia pre a < x,y < b, f(y, z) je spojita a
ohranicend funkcia pre y € [a,b] a pre z € R a dalej, ze existuje meratelna funkcia N(z,y)
taka, ze

|K(l’,y) [f(y>zl) - f(y722)]| < N(l’,y) |Zl - 22| pre r,y € [a>b] a azy, zz € R>
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/
f; Ni(z,y)dy < oo a f; (f; Ni(x,y) dy)p " dr < co. Definujme operator F : LP [a,b] —
L? [a,b] predpisom

/ K(z,y)f(y,u(y)) dy.
Overme, ze Fu € LP [a,b]. Nech u € LP [a,b]. Potom
(Fu)(@)] < [(Fu)(x) - (FO)(x)| + |(FO)()
</ N(a.o) Ju(w)] dy + / K (2.9 f(.0)dy,

kde 0 chapeme ako nulovi funkciu. Oba ¢leny na pravej strane nerovnosti patria do
L? [a,b]. Druhy, pretoze ide o spojiti funkciu na kompaktnom intervale a integrovatelnost
prvého plynie z nésledujiceho odhadu

/(/ny)lu( )|dy) dg:</ <(/ quydy) /q(/ab|u(y)|pdy)> iz,

kde sme vyuzili Holderovu nerovnost. Prvy integrdl na pravej strane je koneény vdaka
predpokladu a druhy je koneény vdaka u € LP[a,b], a teda Fu € LP[a,b]. Najdime
podmienku pre kontraktivitu operatoru. Plati

|(Fur) () = (Fug)(z)| S/ K (2, y) [f(y, ua(y) = [y, ua()]| dy

< / N(z,y) |ua(y) — ua(y)] dy.

Vyuzitim Holderovej nerovnosti dostavame

[ ¥ttt an = ([ xanan) ([ o) -wior )
= Jluy — ual|, (/ quy)dy) ;

1 1
kde 1 < p,q < oo su disla zviazané vztahom — + — = 1. Plati
p q

b 1/q
for = wal, ([ Weian) | -
“ p

/ 1/p
kde I, = (f; (f; Ni(z,y) dy)p ! dx) . Opét zvolme tvar funkcie N (z,y) = 82 |G(z,y)|.

Potom

b 1 T 1
Ni(z,y)dy = aleles qd=2q( 1—a2)y?d 1—qqd>
/a (wy)y/oﬁHwy)lyﬁ /O< mw/m( y)iat dy

_ g [(1—x)‘l/ozyqdqu/;(l—y)qdy}

q+1 (1 _ x)q+1

_ 2q1_x x 2qq
=5 )q+1 +5 qg+1

1
= 3291 — x)92?
B(1 =)'t —

[Fur — Fus||, < [ur — sl 1,

r+1—2]=p%1 - )t ,
o+ 1= a] = B¥(1 = o)t —
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kde sme vyuzili, ze |G(z,y)| = —G(x,y) a

zi(l—y)? pre0<z<y<l1
(1—2)%7 pre0<y<z<1

|Gz, y)|* = {

1 1
Z podmienky — 4+ — =1 plynie ¢ = P Potom
P oq p—1

o ([ ([ ) w) "= ([ (052 )

1/p ,
1 (1-p)/p 1 1/p
1 — )PP
= 32 /(—x)xp_ldx :52(%4—1) (/ (1—x)pxpdx> :
p P—
0 (z% + 1> 0
Binomicky integral, ktory sa objavil na pravej strane, sa da vyjadrit v tvare

1
/ (1—x)P2’Pde=B(p+1,p+1),
0

kde B je beta funkcia. Potom

» (1=p)/p
Ipzﬁz(ﬁ+1> (/B(p+1+p+1).

Ak chceme, aby bol operdtor kontraktivny, potrebujeme I, < 1. Odtial s vyuzitim defini-
cie f v (3.2) dostavame predpis pre spravanie sa podmienky pre jednoznacnost riesenia
integralnej rovnice (3.5) pre vSeobecné p

1/ p (p—1)/2p
a<—(—1+1> YBp+1+p+1)w, (3.20)
T™A\Pp —

kde w je uhlova frekvencia sily posobiacej na kyvadlo a « je vlastna frekvencia kyvadla.
Oznacme

L/ -1/
k(p):;(}i_‘—l) {/B(p—}—l—}—p—}—l).

Potom

a < k(p)w.

Je zrejmé, ze hladame také p, aby bolo k(p) ¢o najvacsie. Hladat extrém analyticky je prilis
naroc¢né, najdeme ho graficky. Graf funkcie k(p) je na obrazku 3.1. Pracou v L?[0,1] sa
podarilo zvacsit hodnotu k,, tak, ze a < ky,, w = 0,9852 w, ktort nadobudne k(p) zhruba
pre p = 2,6, ¢im sme dalej vyleps$ili podmienku pre jednoznacnost riesenia rovnice (3.5) v
LP. Rovnakym sposobom akym sme ukazali, ze zlepsenie podmienky pre jednoznacnost v
L? implikuje zlepSenie podmienky pre jednoznacnost spojitého rieSenia na konci dokazu
Vety 3.9, by sme dokazali rovnaky fakt pre LP.
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Obr. 3.1: Graf zavislosti k(p) na p

Dalej nas zaujima spravanie sa podmienky pre jednoznacénost pre p — 0o, najmé, ¢ plati,
ze podmienka v (L?[a,b],| - ||,) bude pre p — oo rovnakd, ako v (C'|a,b],| -|c), ¢o
intuitivne ocakavame. Ak p — oo, pre Beta funkciu plati podla Stirlingovho vzorca

Var(p+ PP R(p + )P Vor(p + 1)
(2p + 2)2P+3/2 o 220+3/2(p 4 1)20+3/2

V2r V2r

= 22p+3/2(p+ 1)1/2 o 22+1(2p + 2)

Blp+1,p+1)~

kde f(z) ~ g(z) je symbol pre asymptoticki ekvivalenciu funkcii f, g, tj. lim @) = 1.

=0 g()
Uzitim predchadzajtcich relacii a L'Hospitalovho pravidla dostavame

lim I, = lim 32
p—00 p—00

(1-p)/
P 1 ) VB(p+1+p+1)

(1-p)/
_5Zg&(p ) ﬁgﬂﬂﬂp+1+p+n

a-n/p NoT 1/p
+ 1 llm SR —
p— poo \ 227+ (2p + 2)




40 Kapitola 3. Analyza rovnice matematického kyvadla

odkial dostavame
2v2

a < —w,
s

¢im sme ziskali rovnaki podmienku pre jednoznacnost riesenia ako v priestore (C [a, b,

- lle)-

3.4 Dal3ie tvahy

(i) Pripomenme, ze vdaka neparnosti a periodickosti externej sily f(x) pdsobiacej na
kyvadlo, sme boli schopni previest riesenie diferencidlnej rovnice vychylky matematického
kyvadla

u” +a*sinu = f(z) (3.21)

na okrajovi tlohu na [0, 1]. Uvazujme teraz f(z) spojitu a periodicku s periédou T' (pred-
poklad neparnosti je vynechany). Vzhladom na periodickost tlohy nam staci najst riesenie
u na intervale [0,77], ktoré vieme rozsirit na celt realnu osu. Potrebujeme teda, aby u
splialo periodické okrajové podmienky u(0) —u(T) = u/(0) — «/(T) = 0. Této tloha nem4
vzdy rieSenie. Ako teraz ukazeme, externd sila musi byt , dostatoCne mala“. Definujme
strednt hodnotu funkcie v € C'[0, 7] ako

A
v:f/o u(t) dt.

Veta 3.12. Ak je u riesenim rovnice (3.21) na [0,T) také, Ze spliia periodické okrajové
podmienky u(0) — u(T) = u/(0) — u/(T) = 0, potom strednd hodnota funkcie f(x) splia
@) < a2

Dékaz. Integraciou rovnice (3.21) od 0 do T' dostavame

/OTf(x) de = /OT (u"(z) + ”sin(u(x))) dz = u'(0) — «'(T) + o /OT sin(u(z)) dz
= [ sintute) de

kde sme vyuzili predpoklad. Potom pre strednt hodnotu funkcie f(x) plati

/0 ' f(z)da /0 ' sin(u()) dz

o2 [T o2 [T
< ?/0 Isin(u(x))| doe < ?/0 ldz = o?,

¢im je veta dokazana. O

T

7 - &

D4 sa ukazat, ze pre kazdd spojiti T-periodicki externu silu taku, ze f(z) = 0, existuji
dve T-periodické riesenia, ktoré sa nelisia konstantou, vid napr. [1].

(ii) Dalej méZeme uvazovat zovieobecnenia diferencidlnej rovnice (3.1), napriklad o ne-
musi byt konstanta, ale funkcia a(x) zavisla na ¢ase, ¢o mdzeme interpretovat ako predl-
zovanie, resp. skracovanie lana, na ktorom je pripevneny hmotny bod. Ak by bola a(z)
takd, Ze o?(z) je spojita, periodickd a pdrna, existenéné vysledky, ktoré boli dokdzané
v sekcii 3.2, zostavaji v platnosti. Dalsim zovseobecnenim méze byt napriklad zahrnutie
tlmiaceho ¢lenu cu'.
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(iii) Dalsim problémom, ktorym sa dé zaoberat, je hladanie priblizného rieSenia, & uz s
vyuzitim znalosti riesenia rovnice bez pravej strany (ktoré je vyjadrené pomocou eliptic-
kého integréalu), alebo napriklad pomocou metédy postupnych aproximaécii, ktora plynie
z ddkazu Banachovej vety.

(iv) Tiez sa da diskutovat otazka nasobnosti rieseni, stability, ¢i skimanie kvalitativnych
vlastnosti vsetkych (resp. nejakych) rieseni.
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7AVER

Cielom tejto prace bolo odvodit rovnicu matematického kyvadla a s pouzitim nastrojov,
ktoré nam poskytuje funkciondlna analyza (najmé Schauderova, resp. Banachova veta o
pevnom bode), dokazat existencné vysledky nelinearneho modelu s pravou stranou.

V préci sme najprv popisali matematické kyvadlo a odvodili jeho pohybovt rovnicu.
Kratko sme zmienili histériu problematiky s dérazom na tie tiseky, ktoré suvisia s nasou
ulohou. Uvazovali sme linearizaciu modelu, kde sme ukazali problém, ktory okrem mensej
presnosti linearizacia prindsa. Potom sme pripomenuli vybrané partie z funkcionélnej
analyzy, ktoré sme neskor potrebovali. Hlavna cast prace sa zaoberala aplikdciou nastrojov
funkcionalnej analyzy na problém zarucenia existencie a jednoznacnosti rieSenia pohybovej
rovnice kyvadla. Diferencidlnu rovnicu tohto pohybu sme dokéazali previest na okrajovy
problém, ktory sme nésledne prepisali do ekvivalentnej integralnej rovnice, ktort sme
zaradili do SirSej mnoziny integralnych rovnic. Na tieto rovnice sme aplikovali vety o
pevnom bode a vysledky sme pouzili na konkrétny problém pohybovej rovnice kyvadla.

Jeden z prinosov prace spociva v doplneni tych casti, ktoré sa casto v textoch, ty-
kajucich sa tejto problematiky, vynechavaju. Ako dalSi prinos priace mozno povazovat
poskytnutie alternativnych moznosti, ako postupovat, hlavne v diel¢ich ¢astiach dokazov
a modifikaciami pristupov pri aplikacii Banachovej vety, ¢o ma za dosledok rézne pod-
mienky pre jednoznacnost rieSenia diferencidlnej rovnice kyvadla. Tato podmienka bola
dalej optimalizovana pracou v priestoroch Lebesgueovsky integrovatelnych funkcii. Ako
sa ukazalo, dolezitt tlohu hra vhodné volba cisla p v priestore LP. V tejto casti boli
odvodené nové vysledky.

Na pracu sa d4 nadviazat napriklad dal$im rozvijanim tvah uvedenych v sekcii 3.4.
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