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Uvod

Vytvorujici funkce predstavuji uzitecny nastroj pro reseni tiloh v kombina-
torice (ale i v jinych matematickych disciplindch). Tato bakalarské prace si
klade za cil seznamit ¢tenare s tematikou, kterd, a¢ pozoruhodnd, neni ob-
vykle naplni vodnich kurzt z kombinatoriky.

Podivame-li se do historie vytvorujicich funkci, setkdme se s nejednim
zvucnym jménem. Za prvniho, kdo vytvorujici funkce pouzil, byva oznaco-
van Abraham de Moivre (1667-1754). Okolo roku 1730 je vyuzil k feSeni
pravdépodobnostnich tloh. Spocital, s jakou pravdépodobnosti pii hodu n
kostkami padne v souctu praveé k ok [0].

Jméno vytvorujicim funkecim dal az o nékolik desitek let pozdéji Pierre Si-
mon de Laplace (1749-1827) [10]. OvSem nejvétsim prikopnikem vytvoruji-
cich funkei byl Leonhard Euler (1707-1783), jehoZ nékteré piinosy vzapéti
predstavime.

V této préaci se zamérime na jednu konkrétni aplikaci vytvorujicich funkei.
Zajima nas, kolika zplisoby lze jakékoliv prirozené ¢islo zapsat jako neuspora-
dany soucet. Otazka rozkladl prirozeného ¢isla na soucin byla zodpovézena
jiz v antickém Recku a je popsana ve 13. svazku Euklidovych Zakladt [5]. Se
soucty se matematici trapili podstatné delsi dobu.

Prvnim znamym matematikem, ktery nadnesl tematiku rozklada, byl
Gottfried W. Leibniz (1646-1716). Ve své korespondenci s J. Bernoullim
(1667-1748) navrhuje, Ze pocet rozkladu prirozeného ¢isla je vzdy prvoci-
selny. Tato hypotéza vsak prestava platit uz u ¢isla 7 (jelikoz rozkladu ¢isla
7 je 15) [2]. Leibniz v tomto sméru diru do svéta neudélal a my se v nasem
vypravéni vratime zpét k Eulerovi.

Ptvod Eulerova zajmu o rozklady se datuje do roku 1740 a je prisuzovan
dopisu od francouzského matematika Philipa Naudého (1654-1729). V ném
Eulerovi klade nékolik otazek a mezi nimi se nachazeji dvé tykajici se roz-
kladta. Zajimalo ho, kolika zptsoby lze zapsat ¢islo 50 jako soucet riznych
prirozenych ¢isel a kolika zplisoby jej lze zapsat jako soucet 7 prirozenych
¢isel (aniz by tato ¢isla musela byt riznd) [7]. Euler usoudil, Ze hledany po-

et rozkladll z prvni otdzky musi odpovidat koeficientu pii 3’2 ve vyrazu



vzniklém roznasobenim nekonec¢ného soucinu:
H (1+ yz") (1)

[2]. Vyraz Q(x,y) bychom dnes nazvali vytvorujici funkei dvou proménnych
posloupnosti poc¢tu rozkladi na rizné slozky. Pri feseni druhého zminéného
problému Euler sestavil jiny vyraz, a to:

P(ﬂ%y):f[l_

(2)

Zde hledanému poctu rozkladt téz odpovida koeficient pii y”2°C. Tato mys-
lenka, tedy interpretovat koeficienty formalnich mocninnych fad jako reseni
kombinatorickych problémi, je zakladnim kamenem vytvorujicich funkei.

Naudého otézky navic Eulera navedly k dalSimu zkouméni rozkladt a
nékteré jeho V}'fsledky se objevi i v této préci Eulerovo zavedeni Vytvof"ujicich
inovaci v této oblasti. [2].

V moderni matematice jsou s rozklady spojena zejména jména Godfrey
Harold Hardy (1877-1947), Sriniviasa Ramanudzan (1887-1920) a Hans Ra-
demacher (1892-1969). Zatim jsme nezminili existenci néjakého vzorecku, do
kterého by bylo mozné dosadit ¢islo n a z néjz bychom ziskali pocet roz-
kladt tohoto ¢isla. Divodem je zejména to, ze se jej dlouhou dobu nedarilo
nalézt. Az v roce 1913 pravé Hardy a Ramanudzan publikovali velmi presny
odhad ¢isla p(n) a o dalsich 20 let pozdéji Rademacher jejich odhad zpresnil
a odvodil tak exaktni formuli.

V Kapitole 1 se seznamime s vytvorujicimi funkcemi z pohledu mate-
matické analyzy. Definujeme je jako mocninné rady konvergujici na néjakém
okoli nuly. Zavedeme zakladni operace s vytvorujicimi funkcemi a zobecnime
binomickou vétu.

Navazeme Kapitolou 2. Zde se na vytvorujici funkce podivame z pohledu
formalnich mocninnych rad. Ukazeme, jak vypada soucet a soucin v okruhu
formalnich mocninnych fad. V kombinatorice rozklad bézné narazime na
nekonecné soucty a souciny formélnich mocninnych rfad (kuprikladu vyrazy
(1) a (2)). Zaruc¢ime, ze tyto vyrazy jsou korektné definovany a pii mani-
pulacich s nimi tak mame pevnou pidu pod nohama. Seznamime se téz s
formalni verzi skladani mocninnych rad.

Kapitola 3 se vénuje kombinatorice rozklad. Nejprve ¢tenare obezna-
mime s problematikou rozkladii a predstavime hlavni iskali. Zavedeme vytvo-
fujici funkci pro pocet rozkladu prirozenych ¢isel. Ta (a jeji drobné variace)
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nam, témeér jako kouzlem, umozni nalézt souvislosti mezi zdanlivé nesouvise-
jicimi oblastmi kombinatoriky. Zde ukazeme vyznamny Eulertuv objev vztahu
mezi pentagonadlnimi ¢éisly a pocty rozkladi prirozenych ¢isel. Na zavér této
kapitoly provedeme horni odhad poc¢tu rozkladu ¢isla n.

Zavéreéna Kapitola 4 prinasi nékolik fesenych cviceni. Tato feseni se opi-
raji o poznatky z predchozich kapitol a jsou sestavena tak, aby jak provérovala
pochopeni informaci z textu, tak prindsela jejich prohloubeni.



Kapitola 1

Zakladni poznatky o
vytvorujicich funkcich

V této kapitole zavedeme vytvorujici funkce a zakladni operace s nimi. Mimo
jiné ukézeme, ze vytvorujici funkce lze v jistém smyslu chépat jako skutecné
funkce na néjakém intervalu. Narazime na nékolik pojmi a poznatkt z mate-
tvrzeni uvadét bez diukazi. Vsechny potiebné pojmy vsak lze dohledat v
libovolné ucebnici matematické analyzy.

Definice 1.1. Méjme posloupnost realnych ¢isel (a,,)22 . Vytvorujici funkei
posloupnosti (a,)32, nazveme mocninnou fadu ve tvaru

Alz) = apa™
n=0

]

Vidime, Ze obyc¢ejna vytvorujici funkce je mocninnd tada, jejiz koeficient
u z" je pravé n-ty ¢len posloupnosti a,,. V praci budeme uvazovat pouze rady
nad redlnymi ¢isly se sttedem v bodé 0. Mnohé vlastnosti vytvorujicich funkci
budeme tedy vyvozovat praveé z vlastnosti mocninnych rad. Stejné jako kazda
slusna mocninna rada i vytvorujici funkce konverguje ve svém stredu, tedy
bodé x = 0.

1.1. Konvergence vytvorujicich funkci

Véta 1.2. Jestlize mocninnd rada A(x) = 3 a,x™ konverguje absolutné v
n=0
néjakém bodé xo, pak konverguje ve vsech bodech, pro které plati |z| < |xg|.
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Priklad 1. Mocninné rada

bude jisté konvergovat pro x = 1, jelikoz dosazenim jednicky za x ziskame
¢iselnou radu

> 01

n=0 2n

jejiz soucet je 1. Diky Vété 1.2 vime, zZe fada nebude konvergovat pouze pro
x = 1 ale pro jakékoliv dalsi x z intervalu (—1,1).

Priklad 2. Méjme mocninnou fadu
Alz) =) a™ (1.1)
n=0

Vime, ze tato fada konverguje absolutné pro vSechna |z| < 1 a diverguje pro
vSechna |x| > 1. Jinymi slovy, vzorec (1.1) zadava skute¢nou funkci na in-
tervalu (—1, 1). Cislo 1 nazveme polomér konvergence fady A(z). Nasledujici
véta zarucuje, ze takové ¢islo najdeme pro kazdou mocninnou radu.

Véta 1.3. Pro kaZdou mocninnou tadu A(x) = 3,50 a,a" evistuje prave
jedno nezdporné ¢islo R € RU{+o0} takové, Ze:

1. pro kazdé |x| < R mocninnd rada konverguje absolutné,
2. pro kazdé |x| > R mocninnd rada diverguje.

Toto cislo splnuje vztah:

R

1
~ lim sup | an| ’

n—oo

kde vyrazem % rozumime R = oo a vyrazem é rozumime R = 0.
Cislo R nazveme polomeér konvergence [13].

Vzhledem k hodnoté poloméru konvergence mohou nastat celkem 3 moz-
nosti:

1. R =0, tedy rada konverguje pouze pro x = 0,
2. R € R* a fada konverguje absolutné v intervalu (—R; R),

3. R = oo a tada konverguje na celé mnoziné R.

11



Absolutni konvergence fady na intervalu I = (—R, R) zarucuje, ze dana
mocninna fada ma vSechny derivace v kazdém bodé na intervalu I, pricemz
vypocet derivace muzeme provadét derivovanim jejich jednotlivych ¢lent.

Na tomto intervalu existuje i soucet této rady. Toto pro nas bude velmi
vyhodnd vlastnost, jelikoz ndm umozni vzit tuto nekone¢nou radu, se kterou
je manipulace ponékud nepraktickd a sbalit ji do kompaktnéjsiho baleni -
vytvorujici funkce. Navic, tato fada odpovida Taylorové rozvoji v bodé 0.

Ackoliv jsme ukéazali, ze vytvorujici funkce je funkce proménné x, ne-
zajimaji nas jeji hodnoty v konkrétnich bodech. Diilezita je pro nas pouze
posloupnost koeficientti jejtho rozvoje, a ze konverguje absolutné na néjakém
intervalu (coz ndm umozni korektni manipulaci s fadou).

Definice 1.4. Necht f je funkce, ktera ma derivace vsech radi na néjakém
okoli bodu a. Taylorovym rozvojem funkce f v bodé a rozumime vyraz ve
tvaru:

o ) (g
=31 @) (5~ ay

n.

Nasim tikolem nyni bude najit k dané posloupnosti (a,)5 , takovou funkei
a(x), ze fada A(z) = Y a,a™ je Taylorovym rozvojem funkce a(z) v bodé
n=0
xz =0.
Priklad 3. Vezméme posloupnost samych jednicek (1,1,1,...), tedy tako-

vou posloupnost, ze pro kazdé n > 0 je a, = 1. Vytvorujici funkci této
posloupnosti je dle Definice 1.1 fada

dat=1l4z+a*+... (1.2)
n=0
V této radé rozpoznavame geometrickou radu, kde ay = 1 a kvocient

q = . Souctem tady (1.2) je funkce

ktera je dobfe definovand na intervalu (—1,1)

Brzy uvidime, ze tato funkce pro nas velmi casto bude zédkladnim sta-
vebnim kamenem, ze kterého budeme vychéazet pii hledani souctt dalsich
mocninnych tad.

V nasledujicim prikladu uvedeme dalsi posloupnost, pro kterou bychom
mohli chtit znét jeji vytvorujici funkei.
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Priklad 4. Méjme zadanu posloupnost:

1 1

— ),

11 11
7127672471207

kde n-ty ¢len je dan vzorcem a,, = % Rozepiseme si prislusnou mocninnou
fadu k této posloupnosti:

> 1 n 1 2 1 3
E —z'=14+ax+—=a"4+—=2"+....
nzon! 21 3!

Zkusenym matematickym okem si povSimneme, Ze se jedna o Taylortv roz-
voj funkce e* a tato funkce je tedy vytvorujici funkci zadané posloupnosti
konvergujici na celém R.

Priklad 5. Je zadana posloupnost:
(1,1,2,6,24,120,...)
kde n-ty ¢len je dan vzorcem a, = n!.

Zjistime, zda existuje soucet prislusné rady. Spoc¢itame-li polomér kon-
vergence Tady podle Véty 1.3, zjistime, Ze je roven 0. Rada proto konverguje
pouze pro x = 0 a nezadava tedy zadnou funkci na zadném intervalu.

1.2. Operace s vytvorujicimi funkcemi

Pokud se chystame pouzivat vytvorujici funkce k feseni kombinatorickych
problémii, je dobré umét si poradit s co nejsirsi skalou rtiznych posloupnosti,
fad a funkci. Tato sekce nas vyzbroji nékolika zakladnimi operacemi s vytvo-
fujicimi funkcemi a jejich pridruzenymi posloupnosti.

Pro snadnéjsi orientaci budeme oznacovat posloupnost a =
(ag,ay,as,...). Jeji vytvorujici funkci oznac¢me A(z). Analogicky za-
piseme posloupnost b = (b, by, b, . ..) a jeji vytvorujici funkci B(x).

1. Sc¢itani posloupnosti po jednotlivych clenech odpovida scéitani vytvo-
fujicich funkei a tedy posloupnost (ag + by, a1 + b1,as + ba,...) ma
vytvorujici funkei A(x) + B(x).

2. Vynasobime-li kazdy c¢len posloupnosti ¢islem ¢ € R, pak posloupnosti
(cag, cay, cas, . ..) odpovida vytvorujici funkce cA(x).
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3. Pro n € N je funkce 2™ A(x) vytvorujici funkei posloupnosti

n-krdt

——
(0, 0, e 0, ap, A1, A2, . . )
Volné by se dalo fict, Ze jsme posloupnost ,,posunuli doprava“ o n mist.
4. Vytvorujici funkei posloupnosti (ay,, @yt1, Gnyo, - - .) je funkce

A(x) —ap — a1 — agx? — ... — a,_12™ !

:L»’I’L
Analogicky s bodem 3. bychom mohli prohlasit, Ze jsme posloupnost
tentokrat ,,posunuli doleva“ o n mist.

5. Dosadime-li za proménnou z jeji c-nasobek cx, kde ¢ € R, pak ziskdme
posloupnost (ag, cay, 2as, c®as, . ..) a k ni piislusnou vytvorujici funkci
A(cx)

6. Jinou variantou je dosazeni " za x. V ni se kazdy ¢len s indexem n - k
rovna Clenu a; puvodni posloupnosti a ostatni ¢leny jsou rovny 0, tedy:

(n—1)-krdt (n—1)-krdt
—— ——
(ao, 0,...,0,&1, 0,...,0,&2,...).

Vytvorujici funkei této posloupnosti je funkce A(z™)

7. Funkce muzeme derivovat a integrovat, jejich mocninné rady pak podle
vét pro soucet limit derivujeme a integrujeme po jednotlivych cle-
nech. Funkci A’(x) tak odpovida posloupnost (aq, 2az, 3as, . ..) a funkci
Iy A(x) dx zase posloupnost (0, ag, %al, :1,—)&3, c)

8. Vynéasobime-li vytvorujici funkce A(z) a B(x), pak mocninna fada C'(x)
odpovidajici jejich souc¢inu méa nasledujici podobu:

A(z)B(z) =C(z) = i:ocnx",

kde

C; = Z ajbk.

(9]

Tato pravidla aplikujeme pii hledani nékolika vytvorujicich funkci. Pro vétsi
nazornost budeme u kazdého kroku vlevo prezentovat ziskanou funkci a
vpravo jeji posloupnost.
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Priklad 6. Mé&jme posloupnost 1,0,2,0,4,0,8,0,...). Jaka je jeji vytvorujici
funkce?

Budeme vychézet z posloupnosti samych jednicek (1,1,...) o které jiz
vime, ze jeji vytvorujici funkce je
1
1l—2z

(1,1,1,...).

Podle bodu 5 za x dosadime 2z a ziskdme tak funkci a jeji posloupnost:

1
1—2x

(1,2,4,...).

Poslednim krokem je vlozit nuly na vsechny sudé pozice - to provedeme podle

bodu 6 a za x dosadime z?*:
1
1— 222 (1,0,2,0,4,0,...).
— 2z

1

Vytvorujici funkci zadané posloupnosti je tedy funkce ;——.

Priklad 7. Je zadéna posloupnost (1,1,2,2,3,3,4,4,...). Jak bude vypadat
jejl vytvorujici funkce?

Opét vyjdeme z posloupnosti (1, 1,...) a jeji vytvorujici funkce

1
1—2

(1,1,...).

Zderivovanim ziskame funkci a posloupnost

(1ix),:ﬁ (1,2,3,...).

Dosadime z?:
1

— 1,0,2,0,3,0,...
(1_1;2)2 (777777 )7

a vytvorime tak mezery na kazdé druhé pozici.

Zbyva pouze zaplnit mezery. Ty zaplnime stejnou posloupnosti, jakou
jsme prave vytvorili, pouze ji musime o jedno misto posunout doprava, ¢ehoz
docilime vynasobenim funkce proménnou x:

T

— 0,1,0,2,0,3,...).
(1_x2)2 (777777 )
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Nyni staci pouze funkce secist:

B 1 x 14z
A = T amer T a—ap

Funkce A(z) je vytvorujici funkei posloupnosti (1,1,2,2,3,3,4,4,...).

Priklad 8. Je zaddna konecnd posloupnost (1,1,1). Jaka je jeji vytvorujici
funkce?

Znovu vyuzijeme funkci

flz) = . (1,1,1,...)

Od 4. ¢lenu bychom chtéli v posloupnosti docilit samych 0. Toho dosdhneme
tak, ze k funkci f(x) pri¢teme takovou funkei, jejiz posloupnost ma prvni tii
¢leny rovny 0, ale vSechny ostatni rovny -1. Podle bodu 2 a 3 tato funkce
bude

0,0,0,—1,—1,...
1_,I (777 Y Y )

Hledanou funkci je funkce

1 — 23

1—2

(1,1,1,0,...)

O spravnosti feseni se muzeme presvédcit vydélenim téchto dvou polynomii.
Vysledkem by mél byt polynom s koeficienty ze zadané posloupnosti.

1.3. Zobecnéna binomicka véta

V této sekci ukdzeme, jak vypadd mocninny rozvoj vyrazu (1 + z)". Pro pfi-
rozena n na tuto otdzku odpovida binomicka véta, kterou nyni pfipomeneme:

Véta 1.5. Necht n € N, x,y € R. Pak plati:
n n B
(z+y)" =3 <k>wk@/” g
k=0

Diikaz. Binomickou vétu lze dokazat matematickou indukcei, my se vsak za-
métrime na kombinatoricky dikaz.
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Nejprve pro vétsi ndzornost rozepiseme vyraz (x + y)" jako souéin n za-
vorek:

(x4+y) - (z+y)-(z+y) ... (z+7y). (1.3)

Jedna se o soucin n dvojclent a pii jejich nasobeni ziskame 2™ scéitanci.
Spocitame, kolik z nich bude ve tvaru z* - 4"~ *. Reknéme, Ze si z prvni
zavorky vybereme z, z druhé y, z dalsi taky y a tak dale, dokud nevybereme
¢len z posledni zavorky. Pri tomto vybéru jsme v k zavorkach vybrali x a ve
zbyvajicich (n — k) zavorkach jsme proto museli vybrat y.

Pocet vyskytt z¥ - 4" % v (1.3) je proto roven poc¢tu moznosti, jak z

n zavorek vybrat k zavorek. Tomu odpovida pravé kombinacni ¢islo (Z) K

dokonceni dikazu zbyva secist cleny ve tvaru (Z) x¥.y"~F pies viechna k < n,
kde k € Ny. O

Vratme se zpét k rozvoji funkce (1 + z)". Jiz jsme pomoci binomické véty
ukazali jeji podobu pro n € N. Bylo by vyhodné, kdybychom uméli jednoduse
najit koeficienty i pro jiné mocniny - napriklad (1 + x)% nebo (1 +z)73.

Drive, nez zobecnime celou binomickou vétu, zobecnime definici kombi-
nacniho ¢isla.

Definice 1.6 (Zobecnéné kombinacni ¢islo). Pro libovolna ¢isla » € R a
k € Z je zobecnéné kombinacni ¢islo (2) dano predpisem:

<7’> r(r—1(r—-2)...(r—k+1)

k)~ Kl ’
kde specidlné klademe (8) =11[9].

Ocekavali bychom, zZe vzorec binomické véty plati beze zmény, uvazime-
li zobecnéna kombinacni ¢isla. Opravdu, tato analogie je platna, coz ve 2.
poloviné 17. stoleti objevil Isaac Newton.

Véta 1.7 (Zobecnéna binomicka véta). Meéjme cisla z,y,r € R. Pak plati:
T — r r—k k
o \k
kde (,:) je kombinacni c¢islo ve smyslu Definice 1.6 [172].

Pozorovdni. Co se stane, pokud je za r dosazeno prirozené cislo? Ve Vété 1.5
je ve vzorci pouze konefna suma, zatimco ve Vété 1.7 je suma nekonecna,
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coz by zdanlivé mohlo ptisobit problémy. Ukazeme, ze pro kazdé n € N jsou
obé véty platné a ekvivalentni.

Je ziejmé, Ze obé sumy jsou identické az po clen, kde k = r. Zaméime se
na kombinacni ¢islo pro libovolné k > r. Predpokladejme, ze k = r + 7, kde
1 € N. Pak mtzeme toto kombinac¢ni ¢islo vyjadrit jako:

< r )_7’-(7’—1)-...-(7’—(7’—1))-(7’—7’)-...-(7’—7’—2’—{—1)
r+i) (r+)!

(1.4)

Jeden z Cinitelt v citateli je roven 0, a tedy je nulové i kombinacni ¢islo
(1.4). Proto i vSechny c¢leny, které se v sumé nachdzeji za n-tym Clenem,
vymizi. Z toho plyne, Ze pro pfirozené mocniny jsou obé véty ekvivalentni a
muzeme pro né tyto vzorce zaménovat.

Nyni predstavime 2 ptiklady rozvoju, pri jejichz vypoctu uzijeme zobec-

nénou binomickou vétu.

Priklad 9. Méjme funkei (14 z)", kde r € R. Jaky je jeji mocninny rozvoj?

Dle Véty 1.7 mame:
fl@)=0142)"=> <T> 1" =" <T>xn (1.5)
n=0 n n=0 n

Zkusme odvodit vzorec (1.5) i jako Tayloruv rozvoj funkce f(z) v bodé z = 0.
Dle Definice 1.4 je n-ty ¢len rozvoje ve tvaru:

f(n)

:L,'I’L
nl =

Ay =

Spocitejme vSechny derivace v bodé 0:

F@)=r-(1+ay F0)=r
fll@)y=r-(r=1)(1+a2)" fO)y=r-(r—1)
fflay=r-(r=1-(r=2)-1+2)"  fO)=r-(r-1)-(r—2)
fO)y=r-. o (r=n+1)-(1+2)™ fO0)=r-...-(r—n+1).

Nyni n-tou derivaci dosadime do vzorce pro n-ty clen Taylorova rozvoje:

:f(”)(O) . re(r=1)-...-(r—m+1) <T>x"

an xr = —=
n

n! n!
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Secteme pres vsechna n > 0:

(o] (o] r

day =) < )x”: (1+2x).

n=0 n=0 n
Ukéazali jsme, ze v tomto pripadé je vypocet pomoci vzorce pro Taylorovu
fadu ekvivalentni s tim ze Zobecnéné binomické véty (1.7). Ukazali jsme také,
ze funkce (14 z)" je vytvorujici funkci posloupnosti ((6), (;), (g), c)
Priklad 10. Necht n, k € N. Ukazeme, ze funkce

1
Glr)= ——

je vytvorujici funkci posloupnosti

wra- (L) 7))

Dle Véty 1.7, plati:

1 &[N vk
TS _Z<k>(_1)x'

n=0

Zaméiime se na koeficient u z*:

<—n>(_1)k: (—n)-(—n—1)-...-(—n—k+1)

k k! (-1)".

Ze vsech zavorek v citateli zlomku lze vytknout (—1). Zavorek je pravé k,
vytkneme tedy (—1)* :
n-n+l)-...-(n+k—-1)
k!
Cely vyraz vynasobime vhodné napsanou jednickou:
n-n+1)-...-(n+k—-1) (n—1)!
k! (n—1)!
Vyraz v Citateli lze prepsat jako (n + k& — 1)! :

(n+k—1)! <n+k—1>

H-n—1)! \ n—1

Secteme-li pfes vSechna k € N, ziskame:

1 (n+k—-1\ ,
()

o n—1

(1)

Ukazali jsme, Ze funkce G(x) je vytvorujici funkei posloupnosti (¢,)5%,
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Kapitola 2

Vytvorujici funkce jako
formalni mocninné rady

V predchozi kapitole jsme zavedli pojem vytvorujicich funkci. Existenci vy-
tvorujici funkce jsme podminili konvergenci ptislusné mocninné fady na né-

jakém okoli 0. Ne pro kazdou posloupnost (a,)5; vsak bude fada Y. a,z"

n—=
konvergovat mimo 0. Priklad rady, jejiz koeficienty rostou ptilis rychle a fada
ma soucet pouze v bodé x = 0 je:

Alz) = nl-a™
n=0

S vytvorujicimi funkcemi ¢asto pracujeme bez jakéhokoliv imyslu dosazo-
vat za proménnou x a pouzivame ji jen jako jakousi ,Snuru“, na kterou jako
kolicky vésime ¢leny posloupnosti [13]. Bylo by vyhodné, kdybychom méli jis-
totu, Ze nami provadéné manipulace jsou korektni, aniz bychom museli stale
premyslet nad tim, zda fada konverguje a kde.

Proto ve strucnosti predstavime zaklady teorie formalnich mocninnych
fad. Zde analytickd konvergence (jako jsme s ni pracovali v predchozi ka-
pitole) pozbyva vyznamu, jelikoz x chédpeme pouze jako symbol, za ktery
nedosazujeme.

Tato kapitola je zaloZena na teorii popsané v knize Bijective combinatorics
od Nicholase Loehra [¢].

Definice 2.1. Forméalni mocninnou fadou nad realnymi ¢isly nazveme kazdé
zobrazeni F' : N — R. Vyrazem F(n) oznacime obraz prirozeného ¢isla n.
Budeme uzivat zapis:

F = i:o F(n)z".
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Mnozinu vsSech formalnich mocninnych fad nad realnymi ¢isly oznacime

R{[]].

Formalni mocninné fady lze definovat obecné nad jakymkoliv télesem, ty
vsak pro tuto praci nemaji zasadni vyznam.
Pozndamka. Dvé formalni mocninné rady F, G se rovnaji pravé tehdy, plati-li
F(n) = G(n) pro vsechna n € N.

2.1. Soucin a soucet formalnich mocninnych
rad
Zde definujme soucet a soucin formélnich mocninnych rad.

Definice 2.2. Necht F,G € R[[z]]. Jejich souctem nazveme fadu F + G
danou vztahem (F + G)(n) = F(n) + G(n).
Jejich soucinem rozumime radu F'G takovou, ze pro kazdé n € N je

splnéno:
n

(FG)(n) = F(k)G(n — k).

k=0

Mnozina R[[z]] tvori spolu s operaci s¢itani a nasobeni komutativni okruh
s jednotkovym prvkem. Nulovym prvkem je fada O, kde O(n) = 0 pro
vSechna n € N. Jednotkovym prvkem tada E, kde F(0) = 1 a E(n) =0
pro vSechna n > 1 - tuto fadu proto budeme znacit pouze ¢islem 1. Okruh
R[[x]] dokonce tvori obor integrity, to ale v textu nebudeme potfebovat.

Scéitani a nasobeni lze rozsitit na libovolny konecny pocet rtad
b By, ... .
Véta 2.3. Nechtk € N a Fy, Fs, ..., F}, € R[[z]]. Pak:

(F1+ Fy+ ...+ F)(n) = Fi(n) + Fo(n) + ... 4+ Fr(n),

(Fy-Fy-...- Fy)(n) = > Fi(j1) - Fa(ga) - - -+ Fr(J)-

J1+jot+-+ir=n
Pozndmka. Specialnim pripadem konecného soucinu rad je n-t4 mocnina rady
F:

n—krat

—_——f—
F'=F.F.-.. F.
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2.2. Limity, nekonec¢né soucty a souciny for-
malnich mocninnych rad

Zatim jsme definovali pouze konecné soucty a souciny formalnich mocninnych
fad. V nasledujici kapitole vsak budeme potiebovat, aby existovaly a byly
korektné definovany i nekonecné soucty a souciny. Tyto operace zavadime
pomoci limit.

Definice 2.4. Necht (F)72, je posloupnost formélnich mocninnych fad F, €
R[z]], k¥ € N a mé&jme fadu G € R][z]]. PiSeme:

lim F, =G, nebo F, — G,

k—o00

pravé kdyz pro kazdé n € N existuje index K(n) takovy, ze pro kazdé k >
K(n) plati Fx(n) = G(n).

Diky zavedeni limity posloupnosti formalnich mocninnych tad, 1ze defi-
novat nekteré nekonecné soucty a souciny v R[[z]].

Definice 2.5. Necht (F})72, je posloupnost prvki z R[[z]]. Pro kazdé N > 0
bud Gy = Fo + Fy + ...+ Fy € R][z]] ¢astecny soucet posloupnosti (F})52,.
Jestlize v R][z]] existuje H takové, ze H = nh_rg)lo G n, pak piSeme

S F,=H.
k=0

Véta 2.6 (Kriterium existence nekonecného souctu). Nekonecny soucet
> Fy existuje, pokud pro kazdé n € N je splnéno Fy(n) # 0 pouze pro
k=0

konecné mnoho k € N.

Definice 2.7. Necht (F})72, je posloupnost formélnich mocninnych fad Fy, €
R[[z]], ¥ € N. Pro kazdé N > 0 bud Gy = Fy - Fy-...- Fx € R[[z]]
¢astecny soucin posloupnosti (F)22,. Jestlize v R[[z]] existuje H takové, Ze
H = nh_r}go Gy, pak piseme

1 = H.
k=0

Véta 2.8 (Kriterium existence nekoneéného soucinu). Nekonecny soucin
[T(1+ Fy) existuje, pokud pro kazZdé n € N je splnéno Fy(n) # 0 pouze
k=0

pro konecne mnoho k € N.
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Ukazeme vyuziti kriteria z Véty 2.8 na funkci, ktera pro nas v nasledujici
kapitole bude mit zvlastni vyznam.

Priklad 11. Existuje nekoneény soucin
Q=1]1-2"7
k=1

Zde plati, Ze F;, = —a*. Vidime, Ze pro kazdé n € N je splnéno Fy(n) # 0
pravé kdyz n = k. Proto je dle kriteria soucin () dobte definovany.

2.3. Jednotky v okruhu R|[z]]

V této sekci ukdzeme zda a ke kterym formalnim mocninnym fadam existuji
inverzni prvky vzhledem k nasobeni.

Definice 2.9. Necht S je okruh. Prvek x € S nazveme jednotkou S, pravé
kdyz existuje y € S tak, ze xy = yxr = 1.

Pozndmka. Povsimnéme si, ze jednotka okruhu neni to samé, jako jednotkovy
prvek vzhledem k nédsobeni (obvykle zna¢ime e nebo 1). Ziejmé ale jednot-
kovy prvek je jednotkou ve smyslu Definice 2.9, naopak ne kazda jednotka je
jednotkovym prvkem.

Jednotky v R[[z]] jsou charakterizovany nasledujici vétou.

Véta 2.10. Formdlni mocninnd rtada F € R[[z]] je jednotkou v R[[z]| prdvé
kdyz F(0) # 0.

Poznamka. Ke kazdé formalni mocninné fadé, jejiz absolutni ¢len je nenulovy,
existuje inverzni fada vzhledem k nasobeni (tato fada je dokonce urcena
jednoznacné). Pro kazdou mocninnou fadu F' oznac¢ime jeji inverzni fadu
F-L

Priklad 12. Existuje inverzni formalni mocninna rada k radé
F=1-—2a7
Pokud ano, najdeme ji.
Jelikoz F(0) =1 # 0, dle Véty 2.10 jisté fada F~! existuje.
1

Intuitivné bychom ocekavali, Ze touto fadou (ackoliv vyraz — v ramci
mocninnych fad zatim nezndme) je

F 1= =1l4+z+22+25+....

1—2
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Vyraz (1 +x + 22 + 2+ ...) je mocninnou fadou a miiZeme se presvédcit,
ve FF-F~1=1.

Diky existenci inverznich funkci 1ze zavést zaporné celoc¢iselné mocniny.
Navic vyrazu &, kde F € R[[z]] pfifadime formaln{ vyznam.

Definice 2.11. Necht k£ € N a F' € R[[z]] je formalni mocninnd fada takova,
ze F(0) # 0. Vyrazem

1
F?

1
(respektive FF = )

-1 _
F == —ﬁ

rozumime inverzni fadu k F' (respektive k F*) vzhledem k nésobeni.

2.4. Skladani formalnich mocninnych rad

Na zavér kapitoly o formalnich mocninnych fadach ukazeme formalni vyznam
skladani téchto rad. Inspirujeme se opét v matematické analyze a nasim cilem
bude definovat formalni skladani tak, ze fadu G ,,dosadime“ za x v rfadé F
tak, aby toto slozeni bylo opét formalni mocninnou radou.

Definice 2.12. Necht F,G € R][[z]] a G(0) = 0, nebo F' je polynom. For-
malnim slozenim F' a G rozumime vyraz:

FeG= i F(n)G" = i_o:OF(n) <§: G(k)xk> € Ri[z]].

n=0

Pozorovdni. Ukazeme, ze v pripadech, kde F' je polynom nebo G(0) = 0, je
slozeni dobre definovana formélni mocninna rada.

Jestlize F je polynom n-tého stupné, pak vyraz S;, = F(k)-G* je formalni
mocninna tada. Soucet vyrazu S, pres vsechna k& < n je konecny soucet
formalnich mocninnych fad a je tedy dobre definovan.

Jestlize F' neni polynom, pak musi byt splnéna podminka G(0) = 0.
Postupujme dle Véty 2.6. Oznacime

H=FeG=)> F(k)G" a H, = F(n)-G"
k=0

Pak pro kazdé n € N plati, ze
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Pro kazdé prirozené ¢islo n proto existuje nanejvys n—1 vyraza Hy takovych,
ze Hi(n) # 0. Podle kriteria je proto soucet

H=)> F(k)G"
k=0
formalni mocninné rada a slozeni F' e GG je v tomto pripadé také korektné

definovano.

Piiklad 13. Necht F = 5 2" a G = 2z.

n=0

Jelikoz G(0) = 0, formdlni slozeni je definovano a je rovno:

FeG=)> (2z)" =) 2"z"
n=0 n=0

Zavedli jsme znaceni F = (1 — x)~!. Pro formalni sloZeni F' e G budeme
psat:
FeG=(1-21)"=

1—2x
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Kapitola 3

Vytvorujici funkce v rozkladech
prirozenych cisel

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali tim, co vibec jsou vytvorujici
funkce a jaké maji vlastnosti. Nyni predstavime aplikaci vytvorujicich funkci
v jedné konkrétni oblasti kombinatoriky: jak jiz ndzev napovida, bude se
jednat o kombinatoriku rozkladi.

3.1. Rozklady usporadané, neusporadané

Hlavnim tkolem celé kapitoly je najit pocet rozkladi prirozeného cisla n,
neboli zjistit, kolika zptisoby je mozné cislo n € N zapsat jako soucet priro-
zenych ¢isel. Problematiku uvedeme na motiva¢nim prikladu.

Priklad 14. Kolika zptsoby muzeme zapsat ¢islo 5 jako soucet prirozenych
¢isel?

5=95 0=2+2+1
0=4+1 0=2+1+1+1
5=3+2 o=1+1+1+1+1
0=3+1+1

Jsou to opravdu vsechny rozklady? Napriklad soucet 1 + 4 se ve vyctu
vyse nenachézi. Budeme soucty 1+ 4 a 4 + 1 povazovat za rizné rozklady?

Pokud bychom se ohlizeli pouze na to, z jakych prvkia se dany rozklad
skldada a ne na jejich poradi (tedy rozklady 1+ 4 a 4+ 1 budeme povazovat
za tytéz), pak ¢islo 5 bude mit celkem 7 ruznych rozkladu. Tyto rozklady se
oznacuji privlastkem neusporadané.
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Nyni vyTesime pripad, kde budeme rozklady, ve kterych jsou stejné slozky
v ruznych poradich, povazovat za rtizné. Tento typ rozkladi nazveme uspo-
radané a pocet usporadanych rozkladu ¢isla n oznacime p*(n).

Cislo 5 si miZeme predstavit jako soucet:

5=14+1+14+1+1. (3.1)
Libovolny rozklad lze ziskat seskupenim jednicek v souctu 3.1, napriklad:
5=(1+1)+(1+1+1)=2+3.

Kolika zptisoby lze vytvorit takové skupiny? Rozdéleni je mozné provést v
kazdé mezere mezi 1. Tyto mezery jsou pravé 4, u kazdé z nich mame 2 moz-
nosti - bud ji vybrat nebo nevybrat. Celkovy pocet usporadanych rozkladi
¢isla 5 tedy je:

p*(5) =2* = 16.

Pozorovdni. Neusporadanych rozkladi je zfejmé mensi pocet nez téch uspo-
radanych. Kazdy z neusporadanych rozkladt 4 + 1 a 3 + 2 odpovida dvéma
riaznym moznym usporadanym rozkladim, 3+ 1+ 1 a 2 + 2 + 1 odpovidaji
tfem rtznym usporadanym rozkladim, atd. Bohuzel, nenajdeme jednoduchy
zpusob, jak z poc¢tu usporadanych rozklada spocitat pocet neuspotradanych.

Druhou ¢ast Prikladu 14 jednoduse zobecnime pro kazdé n € N.

Definice 3.1. Usporadanym rozkladem ¢isla n € N rozumime kazdou uspo-
fddanou k-tici pfirozenych ¢isel o* = (ay, o, . .., ax) € NF, kde:

n=uoa +a+...4+ ag.
Véta 3.2. Pocet usporadanych rozkladi prirozeného cisla n je
p*(n) =2"""1
Duikaz. Pro libovolné n € N uvazujeme soucet:

n-krat

——
n=14+14...+1
Podobnym zpisobem jako v prikladu 14 zjistime, zZe:

p*(n) =2""".
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S neusporadanymi rozklady se nevyporadame tak jednoduse a proto jim
budeme vénovat celou tuto kapitolu.

Ackoliv jiz bylo v Prikladu 14 naznaceno, co myslime neusporadanymi
rozklady, uvedeme jejich definici, se kterou budeme pracovat ve zbytku ka-
pitoly.

Definice 3.3. Neusporadanym rozkladem cisla n € N budeme rozumét kaz-
dou uspoiddanou k-tici pfirozenych éisel o = (ay, ..., a;) € N¥, Ze:

o+ + ... Fap=mn,

a zaroven

a12a2> zak

Cisla oy, . . ., i budeme nazyvat slozky rozkladu [I1].

Pozndmka. Pro nase ucely ma smysl do definice zahrnout i pripad, kdy n = 0
a za jeji rozklad budeme povazovat prazdnou k-tici.

Jelikoz se jiz déle v textu usporadanymi rozklady zabyvat nebudeme,
budeme neusporadané rozklady oznacovat pouze terminem ,rozklad®.

Kazdy rozklad lze graficky reprezentovat pomoci Ferrersova diagramu.
Ten je pro dany rozklad a = (av, ... ) ¢isla n € N tvoren n teckami, které
jsou v k tadcich, kdy vzdy v i-tém fadku (i € {1,2,...,k} ) je o, tecek.

Priklad 15. Pomoci Ferrersova diagramu znazornime rozklad a ¢isla 9, kde:

a=(4,2,2,1).

Obrazek 3.1: Ferrersuv diagram rozkladu o = (4,2,2,1)
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Obrazek 3.2: Ferrersuv diagram rozkladu o = (7,6,4,4,2,1)

Obrazek 3.3: Ferrerstv diagram rozkladu o = (6,5,4,4,2,2,1)

Definice 3.4. Méjme rozklad «. Dualni rozklad k rozkladu a nazveme ta-
kovy, jehoz Ferrerstiv diagram vznikne z Ferrersova diagramu rozkladu a
zaménou radkua a sloupci. Je-li diagram dualni sam k sobé, mluvime o tzv.
samodudlnim rozkladu. Rozklad dudlni k rozkladu o budeme oznacovat o .

Priklad 16. Najdéte dualni rozklad k rozkladu o = (7,6,4,4,2,1).
Vyjdeme z Obrazku 3.2, na kterém je znazornén rozklad «. Tento diagram

0sové zobrazime pies piimku o. Timto ziskdme diagram rozkladu o’ dualniho
k rozkladu « (viz Obrazek 3.3).

Priklad 17. Najdéte libovolny rozklad ¢isla 8, jehoz diagram je samodudlni.
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Obrazek 3.4: Samodudlni rozklady cisla 8

Ve Cviceni 9 v zavérecné kapitole prace ukazeme, ze takové rozklady
existuje pouze dva a to:

a; =(4,2,1,1) a as = (3,3,2).
Tyto rozklady jsou zobrazeny na Obrazku 3.4.

Diky zavedeni Ferrersovych diagramii miizeme vystihnout myslenky né-
kterych vét.

Véta 3.5. Pocet rozkladu cisla n € N na sloZky, které jsou vsechny mensi
nebo rovny néjakému cislu k je stejny, jako pocet vsech rozkladi cisla n na k
a méne sloZek.

Dikaz. Najdeme bijekci mezi mnozinou P rozkladt ¢isla n, kde ay < m a
mnozinou ) rozkladi, které maji nanejvys m slozek. Pro znazornéni této
bijekce pouzijeme pravé Ferrersovy diagramy.

Definujme zobrazeni f, které kazdému rozkladu priradi jeho dualni roz-
klad. Paklize pro rozklad « plati o € P, pak pro jeho obraz je jisté splnéno
fla) € Q. Stejné tak, pokud pro néjaky rozklad o plati o/ € @, tak pro jeho
obraz musi platit, ze f(a’) € P.

Zobrazeni f je samo k sobé inverzni a je bijekci mezi mnozinami P a Q).
Z toho plyne, Ze pocet rozkladii na slozky mensi nebo rovny m a na pocet
slozek mensi nez m je stejny. O

Poznamka. Podobnou tivahou dojdeme i k zavéru, ze pocet rozkladt priro-
zeného cisla n na prave k slozek je stejny, jako pocet rozkladi prirozeného
¢isla n, kde nejvétsi slozka je pravé k.

3.2. Problémy s mincemi
Slozkami rozkladu mohou byt dle Definice 3.3 jakdkoliv prirozena cisla. Pro
zacatek si situaci zjednodusime a za slozky budeme uvazovat pouze prvky

néjaké konecné mnoziny R C N.
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Véta 3.6. Necht ny,...,nx € N jsou ruznd cisla. T,,(nq,...,ng) oznacme
pocet vSech rozkladu cisla n takoviych, Ze jejich slozky ndlezi mnoZiné
{n1,...,ng}. Pak plati vztah:

To(ny,...,ng) =T p,(ny, .o yng) + To(ng, ..o ng_1),

kde
Ton(na,...,n;) =0, jestlize m < 0[1]].

Pozndamka. Pripomeneme, ze v souladu s Definici 3.3 je pocet rozkladt nuly:
T(](’n,l, ce ,nj) =1.

Tato véta nam dava navod, jak najit pocet rozkladi, pokud mame konec-
nou mnozinu, ze které lze vybirat slozky rozklady. Ukazeme si jeji aplikaci
na prikladu.

Priklad 18. Jeden galeon (¢) ma hodnotu sedmnéct srpct a jeden srpec (s)
odpovida dvaceti deviti svrckum (v). Kolika zptusoby lze zaplatit 1 galeon a
6 srpci?

Reseni. Pii TeSeni se opfeme o Vétu 3.6. Nejprve viak hodnoty vsech minci
prevedeme na svrcky. Jeden galeon ma hodnotu 493 svrckt, jeden srpec 29
svrckl a hledame pocet zptisobu jak zaplatit 1 galeon a 6 srpcti - po prevedeni
celkem 667 svrckt. Muzeme pocitat:

Ts7(493,29,1) = T174(493,29, 1) + Teer(29,1) =
— T 319(493,29, 1) + Ti74(29, 1) + Tias(29, 1) + Tezs(1) =
=0+ T145(29, 1) + T17a(1) + T09(29, 1) + Thizs(1) + 1 =
= T116(29,1) + Thys(1) + 1+ Thgo(29, 1) + Tooo(1) + 1+ 1 =
=T57(29,1) + Ti16(1) + 1+ T551(29,1) + Tsg0(1) + 1 +3 =
= T5s(29,1) + Tsr (1) + 1+ T522(29,1) + T (1) + 1 +5 =
=T5(29,1) + T5s(1) + 1 + T4o3(29,1) + Thsoo(1) + 1 + 7 =
=T0(29,1) + Tog(1) + 1 + Ty64(29,1) + Tyos(1) + 1 +9 =
=14+ 14+Tu35(29,1) + Thea(1) + 1+ 11 =
= T406(29,1) + Tys35(1) + 15 =--- =31

Vypocet jsme neuvedli cely. Ackoliv vede ke spravnému vysledku, byl

zdlouhavy a neprilis efektivni. Pokud by se c¢astka, kterou chceme zaplatit,
zmeénila, musime cely vypocet provadét znovu od zacatku.
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Existuje i jina cesta jak ziskat vysledek - vytvorujici funkce. P¥i hledani
poctu rozkladi vlastné hleddme pocet feseni rovnice:

4939 + 29s + v = 667, kde g, s,v € Nj.

Clen 493¢ reprezentuje ¢astku zaplacenou v galeonech, ¢len 29s ¢astku
zaplacenou v srpcich a ¢len v ¢astku zaplacenou ve svrécich.

Cely problém lze prevést na nasobeni mocninnych fad. Jedna rada ( G )
bude reprezentovat ¢astku zaplacenou galeony, druhéa ( S ) ¢ast zaplacenou
srpci a posledni (V') ¢astku, kterou zaplatime ve svrécich.

O 1
_ 493 _ 493n _
O 1
G a® S T = 290 _
+ 2 4+ 2% 4 2% 4 nz::()a: Rt

0 1
Vzl—}—x—}—xz—}—a:g—{—...:z:x": i

n=0 l—x

Na prikladu rady S ukazeme, jak tyto mocninné fady chapat. Srpce nemu-
sime pouzit viibec zadné, nebo pouze jeden a zaplatit tak ¢astku odpovidajici
29 svrckiim, nebo 2 a zaplatit jimi tak 58 svrcki, a podobné. V mocninach
u x v fadé prislusné dané minci jsou tedy zakédovany vsechny mozné castky
zaplatitelné pouze timto typem mince.

Nyni tyto fady spolu vynasobime:

G-S-V=04+2"+..) Q+22+2°4+..) - I+a+2’+..)=

(3.2)
1 1 1
1— 249 1229 1 — g (

3.3)

P1i rozndsobeni (podobné jako jiz bylo zminéno u binomické véty), s¢itdme
pres vsechny mozné volby trojic tak, abychom vybrali pravé jeden clen z
kazdé zavorky.

Ukazeme, jakym zptsobem bude vypadat jeden takovy vybér:

493 2.20j .k

o0tk
L4930, 498i+20j+k

=x
kde i, 5, k € Np.

Koeficient u 2" po roznasobeni (3.2) bude roven poctu zpusobi, kolika lze
provést uz zminény vybeér tak, aby se exponent nascital pravé na hodnotu n
(opét myslenka ne nepodobna té v dikazu binomické véty). Vybérem muzeme
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v jistém smyslu rozumét dosazeni za 1, j, k - timto dosazenim totiz volime
konkrétni mocninu x z dané rady. Napriklad, pii dosazeni (i, j, k) = (1,3, 4)

vybiram prvni ¢len z fady G, tedy 2%, tieti ¢len z fady S, tedy 2322 a ctvrty
¢len z fady V, neboli z%.
7 tohoto pohledu koeficient u 2™ odpovida poctu feseni rovnice:
4939 + 29s + v = n. (3.4)

Jiz tedy vime, Ze koeficient u 2" v soucinu (3.2) ma stejnou hodnotu jako
pocet Teseni rovnice (3.4). Nicméné, hledat koeficient v soucinu mocninnych
fad je mnohem uchopitelnéjsi ikol.

Ulohu jsme prevedli na hled4ni koeficientu u 2567 v sou¢inu G- S - V. Dle
Definice 1.1 je tento soucin vytvorujici funkei posloupnosti, jejiz n-ty ¢len se
rovna poctu rozkladu pfirozeného ¢isla n na slozky z mnoziny {493,29,1}.

Abychom ziskali koeficient, ktery hledame, musime spolu nasobit tii ne-
konecné mocninné fady. Pro zadanou ¢astku nam ale staci vynasobit jenom
konecény pocet ¢lenti - uvazovat mocniny vyssi nez 667 nebude pro vysledek
relevantni. Diky této tivaze se ze souc¢inu nekonecnych mocninnych rad stava
soucin konecnych polynomt a my jsme diky tomu tak schopni nalézt odpovéd
v kone¢ném case.

Ovsem i pres to, ze vime, ze vysledek se da zjistit v konecném case,
toto nasobeni miuze byt ponékud zdlouhavé. Ovsem tento vypocet nemusime
provadét rucné, jelikoz nasobeni polynom je tikol, se kterym si snadno poradi
matematicky software.
nalezneme jednoduse odpovéd na pocet rozkladi nejen pro jednu ¢astku, ale
pro jakoukoliv jinou libovolnou.

Nasledujici véta zobecni vysledky Piikladu 18 pro libovolnou konecnou
podmnozinu prirozenych c¢isel.
Véta 3.7. Necht R = {ni,na,...,np} C N je konecnd podmnoZina priroze-
nych cisel. Pak vytvorujici funkce pro pocet rozkladi prirozeného cisla n na
slozky patrici do mnoZiny R je ddna vztahem:
1 1 1

Pr(e) = l—am 1—grz  1—gm

3.3. Vytvorujici funkce pro rozklady priroze-
nych cisel

Jiz jsme ve Vété 3.7 ukazali vzorec pro vytvorujici funkci pro rozklady, ve
kterych jsou povoleny jen urcité hodnoty slozek. Na podobném principu jako
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v Prikladu 18 zalozime konstrukci vytvorujici funkce pro pocet rozkladt, kde
mnozinou, ze které pochazi slozky rozkladu, je celd mnozina prirozenych cisel.

Véta 3.8. Oznacme p(n) pocet rozkladi prirozeného cisla n. Pak:
(o] " (o] 1

P(x) =3 pn)-a"= 1] 1—

n=0 -

n=1

(3.5)

je vytvorugici funkce pro pocet rozkladu prirozenych cisel.

Diikaz. Zobecnime myslenku, kterou jsme pouzili v Prikladu 18. Tentokrat
vsak nebudeme za slozky uvazovat pouze prvky néjaké konkrétni konecné
mnoziny, ale jakakoliv pfirozena cisla.

Zbyvéa ukazat, ze P(x) je dobfe definovany vyraz. Z formélniho hlediska
dle Véty 2.8 fada P(x) existuje a je dobre definovana. O

Pozorovdni. Vytvorujici funkce P(x) je zaddna ve formé nekonecného sou-
¢inu. Je oc¢ividné, ze najit vzorecek pro kazdé p(n) je obtizné. Sice existuje,
ale jeho odvozeni vyzaduje hluboké znalosti i z jinych oblasti matematiky,
zejména teorie cisel. Na konci této kapitoly ukazeme alespon horni odhad,
ktery lze odvodit pomoci vytvorujicich funkei.

Budeme-li vsak potrebovat znat pouze hodnotu pro konkrétni n € N, pak
problém nekonecného soucinu odpada, jelikoz neni potreba uvazovat Cinitele
ve tvaru ﬁ, kde £ > n a z nekonecného soucinu se nam stava konecny
(podobné jako v Prikladu 18). Tato taktika je korektni i z hlediska formélnich
mocninnych fad. V Definici 2.7 jsme existenci nekonecného soucinu totiz
podminili tim, Ze existuje index K(n) takovy, ze se od K(n)-tého ¢initele
hodnota koeficientu u 2™ neméni.

3.4. Rozklady s restrikcemi

Zde rozvedeme myslenku, kterou jsme naznacili jiz v Sekci 3.2 - na slozky
rozkladt 1ze klast omezujici podminky. V pripadé Sekce 3.2 tato podminka
byla, ze za slozky mtzeme brat pouze prvky néjaké koneéné podmnoziny
prirozenych ¢isel. Podivame se vsSak na dalsi priklady restrikci a ukazeme,
jak se daji vyuzit vytvorujici funkce i pro jiné ucely nez je jen pouhé hledani
poctu, ale také jako metoda vedeni dikazu.

3.4.1. Rozklady na liché slozky a rozklady na rtzné
slozky

Priklad 19. Jaka je vytvorujici funkce pro rozklady, ve kterych jsou vSechny
slozky liché?
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Vyjdeme z vytvorujici funkce P(z) (vzorec (3.5)). Vime, ze kazdy ¢initel

nekonecéného soudinu ve tvaru ]

1 —an
reprezentuje vsechny slozky rozkladu rovny n. To znamena, Ze jestlize se v
sou¢inu omezime pouze na licha n, ziskdme vytvorujici funkci pravé pro roz-
klady prirozenych ¢isel na liché slozky. Tyto rozklady budeme znacit pogq(n)
a prislusnou vytvorujici funkci oznacime jako P,4i(z) (z anglického odd =
lichy). Vytvorujici funkce pro rozklady, kde jsou vsechny slozky liché je tedy
ve tvaru:

o] N o0 1
Poai(x) = Z Poda(n)z" = H 1 — p2k—1"
n=0 k=1

Podivejme se na dalsi specialni pripad rozklad.

Priklad 20. Jaka je vytvorujici funkce pro rozklady, kde jsou vsechny slozky
rizné, tedy zadné dveé se sobé nerovnaji?

Vytvotujici funkei pro tento typ rozkladi budeme znacit Py () (z ang-
lického distinct = ruzny).

Tuto funkci zkonstruujeme podobnym zpusobem, jako v pripadé P(x).
Pouze s tim rozdilem, Ze mocninné fady v soucinu nebudou nekonecné, ale
bude se jednat pouze o dvojcleny ve tvaru (1 + 2*), jelikoz kazdé k € N se
v rozkladu muze objevit bud jednou, nebo vibec. Z toho plyne, Ze hledanou
vytvorujici funkei je:

Puist(z) =Y paisi(n)z”™ = T (1 + 2¥).
n=0 k=1
Tyto dva priklady nebyly vybrany nahodné. Upravime funkci Pgyg(z):
9] 0 1 _ :L.Qk
szst(x):H(1+xk):H 1 P
k=1 k=1 + T
1—2?-(1—2at) - (1—2a%-...
C(l—a)-(1—a?) - (1—a3)--- (1 - a?)
1
= = Poda(z)[13].

l—2)-1—-23)---(1=2a%)-...

Rovnaji-li se dvé vytvorujici funkce, musi se rovnat i jejich mocninné
rozvoje. Timto jsme pomoci vytvorujicich funkei dokazali nasledujici vétu.

35



Véta 3.9. Pro kazdé prirozené cislo n plati, Ze pocet jeho rozkladu na liché
slozky je roven poctu rozkladi, kde jsou vsechny slozZky navzdjem rizné. Tedy,

Podd(N) = Daist(n). (3.6)

Ditkaz této véty pomoci vytvorujicich funkei je kratky a zahrnuje pouze
nékolik jednoduchych tprav vyrazi. Neni vsak prilis intuitivni a nenabizi
vhled do toho, pro¢ by vztah (3.6) mél platit. Proto uvedeme i myslenky
dvou dukazi vyuzivajicich bijekci mezi mnozinami rozkladi na liché a rizné
slozky:.

Alternativoni dikazy Vety 3.9. Budeme uzivat nasledujici znaceni: rozklad na
liché slozky oznac¢ime «, mnozinu vsech takovych rozkladi P, rozklad na
rizné slozky oznac¢ime  a mnozinu vsech téchto rozkladi Q).

1. Sylvestrova bijekce

Tato bijekce vyuziva upravenou verzi Ferrersovych diagrami. Jedinou
zménou oproti klasickému diagramu je to, Ze jej ,zarovname na stied
- tedy vzdy prostredni tecky kazdého radku zarovname do sloupce pod
sebe. Nenarazime na problém, jelikoz pomoci téchto diagramt budeme
zobrazovat pouze rozklady na liché slozky.

Nyni definujeme bijekci f : P — Q). Toto zobrazeni rozkladu « ptiradi
rozklad 5 = f(a) tak, ze diagram rozdélime na ¢ésti ve tvaru pismene
L. Rozdéleni provedeme nasledovné: prvni slozku ziskame tak, ze k pro-
stfednimu sloupci pfipojime pravou polovinu prvniho radku. Zptsob,
jakym ziskdme dalsi slozky rozkladu f je naznacen na Obrazku 3.5.

Jisté plati, ze 1 > P2 > .... Z toho plyne, Ze obrazem rozkladu o €
P ma rtzné slozky a tedy nalezi mnoziné (). Navic je toto zobrazeni
prosté.

Lze ukdzat, Ze existuje i inverzni zobrazeni f=!: Q — P a zobrazeni f
je skutecné bijekce.
2. Glaisherova bijekce

Méjme zobrazeni g : ) — P, které kazdému rozkladu g € @ priradi
rozklad o € P.

Vyuzijeme faktu, ze kazdé ptirozené cislo k lze jednoznacné zapsat ve
tvaru 2¢ - ¢, kde e € Ny a ¢ je liché prirozené ¢islo. Obraz kazdého
rozkladu [ ziskdame tak, ze kazdou jeho slozku a; = 2% - ¢; nahradime
2¢ kopiemi ¢isla c a slozky nésledné seradime podle velikosti. Napriklad:

g((127 97 47 5)) = (37 37 3737 97 17 17 17 175) = (97 57 37 3737 37 17 17 17 1)'
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/64 L[] L[] L[] L] L] L] L] L] L] L] L] L] ° /63
/66 L[] L[] L[] L] L] L] L] L] L] L] L] /65
/68 L] L[] L[] L[] L] L] L] L] L] L] L] /67

/610 T\ L[] L[] L] L] L] L] L] L] L] L] /69

Obrazek 3.5: Sylvestrova bijekce rozkladu

Sestrojme nyni inverzni zobrazeni g=! : P — Q.

Ozna¢me n(c) > 1 pocet, kolikrat se dané ¢islo ¢ objevi jako slozka v
rozkladu a. Cislo n(c) lze jednoznaéné zapsat jako soucet mocnin ¢isla
2 (coz odpovida jeho zapisu ve dvojkové soustavé). Tedy, napiseme:

n(c) =20 4 2% 4 2%,

Jelikoz se ¢islo ¢ v rozkladu objevuje pravé n(c)-krat, mizeme téchto
n(c) kopif nahradit dg sloZkami ve tvaru 2% -¢,2%.¢c, ..., 2% .c. Rozklad
g () = B jisté bude patfit do mnoziny P, jelikoZ pro kazdé ¢; se dvé
slozky vzdy lisi exponentem u 2, a ty se vzdy lisi od slozek, které jsme
ziskali pro ostatni c;.

Zobrazeni ¢ je tedy bijekce mezi mnozinami P a Q).
Ll

Glaisherovu bijekei lze zobecnit pro jakékoliv dalsi prirozené cislo d > 2.
Z toho plyne i platnost nasledujici véty.

Véta 3.10 (Glaisherova). Pro vsechna prirozend d > 1 a n > 0 je pocet
rozkladu cisla n na slozky, které nejsou délitelné d roven poctu rozkladi cisla
n, kde se kazdd slozka opakuje nejvyse (d — 1)-krat.
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Obrézek 3.6: Pentagonélni ¢isla

3.4.2. Rozklady a Eulerova pentagonalni cisla

Drive, nez predstavime (pomérné prekvapivou) souvislost mezi pentagonal-
nimi ¢isly a rozklady, seznamime se s pojmem pentagonalnich cisel.

Polygonalni ¢isla jako takova fascinovala uz Pythagorejce v antickém
Recku. Obecné v této dobé existovala tendence pfipisovat riiznym matema-
tickym objekttim a ¢islim az magické vlastnosti - vzpomenme si na Platénska
télesa - je znamy fakt, Ze existuje pravé pét platénskych téles a fecti filosofové
kazdému z nich prisuzovali jeden z zivli - voda, zemé, vzduch, ohen, svétlo.

Polygonalni ¢isla pro Reky byla zajimavé zejména proto, ze predstavovala
jeden z mostl, ktery propojoval cisla s geometrii. Co jsou polygonalni ¢isla
ukazeme na prikladu pentagonalnich ¢isel. Jimi se totiz budeme zabyvat ve
zbytku sekce. Podobny postup lze aplikovat na hledani trojihelnikovych,
¢tvercovych ¢i jinych polygondlnich ¢isel [5].

Prvni pentagonalni ¢islo je 1 - toto ¢islo mizeme reprezentovat jako je-
den bod v roviné. Déle sestrojime druhé pentagondlni ¢islo. Jiz umistény
bod budeme povazovat za levy dolni vrchol pétitihelniku o délce strany 1.
Po obvodu tohoto pétitihelniku rozmistime body tak, Ze mezi nimi je vzdy
vzdalenost 1 (tedy bod bude pravé v kazdém vrcholu tohoto pétithelniku).
Treti pentagonalni cislo ziskame tak, Ze zkonstruujeme pétitthelnik o délce
strany 2 a tento pétithelnik umistime tak, ze jeho levy dolni vrchol souhlasi s
levym dolnim vrcholem predchoziho pétitthelniku a iplné prvnim umisténym
bodem. Po obvodu tohoto pétitthelniku opét rozmistime body tak, aby mezi
nimi byla vzdédlenost 1 (zaroven ponechavame body, které jiz v obrazci jsou).
Kazdy dalsi pétithelnik konstruujeme stejnym zptisobem. Hledané n-té pé-
titthelnikové ¢islo pak odpovidd poc¢tu bodu v n-tém obrazci (tedy souctu
bodu ve vSech pétithelnicich).

Principem matematické indukce lze ovérit nasledujici vztah pro vypocet
pentagonalnich c¢isel.
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Véta 3.11. Pro kazdé n € N je n-té pentagondlni ¢islo w(n) ddno vztahem:

n(3n —1)

5 , kde n € N.

w(n) =
Pentagonalni ¢isla zobecnime a za zobecnéné pentagonalni ¢islo budeme
povazovat kazdé prirozené cislo ve tvaru:
n(3n —1
w(n) = %, kde n € Z.
Pro nase ucely je vhodné pouzivat v zapisu pouze prirozena ¢isla. Budeme
tedy uzivat oznaceni:
n(3n —1 n(3n +1
o =" of-m) = 282X,
2 2
kde n € Nj.
Z takto definovanych pentagondlnich ¢isel mtizeme utvorit rostouci po-
sloupnost:
1,2,5,7,12,15,22,26, . . .,
kde na lichych pozicich budeme mit posloupnost ¢lentt w(n) a na sudych zase
w(—n).
Vratme se k vytvorujici funkci pro rozklady:

> 1
P(x) = .
=T

Inverzni funkce k P(z) (jeji existence je zarucena Vétou 2.10) je

Q)=J[0-2H=01-2)-1-2%) -(1-2°)-....
k=1
Tuto funkci Euler postupné roznasoboval:

Qr)=1-z—2*+2°+2" — a2 -2 . |

a u toho si vsiml pozoruhodné véci. V roznasobené mocninné radé zlistavaji
pouze mocniny x, které se rovnaji pentagonalnim ¢islim. Z tohoto pozorovani
plyne Véta 3.13. Nejprve vsak obratime svou pozornost k Euler-Legendreové
vété. Ta si drzi dulezitou pozici v historii (zejména americké) matematiky.
Autorem asi nejznaméjsiho dikazu této véty je Fabian Franklin. Jeho dikaz
byvéa povazovan za prvni velky uspéch americké matematiky [3].
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Véta 3.12 (Euler-Legendreova). Necht po(n) je pocet vsech rozkladi priro-
zeného cisla n na sudy pocet navzdjem ruznijch slozek a pi(n) je pocet vsech
rozkladu prirozeného cisla n na lichy pocet navzdjem ruzngych slozek. Pak
plati:
(=1)*,  prdvé kdyz n = w(Ek)
0, prave kdyz n # w(£k)’
kde k € N. [11]

Nyni mtizeme dokéazat Eulerovu vétu.

Véta 3.13 (Eulerova). Plati:

o

zl:ll_x — Z '<W(J —}—x“’(”)

Dikaz této véty stoji na teorii vytvorujicich funkci dvou proménnych.
Zavadime zde novou proménnou y, kterd v pripadé rozkladt slouzi jako
,pocitadlo® slozek. Vytvorujici funkce P(x,y) je pak ve tvaru:

=Y > pn,k)y'z
k=0 n=0

Koeficient p(n, k) vyjadiuje pocet rozkladu ¢isla n na k slozek. V ptipadé
rozkladt bez omezeni je jejich vytvorujici funkce dvou proménnych:

(o] (o] 1
P(x,y):H(l—}—yzk—{—yzx%—{—...):l—[1 -[13].
k=1 k=1+ YT

Uvedli jsme pouze zakladni myslenku, dalsi podrobnosti nebudeme rozvadét
ani dokazovat. Nyni mizeme alespon c¢astecné dokazat Eulerovu vétu.

Dikaz. Funkce Q(x) je vytvorujici funkei pro rozdil po(n) — p1(n), ktery je
popsan ve Vété 3.12. Vytvorujici funkce dvou proménnych pro pocet rozkladi
na ruzné slozky je ve tvaru:

= f[(1+yxk) = iiq(k n

Dosadime-li y = —1, ¢leny v mocninném rozvoji u sudych mocnin y (odpo-
vidajici poétum rozkladi na sudy pocet slozek) budou mit znaménko + a
¢leny u lichych mocnin y (odpovidajici rozkladiim na lichy pocet slozek) zase
znaménko —. Koeficient ¢(n) u 2™ se tedy skutecné rovna po(n) — pi(n) [1].

7 Véty 3.12 vime, Ze q(n) = 0 pro viechna n # w(£k) a q(n) = (=1)*
pro vSechna n = w(+k). O
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Ukézali jsme, Ze existuje vztah mezi vytvorujici funkci P(z) a pentago-
nalnimi ¢isly. Dokonce nam tato ¢isla v jistém smyslu usnadni vypocet cisla
p(n).

Jak jiz bylo feceno Q(z) je funkce inverzni k P(x). Z toho plyne, Ze jejich
sou¢in musi byt roven 1. Tedy:

o o

P(r) - Qz) =

k:l =

=<k§p( )(HZ "(”(ﬂ+xw(ﬂ))):1.

Aby byla splnéna posledni rovnost, tak se koeficienty u 2™ musi sobé rovnat
pro vSechna n na obou stranach rovnice.

Na pravé strané jsou vsechny koeficienty pro n > 1 rovny 0, toto musi
platit i na strané levé. Jak bude po roznésobeni vypadat koeficient u 2" pro
konkrétni, pevné zvolené n?

Ztejmé ma smysl roznésobit pouze cleny, kde je exponent mensi nez n.
Tento koeficient je ve tvaru:

p(n)—pn—1)—pn—2)+pn—5+pn—7 —pn—12) —p(n—15)+....

Jak jiz bylo Teceno, tento koeficient musi byt roven 0 pro kazdé n, tedy:
p(n) —p(n—1) =p(n—2) +p(n —5) +pn —7) —p(n —12) —... =0
pn)=pn—1)+p(n—2)—pn—=5)—pn—T)+pn—12) +....

Timto jsme dokazali rekurentni vzorec pro pocet rozkladu ¢isla n € N:

Véta 3.14. Pro kazdé n € N oznacime p(n) pocet rozkladi tohoto cisla. Toto
cislo splnuje rekurentni vztah:

pn) = > (=1 [p(n —w(k)) +p(n — w(=k)][4]. (3.7)

w(k)<n

Priklad 21. Pomoci Véty 3.14 najdeme pocet rozkladu cisla 10.

K vypoctu potfebujeme najit vSechna pentagonalni ¢isla mensi nez 10.
Tato cisla jsou pravée 4 a to:

w(l) =1, w(-1) =2, w(2) =5, w(—-2)="7.
Dosazenim do vzorce (3.7) ziskame:
p(10) = (~1)°(p(10 — 1) + p(10 — 2)) + (= 1)} (p(10 — 5) + p(10 — 7)) =
= p(9) +p(8) — p(5) — p(3). (3.8)
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Pottebujeme najit pocet rozkladi pfirozenych ¢isel 3, 5, 8, 9. Ty ziskdme
roznasobenim vytvorujici funkce pro pocet rozkladt - budeme ale uvazovat
pouze mocniny mensi nebo rovny 9. Nasobme tedy:

P=(QQ+z+2*+2*+2* +2°+ 2% + 2" + 2 + 2%) (1 + 2% + 2* + 2% + 2®)
1+2°+ 2%+ 21+ 2"+ 21+ 22) 1+ 251 + 21+ 2¥)(1 + 2%) =
=1+ 2+ 222 + 323 4+ 52" + 725 + 112° + 1527 4+ 222% +302° + . ..

7 koeficienti roznasobeného vyrazu lze vycist potiebné pocty rozkladi,
které dosadime do vyrazu (3.8):

p(10) = p(9) + p(8) — p(5) — p(3) =30 +22 — 7 — 3 = 42

Pocet rozkladt ¢isla 10 je 42.

3.5. Odhad koeficienta p(n)

Zname jiz vytvorujici funkci P(z) pro pocet rozkladu prirozeného éisla n.
Bohuzel z ni nemuzeme jednoduse vy¢ist koeficienty p(n) u x”. Nicméné,
ukazeme alespon jak se z této vytvorujici funkce da ziskat horni odhad hod-
noty p(n) podle Matouska a Nesetfila [9].

V této sekci budeme vyuzivat poznatky zejména matematické analyzy,
které nebudeme dokazovat a predpokladame jejich znalost.

Véta 3.15. Necht P(z) je vytvorujici funkce pro pocet rozkladi prirozeného
¢isla n a p(n) oznacuje koeficient u x™ v jejim mocninném rozvoji. Pak pro
kazdé n € N plati:

p(n) <e” 5,
Diikaz. Pro ucely tohoto odhadu nebudeme uvazovat celou funkci P(x), ale
pouze konec¢nou formu soucinu:

i 1
P,(x) = .
(z) kl;ll 1 —zF

Upozornime, ze tento krok muzeme provést, jelikoz odhadujeme p(n) pro
pevné zvolené n a tedy vyssi slozky nez n lze ignorovat.
Mocninny rozvoj soucinu P, (z) je:
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kde R(n) ozna¢ime ¢leny mocninného rozvoje s vyssi mocninou nez n. Z
tohoto vyrazu vytkneme z™:

r) = x"zn: f;(fi = pi? + f;(i)l + ...+ p—(n; 2 +p(n) + ng(f) (3.9)

Jelikoz jsou vsechny séitance v (3.9) vétsi nez 0, tak pro vSechna x € (0,1)
plati:

1 1 2 1
< —P(z)=— .
P < P = I

Se souctem se v tomto pripadé pohodlnéji zachazi. Abychom ze soucinu vy-
robili soucet, celou nerovnost logaritmujeme:

Inp(n) <In (x—aPn(a:)) =-—nlnx — zi: In (1 — ). (3.10)

Logaritmus rozepiseme pomoci jeho mocninné rady, kterda ma pro vSechna
€ (—1,1) tvar:

OOJ
—In(1—- —

Po dosazeni tady za logaritmus mskame:

—kz:ln(l—x Zz;zii gi::

k=1j=1 J

i:: Z_l—xﬂ

=17

blr—t

1
J
Ze vzorce pro soucet geometrické fady vyjaddifme a odhadneme vyraz (1—27)
(upozorniujeme, ze z € (0,1) ):

1—o/ =(1—2)(T+o+a®+. . +277) > (1 —a)jai ™.

Tedy muzeme dale odhadovat:
I zJ

Z— _Z = 3 (3.11)

Jljl_'x Jlj x)ijl Jlj

Plati vztah:
2

Z—:— (3.12)

Jj=1 J
Identitu (3.12) muzeme dosadit do (3.11):

n

m x
(1-— = — . 3.13
D e (3.13)
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Dosadime-li (3.13) do (3.10), zjistime, ze pro kazdé = € (0,1) je splnéna

nerovnost: )

™
1 < —nl — .
np(n) < nnx+61_x

Pro lepsi ¢itelnost vypoctu zavedeme substituci:

x ted u
u=-——, atedy x = .
11—z Y 1+u
Povsimnéme si, ze u muze nabyvat jakékoliv hodnoty z intervalu (0, +o00)
Daéle vyuzijeme faktu, ze In (1 + %) < i:

2 n 2

1 us
Inpn) <nln(l+-)+ —u<—+—u=V(u). 3.14
po) <nln(l4 )+ Tus De Tu=vw). @)
Ted uz staci najit vhodné dosazeni za proménnou u tak, aby odhad byl co
nejmensi. K nalezeni této vhodné hodnoty vyuzijeme poznatky z matema-

tické analyzy. Lokalni minimum mé funkce V'(u) v bodé

Von

=
Tuto hodnotu dosadime do odhadu (3.14):

i p(n) < ™ +7T2\/67”L - 271
np(n =7/ =n.
b Vbn T 3

Odtud jiz plyne, ze:

0

Pomérné pracné jsme ziskali horni odhad hodnoty p(n). Porovname, jak
nepresny tento odhad je. Kolem roku 1913 matematici Hardy a Ramanujan
objevili, ze pro n — oo plati:

L/
n)~ (& 37,
p(n) on

K numerickému vypoctu se nas odhad bohuzel prilis nehodi, od skutec-
nych hodnot je prilis daleko, ale dava nam alespon dobrou ptredstavu o rych-
losti rustu koeficient p(n).
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Kapitola 4
Cviceni

Cviceni 1. V krabici je 30 modrych, 40 zelenych a 50 zlutych micki. Micky
téze barvy jsou totozné. Kolika zpisoby lze vybrat z krabice 70 micku [9]?

70

Reseni. Pocet zptsobti, ktery hledame, je roven koeficientu u ¥ ve vyrazu:

V)= +z+... +2¥)(1+z+.. +2")1+z+... +27) =
1 — g3l 1 — il ] _ g5

Cl-—z 1—2z 1—2z
1 31y . (1 — 241 . (1 — 251
:m'(l—x )- (1 )- (1 ).

Diky znalosti zobecnéné binomické véty mtzeme psat:

V(x) :g: <k;—2>xk-(l—x31—:1:41—:551—{—...). (4.1)

V souc¢inu (4.1) jsme si mohli dovolit vynechat zbytek polynomu, jelikoz
mocniny x vyssi nez 70 nebudou mit vliv na vysledek.
Koeficient u 2™ ve vyrazu V(z) je roven:

70 + 2 70 +2 — 31 70 + 2 — 41 70 +2 — 51 _ 1061
2 2 2 2 N '

Pocet zptsobt, jak lze vytahnout 70 mickt z krabice je 1061.

Cviceni 2. Jaka je pravdépodobnost, ze na 10 Sestisténnych kostkach ho-
dime v souc¢tu prave 25 ok?

Reseni. Spocitame pocet vSsech moznych hodu:

V = 6% = 60466 176.
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Déle spocitame pocet priznivych hodi. K tomu vyuzijeme vytvorujici funkce.
Hled4dme koeficient u 2° ve vyrazu:

10
U(a?)=<1+x+x2+x3+x4+x5+x6) =
(1_1.7)10
(1—z)0°

Vyraz U(x) lze pomoci binomické véty zapsat jako:

U() =3 <1k0>(—1)kx7k - i <9 ;—j>xj _ (4.2)
=(1 — 102" + 452" — 1202* +...)-§j <9J9rj>xj. (4.3)

=0

<

Koeficient u 2% tedy je roven:

34 9+18 20 13
—1 4 —12 = 13 055 406.

Pravdépodobnost spoc¢itame jako podil priznivych a vSech moznych hodii:
13055406
= 60 466 176

Cviceni 3. Najdéte vytvorujici funkci pro pocet rozkladt, kde jsou vSechny
slozky délitelné 5.

= 0,21.

Resent.
Px)=(1+2°+20 +. . )1+ +20 + . )1 +2P +20+..)... =
1 1 1 s 1
- 1—:35.1—:1:10.1—5515."':,?1:[01—:55’?'

Cviceni 4. Pro k € N najdéte vytvorujici funkei pro pocet rozkladi priroze-
ného cisla n, kde (a) jsou vSechny slozky mensi nebo rovny k, (b) je nejvétsi
slozka rovna pravé k, (c) na pravé k slozek.
Reseni.
(a) Hledanou vytvorujici funkci zapiseme jako soucin tad, kde jednotlivé
fady reprezentuji mozné velikosti slozek rozkladu:

k
Po(z)=JJ(1+2"+2* +2¥+..) =
i=1
1 1 1 _ﬁ 1
l-—2 1—2a? 1—ab 121 —ai



(b) Tato tloha je velmi podobné té predchozi, pouze s tim rozdilem, ze v

rozkladu se ¢islo k musi bezpodmineéné objevit. Vytvorujici funkce pro
pocet rozkladl s nejvétsi slozkou rovnou k je:

k—1

P:k(x):<H(1+xi+x2i+x3i+...)>(xk+x2k+x3k+...):
=1

1 1 ol _ﬁ z®

l—2z 1-—22 1—ak

Y
il-w

(c) Vime, Ze existuje bijekce mezi rozklady s nejvétsi slozkou rovnou k a
rozklady na k slozek. Hledanou vytvorujici funkei je tedy P—g(x).

Cviceni 5. Najdéte vytvorujici funkci pro pocet rozkladi, ve kterych se
kazda licha slozka objevuje nanejvys trikrat.

s

Resent.

Rx)=14z+2*+2°) - L+2+2* +..) - (1 +2°+2° +2°)
4zt +2%+..) ... =

e 1 e , , ,
= H T H(l 421 2@ x3(29—1)) —
i=1 j=1

00 1 4 21 4 221 4 43(2i-1)

_ 2
i=1 L—x

Cviceni 6. Najdéte vytvorujici funkci pro pocet rozkladu, ve kterych jsou
vsechny slozky kongruentni s +1 (mod 4).

Resend.
S(z) H(l Lot 8k 12k )1+ I L )
k=0
_n 1 1N 1

Cviceni 7. Kombinatoricky interpretujte nasledujici vytvorujici funkce:

(a)

(b)




a 1
(1 — 2Bk+1)(1 — gk+1)’

k=0

H(l —|—{L’7k—|—l’14k —|—{L’21k),

kl;ll (1 _ x3k—2)(1 _ l.?)k—l) ’

a) pocet rozkladl na slozky délitelné 3,

(

(b) pocet rozkladu, ve kterych je nejvétsi slozka rovna 5,
(
(

)
)

c¢) pocet rozkladi na slozky kongruentni s 1 nebo 4 (mod 5),

d) pocet rozkladu na slozky délitelné 7, kazda se opakuje nanejvys tiikrat,
)

(e) pocet rozkladu takovych, ze kazda slozka délitelna 3 se vyskytuje na-
nejvys jednou.

Cviceni 8. Dokazte, ze pocet rozkladii, ve kterych se kazda sudé slozka
vyskytuje nanejvys jedenkrat, se rovna poctu rozkladi, ve kterych se kazda
slozka vyskytuje nanejvys trikrat [3].

Resend. Nejprve sestrojime vytvoiujici funkce pro oba typy rozkladt. P (z)
oznacime vytvorujici funkci pro rozklady, kde je kazda suda slozka nanejvys
jednou a Py(x) vytvorujici funkei pro rozklady, kde se kazda slozka vyskytuje
nanejvys trikrat. Tyto vytvorujici funkce jsou:

= 1+ x?

Pi(z) = H 1 21 (4.4)
k=1+ T

Py(z) = [T (1 + 2" + 2°% + 2%). (4.5)

e
Il
—
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Obrazek 4.1: Zobrazeni p(a) = o/, kde a = (8,8,6,5,4,3,2,2)

Ukazeme, ze tyto funkce se sobé rovnaji:

00 1_1.2k

ol 11—k
00 1—,ZEk

H 1—azF

— p2k—1

1422 1°—°[
R
(1 + 2%)(1 — 2%)

(1 — p2k— 1)(1 _ x2k

I8

P (z)

I8

k=1

8

(1 + 2" + 2% + 2°) = Py(2).

e
Il
—_

Jelikoz se vytvorujici funkce rovnaji, rovnaji se i jejich koeficienty v mocnin-
ném rozvoji, a tedy i po¢ty danych rozkladu jsou stejné.

Cviceni 9. (a) Najdéte bijekci mezi samodudlnimi rozklady a rozklady na
ruzné liché slozky. (b) Najdéte vytvorujici fukei pro pocet samodudlnich roz-
kladu. (¢) Ukazte, ze ¢islo 8 méa pouze 2 samoduélni rozklady.

(a)

Resent.

Oznacéme P mnozinu samodualnich rozklad a () mnozinu rozkladt na
rizné liché slozky. Nejprve nalezneme zobrazeni ¢ : P — ). Kazdy
obraz samoduéalniho rozkladu sestrojime pomoci Ferrersova diagramu
nasledovné (viz Obrazek 4.1): Prvni slozku nového rozkladu ziskame
tak, ze k prvnimu bodu prvniho fadku pridame vsechny tecky pod nim
a vpravo od néj - oblast ve tvaru pismene L. Druhou slozku ziskdame
obdobné - druhy bod druhého fadku a s nim vSechny body pod nim
a vpravo od néj. Timto zpusobem pokracujeme, dokud neprerozdélime
vsechny body diagramu.

Pro kazdé f(«) jisté plati, Ze jeho slozky jsou liché a ruzné. Toto zob-
razeni je bijekce, coz lze oveérit.
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(b) Oznaéme Pyy(x) vytvorujici funkci pro pocet samoduélnich rozkladt a
Py, vytvorujici funki pro pocet rozkladt na rizné liché slozky.

Jelikoz jsme nalezli bijekci mezi témito typy rozkladi, rovnaji se i jejich
vytvorujici funkce:

(1 —}—a:%_l).

3

Psd(x) = Pdo(l’) =

k=1

(c) VyTesime roznasobenim Py4(z) pres vSechna k < 4:

4
P!, (x) H 1+{B2k h
—1+93+x +at b+t T+ 22 2+

Koeficient u 2® je roven 2, coZ je i pofet samodudlnich rozkladi &isla
8.
Cviceni 10. Ukazte, ze funkce
k2
x
=1
R D vy py sy

Psd(l’)

je také vytvorujici funkci pro pocet samoduélnich rozkladu [3].
Reseni. Funkci ze zadani upravime:
1 1 1

Pualx )—1‘*‘;:155 1 — g2k ] — g2k—2 ] _ g2

Rozebereme prispévky jednotlivych ciniteltl a budeme je reprezentovat na
Ferrersové diagramu (Obrazek 4.2).

Nejprve vytvorime rozklad mnoziny samodudlnich rozkladi M na tiidy
my takové, ze v tr¥idé my, k > 1 jsou vsechny diagramy, na jejichz ose sou-
mérnosti lezi pravé k bodu diagramu (mnoziny my jsou zjevné disjunktni a
pokud pridame i rozklad nuly, jejich sjednoceni je celd mnozina M ).

Patii-li rozklad o do tridy my, lze z néj vybrat c¢tverec, jenz obsahuje
pravé k2 tecek. Pispévek tohoto Ctverce reprezentuje pravé clen z*”.

Diagram je kromeé ¢tverce tvoren pravou a spodni ¢asti. Jelikoz je diagram
samodualniho rozkladu osové soumérny, to, co se nachazi ,pod“ ¢tvercem
musi byt identicky i ,vedle“ néj.

Podivejme se na to, jakych hodnot nabyvaji slozky «;, kde [ > k. Pro
kazdou slozku «; jisté musi platit, ze oy < k, protoze v opacném pripadé by
z diagramu bylo mozné vybrat vétsi ¢tverec nez o strané k.
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Obrazek 4.2: Ferrersiv diagram samodualniho rozkladu
a=(12,9,8,6,4,4,3,3,2,1,1,1) € my

Proto jisté plati, ze bud zadna, nebo slozky api1 = ... = agxye = k. Tyto
slozky muzeme symetricky zobrazit - v pravé ¢asti diagramu budou tvorit
sloupecky prilozené k pravé strané ¢tverce. Tento prispévek je praveé 2-a - k
a ve vyrazu P, je reprezentovan c¢initelem ﬁ

Stejny postup zopakujeme a budeme postupné pocitat, kolik slozek pod
¢tvercem ma velikost (k— 1), (k—2),...,1. Tyto prispévky jsou reprezento-
vany Ciniteli:

1 1 1
1 p2(k—1)7 ] — p2(k—2)" "0 _ g2

Vytvorujici funkce pro pocet samodualnich diagramu ve tiidé my, je tedy:

2
{L’k

(1 —a2)-- (1— a2

Vytvorujici funkci pro vSechny samoduélni rozklady ziskame jako soucet pres
vsechna k£ > 1. Nesmime zapomenout na jeden samodualni rozklad nuly,
ktery neni obsazen v zadném z vyrazi M.

Tedy plati:

2
{L’k

Pa=14 2 M= 140 oty

k=1

Cviceni 11. Najdéte vytvorujici funkei pro pocet feseni rovnice
3+ oy + 9z =n,

kde n je néjaké pevné zvolené prirozené Cislo a z,y, z € Ny [13].
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Reseni. Pocet Teseni dané rovnice odpovida koeficientu u 2™ v soucinu:

! 1 1
1= 1 —2% 1—2z%

F(x)
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Z.aver

Cilem prace bylo sestavit studijni material, ktery predstavi tematiku vytvo-
fujicich funkei a jejich aplikaci v kombinatorice rozkladi. Hlavnim imyslem
bylo napsat text srozumitelny a ¢tivy, ale zaroven vybudovat dostatecné kva-
litni teoreticky zaklad, aby nezbyvalo mnoho prostoru pro pochybnosti, zdali
lze v praci popsané tvahy skutecné korektné provadét.

Nejvétsi vyzvou bylo informace vyvazit tak, aby mnozstvi podrobnosti
neodradilo ¢tenafe, ktery se s problematikou setkéava poprvé, ale zaroven
byla dostateéné obhajena spravnost pouzitych postupt. Proto byly u kaz-
dého tvrzeni prvnich dvou kapitol uvedeny priklady jejich aplikace. Tyto
priklady byly navic (pokud to bylo mozné) peélivé voleny tak, aby souvisely
s myslenkami objevujicimi se v pozdéjsich ¢astech prace. V ramci prace bylo
zarazeno také nékolik cviceni, kterd méla za tikol upevnit nové poznatky a
prohloubit pochopeni dané problematiky. Nachazely se zde jak standardni
typové ulohy, tak i ulohy, které vyzadovaly originalni myslenku resitele.

Vytvorujici funkce jsou velmi silny néastroj a jejich potencial nebyl v této
praci ani zdaleka vycerpan. Mezi dalsi problémy Tesitelné za uziti vytvo-
fujicich funkei patii mimo jiné feSeni rekurentnich vztahti, pocitani graft
ruznych typt na n vrcholech (zndmym prikladem jsou tzv. binarni stromy,
jejichz vyéislenim ziskdme posloupnost nazyvanou jako Catalanova ¢isla) ¢i
hledani poctu rozklad n-prvkové mnoziny (jejich posloupnost je znama jako
Bellova ¢isla).

V préaci byly téz zminény vytvorujici funkce o dvou proménnych. Také
tyto funkce maji nejednu kombinatorickou aplikaci. Zde jako priklad uvedeme
poéitani permutaci n-prvkové mnoziny o k cyklech (Stirlingova ¢isla 1. druhu)
nebo pocet rozkladi n-prvkové mnoziny na k t¥id (Stirlingova ¢isla 2. druhu).

V této préaci byla pozornost vénovana pouze tzv. obycejnym vytvorujicim
funkcim, ve kterych n-ty ¢len prislusné posloupnosti odpovida koeficientu
pri ™. Existuji ale i dalsi typy vytvorujicich funkci, které kéduji danou po-
sloupnost do vyrazu vytvorujici funkce rozliénymi zptsoby. Nejpouzivanéjsi
typ vytvorujicich funkei (pomineme-li obycejné) predstavuji exponencialni
vytvorujici funkce, kde n-ty clen posloupnosti je koeficient pri vyrazu %
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Spektrum typu vytvorujicich funkci je vSak mnohem Sirsi.

Ctenafi, ktery by mél zdjem dozvédét se o problematice vice, 1ze dopo-
rucit nékolik tituli. Privétivym jazykem psand kniha A Walk through com-
principy mezi nimiz je i kapitola o vytvorujicich funkcich. Navic obsahuje
mnozstvi fesenych cviceni. Dale zminime knihu Bijective combinatorics od
Nicholase Loehra [3], kde je pomérné podrobné popséna problematika vytvo-
fujicich funkeci z pohledu forméalnich mocninnych fad. Generatingfunctiono-
logy od Herberta Wilfa [13] se vytvorujicim funkcim vénuje celd. Autor zde
pouziva mnoho piimérii, které pomahaji lépe uchopit problematiku, a diky
zpusobu, jakym je psana, se jedna o velmi zdbavné ¢teni o matematice.
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