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Abstrakt

V této bakalarské praci je studovan systém tvoreny vnéjsim Fabry-Perotovym re-
zonatorem, uvnitf kterého jsou zavéseny dvé tenké dielektrické membrany jako me-
chanické elementy. Membrany rozdéluji puvodni jeden rezonator na soustavu tif
navazujicich rezonatori, které jsou postupné z vnéjsku cerpany laserovym svazkem
o vhodné frekvenci. Tento optomechanicky systém lze aproximovat modelem dvou
vazanych mechanickych oscilatorti ve kterém lze, pomoci optického Cerpani, ménit
parametry obou oscilatori i jejich vazby. Cilem prace je ukizat, Ze vhodnou volbou
volnych parametri systému je mozné zkonstruovat mezi dvojici studovanych oscila-
torit vazbu typu déli¢ svazku, ktera mezi nimi dokéze zprostiedkovat koherentni
transfer energie.
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Abstract

This bachelor thesis focuses on a system comprising a Fabry-Perot resonator in-
side which two thin dielectric membranes are suspended. These membranes func-
tion as mechanical elements and divide the resonator into three separate resonators,
which are pumped by laser with appropriate frequency. This optomechanical system
can be approximated with a model of two coupled mechanical oscillators. Using the
laser pumping the parameters of both oscillators and their coupling can be changed.
The goal of this paper is to show that it is possible to achieve beam splitter type
interaction between two coupled oscillators by modulation of free system parame-
ters. The beam splitter type interaction provides coherent energy transfer between
oscillators.

Key words

quantum optomechanics, beam splitter, coupled oscillators



Podé&kovani

Dékuji vedoucimu mé bakalarské prace doc. Mgr. Petru Markovi, Ph.D. za ¢as, ktery
mi vénoval pii konzultacich, trpélivost, vstiicnost a podnétné pripominky v pribéhu
tvorby této prace.

Cestné prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem bakalaiskou praci “Interakce typu déli¢ svazku pro dva vizané
optomechanické oscilatory” vypracovala samostatné pod vedenim doc. Mgr. Petra
Marka, Ph.D. a Ze jsem pouzila zdroji, které jsou citovany a uvedeny v seznamu
pouzité literatury.

V OLomMOUCT A1 .« eeeeeeee e e e



Obsah

Uvod

1 Popis problematiky
1.1 Hamiltonian systému . . . . . . . . .. ...
1.1.1  Krok stranou: T¥i obrazy v kvantové mechanice . . . . . . ..
1.1.2 Rotac¢ni vlnova aproximace . . . . . . . . . . .. ... ... ..
1.1.3 Lineariza¢ni aproximace . . . . . . . . . . . . . . ... ..

1.2 Analogie v klasické mechanice . . . . . ... ... ... L.

2 Metody reSeni
2.1 Analytické feSeni soustavy pohybovych rovnic . . . . ... ... ...
2.2 Pozadovany tvar feSeni . . . . . . . . . . ... ...
2.2.1 Modulace vazby . . . . . . ...

2.2.2 Zména lokalni faze . . . . . . . .. ...

3 Vysledky numerické optimalizace
3.1 Popis prvntho kédu . . . . . . ..o o
3.2 Uprava kodu a vysledek . . . . .. .. ... ... ... .. ......
3.2.1 Ovéreni zachovani komutaénich relaci . . . . . . .. .. .. ..

3.3 Grafy. . . . ..
4 Dikaz obecnosti FeSeni
Zavér

Literatura

14
14
15
15
16

18
18
19
21
21

24

27

29



Uvod

Pocatky optomechaniky sahaji az do 17. stoleti, kdy Johannes Kepler pozoroval
ohony komet, které vidy sméfuji od Slunce. Na zakladé tohoto pozorovani Kepler
predpovédél existenci sily zvané tlak zafeni [1|. Prvni tspéSné teoretické zpraco-
vani tlaku zafeni provedl James Clerk Maxwell, ktery predpovédél, ze elektromag-
netickd vlna nese hybnost. T¢leso, na néz elektromagnetickd vlna dopada, proto
musi pocitovat silu pusobici ve sméru §ifeni viny. Tlak zafeni je dan podilem této
sily a plochy, na kterou ptusobi. Maxwellova hypotéza byla potvrzena v roce 1901
dvéma experimenty, prvni provedl Pyotr Lebedev, druhy Ernest Fox Nichols a Gor-
don Ferrie Hull [1]. Oba experimenty byly zalozeny na méfeni tlaku zafeni torznimi
vahami umisténymi ve sklenéné vakuové komore. Na tenkém vlakné byly zavéSeny
dvé malé hmotné plosky (zrcatka), na které mitil svételny paprsek. Experimentatoii
byli schopni zmérit vychyleni vazek z rovnovazné polohy, ¢imz hypotézu tlaku zafeni
potvrdili.

K dalsimu vyznamnému pokroku v experimentélni oblasti doslo az v 70. letech mi-
nulého stoleti diky pokroku v laserové technice. Nové mohly byt vyuzity lasery s tz-
kym (kvazi-monochromatickym) spektrem. V roce 1967 Vladimir Borisovich Bra-
ginsky a Anatolii Manukin publikovali ¢lanek, v némz teoreticky popsali pusobeni
tlaku zafeni na oscilujici zrcatko tvofici sténu Fabry-Perotova rezonéatoru [2]. Zjis-
tili, ze zménou frekvence vstupniho zéfeni je mozné ovlivnit mechanické vlastnosti
oscilatoru. éerveny posuv vuci rezonancni frekvenci rezonatoru zpusobuje utlum po-
hybu zrcatka, kdezto modry posuv pohyb naopak zesiluje. Stejna dvojice o tii roky
pozdgji vyuzila laserovy svazek k ovéieni své hypotézy [3].

Interaguje-li makroskopicky mechanicky element (membrana ¢ zrcatko) s elek-
tromagnetickym polem uvniti optického rezonatoru vlivem tlaku zafeni, hovotime
o tzv. optomechanické vazbé. Disciplina zabyvajici se timto typem interakce se na-
zyva kvantova optomechanika. V soucasné dobé je optomechanika velice intenzivné
studovanou oblasti na pomezi kvantové optiky a nanomaterialové fyziky [4]. Motivaci
pro studium optomechanickych systémii mizeme rozdélit do dvou hlavnich kategorii.
Jednak miize byt optomechanicka vazba vyuzita k pozorovani velice slabych sil, ma-
lIych vychylek a hmotnosti, coz hraje klicovou roli napiiklad u senzitivity detektoru
gravita¢nich vin [5]. Druhy typ motivace spo¢iva v pozorovani neklasického chovani
na mechanickych systémech tvorenych miliardami atomu, coz umoziuje testovani
hypotéz kvantové mechaniky [6].

Do soucasné doby byla realizovana Siroka skala experimentt vyuzivajicich tlaku
zéreni. Napiiklad laserové ochlazovani iontu umisténého v pasti [7] (¢i mikromecha-
nického oscilatoru [8]) na teploty blizké absolutni nule; vytvofeni stlacenych stavi
optomechanického oscilatoru uvnit¥ rezonatoru [9]; vytvofeni silné vazby mikrome-



chanického oscilatoru s elektromagnetickym polem uvnit¥ optického rezonatoru [10].
Existuje také rada systémii, kde je optomechanické vazby dosazeno bez pomoci rezo-
natoru, a to napiiklad za pouziti vinovodi ve fotonickych obvodech, ¢i fotonickych
krystalovych vlaken [1].

Castou realizaci optomechanické vazby je systém dvou zrcadel tvoficich opticky re-
zonator, z nichz jedno je pevné ukotveno a druhé zrcatko (pfipadné membrana) muze
vlivem tlaku zafeni oscilovat [1,6]. Dalsim velice béznym usporadanim je jedna os-
cilujici membréana uvnit¥ Fabry-Perotova rezonatoru [11,12]. Pfirozenym rozgirenim
predchoziho modelu je systém, ktery budeme uvazovat v této praci: uvniti vnéj-
stho optického Fabry-Perotova rezonatoru jsou zavéseny dvé tenké polopropustné
membriny jako makroskopické mechanické elementy; tento systém byl v minulosti
jiz studovan [5,13]. Membrany rozdéluji ptivodni jeden rezonator na soustavu tii
na sebe navazujicich rezonatori. Vstupni elektromagnetické pole (téZ oznacovano
jako optické Cerpani) je realizovano silnym laserem s frekvenci blizkou rezonanéni
frekvenci rezonatoru, ktery je tvofen dvéma membrinami. Vlivem tlaku zafeni obhé
membrany za¢nou oscilovat, pticemz vazbu mezi nimi zprostfedkovava pouze elektro-
magnetické pole. Proto kmitajici membrany nazyvame vazanymi optomechanickymi
oscilatory.

Protoze frekvence svétla je mnohem vétsi nez frekvence mechanického oscilatoru,
lze oscilator vyuzit také jako kvantovou pamét uchovavajici informace o stavu pole
v rezonatoru, coz je dilezité pro rozvoj kvantové komunikace a kvantového zpraco-
vani informace [14, 15]. P¥i kvantovém zpracovani informace je dilezita schopnost
s kvantovymi systémy vhodné manipulovat. Jednou ze zdkladnich operaci je pasivni
a koherentni transfer energie, ktery lze v optickych systémech piimocaie realizovat
pomoci délice svazku.

Jediny druh interakce, ktery se vyskytuje v optomechanickych systémech, zpro-
stfedkovava tlak zareni, diky némuz mechanicky element muze oscilovat uvnitf optic-
kého rezonatoru. Tlak zareni viak muzeme vyuzit k vytvoreni dalSich typu interakei.
Nasim cilem je vytvofit mezi obéma oscilujicimi membranami interakci typu déli¢
svazku s danou hodnotou délictho poméru za pouziti optického ¢erpani jednotlivych
rezonator.

V prvni kapitole bude poskytnut fyzikdlni popis problematiky. Nejprve vyjadiime
hamiltonian celého systému, nasledné jej vhodnymi aproximacemi prevedeme do po-
doby, z niz snadno vyjadiime pohybové rovnice. Ve druhé kapitole se budeme zabyvat
feSenim téchto pohybovych rovnic a metodami, které vedou k pozadovanému tvaru
feSeni. Tteti kapitola je vénovana popisu numerického feseni véetné vysledki v po-
dobé grafii. V posledni kapitole ukdzeme, ze jsme schopni zkonstruovat déli¢ svazku
s libovolnym délicim pomérem.



Kapitola 1

Popis problematiky

Uvazovany systém je tvofen dvéma vysoce odrazivymi sférickymi zrcatky, mezi ni-
miz jsou zavéSeny dvé tenké polopropustné dielektrické membrany, které se mohou
v danych mezich pohybovat v horizontalnim sméru (viz Obrazek 1). Na stejném sys-
tému byla studovana synchronizace oscilatoru [5] a rovnéz byl popsan adiabaticky
pfenos energie mezi obéma membranami [13]. Rezonator tvofeny dvéma membra-
nami oznacCujeme jako vnitini, rezonator tvoreny zrcatkem a membranou nazveme
levy a pravy dle usporadani na Obrazku 1. Z vnéjsku je rezonator cerpan laserovym
svazkem s frekvenci wy, blizkou rezonanéni frekvenci vnitiniho rezonatoru we,,. Pa-
rametr udavajici tzv. rozladéni laseru vuci rezonatoru definujeme A = wy, — weay.
Od zdroje vyzadujeme, aby byl schopen emitovat svétlo o tiech riznych frekvencich,
které jsou velmi blizké rezonan¢nim frekvencim jednotlivych na sebe navazujicich re-
zonatoru.

Pomoci optického ¢erpani 1ze na systému provadét dvé rizné operace. éerpéme—li
systém pouze s frekvenci wy,, v levém i pravém rezonatoru dochazi k exponencidlnimu
atlumu vln, protoze rezonan¢ni frekvence boc¢nich rezonatort se velmi lisi od wry..
Cerpanim vnitintho rezonatoru tedy lze ovliviiovat (modulovat) silu vazby mezi
obéma oscilatory [5]. Jestlize bude probihat ¢erpani o frekvenci levého (pravého)
rezonatoru, dojde naopak k rychlému tatlumu modi ve vnitinim a pravém (levém)
rezonatoru. Spojité ¢erpani viech t¥i rezonatort bylo studovano v [13]. V této praci
budeme predpokladat postupné cerpani jednotlivych rezonatort. Interakci typu déli¢
svazku zkonstruujeme vhodnou posloupnosti diskrétntho ¢erpéni.

T, pP1 T2, P2

b. b, Wevy | @ H-T s Weay | G f'l s Wprayy

1

T, WL

wh wa

Obrazek 1: Schematicky obrazek systému tvofeného Cerpanym Fabry-Perotovym rezona-
torem se dvéma membranami, které diky pusobicimu tlaku zafeni osciluji. Vstupni elek-
tromagnetické pole je tvorfeno silnym laserem s frekvenci wr, > weay-



Interakci typu déli¢ svazku definujeme vztahy analogickymi s délicem svazku fotont
Ty = tTo1 + T2, T2 = lTo2 — rox,

(1.1)
P1 = tpo1 + rpo2;, P2 = tPoz — TPo1,
kde g1, x99 jsou pocatecni polohy oscilatorti a pgi, poe jejich pocatec¢ni hybnosti,
x1, To jsou vystupni polohy a pq, ps vystupni hybnosti oscilatori, ¢ je transmisivita
(propustnost) a r reflexifita (odrazivost).

1.1 Hamiltonian systému

Pro nalezeni feSeni dynamiky systému se jak v klasické, tak v kvantové mecha-
nice vychazi z hamiltonianu, ktery vyjadiuje celkovou energii systému. Kompletni
hamiltonian spojité ¢erpaného systému obsahuje t¥i ¢leny, které maji vyznam ener-
gie svétla uvnitt jednotlivych rezonatori, dva ¢leny odpovidaji energii oscilatorti,
dva cleny vyjadtuji energii vazby membran s okolnim elektromagnetickym polem,
dva kiizové c¢leny odpovidaji ,pfelévani energie mezi sousednimi rezonatory skrze
polopropustné membrany a konecné posledni t¥i ¢leny vyjadiuji energii optického
Cerpani, viz [13]. V této praci se budeme primarné zabyvat modulaci vazby mezi
oscilatory v rezimu, kdy ¢erpame pouze vnitini rezonator. Protoze rezonanéni frek-
vence zbyvajicich dvou rezonatort je odlisna, vyse popsany hamiltonian se v takovém
ptipadé (viz [5]) redukuje na tvar

. . %
H = Fweava'a 4+ ih(nate “rt — nTgelrt)
—— —~
energie vnitiniho rezonatoru energie derpani
2
1 (1.2)
1 2 2
- Ziga G(ZL‘Q _'rlz + Emn(xn+pn)7
v —
energie optomechanické vazby n=1 _

TV
energie oscilatori

kde weay je rezonancni frekvence vnitiniho rezonatoru; wy, wy jsou mechanické frek-
vence oscilujicich membran, kde indexem 1 znac¢ime vzdy levou a indexem 2 pra-
vou (viz Obrazek 1); n,wy, jsou po fadé amplituda a frekvence pouzitého laserového
svazku; a, al jsou po fadé anihilacni a kreaéni operator elektromagnetického pole pii-
sobiciho ve vnitinim rezonatoru; ¢ oznacuje dobu cerpani; g je ¢len vyjadiujici silu
optomechanické vazby; xq,xs jsou vychylky membran z jejich rovnovaznych poloh
a p1, p2 hybnosti membran. Pozice i hybnosti jsou bezrozmérné veli¢iny definované

. b+ bf ) c+cf
1= —, 9 = —F,
b— b c—cf

P1 = \/§i7 P2 = \/ﬁi'

Oznacime-li symbolem ¢;c Kroneckerovo delta, operatory spliuji komutac¢ni relace
(), px] = 103 (1.4)

Protoze z rovnice (1.2) je ziejmé, Ze hamiltonian je zavisly na ¢ase, v prvni aproxi-
maci tuto ,nedokonalost” odstranime. Ukazuje se, Ze nejvhodné&jsi je zvolit pro popis
interakéni reprezentaci. Proto si v nasledujici podkapitole shrneme tfi mozné repre-

zentace kvantové mechaniky.



1.1.1 Krok stranou: Tti obrazy v kvantové mechanice

Pripomenme struc¢né, jaké obrazy lze v kvantové mechanice pouzit pro popis ¢aso-
vého vyvoje systému a jak jsou navzajem tyto obrazy propojeny. Pfedpokladejme,
7e v pocateCnim case ty vSechny tii obrazy - Schrodingeriiv, Heisenberguv i inter-
ak¢ni (Diracuv) - splyvaji. Hlavni rozdil mezi zminénymi obrazy je v nositeli ¢asové
zéavislosti. Stavové vektory [¢) a operatory O budeme oznacovat dolnim indexem
s poCatecnim pismenem obrazu, v némz je popsan.

L.

IT.

III.

Schrodingeriv obraz

Ve Schrodingerové reprezentaci nesou ¢asovou zavislost stavové vektory, coz
miize byt popsano jako otaceni v Hilbertové prostoru, zatimco operatory jsou
v Case neménnné. Plati vztahy

_ o —iHt
OS (t) = Os.
Schrodingerova rovnice nabyvi zndmé podoby
ihd[ys(t)) = Hls(t)). (1.6)
V celém textu budeme oznacovat parcialni derivaci (operatort i klasickych
veli¢in) podle ¢asu symbolem 9,0 = %—? a uplnou derivaci podle ¢asu budeme

znacit teckou % =0.

Heisenbergiv obraz

Na rozdil od ptredchoziho pripadu v Heisenbergové obrazu jsou stavové vektory
v Case nemeénné, zatimco operatory nesou ¢asovou zavislost. Porovname-li jej
se Schrodingerovym obrazem, zjistime, Ze operatory (a tedy i vlastni vektory)
pozorovatelnych veli¢in se otac¢i v Hilbertové prostoru presné v protisméru
v porovnani s otacenim stavovych vektorti ve Schrodingerové obrazu

[Yr(t)) = eF T |ys (1)) = [ (to)),

(1.7)
Ou(t) = en'Oge !,
Pro libovolny operator Oy plati Heisenbergova rovnice ve tvaru
: 1

Interakéni (Diraciiv) obraz

Interak¢ni obraz je propojenim mezi Heisenbergovym a Schrodingerovym ob-
razem v tom smyslu, Ze ¢asovou zavislost nesou jak stavové vektory, tak opera-
tory. Je vyhodné jej pouzit v ptipadé, Ze se pozorovatelné méni vlivem néjaké
interakce. V takovém ptipadé lze totiz casové proménny hamiltonian zapsat
ve tvaru H(t) = Hy + Hint(t), kde Hy nezévisi na ¢ase a typicky jeho fe-
Seni zname ¢i umime jednodusSe spocitat. Obsahuje-li hamiltonian vice ¢lent,
jakakoli volba Hy poskytne platny interakéni obraz. Plati

[¥(t)) = eﬁH°t|¢s(t)>; (L.9)

i

Ol(t) = G%HotOSeiﬁHo
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Pro lepsi prehlednost zapisu zavedeme obvyklé oznaceni U = e~ nHot, Nyni od-

vodime, jak se v interakénim obraze modifikuje Schrédingerova rovnice pro li-
bovolny stavovy vektor |¢;(t))

ihok i (1)) = ihd, (U os (1))
= ih0, (U s (t)) + UTH () |vs(t)) (1.10)
= (—Ho + UTH®)U) |41 (t)),

kde jsme ve druhém Fadku vyuzili Schrédingerovu rovnici (1.6) a ve tfetim
fadku jsme vyuzili vloZeni identity ve tvaru UUT k obéma ¢lentim, abychom
na pravé strané mohli vytknout [¢;(¢)). Lze tedy Fici, Ze v interakénim obrazu
stavové vektory spliuji Schrodingerovu rovnici s modifikovanym hamiltonia-

nem
Huovg = Ul HyaryU — Ho. (1.11)

1.1.2 Rotac¢ni vinovi aproximace

Cilem této aproximace je odstranéni ¢asové zavislosti z hamiltonianu (1.2). Pro popis
¢asového vyvoje systému vyuzijeme interakcéni reprezentaci, protoze se pozorovatelné
meéni vlivem interakce — ¢erpani. Rota¢ni vlnovou aproximaci lze vyuzit, pokud jsou
splnény dva predpoklady: jestlize je optomechanicka vazba slabé a zaroven frekvence
laseru je dostatecné blizkd rezonanc¢ni frekvenci vnitiniho rezonédtoru, tedy plati
nerovnosti A < weay, ¢ <K Weay |16]. PFedpokladejme, Ze v uvazovaném systému jsou
obé podminky splnény.

Rotac¢ni vlnova aproximace prakticky znamend prechod do soutadnicové soustavy
rotujici s frekvenci wy,. Zménou soustavy soutfadnic elegantné odstranime ¢asovou
zavislost ze ¢lenu, ktery odpovida energii ¢erpani rezonatoru. Modifikovany hamil-
tonian vypoc¢teme ze vztahu (1.11), nejprve v8ak musime vhodné zvolit ¢len H,.
Proto k rovnici (1.2) piicteme a odecteme ¢len hwpa’a a soucasné pouzijeme veli-
¢inu oznacujici rozladéni laseru vici vnitinimu rezonatoru A = wy, — Weay- V souladu
s oznacenim v podkapitole 1.1.1 takto upraveny hamiltonian oznacime Hggary

Hstary = Hy — hAaa — hga*a(xg — fL‘l) +

2
. . 1 (1.12)

ih to—lwrt ¥ iwrt ~ huw, 2 2
+ ih(na'e n ae )+HE:12hw (xZ + p3),

kde H, = hwr,a’a. Abychom mohli zapsat H,ovy, je potieba nejprve spocitat tyto vy-
razy: Ula'aU; UTaU; Uta'U; UT(224p2)U;n = 1,2. V¥poéty komutatort pro prvni
a posledni vyraz jsou trividlni, plati

Uta'aU = d'a,

1.13
Ul(a? + p2)U = (a2 + p2). (1.13)

Druhy a tfeti vyraz musime upravit jinym zpiisobem, protoze operator a s U neko-
mutuje. Vyuzitim nasledujici identity [17]

eXAe™ = A+ [X, A+ %[X, (X, A]] + %[X, (X, [X,A]] +--- (1.14)

7



Ize diky komutaénim relacim [iwpa'at, a] = —iwpta; [iwpatat,a’] = iwpta’ vyjadiit
pozadované vztahy

UTaU — 6iwLaTatae—iwLaTat

. L. 1.
=a- [l —iwt+ —‘(1th)2 — —(iwpt)® + -]

2! 3| (1.15)

— ae_let,

UtalU = afelr?,

Hamiltonidn v interakénim obrazu, ktery jsme oznacili Hyey, ziskdme dosazenim
do rovnice (1.11) za vyuziti vztahtu (1.13) a (1.15)

2
1
Hpovy = —hAa'a — hga'a(zg — x1) +ih(na’ — n*a) + Z §hwn(~ri +p2). (1.16)
n=1

Pro zkraceni zapisu pfeznacime H,owy — H.

Jednou z metod vedouci ke kompletnimu popisu dynamiky systému je zavedeni
formalismu linearizovanych Langevinovych rovnic [5,6, 11|, které vyjadiuji ¢asovou
zménu operatort relevantnich pro danou tlohu obecnym vztahem

0,0 = %[H, O]+ N, (1.17)

kde N je sumovy operator odpovidajici operatoru O. Pro vSechny operatory obsa-
zené v hamiltonianu (1.16) lze explicitné zapsat Langevinovy rovnice v této podobé

Oyry = wipr,
Oyry = W,
Opr = —wizy — ga'a — ypy + &1,
Oypa = —wams + ga'a — yaps + &,
oa = iAa +iga(ze — 1) + 1 — ka + V2ka™,

(1.18)

oa' = —iAa" —igal(zy — 1) + 77>‘< — ka' + V2ka'™,

kde &1, & jsou Sumové operatory spojené s termélnim tlumenim oscilatori, ~;, v jsou
koeficienty spojené s mechanickym tlumenim pohybu,  je operator ztrat ve Fabry-
Perotové rezonatoru a a™, a'™ je vakuovy sum odpovidajiciho operatoru s nulovou
stfedni hodnotou [5]. Vyuzili jsme komuta¢nich relaci (1.4).

Dalsi aproximaci, kterou v nasem modelu vyuzijeme pro zjednoduseni rovnic (1.18),
je zanedbéni termalnich a mechanickych Sumovych operatori vy, o, &1, €. Termalni
Sum lze zanedbat pfi teplotach blizkych absolutni nule a mechanické tlumeni hyb-
nosti oscilatori je nulové pii bezztratovém ukotveni membran v rezonatoru. Navic
predpokladejme, Ze vakuovy sum a'™, a'™ je mnohem mengi nez hodnoty zbyvajicich



operatorii v poslednich dvou rovnicich. Pak rovnice (1.18) piejdou na tvar

Oy = wip1,
Oyy = WaP2,
Opr = — w1y — gaTa

1.19
Opa = — wWaXo + gaTa ( )

Oia = iAa +iga(zy — x1) + 1 — Ka,

oa’ = —iAa" —iga' (2o — x1) + 77* — kal.

Clen a'a vyskytujici se v rovnicich (1.19) zpusobuje nelinearitu téchto rovnic. I v kla-
sické mechanice jsou nelinedrni diferencialni rovnice obecné velice tézko FeSitelné,
protoze analytické TeSeni ve vét§iné pripadi neumime nalézt — v takovém piipadé
zbyva moznost Fesit rovnice numericky. V kvantovém rezimu vsak prakticky nelze
nelinearni rovnice vyfesit analyticky, ¢asto ani numericky [1]. Pfesto existuje jedna
aproxima¢ni metoda, pomoci niz lze (za splnéni danych predpokladi) nelinearni
rovnice linearizovat a néasledné soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic vyfesit.
Podrobnéjsimu popisu problematiky linearizace rovnic (1.19) se budeme vénovat
v nasledujici podkapitole.

1.1.3 Linearizac¢ni aproximace

Lineariza¢ni aproximace je velmi ¢asto vyuzivana pii feseni optomechanickych sys-
tém, viz napiiklad [1,5,6,13,18]. Zamétime-li se na fluktuace operatora O relevant-
nich pro tuto dlohu, lze vSechny uvazované operatory rozdélit na stacionarni ¢ést,
kterd udéava stiedni hodnotu operatoru, a rychle oscilujici ¢ast popisujici fluktuace
operatoru. Staciondrni ¢ast operatoru, kterd odpovida klasické komplexni veli¢iné
popisujici chovani systému bez fluktuaci, budeme znacit hornim indexem S. Naopak
oscilujici ¢ast, kterd odpovida kvantovym fluktuacim operdtoru s nulovou stiedni
hodnotou, ozna¢ime 0O [5]. Pak pro vSechny operatory vyskytujici se v hamiltoni-
anu (a,al, xy, 29, p1, po) plati

O = 0% +40. (1.20)

Predpokladejme navic, Ze stacionarni ¢ast operatoru je mnohem vétsi nez kvantoveé
fluktuace 60 < OS.

Protoze frekvence svétla je mnohem vétsi nez mechanicka frekvence oscilujicich
membrin, mody ve vnitinim rezonatoru se vzdy ,stihnou* prizptisobit malym zmé-
nam délky tohoto rezonatoru. Operator a® odpovida klasické komplexni amplitudé
vlny, zatimco operator da popisuje kvantové fluktuace tohoto operatoru. Vyraz afa
muzeme dle pfedchozich avah aproximativné vyjadrit takto

(@™ + 6a1)(a® + 6a) = |a®]> + o®dal + a®"da, (1.21)

kde jsme zanedbali fluktua¢ni ¢len druhého rfadu a hvézdickou v hornim indexu
oznacCujeme komplexni sdruzeni.



Rovnice (1.19) lze diky linearité derivace rozepsat takto

o1 = 0y} + 0y6m1 = wi(p] + 0py),
A1 = —wi (25 4 0x1) — g(|a®]? + a®da’ + 0> da),
da = iAd® +iga® (x5 — 7)) +iAda +iga® (§xy — dx1)+
+igda(zy — 23) — k(a® + da) + 7,
da’ = —iAd™ —iga™ (a5 — ) — iAda" — iga®" (625 — 61)+
—igdal (a5 — 29) — k(a® + ) + 1.

(1.22)

Rovnice pro ¢asové zmény x5 a py jsou zcela analogické — 1isi se pouze o znaménko
u clenu g(|a®)?+aSdat +a"da), proto v textu nejsou uvedeny. Nyni mizeme porovnat
v rovnicich (1.22) ¢leny stejnych Fadu, tedy derivace oscilujiciho ¢lenu bude rovna
vzdy vyrazu, kde se vyskytuje §, na rozdil od derivace stacionarniho ¢lenu, ktery musi
obsahovat pouze stacionarni operatory. Po této ipravé proto ziskdme dvojnasobny
pocet rovnic

S S
8tx1 = W1ipPy;

0oz = w15pl7

)

)

opl = —wia) — g|d®?, (1.23¢)
0:0p1 = — w11 — g(aséozT + as*5a), (1.23d)
oa® =1iAd® +iga® (25 — 25) + n — ka®, (1.23e)
Oiba = iAda +iga®(6xy — dxy) +igda(xl — 25) — Kéa, (1.23f)
9a™ = —iAd™ —iga™ (a5 — o) + 1F — ka®", 1.23g)
)

d0a" = —iAdal —iga®* (0xy — 0x1) — igdal (25 — 25) — kéal.

Dalsim krokem linearizacni aproximace je nalezeni stacionarniho feseni pro ope-
ratory O, které ziskame, polozime-li rovnice (1.23a, 1.23c, 1.23e, 1.23g) rovny
nule [6,13]. Upravou téchto rovnic ziskdme stacionarni hodnoty operatori

S S 9’a |2 S n
=0, Ty = , a’ = - , 1.24a
v = o e ) (1-242)
Sk
S S g|a |2 gk n
7 =t T ) (1.245)

Uzitetné zjednoduSeni rovnic (1.23) nastane, pokud budeme uvazovat a® realné.
Toto zjednodusenti je piipustné, jestlize vhodné upravime fazi mezi vstupnim laserem
a polem uvnit¥ rezonitoru. Konkrétné uvazujeme-li n = |nle™?, operétor a® bude
nabyvat reélné hodnoty, pokud e = [k—iA—ig(x —29)]/\/K2 + [A + g(a5 — 232
[6]. Pak plati a® = a5, a tedy

a°* = Ul = il (1.25)
T2 A S _ .S\12 g |as‘2 92[aS|2 g’ .
K2+ [A + g(x3 — 7)) + (A + +55)?

kde jsme vyuZili vztah (1.24a) pro dosazeni x7, z5. Vidime, Ze mezi |a®|? a |n|? je ne-
linearni zavislost. Pro dostatecnd malé hodnoty |a®|? plati pfiblizné linearni zavislost
na |n|?, zatimco pro vysoké hodnoty jsou veli¢iny svézény kubickou nelinearitou.
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Navic pozadujeme, aby hledané stacionarni feseni spliiovalo podminku pro ¢asové
derivace kvantovych fluktuaci krea¢niho a anihila¢niho operatoru, tedy 0,0a = 0,
dida’ = 0. Ze vztahi (1.23f) a (1.23h), ktery poloZime roven nule, plyne

da = AL g(x§ — :L’?) e a’(0xg — 0xy) C-a’(0xg — 0xy),

bl = — e O — 0 = =€ (o — ),
2 1

(1.26)

kde C' = g/[A + g(25 — 2¥) — ik] oznacuje komplexni konstantni hodnotu pro ¢asy
mnohem mensi nez perioda mechanickych oscilatoru; dx; a dxy jsou redlné hodnoty
popisujici malé vychylky oscilatori. Odtud tpravou rovnice (1.23d) a dosazenim
konstanty C dostavame

8y0p1 = — w10y + gla®2(C + C) (65 — 621),

1.27
Oy0p2 = —wadzs — gla®|*(C + C*)((Sﬂcg —dx1). (1.27)

Dale budeme piedpokladat, ze uvazovany systém je symetricky, tedy obé membrany
jsou shodné a bo¢ni rezonitory maji stejnou délku. V takovém pripadé jsou si mecha-
nické frekvence kmiti obou membran rovny: w; = wy = w. Pak lze v obou rovnicich
zavést substituci 7 = wt, kterd ndm puvodni ¢as ¢t nahradi bezrozmérnym casem 7.
Derivace podle ¢asu tudiz piejde na tvar

0 0
_ % % . 1.2
O () W wo (1.28)
Rovnice (1.27) diky této substituci piejdou do podoby
87'(5-771 = 51717
009 = Opa,

1.29
0;0p1 = —dx1 + G(é(L‘g — 51’1), ( )

875]92 = — 51’2 — G((ng — 51’1),

kde G = g|a®]*(C + C*)/w oznatuje redlnou konstantu, ktera pro nizké hodnoty
bezrozmérného ¢asu 7 zavisi na g, w, A, |a®|? vztahem

2aS2
_gl’P 29849I o s WA+ 2P

G i .
wo A+ g(_2glzs\ )] + K2 (WA + 2g2%|a8|?)? + w?k?

(1.30)

Vyuzili jsme vztahti (1.24) pro dosazeni stacionarnich poloh 23 a z3. Abychom mohli
soustavu rovnic (1.29) vyftesit, je potieba znat alespon fadové v jakych mezich se
pohybuje parametr G, proto vyjdeme ze vztahu (1.30), do néjz budeme dosazovat
za neznamé veli¢iny. Hodnotu |a®|? lze ziskat fesenim rovnice (1.25), ktera vede
na kubickou rovnici pro |a®|%. Tato kubickd rovnice mé& obecné t¥i kofeny, oviem
pouze jeden z kofent je kladny a realny, proto dale pracujeme pouze s timto real-
nym kofenem zavisejicim na veli¢inich |n]?, x, A, g, w. Analyticky vztah jsme nalezli
pomoci funkce Solve v programu Wolfram Mathematica. Déle lze vyjadrit kvadrat
velikosti komplexni amplitudy pomoci vykonu laseru P [6]

25 P

2 — 1.31
= 3 (1.31)
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a parametr g vyjadiujici silu optomechanické vazby je dan vztahem [1,19]

wcav h
9=\ ms (1.32)
Vyse zminénym postupem jsme ziskali vztah pro vyslednou numerickou hodnotu
G, kterad zavisi na vSech volitelnych parametrech systému kromé casu, tedy za-
visi na L, m, wr,, w, Weav, P, A, k. Tento analyticky vztah je vSak velice obséhly, a to
hlavé z ditvodu komplikovaného analytického vyjadien |a®|? z kubické rovnice, proto
ani jeden z téchto vztahi neni v textu uveden.

Dosadime-li za kazdy volitelny parametr typicky rozsah jeho hodnot, ziskime od-
had intervalu, v némz se parametr G nachazi. Typické hodnoty veli¢in, které jsou po-
uzivany pii optomechanickych experimentech: délka rezonatoru L ~ 107> — 1072 m,
m ~ 1071 — 1077 kg, w ~ 10 — 10® Hz, x =~ 10° — 107 Hz [1]. Vykon laseru se
obvykle pohybuje v rozmezi P ~ 107 — 10° W a frekvenci laseru predpokladame
fadove wy, ~ 10'° Hz. Nejsilngjsich indukovanych oscilaci (tj. oscilaci, které jsou
vyvolavany samotnymi oscilatory), 1ze dosdhnout, pro A =~ w [5]. Proto jsme zvo-
lili A = w. Po dosazeni do vztahu pro vypocet parametru G dosdhneme nejnizsi
hodnoty pro tyto krajni hodnoty volitelnych parametr L = 1072 m, P = 107¢ W,
m=10""kg, w = 108 Hz a k = 10° Hz, a to G = 2 - 1015, Naopak druhy extrém
je dosazen pro hodnoty L = 107 m, P = 10° W, m = 107 kg, w = 10* Hz
a k= 107 Hz. V takovém pi¥ipadé dostavame G = 0,9999999996. Obecné miizeme
fici, Ze hodnoty parametru G nalezi do intervalu (0; 1). Dokonce i pii zméné nékte-
rého volitelného parametru mimo typicky rozsah hodnot nelze piresdhnout hodnotu
G = 1, teoreticky se k ni miazeme nekonec¢né blizit. Z pohledu numeriky vsak lze
¢islo, které je rovno jedné na osm platnych ¢islic, prakticky povazovat za jednicku.

Cilem této prace je pohybové rovnice (1.29) vytesit a nasledné najit takovou kom-
binaci volitelnych parametra systému, abychom byli schopni vytvofit interakci typu
déli¢ svazku. Nez se budeme vénovat feSeni téchto pohybovych rovnic, uvedeme pii-
klad systému zndmého z klasické mechaniky, jehoz fesenim dostaneme pohybové
rovnice stejného typu jako (1.29).

1.2 Analogie v klasické mechanice

V této podkapitole ukdzeme, 7e feSenim klasicky mechanického problému dvou spta-
zenych mechanickych oscilatori lze ziskat pohybové rovnice ve stejném tvaru jako
rovnice (1.29).

Uvazujme soustavu dvou spiazenych mechanickych oscilatori, které se mohou po-
hybovat bez tifeni po vodorovné piimce, viz Obréazek 2. V klasické mechanice ma
hamiltonian H vyznam celkové energie systému; obecné je funkci zobecnénych sou-
fadnic, zobecnénych hybnosti a ¢asu. V piripadé systému spifazenych mechanickych
oscilator, kde neuvazujeme ztraty v podobé mechanického tlumeni, mé& hamiltonian
tvar

2 2
+ 1 1
=P L2 4 ad) 4 oGP — ) (1.33)

kde m je hmotnost obou oscilatori; x1, xs vychylka z rovnovazné polohy odpovidajici
po tadé levému a pravému zavazi; py, pe hybnost piislusného zavazi. Vyuzili jsme
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vztaht pro vypocet kruhové frekvence mechanického oscilatoru w = \/’%1 aG = \/% ,
kde k je tuhost pruziny spojujici dvé zavazi a k; tuhost pruziny spojujici pevnou
sténu a zavazi. Pro ilustraci jsou nékteré z veli¢in vyznaceny v Obrazku 2.

Pro dalsi vypocty je vhodné hamiltonian skalovat

— /1 1
.Z‘i = mwai, pi = —Di G = _G7 pro 1= ]-727 (134)
m w

aby se (po pifeznaceni z{ = z;,pl = p;, G’ = G) zménil na jednodussi tvar, z néhoz
budeme vyjadifovat pohybové rovnice

1
H = 5[1’% + x5+ pl + p3 + G(z2 — 11)7). (1.35)

Casova evoluce systému je v klasické mechanice popsana Hamiltonovymi kanonic-
kymi rovnicemi ve tvaru

_oH . 0H
- apz7 pl_ 8LUZ7

T proi= 1,2. (1.36)
Z Hamiltonovych kanonickych rovnic vyjadiime ¢asové zmény poloh a hybnosti obou
kmitajicich zavazi

i‘l = D1,

T = Do,

2= (1.37)
P = —x1 + G(x2 — x7),

pg = —T9 — G(l’g — lL'1>.

Rovnice (1.37) nabyvaji formalné stejného tvaru jako (1.29). Pro kompletni popis ¢a-
sového vyvoje dynamiky obou systému tudiz stac¢i vytesit tuto soustavu pohybovych
rovnic

fl = —T1 — GZL’1 + GZL’Q,

.Z.U.Q = —T9 — G.IQ + G.Il.

(1.38)

P1i feSeni soustavy dvou obyc¢ejnych diferencialnich rovnic je obvykle snahou tyto
rovnice separovat na dvé obyc¢ejné diferencidlni rovnice, které jsou snadnéji fesitelné.
V nésledujici kapitole proto budeme diagonalizovat matici soustavy, abychom mohli
nalézt analytické feSeni rovnic. Déle se budeme podrobnéji zabyvat metodami, které
povedou k pozadovanému tvaru feSeni.

ok om ko m k|
O P T R

Obrazek 2: Systém dvou sprazenych mechanickych oscilatora.
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Kapitola 2

Metody reSeni

V této kapitole se zamérime nejprve na analytické feSeni soustavy dvou obycejnych
diferencialnich rovnic (1.38). ZapiSeme-li soustavu maticové, v8echny prvky matice
soustavy, kterd popisuje dynamiku systému, budou zavislé na parametru G a bezroz-
mérném case 7. Tento ¢as odpovida dobé cerpani vnitiniho rezonatoru. Pro vytvoreni
interakce typu déli¢ svazku budeme klast nutné podminky jednak na nulovost vybra-
nych prvki matice soustavy a jednak na splnéni fyzikalni podminky |¢]? + |r|* = 1.
Jestlize najdeme TeSeni pro libovolnou relevantni hodnotu parametru G, pak je teo-
reticky mozné interakci typu déli¢ svazku zkonstruovat.

2.1 Analytické reSeni soustavy pohybovych rovnic

Pohybové rovnice (1.38) lze také zapsat v maticové podobé

(2) = <_1G_ ¢ _ﬁ G) (i;) - (2.1)

Jeden z moznych zplisobtu feSeni je diagonalizovat matici soustavy, kterou oznac¢ime
Ms. Prejdeme-li od proménné T k proménné ¢y = VZ, kde V je matice, v jejiz
sloupcich jsou vlastni vektory matice soustavy, pak plati

y= VMV g (2.2)
diagondlni tvar Mg

Soustava se tudiz separuje na dvé obyc¢ejné diferencialni rovnice druhého fadu, které
velice snadno vyfesime. Vlastni ¢isla matice Ms jsou A\ = —1; Ay = —(1 + 2G)
a odpovidajici vlastni vektory jsou v; = [1,1],v9 = [1, —1]. Obecné feSeni soustavy
lze zapsat ve tvaru

AN S : €1COST + cosinT (2.3)
To) % —% C3 cos(\/l + 2GT) + ¢y Sin(\/ 14 2GT) ' ’
kde 7 oznacuje cas. Hybnosti obdrzime dosazenim do vztahu p; = @; proi = 1,2.

Z danych pocate¢nich podminek x1(0) = zo1, p1(0) = po1, 2(0) = xo2, P2(0) = pPo2
lze zjistit koeficienty ¢ az cy4

Po1 — Po2
C1 = To1 + Tg2, Co = + Po2, €3 = Tg1 — Tp2, C4= —F——. 2.4
1 01 02 2 = Po1 T Po2 3 01 02 4 e ( )

14



ReSeni soustavy (2.1) popisujici kompletni dynamiku systému lze nejprehlednéji
zapsat v maticové podobé

Zo1 T

M Po1 — D1 : (25)
Zo2 T2
Po2 D2

kde M oznacuje matici, kterd za pouziti substituce s = v/1 + 2G nabyva tvaru

1 1 e 1 1 Gine 1 _ 1 0a 1 _ 1 Gine
5COST —+ 5 COS ST 55T + 55 SIN ST 5 COST 5 COS ST 55T 55 SIN ST
1. s o 1 1 1 s o 1 1
—5s8inT — $sinsT  5cosT + 5c088T —5sinT+ SsinsT  5cosT — 5cossT
M= (2.6)
1 _ 1 1 _ 1 1 1 1 1 o ’
5 COST — 5 COSST  58INT — 5-SiNST  5COST + 5CO8sST  5sinT + 5 sinsT
—LlginT+ Ssinst LfcosT—Lcosst —isinT— Esinst LcosT+ Lcossr
2 2 ¢ 2 2 2 2 ¢ 2 2

2.2 Pozadovany tvar reSeni

Je-li vytvorena interakce typu déli¢ svazku, pak v souladu s rovnici (1.1) nutné musi
matice M nabyvat tvaru

t 0O r» O
0 t 0 r

Mips = —r 0 t 0|’ (2.7)
0 —r 0 t

kde prvky ¢, € R maji fyzikalni interpretaci transmisivity (propustnosti) a refle-
xivity (odrazivosti) pii dopadu svétla na rozhrani dvou optickych prostiedi. Proto
jsou svazany dodatecnou fyzikalni podminkou [t]? + |r|? = 1.

Aby matice M (2.6) nabyla tvar Mgs (2.7), musime nejprve zajistit nulovost osmi
jejich prvki. Hodnoty vSech ¢lenti miizeme ovliviiovat pomoci diskrétniho cerpani
jednotlivych rezonétori. éerpénim vnitiniho rezonatoru lze modulovat vazbu mezi
oscilatory, kdezto ¢erpanim pouze levého (pravého) rezonatoru zptsobujeme zménu
lokalni faze v odpovidajicim rezonétoru. Schematicky je posloupnost operaci, ktera
povede na interakci typu déli¢ svazku, zakreslena na Obrazku 3. Podrobnéjsi mate-
maticky popis obou typt operaci je shrnut v néasledujicich podkapitolach.

2.2.1 Modulace vazby

Optickym cerpanim vnitiniho rezondtoru je ovliviiovana vazba mezi optomecha-
nickymi oscilatory. Parametr G zahrnuje kromé casu vSechny volitelné parametry
systému, na nichz zavisi dle vztahu (1.30), vysledna hodnota se pohybuje v intervalu
(0;1). V prubéhu operaci se hodnota G neméni, je pevné déana konkrétnim nastave-
nim experimentu. Bezrozmérny c¢as 7 odpovida dobé cerpani vnitiniho rezonéatoru.
Vhodnou kombinaci parametri G a 7 Ize dosdhnout nasledujici podoby matice M,
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jejiz prvky oznacime obecné myy, myg, - -+, Myy

mi1 Miz Mi3 0

ma1 Ma2 0 moy

m31 0 m3zz mz
0 Myo  My3  Myyg

2.2.2 Zména lokalni faze

éerpénim levého nebo pravého rezonatoru lze realizovat operaci, kterou oznacujeme
jako zménu lokalni faze, ¢i fazovy posuv. Pomoci této operace je mozné zajistit nu-
lovost ¢ty ¢lentt v matici M, které nemohou byt soucasné nulové pouze vlivem mo-
dulace vazby. Predpokladame, Ze na systému jsme schopni provadét nejen postupné
cerpani levého a pravého rezonatoru, ale také soucasné ¢erpani obou rezonatort.

V maticové reprezentaci lze zménu lokalni faze reprezentovat nasobenim dané ma-
tice zleva a zprava matici rotace, kterd pro obecné uhly oy, ay ma tvar

cosqoy sinoag 0 0
Y, | —sinay cosay 0 0 9.9
anaz 0 0 cosap  sinay (2.9)
0 0 —sinay cosasg

Diky symetrii tlohy pfi soucasném cerpani levého i pravého rezonatoru si budou
oba thly navzajem rovny, proto budeme psat pouze jeden dolni index. Pro vhodné
zvolené - numericky nalezené - thly ¢ a v lze aplikaci odpovidajicich matic rotace
M, MMy ziskat vyslednou matici ve tvaru

mi 0 miz Mig
0 may maz Moy

mg1 M3z M33 0

Mg My 0 my

(2.10)

Rovnéz lze nalézt analytické vyjadieni dhla ¢ a ¢ tak, aby pro libovolnou nenulo-
vou matici M byl vysledek zminéného maticového nasobeni ve tvaru (2.10). Ana-
lyticky vztah je vSak velice komplikovany, proto budeme hledat hodnoty obou thla
numericky spolu s modulaci parametri G a 7. Podrobnéjsi popis bude poskytnut
v kapitole 3.1.

h modulace
Ty Po ___,: vazby . E____

Obrazek 3: Schematicky obrazek posloupnosti operaci modulace vazby a zmény lokilni
faze (znac¢ime pomoci tthlu otoceni ¥ a ¢). Tato posloupnost operaci vede na typ interakce
definovany jako déli¢ svazku. Schematicky je déli¢ svazku vyznacen Sedou ¢arkovanou ¢arou.



Aplikujeme-li na matici M kombinaci operaci modulace vazby a zmény lokalni faze,
vyslednou matici

F=M,MM, (2.11)

lze zapsat ve tvaru (2.7), kde vSak neni automaticky splnéna dodateénd podminka
t|> 4+ |r|> = 1. Konkrétné bude-li ¢erpan nejprve soucasné levy i pravy rezonator
(fazovy posuv o vhodny thel ), nasledné vnitini rezonator po dobu 7 (modulace
vazby) a nakonec opét oba bo¢ni rezonatory (zména faze o ¢), pak pro vhodné hod-
noty parametrii systému lze dosdhnout interakce typu déli¢ svazku (viz Obrazek 3).
Interakci typu délic svazku budeme déle oznacovat zkracené BS. V nasledujici ka-
pitole proto budeme numericky hledat kombinaci volitelnych parametri systému G
a 7 tak, aby byla dodatec¢na fyzikilni podminka splnéna.
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Kapitola 3

Vysledky numerické optimalizace

Protoze hodnota parametru G je zavisld na konkrétnim geometrickém nastaven{
experimentu, hmotnosti oscilujicich membran a dalSich parametrech, které souvisi
s laserovym cerpanim, v praxi nebude mozno dosdhnout zcela libovolné hodnoty.
Hlavnim cilem numerické optimalizace volitelnych parametri systému je pro libo-
volny pevné zvoleny parametr G nalézt takovy ¢as 7, aby matice F' (2.11) nabyvala
tvaru Mps (2.7), kde nenulové prvky musf spliiovat podminku [¢|>+ |r|? = 1. Pro nu-
merickou optimalizaci byl vyuzit software MATLAB. Oproti niz§im programovacim
jazykum je vyhodné, ze MATLAB nabizi moznost vyuziti implementovanych funkei
(napriklad funkce hledajici numerické feSeni soustavy rovnic).

Fyzikalné relevantni hodnoty pro parametr GG, které jsme uvedli jiz v podkapitole
1.1.3, jsou z intervalu G € (0, 1). Interval hodnot pro parametr G, kterym se budeme
z numerického hlediska zabyvat, byl proto zvolen G € (0, 1; 1).

3.1 Popis prvniho koédu

Cilem koédu je nalézt vhodnou kombinaci dvou volitelnych parametri systému tak,
aby po provedeni dané posloupnosti operaci (viz Obrazek 3) vystupni matice F
(2.11) nabyvala pozadovaného tvaru matice délice svazku (2.7), kde je zaruceno
splnéni fyzikdlni podminky [¢t|* 4 |r|> = 1. Proto se oba parametry méni ve dvou
vnorenych for cyklech, G ve vnéjsim cyklu a 7 ve vnoreném cyklu. Pro prehlednost

rozdélime kod na logické kroky a budeme diskutovat vystupy v jednotlivych krocich.

1. krok: V kazdé iteraci vnofeného cyklu for je vy¢islena matice M (2.6), ktera je
néasledné symbolicky vynasobena zleva a zprava matici rotace ' = M, M My,
Prvky matice F' budeme dale znacit fi1, fio, -, fau.
Vystup: symbolicky zapsana vysledna matice F' zavisla na thlech ¢ a .

2. krok: Pomoci implementované funkce vpasolve je numericky vyfeSena soustava
dvou rovnic fi2 = 0; fo1 = 0 pro dvé neznamé ¢ a ¢, obé z intervalu (—m, ).
Vypoctené thly jsou nasledné dosazeny do symbolicky vyjadiené matice F'
z predchoziho kroku.

Vystup: vysledna realna matice F' se ¢tyFmi nulovymi prvky ve tvaru (2.10).

3. krok: Na matici F' je nasledné kladen pozadavek splnéni fyzikalni podminky
pro odrazivost a propustnost, a to se zvolenou presnosti, protoze numericky

18



presného feSeni nelze dosahnout. Maximalni povolenou odchylku oznacu-
jeme pismenem €. Podminky, které musi byt soucasné splnény, jsou nésle-
dujici

PL: |ful®+ |fi3]* — 1 < e ovéfeni fyzikdlni podminky [¢|> + |r]* = 1;
P2: | fia| + | fas] <€ testuje nulovost ¢leni na antidiagonéle;

P3: 0,19 < |f11|*> < 0,81  omezuje interval hledanych transmisivit.

Pokud bychom podminku P3 nepozadovali, mnoho nalezenych teseni by
bylo trivialnich - tim rozumime, Ze bud transmisivita, nebo reflexivita, jsou
priblizné rovny jedné. Takova feSeni vSak nejsou relevantni. Jinymi slovy
hleddme feSeni, v némz hodnota propustnosti i odrazivosti je mensi nez 0, 9.
V kapitole 4 bude podminka upfesnéna.

Vystup: vysledna matice F' ve tvaru Mpg, kde je zajisténa platnost fyzikalni
podminky mezi odrazivosti a propustnosti.

4. krok: Neni-li splnéna alespoii jedna z podminek P1-P3, kon¢i jedna iterace vnore-
ného for cyklu a program pokracuje 1. krokem s vyssi hodnotou 7. Spliuje-
li matice F' soucasné podminky P1-P3, feseni se ulozi do pomocné matice.
Vystup: feSeni spliujici P1-P3 je uloZeno do jednoho fadku pomocné ma-
tice, v jejichz sloupcich jsou po fadé: G; 7; |fir|* + | fi3]* — 15| fua| + | fosl;
Ji1; f13; fia

5. krok: Po ukonceni jednoho vnitiniho for cyklu pomocné matice obsahuje vSechna
fyzikalné relevantni feSeni pro jedno G, jejichz chyba nepiesahuje hodnotu
€. Pro kazdou hodnotu G ménici se ve vnéjsim cyklu je vyhodnoceno feseni
s minimalni odchylkou v podmince P1. Toto feSeni je nésledné ulozeno
do jednoho radku matice Myg. Ukladani dat v podobé& matice je vyhodné
pro naslednou tvorbu graft.

Vystup: Matice M.y, kterd v fadcich obsahuje nejpiesnéjsi nalezend feSeni
jednotlivé hodnoty parametru G.

Konkrétni hodnoty ¢i intervaly hodnot, které byly pouzity pii feSeni: G € (0, 1;1)
s krokem 1073; 7 € (0; 12) s krokem 107%; ¢ = 1073.

Prvnim problémem, se kterym jsme se pii feSeni potykali, bylo nenalezeni feSeni
v pozadovaném tvaru. I pfes zvySeni maximalni odchylky na ¢ = 0,1 a rozsifeni
intervalu 7 € (0; 50) program nenasel zadné relevantni feSeni. Proto bylo nutno kod
upravit.

3.2 Uprava kodu a vysledek

Protoze prvni verze programu nebyla schopna nalézt zadné teSeni, znamend to, zZe
posloupnost operaci, kterou jsme v kapitole 2.2 oznacili jako BS, neni postacujici.
Tento problém lze vyfesit, pridame-li do definice BS dvé operace zmény lokalni faze
v modu 2, tedy pridame-li do posloupnosti operaci navic ¢erpani pravého rezonéatoru.
Schematicky je nova posloupnost operaci, kterou budeme znacit opét BS, zakreslena
na Obrazku 4.
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x |
1D B . modulace

- K vazb
Ty Py =HyHY ’

Obrazek 4: Schematicky obrazek posloupnosti operaci, jejichz vystupem je operace BS.
Zménime-li lokalni fazi v modu 2 o thel 7, coz odpovida cerpani pouze pravého
rezonatoru, je tato operace reprezentovana matici rotace (2.9), ktera po dosazeni
odpovidajicich thli nabyva tvar

10 0 0
01 0 0

Muz=100 0 1 (3.1)
00 -1 0

Aplikace fazového posuvu o 7 pred celou pivodni operaci BS a —F po operaci
v maticové reprezentaci znamend nsobeni matice I zprava Mo = (3.1) a zleva ma-
tici transponovanou. Nasobeni matici zleva zpusobi zménu znaménka ve t¥etim fadku
a naslednou vymeénu tfetiho radku za ¢tvrty, nasobeni zprava matici My = zméni zna-
ménko ve tietim sloupci a vymeéni tieti za ¢tvrty sloupec. Proto miize mit matice F'
nenulové antidiagonélni prvky a naopak nulové ¢leny na druhé poddiagonale a druhé
naddiagonale. Diky symetrii problému se kazdy ¢len v matici opakuje dvakrat, proto

stac¢i ovéfovat podminky pouze pro prvky z prvnich dvou Fadku

P4: ’f11|2 + ‘f14’2 —1<e

P5: ’f13| -+ |f24| < €.

Modifikace kodu spoc¢iva v zdméné podminky P1 za P4 a zaroven P2 za P5, tedy F
musi spliovat soucasné podminky P3-P5. Po nasledné aplikaci operace zmény faze
v pravém rezonatoru o thly § a —F proto bude Feseni nabyvat pozadovaného tvaru
matice délice svazku (2.7).

Pro ilustraci uvedeme pfiiklad vysledné matice F', kter& byla vySe popsanym pro-
gramem nalezena. Pro dvojici parameti G = 1;7 = 1.8138 byly nalezeny tuhly
o = 1,1173; ¢ = —0, 4535; odpovidajici odchylky jsou |fi1]?+|fua>—1=5,0-1077,
| fis| + | faa] = 6,4 - 1077 Ciselna matice F je ve tvaru

—0,7876 0,0000 —0,0000 0,6162

ja 0 —0,7876 —0,6162 0,0000 (3.2)
| —=0,0000 0,6162 —0,7876 0,0000 ’

—0,6162 0,0000 0 —0, 7876

Vysledna matice délice svazku byla ziskana maticovym nasobenim My = F'M z,

kde jsme formalné pieznacili ;1 — —x1, -+ ,ps = —p2

0,7876 —0,0000 0,6162 0,0000
0 0,7876  0,0000 0,6162

Mpgg = (3.3)

—0,6162 0,0000 0,7876 0
0,0000 —0,6162 0,0000 O0,7876
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3.2.1 Ovéreni zachovani komutac¢nich relaci

Ze vztahu (2.5) je ziejmé, Ze matice Mpg piedstavuje linearni transformaci soutad-
nic, ktera zapiisobenim na vektor ro = (o1, po1, Toz, Po2) " dava r = (z1, p1, Ta, p2) .
Na vysledné matici délice svazku miizeme ovéfrit, zda jsou zachovany kanonické ko-
muta¢ni relace. Pred provedenim transformace je miZeme zapsat bud v podobé

[zx, 1] = [p, ] = 0; [z, ] = 10 pro k,I = 01,02, nebo ekvivalentné pomoci
matice {2
[T.ka 7"[] = iQkh (34)
kde €2 nabyva tvaru
0 1 0 O
-1 0 0 O
Q 00 0 1 (3.5)
0 0 —1 0

Linearni transformaci 1ze chapat také jako zménu béze, ktera na matici €2 ptsobi dle
predpisu znamého z linearni algebry ' = MBSQMgsl. Aby byly kanonické komutacni
relace zachovany i po transformaci, musi byt splnéna podminka €' = €. Navic matice
délice svazku je z definice ortogonalni (tj. Mgsl = Mgs), proto vysledna matice délice
svazku splituje tuto podminku

MgsQMpgg = €. (3.6)

Kazda matice Mpg vyhovujici rovnici (3.6) zachovava kanonické komutacéni relace
a nazyva se symplektickd. Snadno lze ovéfit, Ze vySe uvedend numericky nalezena
matice (3.3) podminku (3.6) spliiuje, tedy zachovava komutacéni relace. Muzeme
proto Fici, ze vysledek nalezeny programem je fyzikalné relevantni. Ukazuje se, 7Ze
vSechny numericky nalezené vysledné matice jsou symplektické.

3.3 Grafy

Pro nézornost ukdZeme nejen feSeni nalezena vySe popsanym programem (tj. vy-
sledn& matice nabyva tvaru Mgg), ale i ¢asovy vyvoj hodnot vyskytujicich se v pod-
minkach P4-P5. Déle budeme ozna¢ovat prvek |fi1| = t (transmisivita) a |fi4| = r
(reflexivita), protoZe prvky vysledné matice délice svazku (2.7) musi témto fyzikal-
nim hodnotdm odpovidat.

Nejprve zobrazime pribéh hodnot podminek P4-P5 v ¢ase. Na osu y vyneseme
hodnoty: 2 + 72 — 1; | f13] + | fea|; @ zvolime jednu pevnou hodnotu parametru G.
Vysledna matice nabyva pozadovaného tvaru (2.7), jestlize ob& hodnoty nepievy-
Suji danou nejvyssi povolenou odchylku e, ktera byla zvolena € = 1073. Pro zvolené
G =1 je v Grafu 1 znazornén pritbéh hodnot t2 + 1% — 1 a | fi3]| + | fo4] v zavislosti
na case 7. Z Grafu 1 vyplyva, ze lokdlni minimum jedné kiivky neni vzdy soucasnym
lok&dlnim minimem druhé kiivky. Z téchto dat lze vybrat pouze ta, ktera splinuji sou-
¢asné obé minimaliza¢ni podminky (viz Tabulka 3.1), av8ak spravna feseni nalezena
programem musi spliiovat navic podminku P3: 0,19 < |fi1]* < 0,81. Z Tabulky 3.1
vyplyva, ze existuji ¢tyfi ruzna feSeni pro G = 1 a 7 € (0;15), ktera spliuji sou-
¢asné vsechny tii pozadované podminky. Odchylky obou minimalizovanych hodnot
jsou priblizné o t¥i fady nizs$i nez nami zvolend maximéalni hodnota.
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Tabulka 3.1: Nalezend soucasnéd lokalnim minima obou kfivek v grafu 1 pro G = 1
v intervalu 7 € (0;15). V tabulce n znaci ¢islo minima.

n T t r t24+r2—1 | f13] + | foul
1 1,8138 0,7876 0,6162 5,0-1077 6,4-1077
2 3,6276 0,2406 0,9706 3,1-1077 1,3-10°6
3 05,4414 0,4086 0,9127 7,8-1077 1,9-1076
4 72552 08842 04671 2,9.10~6 2,5.10~6
5) 10,8828 0,6661 0,7458 2,5-1076 3,8:10°¢
6 12,6966 0,0651 0,9979 291077 4,510~
7 14,5104 0,5636 0,8260 2,9-1076 5,1-1076

Zaméiime-li se na prvni nalezené minimum obou kiivek v ¢ase 7 = 1,8138 (v Case
7 = 0 feSeni neni relevantni), mizeme hledani minima zpfesnit jemnéjsim délenim
intervalu. Zvolili jsme ¢as z intervalu 7 € (1,8;1,83) s krokem 107°. VloZeny graf
v Grafu 1 zobrazuje pfiblizeni pro casy blizké prvni nalezené minimalni hodnoté.
Z hlediska stability feSeni lze Tici, ze v okoli lokdlniho minima lze obé ktivky apro-
ximovat linearni funkei.

V uvodu této kapitoly bylo zminéno, ze hodnota parametru G je pevné dana kon-
krétnim nastavenim experimentu, tudiz vyzadujeme, aby pro libovolnou relevantni
hodnotu parametru G bylo nalezeno feSeni. Proto jsme nasledné rozsitili zkoumany
interval pro parametr G na (0,1;1) a jeho hodnotu jsme ménili s krokem 1073, Od-
povidajici hodnoty nejnizsiho nalezeného ¢asu 7 spadaji do intervalu 7 € (0;12).
Cas jsme ménili s krokem 107*, aby bylo dosaZeno nizké nepiesnosti, maximalné
e=1073.

Z Grafu 2, v némz jsou zobrazeny zavislosti nalezeného ¢asu 7 a vysledné pro-
pustnosti ¢ na parametru G, je patrné, Ze na intervalu G € (0,1;1) existuji tfi

t2+ r2 |m14| + |m23|
T
oL 0.02 0.02 P
,0.01 0.01
15 115
/ 0 0
K 1.8 1.81 182 _-71.83
1r- . -1
0.5 '/ e 405
0 1 //\ | | | O
0 2.5 5 7.5 10 12.5 15
T

Graf 1: Zavislost hodnot t2 4+ 72 — 1 (ervena) a | fi3| + | f24| (modra) na case 7 € (0;15)
s krokem 10* pro G = 1. Vlozeny graf zobrazuje pfiblizeni hodnot pro ¢asy z intervalu
7€ (1,8;1,83) s krokem 1076,
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Graf 2: Zavislost nejnizsiho nalezeného ¢asu 7 (¢ervend) a vysledné propustnosti ¢ (modra)
na parametru G pro 7 € (0;12).

oblasti, v nichz pozorujeme nespojitost kiivky. Nespojitost je dana tim, Ze nejvyssi
povolend hodnota hledané transmisivity je 0,9. Po prekroceni této hodnoty tudiz
musi byt nalezen nejblizsi vyssi ¢as 7 tak, aby feSeni vyhovovalo podminkam P3-P5.
Vyjma téchto nespojitych oblasti plati, ze pfi malé zméné G dochazi k malym zmé-
nam funkcénich hodnot. Dalsi trend, ktery v Grafu 2 mizeme pozorovat, je postupné

Obecné lze na zékladné predchozich vysledku predpokladat, Zze pro libovolné niz-
kou hodnotu G feSeni existuje, avSak ¢as 7 bude velice rychle nartstat se snizujicim
se G. Zvolili jsme nékolik diskrétnich hodnot parametru G z intervalu (0;0, 1) a na-
lezli nejnizsi ¢as 7 pro ktery existuje feseni v pozadovaném tvaru. Vysledky shrnuje
Tabulka 3.2. Snizi-li se parametr G o jeden fad, prvni nalezeny ¢as 7 zvysi taktéz
o jeden Tad. Vysoké hodnoty ¢asu vSak nejsou relevantni, nebot pii odvozeni v pod-
kapitole 1.1.3 jsme hledali stacionarni feSeni, kdy pro malé ¢asy lze povazovat pozice
a hybnosti membréan za konstanty.

Tabulka 3.2: Prvni nalezena feSeni pro ruzné diskrétni hodnoty G € (0;0,01).

G T t r ?P+r?2—1 | f13] + | foa]
0,1 11,5 0,8539 0,5205 2,2:1076 2,6-1076
0,05 21,0 0,8719 0,4897 1,6-1076 1,9-1076
0,01 96,4 0,8871 0,4616 421077 481077

0,005 187.,6 0,8926 0,4509 3,7-10°8 4,2-10°8
0,001 1971.0 0,5529 0,8333 1,1-1078 211078
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Kapitola 4

Dukaz obecnosti1 resSeni

Méame-li systém s pevné danou hodnotou parametru GG, dokdzeme pomoci postup-
ného optického ¢erpani rezondtoru zkonstruovat interakci BS s diskrétnimi vysled-
nymi hodnotami transmisivity. V této kapitole ukdZeme, ze jsme schopni zkonstru-
ovat BS s libovolnym délicim pomérem oznacenym t/, jestlize zafadime za sebe dvé
operace BS s nalezenym délicim pomérem ¢ a vhodné manipulujeme s fizovymi po-
suvy. Diikaz tohoto tvrzeni je ekvivalentni dikazu na systému s klasickymi optickymi
délici svazkiu, které proto budeme také znacit BS. V této kapitole budeme uvazovat
dva délice svazku fotonu zafazenych do konfigurace Machova-Zehnderova interfero-
metru se dvéma vstupnimi svazky. Interferometr jako celek, stejné jako jeden BS, lze
reprezentovat abstraktnim prvkem se dvéma vstupy a dvéma vystupy [20].

Uvazujme nasledujici usporadani: dva optické svazky dopadaji na déli¢ svazku BS
s délicim pomérem ¢, nasledné mezi obéma déli¢i pfidame jednomu svazku fazi ¢,
déle svazky dopadaji na druhy BS se stejnym délicim pomérem ¢ a nakonec piidame
druhému svazku fazi —¢@. Schematicky je usporadani prvki zakresleno na Obrazku 5.
Matematicky lze kazdy prvek reprezentovat matici. Jsou-li prvky zatazeny za sebou,
pak jim odpovidajici matice nasobime, proto miuzeme snadno vyjadrit tvar vystup-
nich svazku

1 0 t o\ (e 0 tor\ t2el — pryp rtel + rt*
0 e @) \—r* t* 0 1)\—r* t*)  \—rte’® -t 270 —pp* )"

Cilem je dokézat, ze systém tvoieny Mach-Zehnerovym interferometrem s vhodné
pfidanymi fazemi (viz Obrazek 5 vlevo) je ekvivalentni systému, ktery je tvofen
pouze jednim BS s pevné zvolenou transmisivitou ¢’. Tvrzeni plati pravé tehdy, kdyz

BS o) BS BS
s ,
t t b — =

Obrazek 5: Schematicky obrazek Machova-Zehnderova interferometru s ptridanou fazi ¢
uvnitt a —¢ vné interferometru (vlevo). Tento systém je ekvivalentni jednomu déli¢i svazku
s délicim pomérem t’ (vpravo).
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plati maticova rovnost

26l — r*p rte +rt* \ _ [t (4.1)
—r*treTi0 — it om0 —ppr | T\ = ) '

Vysledky numerické optimalizace uvedené v predchozi kapitole jsou diskrétni a redlné
hodnoty ¢. Bez tjmy na obecnosti v dikazu proto klademe ¢t € R, tudiz r = /1 — t2,
obecné ale t’ € C. Za tohoto ptredpokladu z (4.1) vyplyva

=t — (1 —1t%),

Y= T8 /I P

Po rozepsani exponencidly pomoci Eulerova vzorce mizeme v obou rovnicich na praveé
strané rozdélit redlnou a imaginirni ¢ast. Déle pouzijeme definici absolutni hodnoty
komplexniho ¢isla |z| = y/(Rez)? + (Imz)? k vyjadien{ |¢'|* v zavislosti na thlu ¢.
Zminéné tpravy vedou k rovnicim

(4.2)

[t']? =1 —2t3(1 — t*)(1 + cos ¢),

|7 =2t*(1 — t*)(1 + cos ¢). (4.3)

Provedme diskuzi moznych vystupnich hodnot |'|? pro limitni hodnoty thlu ¢:

(a) p=m=[t'" =1
(b) ¢=0=|t'|? =1—42(1 — ¢?).

Pokud pridané faze ¢ = m, obdrzime na vystupu vzdy [t|*> = 1. Jestlize vSak fazi
nepiidame, pak existuje jedind hodnota t’, které 1ze dosdhnout zarazenim dvou déli¢a
za sebe, coz je zobrazeno v Grafu 3. Kdybychom zmensovali fazi od 7 do 0, funkce
zobrazena v Grafu 3 se bude postupné priblizovat ke konstantni funkei |¢'|? = 1.

Staci ukazat, Ze |t'|* miZe nabyvat libovolné hodnoty z intervalu <%, 1>, pro libo-
volné pevné t € (0;1) a vhodné zvolené ¢ € (0;m). Pokud toto tvrzeni dokdzeme,
kvadratu vysledné transmisivity z intervalu <0; %> l1ze dosdhnout formalni zd&ménou
t" — r', kterd odpovida otoceni déli¢e o 180°.

Diikaz byl proveden graficky. Funkce dvou proménnych t a ¢, jejiz funkéni hodnoty
odpovidaji |'|?, je vykreslena v grafu 4 spolu s rovinou |t'|? = % Z pruseciku t&chto
dvou ploch jsme odecetli, 7e pro t € (0,38;0,93) a vhodné zvoleny thel ¢ € (0; )
Ize na vystupu dosdhnout libovolné hodnoty [t'|* € (3,1). Podminka P3, kterou
jsme zavedli pii hledani numerického feSeni v podkapitole 3.1, je jesté silnéjsi, nebot
za maximalni hodnotu transmisivity povoluje ¢, = 0,9 a minimalni ¢.;, = 0, 44.
Tudiz feSeni nalezena v kapitole 3 ndm umoznuji zkonstruovat interakeci typu déli¢
svazku s libovolnym délicim pomérem.
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Graf 3: Funkce [t/|? = 1 — 4t2(1 — #2) na intervalu (0, 1).

Graf 4: Funkce [t/|? =1 — 2¢2(1 — #?)(1 — cos ¢) na intervalu (0,1) x (0, 7).
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Zaver

Interakci typu deéli¢ svazku lze na systému dvou oscilujicich membran zavésenych
uvniti Fabry-Perotova rezondtoru realizovat pomoci vhodné posloupnosti Cerpani
jednotlivych rezonatort. éerpéni levého ¢i pravého rezonatoru zpusobi fazovy posuv
v odpovidajicim rezonatoru, kdezto cerpanim vnitinfho rezonatoru lze modulovat
vazbu mezi oscilatory. Vystupni délici pomér ¢ je dan parametry systému, které
zpravidla nelze spojité meénit. Ukazali jsme, Ze na daném systému jsme schopni
dosédhnout interakce typu déli¢ svazku s libovolnym délicim pomérem t', jestlize
za sebe zafadime dvé interakce typu déli¢ svazku spolu s vhodné piridanymi fazovymi
posuvy.

V programu MATLAB byla hleddna kombinace dvou volitelnych parametri sys-
tému G a 7 tak, aby matice popisujici dynamiku systému nabyvala pozadovaného
tvaru matice délice svazku (2.7). Pro kazdy zvoleny parametr G bylo v ¢ase 7 nale-
zeno vice relevantnich feSeni. V dalsich vypoctech jsme se z diivodu stability zaméfili
pouze na prvni nalezené feSeni. Regent byla hled4ana pro G € (0, 1; 1) s krokem 1073;
¢as byl ménén s jemndjsim krokem 10~%, aby odchylka dana fyzikilni podminkou
pro odrazivost a propustnost t2 + 12 — 1 < € byla niZsi nez e = 1073, Pro libo-
volny parametr GG z uvazovaného intervalu byl nalezen ¢as 7 € (0, 12) a odpovidajici
hodnoty propustnosti a odrazivosti nizsi nez 0, 9.

Moznym pokracovanim této préce je rozsiteni, v némz bude rigor6zné popséno
pisobeni vSech Sumovych operatorti a operatori ztrat, které jsme v prvnim pii-
blizeni zanedbali. Pak bude mozné teoretické vysledky experimentalné ovéfit. Dru-
hou moznosti je pokusit se na podobném systému zkonstruovat jiny typ interakce
mezi oscilatory.
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