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Abstrakt

V této bakalá°ské práci je studován systém tvo°ený vn¥j²ím Fabry-Perotovým re-
zonátorem, uvnit° kterého jsou zav¥²eny dv¥ tenké dielektrické membrány jako me-
chanické elementy. Membrány rozd¥lují p·vodní jeden rezonátor na soustavu t°í
navazujících rezonátor·, které jsou postupn¥ z vn¥j²ku £erpány laserovým svazkem
o vhodné frekvenci. Tento optomechanický systém lze aproximovat modelem dvou
vázaných mechanických oscilátor· ve kterém lze, pomocí optického £erpání, m¥nit
parametry obou oscilátor· i jejich vazby. Cílem práce je ukázat, ºe vhodnou volbou
volných parametr· systému je moºné zkonstruovat mezi dvojicí studovaných oscilá-
tor· vazbu typu d¥li£ svazku, která mezi nimi dokáºe zprost°edkovat koherentní
transfer energie.

Klí£ová slova

kvantová optomechanika, d¥li£ svazku, vázané oscilátory

Abstract

This bachelor thesis focuses on a system comprising a Fabry-Perot resonator in-
side which two thin dielectric membranes are suspended. These membranes func-
tion as mechanical elements and divide the resonator into three separate resonators,
which are pumped by laser with appropriate frequency. This optomechanical system
can be approximated with a model of two coupled mechanical oscillators. Using the
laser pumping the parameters of both oscillators and their coupling can be changed.
The goal of this paper is to show that it is possible to achieve beam splitter type
interaction between two coupled oscillators by modulation of free system parame-
ters. The beam splitter type interaction provides coherent energy transfer between
oscillators.
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Úvod

Po£átky optomechaniky sahají aº do 17. století, kdy Johannes Kepler pozoroval
ohony komet, které vºdy sm¥°ují od Slunce. Na základ¥ tohoto pozorování Kepler
p°edpov¥d¥l existenci síly zvané tlak zá°ení [1]. První úsp¥²né teoretické zpraco-
vání tlaku zá°ení provedl James Clerk Maxwell, který p°edpov¥d¥l, ºe elektromag-
netická vlna nese hybnost. T¥leso, na n¥º elektromagnetická vlna dopadá, proto
musí poci´ovat sílu p·sobící ve sm¥ru ²í°ení vlny. Tlak zá°ení je dán podílem této
síly a plochy, na kterou p·sobí. Maxwellova hypotéza byla potvrzena v roce 1901
dv¥ma experimenty, první provedl Pyotr Lebedev, druhý Ernest Fox Nichols a Gor-
don Ferrie Hull [1]. Oba experimenty byly zaloºeny na m¥°ení tlaku zá°ení torzními
vahami umíst¥nými ve sklen¥né vakuové komo°e. Na tenkém vlákn¥ byly zav¥²eny
dv¥ malé hmotné plo²ky (zrcátka), na které mí°il sv¥telný paprsek. Experimentáto°i
byli schopni zm¥°it vychýlení váºek z rovnováºné polohy, £ímº hypotézu tlaku zá°ení
potvrdili.
K dal²ímu významnému pokroku v experimentální oblasti do²lo aº v 70. letech mi-

nulého století díky pokroku v laserové technice. Nov¥ mohly být vyuºity lasery s úz-
kým (kvazi-monochromatickým) spektrem. V roce 1967 Vladimir Borisovich Bra-
ginsky a Anatolii Manukin publikovali £lánek, v n¥mº teoreticky popsali p·sobení
tlaku zá°ení na oscilující zrcátko tvo°ící st¥nu Fabry-Perotova rezonátoru [2]. Zjis-
tili, ºe zm¥nou frekvence vstupního zá°ení je moºné ovlivnit mechanické vlastnosti
oscilátoru. �ervený posuv v·£i rezonan£ní frekvenci rezonátoru zp·sobuje útlum po-
hybu zrcátka, kdeºto modrý posuv pohyb naopak zesiluje. Stejná dvojice o t°i roky
pozd¥ji vyuºila laserový svazek k ov¥°ení své hypotézy [3].
Interaguje-li makroskopický mechanický element (membrána £i zrcátko) s elek-

tromagnetickým polem uvnit° optického rezonátoru vlivem tlaku zá°ení, hovo°íme
o tzv. optomechanické vazb¥. Disciplína zabývající se tímto typem interakce se na-
zývá kvantová optomechanika. V sou£asné dob¥ je optomechanika velice intenzivn¥
studovanou oblastí na pomezí kvantové optiky a nanomateriálové fyziky [4]. Motivaci
pro studium optomechanických systém· m·ºeme rozd¥lit do dvou hlavních kategorií.
Jednak m·ºe být optomechanická vazba vyuºita k pozorování velice slabých sil, ma-
lých výchylek a hmotností, coº hraje klí£ovou roli nap°íklad u senzitivity detektor·
gravita£ních vln [5]. Druhý typ motivace spo£ívá v pozorování neklasického chování
na mechanických systémech tvo°ených miliardami atom·, coº umoº¬uje testování
hypotéz kvantové mechaniky [6].
Do sou£asné doby byla realizována ²iroká ²kála experiment· vyuºívajících tlaku

zá°ení. Nap°íklad laserové ochlazování iontu umíst¥ného v pasti [7] (£i mikromecha-
nického oscilátoru [8]) na teploty blízké absolutní nule; vytvo°ení stla£ených stav·
optomechanického oscilátoru uvnit° rezonátoru [9]; vytvo°ení silné vazby mikrome-
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chanického oscilátoru s elektromagnetickým polem uvnit° optického rezonátoru [10].
Existuje také °ada systém·, kde je optomechanické vazby dosaºeno bez pomoci rezo-
nátoru, a to nap°íklad za pouºití vlnovod· ve fotonických obvodech, £i fotonických
krystalových vláken [1].
�astou realizací optomechanické vazby je systém dvou zrcadel tvo°ících optický re-

zonátor, z nichº jedno je pevn¥ ukotveno a druhé zrcátko (p°ípadn¥ membrána) m·ºe
vlivem tlaku zá°ení oscilovat [1, 6]. Dal²ím velice b¥ºným uspo°ádáním je jedna os-
cilující membrána uvnit° Fabry-Perotova rezonátoru [11,12]. P°irozeným roz²í°ením
p°edchozího modelu je systém, který budeme uvaºovat v této práci: uvnit° vn¥j-
²ího optického Fabry-Perotova rezonátoru jsou zav¥²eny dv¥ tenké polopropustné
membrány jako makroskopické mechanické elementy; tento systém byl v minulosti
jiº studován [5, 13]. Membrány rozd¥lují p·vodní jeden rezonátor na soustavu t°í
na sebe navazujících rezonátor·. Vstupní elektromagnetické pole (téº ozna£ováno
jako optické £erpání) je realizováno silným laserem s frekvencí blízkou rezonan£ní
frekvenci rezonátoru, který je tvo°en dv¥ma membránami. Vlivem tlaku zá°ení ob¥
membrány za£nou oscilovat, p°i£emº vazbu mezi nimi zprost°edkovává pouze elektro-
magnetické pole. Proto kmitající membrány nazýváme vázanými optomechanickými
oscilátory.
Protoºe frekvence sv¥tla je mnohem v¥t²í neº frekvence mechanického oscilátoru,

lze oscilátor vyuºít také jako kvantovou pam¥´ uchovávající informace o stavu pole
v rezonátoru, coº je d·leºité pro rozvoj kvantové komunikace a kvantového zpraco-
vání informace [14, 15]. P°i kvantovém zpracování informace je d·leºitá schopnost
s kvantovými systémy vhodn¥ manipulovat. Jednou ze základních operací je pasivní
a koherentní transfer energie, který lze v optických systémech p°ímo£a°e realizovat
pomocí d¥li£e svazku.
Jediný druh interakce, který se vyskytuje v optomechanických systémech, zpro-

st°edkovává tlak zá°ení, díky n¥muº mechanický element m·ºe oscilovat uvnit° optic-
kého rezonátoru. Tlak zá°ení v²ak m·ºeme vyuºít k vytvo°ení dal²ích typ· interakcí.
Na²ím cílem je vytvo°it mezi ob¥ma oscilujícími membránami interakci typu d¥li£
svazku s danou hodnotou d¥lícího pom¥ru za pouºití optického £erpání jednotlivých
rezonátor·.
V první kapitole bude poskytnut fyzikální popis problematiky. Nejprve vyjád°íme

hamiltonián celého systému, následn¥ jej vhodnými aproximacemi p°evedeme do po-
doby, z níº snadno vyjád°íme pohybové rovnice. Ve druhé kapitole se budeme zabývat
°e²ením t¥chto pohybových rovnic a metodami, které vedou k poºadovanému tvaru
°e²ení. T°etí kapitola je v¥novaná popisu numerického °e²ení v£etn¥ výsledk· v po-
dob¥ graf·. V poslední kapitole ukáºeme, ºe jsme schopni zkonstruovat d¥li£ svazku
s libovolným d¥lícím pom¥rem.
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Kapitola 1

Popis problematiky

Uvaºovaný systém je tvo°en dv¥ma vysoce odrazivými sférickými zrcátky, mezi ni-
miº jsou zav¥²eny dv¥ tenké polopropustné dielektrické membrány, které se mohou
v daných mezích pohybovat v horizontálním sm¥ru (viz Obrázek 1). Na stejném sys-
tému byla studována synchronizace oscilátor· [5] a rovn¥º byl popsán adiabatický
p°enos energie mezi ob¥ma membránami [13]. Rezonátor tvo°ený dv¥ma membrá-
nami ozna£ujeme jako vnit°ní, rezonátor tvo°ený zrcátkem a membránou nazveme
levý a pravý dle uspo°ádání na Obrázku 1. Z vn¥j²ku je rezonátor £erpán laserovým
svazkem s frekvencí ωL blízkou rezonan£ní frekvenci vnit°ního rezonátoru ωcav. Pa-
rametr udávající tzv. rozlad¥ní laseru v·£i rezonátoru de�nujeme ∆ = ωL − ωcav.
Od zdroje vyºadujeme, aby byl schopen emitovat sv¥tlo o t°ech r·zných frekvencích,
které jsou velmi blízké rezonan£ním frekvencím jednotlivých na sebe navazujících re-
zonátor·.
Pomocí optického £erpání lze na systému provád¥t dv¥ r·zné operace. �erpáme-li

systém pouze s frekvencí ωL, v levém i pravém rezonátoru dochází k exponenciálnímu
útlumu vln, protoºe rezonan£ní frekvence bo£ních rezonátor· se velmi li²í od ωL.
�erpáním vnit°ního rezonátoru tedy lze ovliv¬ovat (modulovat) sílu vazby mezi
ob¥ma oscilátory [5]. Jestliºe bude probíhat £erpání o frekvenci levého (pravého)
rezonátoru, dojde naopak k rychlému útlumu mód· ve vnit°ním a pravém (levém)
rezonátoru. Spojité £erpání v²ech t°í rezonátor· bylo studováno v [13]. V této práci
budeme p°edpokládat postupné £erpání jednotlivých rezonátor·. Interakci typu d¥li£
svazku zkonstruujeme vhodnou posloupností diskrétního £erpání.

Obrázek 1: Schematický obrázek systému tvo°eného £erpaným Fabry-Perotovým rezoná-

torem se dv¥ma membránami, které díky p·sobícímu tlaku zá°ení oscilují. Vstupní elek-

tromagnetické pole je tvo°eno silným laserem s frekvencí ωL > ωcav.
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Interakci typu d¥li£ svazku de�nujeme vztahy analogickými s d¥li£em svazku foton·

x1 = tx01 + rx02, x2 = tx02 − rx01,
p1 = tp01 + rp02, p2 = tp02 − rp01,

(1.1)

kde x01, x02 jsou po£áte£ní polohy oscilátor· a p01, p02 jejich po£áte£ní hybnosti,
x1, x2 jsou výstupní polohy a p1, p2 výstupní hybnosti oscilátor·, t je transmisivita
(propustnost) a r re�exi�ta (odrazivost).

1.1 Hamiltonián systému

Pro nalezení °e²ení dynamiky systému se jak v klasické, tak v kvantové mecha-
nice vychází z hamiltoniánu, který vyjad°uje celkovou energii systému. Kompletní
hamiltonián spojit¥ £erpaného systému obsahuje t°i £leny, které mají význam ener-
gie sv¥tla uvnit° jednotlivých rezonátor·, dva £leny odpovídají energii oscilátor·,
dva £leny vyjad°ují energii vazby membrán s okolním elektromagnetickým polem,
dva k°íºové £leny odpovídají �p°elévání� energie mezi sousedními rezonátory skrze
polopropustné membrány a kone£n¥ poslední t°i £leny vyjad°ují energii optického
£erpání, viz [13]. V této práci se budeme primárn¥ zabývat modulací vazby mezi
oscilátory v reºimu, kdy £erpáme pouze vnit°ní rezonátor. Protoºe rezonan£ní frek-
vence zbývajících dvou rezonátor· je odli²ná, vý²e popsaný hamiltonián se v takovém
p°ípad¥ (viz [5]) redukuje na tvar

H = ~ωcava
†a︸ ︷︷ ︸

energie vnit°ního rezonátoru

+ i~(ηa†e−iωLt − η*aeiωLt)︸ ︷︷ ︸
energie £erpání

− ~ga†a(x2 − x1)︸ ︷︷ ︸
energie optomechanické vazby

+
2∑

n=1

1

2
~ωn(x2n + p2n),︸ ︷︷ ︸

energie oscilátor·

(1.2)

kde ωcav je rezonan£ní frekvence vnit°ního rezonátoru; ω1, ω2 jsou mechanické frek-
vence oscilujících membrán, kde indexem 1 zna£íme vºdy levou a indexem 2 pra-
vou (viz Obrázek 1); η, ωL jsou po °ad¥ amplituda a frekvence pouºitého laserového
svazku; a, a† jsou po °ad¥ anihila£ní a krea£ní operátor elektromagnetického pole p·-
sobícího ve vnit°ním rezonátoru; t ozna£uje dobu £erpání; g je £len vyjad°ující sílu
optomechanické vazby; x1, x2 jsou výchylky membrán z jejich rovnováºných poloh
a p1, p2 hybnosti membrán. Pozice i hybnosti jsou bezrozm¥rné veli£iny de�nované

x1 =
b+ b†√

2
, x2 =

c+ c†√
2
,

p1 =
b− b†√

2i
, p2 =

c− c†√
2i

.

(1.3)

Ozna£íme-li symbolem δjk Kroneckerovo delta, operátory spl¬ují komuta£ní relace

[xj, pk] = iδjk. (1.4)

Protoºe z rovnice (1.2) je z°ejmé, ºe hamiltonián je závislý na £ase, v první aproxi-
maci tuto �nedokonalost� odstraníme. Ukazuje se, ºe nejvhodn¥j²í je zvolit pro popis
interak£ní reprezentaci. Proto si v následující podkapitole shrneme t°i moºné repre-
zentace kvantové mechaniky.
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1.1.1 Krok stranou: T°i obrazy v kvantové mechanice

P°ipome¬me stru£n¥, jaké obrazy lze v kvantové mechanice pouºít pro popis £aso-
vého vývoje systému a jak jsou navzájem tyto obrazy propojeny. P°edpokládejme,
ºe v po£áte£ním £ase t0 v²echny t°i obrazy - Schrödinger·v, Heisenberg·v i inter-
ak£ní (Dirac·v) - splývají. Hlavní rozdíl mezi zmín¥nými obrazy je v nositeli £asové
závislosti. Stavové vektory |ψ〉 a operátory O budeme ozna£ovat dolním indexem
s po£áte£ním písmenem obrazu, v n¥mº je popsán.

I. Schrödinger·v obraz
Ve Schrödingerov¥ reprezentaci nesou £asovou závislost stavové vektory, coº
m·ºe být popsáno jako otá£ení v Hilbertov¥ prostoru, zatímco operátory jsou
v £ase nem¥nnné. Platí vztahy

|ψS(t)〉 = e−
i
~Ht|ψ(t0)〉,

OS(t) = OS.
(1.5)

Schrödingerova rovnice nabývá známé podoby

i~∂t|ψS(t)〉 = H|ψS(t)〉. (1.6)

V celém textu budeme ozna£ovat parciální derivaci (operátor· i klasických
veli£in) podle £asu symbolem ∂tO ≡ ∂O

∂t
a úplnou derivaci podle £asu budeme

zna£it te£kou dO
dt
≡ Ȯ.

II. Heisenberg·v obraz
Na rozdíl od p°edchozího p°ípadu v Heisenbergov¥ obrazu jsou stavové vektory
v £ase nem¥nné, zatímco operátory nesou £asovou závislost. Porovnáme-li jej
se Schrödingerovým obrazem, zjistíme, ºe operátory (a tedy i vlastní vektory)
pozorovatelných veli£in se otá£í v Hilbertov¥ prostoru p°esn¥ v protism¥ru
v porovnání s otá£ením stavových vektor· ve Schrödingerov¥ obrazu

|ψH(t)〉 = e
i
~Ht|ψS(t)〉 = |ψ(t0)〉,

OH(t) = e
i
~HtOSe−

i
~Ht.

(1.7)

Pro libovolný operátor OH platí Heisenbergova rovnice ve tvaru

ȮH =
1

i~
[OH, H]. (1.8)

III. Interak£ní (Dirac·v) obraz
Interak£ní obraz je propojením mezi Heisenbergovým a Schrödingerovým ob-
razem v tom smyslu, ºe £asovou závislost nesou jak stavové vektory, tak operá-
tory. Je výhodné jej pouºít v p°ípad¥, ºe se pozorovatelné m¥ní vlivem n¥jaké
interakce. V takovém p°ípad¥ lze totiº £asov¥ prom¥nný hamiltonián zapsat
ve tvaru H(t) = H0 + HINT(t), kde H0 nezávisí na £ase a typicky jeho °e-
²ení známe £i umíme jednodu²e spo£ítat. Obsahuje-li hamiltonián více £len·,
jakákoli volba H0 poskytne platný interak£ní obraz. Platí

|ψI(t)〉 = e
i
~H0t|ψS(t)〉,

OI(t) = e
i
~H0tOSe−

i
~H0t.

(1.9)
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Pro lep²í p°ehlednost zápisu zavedeme obvyklé ozna£ení U = e−
i
~H0t. Nyní od-

vodíme, jak se v interak£ním obraze modi�kuje Schrödingerova rovnice pro li-
bovolný stavový vektor |ψI(t)〉

i~∂t|ψI(t)〉 = i~∂t(U †|ψS(t)〉)
= i~∂t(U †)|ψS(t)〉+ U †H(t)|ψS(t)〉
= (−H0 + U †H(t)U)|ψI(t)〉,

(1.10)

kde jsme ve druhém °ádku vyuºili Schrödingerovu rovnici (1.6) a ve t°etím
°ádku jsme vyuºili vloºení identity ve tvaru UU † k ob¥ma £len·m, abychom
na pravé stran¥ mohli vytknout |ψI(t)〉. Lze tedy °íci, ºe v interak£ním obrazu
stavové vektory spl¬ují Schrödingerovu rovnici s modi�kovaným hamiltoniá-
nem

Hnový = U †HstarýU −H0. (1.11)

1.1.2 Rota£ní vlnová aproximace

Cílem této aproximace je odstran¥ní £asové závislosti z hamiltoniánu (1.2). Pro popis
£asového vývoje systému vyuºijeme interak£ní reprezentaci, protoºe se pozorovatelné
m¥ní vlivem interakce � £erpání. Rota£ní vlnovou aproximaci lze vyuºít, pokud jsou
spln¥ny dva p°edpoklady: jestliºe je optomechanická vazba slabá a zárove¬ frekvence
laseru je dostate£n¥ blízká rezonan£ní frekvenci vnit°ního rezonátoru, tedy platí
nerovnosti ∆� ωcav, g � ωcav [16]. P°edpokládejme, ºe v uvaºovaném systému jsou
ob¥ podmínky spln¥ny.
Rota£ní vlnová aproximace prakticky znamená p°echod do sou°adnicové soustavy

rotující s frekvencí ωL. Zm¥nou soustavy sou°adnic elegantn¥ odstraníme £asovou
závislost ze £lenu, který odpovídá energii £erpání rezonátoru. Modi�kovaný hamil-
tonián vypo£teme ze vztahu (1.11), nejprve v²ak musíme vhodn¥ zvolit £len H0.
Proto k rovnici (1.2) p°i£teme a ode£teme £len ~ωLa

†a a sou£asn¥ pouºijeme veli-
£inu ozna£ující rozlad¥ní laseru v·£i vnit°nímu rezonátoru ∆ = ωL−ωcav. V souladu
s ozna£ením v podkapitole 1.1.1 takto upravený hamiltonián ozna£íme Hstarý

Hstarý = H0 − ~∆a†a− ~ga†a(x2 − x1) +

+ i~(ηa†e−iωLt − η*aeiωLt) +
2∑

n=1

1

2
~ωn(x2n + p2n),

(1.12)

kde H0 = ~ωLa
†a. Abychom mohli zapsat Hnový, je pot°eba nejprve spo£ítat tyto vý-

razy: U †a†aU ; U †aU ; U †a†U ; U †(x2n+p2n)U ; n = 1, 2. Výpo£ty komutátor· pro první
a poslední výraz jsou triviální, platí

U †a†aU = a†a,

U †(x2n + p2n)U = (x2n + p2n).
(1.13)

Druhý a t°etí výraz musíme upravit jiným zp·sobem, protoºe operátor a s U neko-
mutuje. Vyuºitím následující identity [17]

eXAe−X = A+ [X,A] +
1

2!
[X, [X,A]] +

1

3!
[X, [X, [X,A]] + · · · (1.14)
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lze díky komuta£ním relacím [iωLa
†at, a] = − iωLta; [iωLa

†at, a†] = iωLta
† vyjád°it

poºadované vztahy

U †aU = eiωLa
†atae−iωLa

†at

= a · [1− iωLt+
1

2!
(iωLt)

2 − 1

3!
(iωLt)

3 + · · · ]

= ae−iωLt,

U †a†U = a†eiωLt.

(1.15)

Hamiltonián v interak£ním obrazu, který jsme ozna£ili Hnový, získáme dosazením
do rovnice (1.11) za vyuºití vztah· (1.13) a (1.15)

Hnový = −~∆a†a− ~ga†a(x2 − x1) + i~(ηa† − η*a) +
2∑

n=1

1

2
~ωn(x2n + p2n). (1.16)

Pro zkrácení zápisu p°ezna£íme Hnový → H.
Jednou z metod vedoucí ke kompletnímu popisu dynamiky systému je zavedení

formalismu linearizovaných Langevinových rovnic [5, 6, 11], které vyjad°ují £asovou
zm¥nu operátor· relevantních pro danou úlohu obecným vztahem

∂tO =
i

~
[H,O] +N , (1.17)

kde N je ²umový operátor odpovídající operátoru O. Pro v²echny operátory obsa-
ºené v hamiltoniánu (1.16) lze explicitn¥ zapsat Langevinovy rovnice v této podob¥

∂tx1 = ω1p1,

∂tx2 = ω2p2,

∂tp1 = −ω1x1 − ga†a− γ1p1 + ξ1,

∂tp2 = −ω2x2 + ga†a− γ2p2 + ξ2,

∂ta = i∆a+ iga(x2 − x1) + η − κa+
√

2κain,

∂ta
† = − i∆a† − iga†(x2 − x1) + η* − κa† +

√
2κa†in,

(1.18)

kde ξ1, ξ2 jsou ²umové operátory spojené s termálním tlumením oscilátor·, γ1, γ2 jsou
koe�cienty spojené s mechanickým tlumením pohybu, κ je operátor ztrát ve Fabry-
Perotov¥ rezonátoru a ain, a†in je vakuový ²um odpovídajícího operátoru s nulovou
st°ední hodnotou [5]. Vyuºili jsme komuta£ních relací (1.4).
Dal²í aproximací, kterou v na²em modelu vyuºijeme pro zjednodu²ení rovnic (1.18),

je zanedbání termálních a mechanických ²umových operátor· γ1, γ2, ξ1, ξ2. Termální
²um lze zanedbat p°i teplotách blízkých absolutní nule a mechanické tlumení hyb-
nosti oscilátor· je nulové p°i bezztrátovém ukotvení membrán v rezonátoru. Navíc
p°edpokládejme, ºe vakuový ²um ain, a†in je mnohem men²í neº hodnoty zbývajících
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operátor· v posledních dvou rovnicích. Pak rovnice (1.18) p°ejdou na tvar

∂tx1 = ω1p1,

∂tx2 = ω2p2,

∂tp1 = −ω1x1 − ga†a
∂tp2 = −ω2x2 + ga†a

∂ta = i∆a+ iga(x2 − x1) + η − κa,
∂ta
† = − i∆a† − iga†(x2 − x1) + η* − κa†.

(1.19)

�len a†a vyskytující se v rovnicích (1.19) zp·sobuje nelinearitu t¥chto rovnic. I v kla-
sické mechanice jsou nelineární diferenciální rovnice obecn¥ velice t¥ºko °e²itelné,
protoºe analytické °e²ení ve v¥t²in¥ p°ípad· neumíme nalézt � v takovém p°ípad¥
zbývá moºnost °e²it rovnice numericky. V kvantovém reºimu v²ak prakticky nelze
nelineární rovnice vy°e²it analyticky, £asto ani numericky [1]. P°esto existuje jedna
aproxima£ní metoda, pomocí níº lze (za spln¥ní daných p°edpoklad·) nelineární
rovnice linearizovat a následn¥ soustavu lineárních diferenciálních rovnic vy°e²it.
Podrobn¥j²ímu popisu problematiky linearizace rovnic (1.19) se budeme v¥novat
v následující podkapitole.

1.1.3 Lineariza£ní aproximace

Lineariza£ní aproximace je velmi £asto vyuºívaná p°i °e²ení optomechanických sys-
tém·, viz nap°íklad [1,5,6,13,18]. Zam¥°íme-li se na �uktuace operátor· O relevant-
ních pro tuto úlohu, lze v²echny uvaºované operátory rozd¥lit na stacionární £ást,
která udává st°ední hodnotu operátoru, a rychle oscilující £ást popisující �uktuace
operátoru. Stacionární £ást operátoru, která odpovídá klasické komplexní veli£in¥
popisující chování systému bez �uktuací, budeme zna£it horním indexem S. Naopak
oscilující £ást, která odpovídá kvantovým �uktuacím operátoru s nulovou st°ední
hodnotou, ozna£íme δO [5]. Pak pro v²echny operátory vyskytující se v hamiltoni-
ánu (a, a†, x1, x2, p1, p2) platí

O = OS + δO. (1.20)

P°edpokládejme navíc, ºe stacionární £ást operátoru je mnohem v¥t²í neº kvantové
�uktuace δO � OS.
Protoºe frekvence sv¥tla je mnohem v¥t²í neº mechanická frekvence oscilujících

membrán, módy ve vnit°ním rezonátoru se vºdy �stihnou� p°izp·sobit malým zm¥-
nám délky tohoto rezonátoru. Operátor aS odpovídá klasické komplexní amplitud¥
vlny, zatímco operátor δa popisuje kvantové �uktuace tohoto operátoru. Výraz a†a
m·ºeme dle p°edchozích úvah aproximativn¥ vyjád°it takto

(aS* + δa†)(aS + δa) ≈ |aS|2 + aSδa† + aS*δa, (1.21)

kde jsme zanedbali �uktua£ní £len druhého °ádu a hv¥zdi£kou v horním indexu
ozna£ujeme komplexní sdruºení.
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Rovnice (1.19) lze díky linearit¥ derivace rozepsat takto

∂tx1 = ∂tx
S
1 + ∂tδx1 = ω1(p

S
1 + δp1),

∂tp1 = −ω1(x
S
1 + δx1)− g(|aS|2 + aSδa† + aS*δa),

∂ta = i∆aS + igaS(xS2 − xS1) + i∆δa+ igaS(δx2 − δx1)+
+ igδa(xS2 − xS1)− κ(aS + δa) + η,

∂ta
† = − i∆aS* − igaS*(xS2 − xS1)− i∆δa† − igaS*(δx2 − δx1)+
− igδa†(xS2 − xS1)− κ(aS* + δa†) + η*.

(1.22)

Rovnice pro £asové zm¥ny x2 a p2 jsou zcela analogické � li²í se pouze o znaménko
u £lenu g(|aS|2+aSδa†+aS*δa), proto v textu nejsou uvedeny. Nyní m·ºeme porovnat
v rovnicích (1.22) £leny stejných °ád·, tedy derivace oscilujícího £lenu bude rovna
vºdy výrazu, kde se vyskytuje δ, na rozdíl od derivace stacionárního £lenu, který musí
obsahovat pouze stacionární operátory. Po této úprav¥ proto získáme dvojnásobný
po£et rovnic

∂tx
S
1 = ω1p

S
1, (1.23a)

∂tδx1 = ω1δp1, (1.23b)

∂tp
S
1 = −ω1x

S
1 − g|aS|2, (1.23c)

∂tδp1 = −ω1δx1 − g(aSδa† + aS*δa), (1.23d)

∂ta
S = i∆aS + igaS(xS2 − xS1) + η − κaS, (1.23e)

∂tδa = i∆δa+ igaS(δx2 − δx1) + igδa(xS2 − xS1)− κδa, (1.23f)

∂ta
S* = − i∆aS* − igaS*(xS2 − xS1) + η* − κaS*, (1.23g)

∂tδa
† = − i∆δa† − igaS*(δx2 − δx1)− igδa†(xS2 − xS1)− κδa†. (1.23h)

Dal²ím krokem lineariza£ní aproximace je nalezení stacionárního °e²ení pro ope-
rátory OS, které získáme, poloºíme-li rovnice (1.23a, 1.23c, 1.23e, 1.23g) rovny
nule [6, 13]. Úpravou t¥chto rovnic získáme stacionární hodnoty operátor·

pS1 = 0, xS1 = −g|a
S|2

ω1

, aS =
η

κ− i[∆ + g(xS2 − xS1)]
, (1.24a)

pS2 = 0, xS2 = +
g|aS|2

ω2

, aS* =
η*

κ+ i[∆ + g(xS2 − xS1)]
. (1.24b)

Uºite£né zjednodu²ení rovnic (1.23) nastane, pokud budeme uvaºovat aS reálné.
Toto zjednodu²ení je p°ípustné, jestliºe vhodn¥ upravíme fázi mezi vstupním laserem
a polem uvnit° rezonátoru. Konkrétn¥ uvaºujeme-li η = |η|e−iθ, operátor aS bude
nabývat reálné hodnoty, pokud e−iθ = [κ−i∆−ig(xS2−xS1)]/

√
κ2 + [∆ + g(xS2 − xS1)]2

[6]. Pak platí aS = aS*, a tedy

|aS|2 =
|η|2

κ2 + [∆ + g(xS2 − xS1)]2
=

|η|2

κ2 + (∆ + g2|aS|2
ω1

+ g2|aS|2
ω2

)2
, (1.25)

kde jsme vyuºili vztah (1.24a) pro dosazení xS1, x
S
2. Vidíme, ºe mezi |aS|2 a |η|2 je ne-

lineární závislost. Pro dostate£n¥ malé hodnoty |aS|2 platí p°ibliºn¥ lineární závislost
na |η|2, zatímco pro vysoké hodnoty jsou veli£iny svázány kubickou nelinearitou.
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Navíc poºadujeme, aby hledané stacionární °e²ení spl¬ovalo podmínku pro £asové
derivace kvantových �uktuací krea£ního a anihila£ního operátoru, tedy ∂tδa = 0,
∂tδa

† = 0. Ze vztah· (1.23f) a (1.23h), který poloºíme roven nule, plyne

δa = − g

∆ + g(xS2 − xS1)− iκ
· aS(δx2 − δx1) = −C · aS(δx2 − δx1),

δa† = − g

∆ + g(xS2 − xS1) + iκ
· aS*(δx2 − δx1) = −C* · aS*(δx2 − δx1),

(1.26)

kde C = g/[∆ + g(xS2 − xS1) − iκ] ozna£uje komplexní konstantní hodnotu pro £asy
mnohem men²í neº perioda mechanických oscilátor·; δx1 a δx2 jsou reálné hodnoty
popisující malé výchylky oscilátor·. Odtud úpravou rovnice (1.23d) a dosazením
konstanty C dostáváme

∂tδp1 = −ω1δx1 + g|aS|2(C + C*)(δx2 − δx1),
∂tδp2 = −ω2δx2 − g|aS|2(C + C*)(δx2 − δx1).

(1.27)

Dále budeme p°edpokládat, ºe uvaºovaný systém je symetrický, tedy ob¥ membrány
jsou shodné a bo£ní rezonátory mají stejnou délku. V takovém p°ípad¥ jsou si mecha-
nické frekvence kmit· obou membrán rovny: ω1 = ω2 = ω. Pak lze v obou rovnicích
zavést substituci τ = ωt, která nám p·vodní £as t nahradí bezrozm¥rným £asem τ .
Derivace podle £asu tudíº p°ejde na tvar

∂t =
∂

∂( τ
ω

)
= ω

∂

∂τ
= ω∂τ . (1.28)

Rovnice (1.27) díky této substituci p°ejdou do podoby

∂τδx1 = δp1,

∂τδx2 = δp2,

∂τδp1 = − δx1 +G(δx2 − δx1),
∂τδp2 = − δx2 −G(δx2 − δx1),

(1.29)

kde G = g|aS|2(C + C∗)/ω ozna£uje reálnou konstantu, která pro nízké hodnoty
bezrozm¥rného £asu τ závisí na g, ω, ∆, |aS|2 vztahem

G =
g|aS|2

ω

2g[∆ + g(2g|a
S|2
ω

)]

[∆ + g(2g|a
S|2
ω

)]2 + κ2
= 2g2|aS|2 ω∆ + 2g2|aS|2

(ω∆ + 2g2|aS|2)2 + ω2κ2
. (1.30)

Vyuºili jsme vztah· (1.24) pro dosazení stacionárních poloh xS1 a x
S
2. Abychom mohli

soustavu rovnic (1.29) vy°e²it, je pot°eba znát alespo¬ °ádov¥ v jakých mezích se
pohybuje parametr G, proto vyjdeme ze vztahu (1.30), do n¥jº budeme dosazovat
za neznámé veli£iny. Hodnotu |aS|2 lze získat °e²ením rovnice (1.25), která vede
na kubickou rovnici pro |aS|2. Tato kubická rovnice má obecn¥ t°i ko°eny, ov²em
pouze jeden z ko°en· je kladný a reálný, proto dále pracujeme pouze s tímto reál-
ným ko°enem závisejícím na veli£inách |η|2, κ,∆, g, ω. Analytický vztah jsme nalezli
pomocí funkce Solve v programu Wolfram Mathematica. Dále lze vyjád°it kvadrát
velikosti komplexní amplitudy pomocí výkonu laseru P [6]

|η|2 =
2κP

~ωL

, (1.31)
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a parametr g vyjad°ující sílu optomechanické vazby je dán vztahem [1,19]

g =
ωcav

L

√
~

2mω
. (1.32)

Vý²e zmín¥ným postupem jsme získali vztah pro výslednou numerickou hodnotu
G, která závisí na v²ech volitelných parametrech systému krom¥ £asu, tedy zá-
visí na L,m, ωL, ω, ωcav, P,∆, κ. Tento analytický vztah je v²ak velice obsáhlý, a to
hlav¥ z d·vodu komplikovaného analytického vyjád°ení |aS|2 z kubické rovnice, proto
ani jeden z t¥chto vztah· není v textu uveden.
Dosadíme-li za kaºdý volitelný parametr typický rozsah jeho hodnot, získáme od-

had intervalu, v n¥mº se parametr G nachází. Typické hodnoty veli£in, které jsou po-
uºívány p°i optomechanických experimentech: délka rezonátoru L ≈ 10−5− 10−2 m,
m ≈ 10−16 − 10−7 kg, ω ≈ 104 − 108 Hz, κ ≈ 105 − 107 Hz [1]. Výkon laseru se
obvykle pohybuje v rozmezí P ≈ 10−6 − 100 W a frekvenci laseru p°edpokládáme
°ádov¥ ωL ≈ 1015 Hz. Nejsiln¥j²ích indukovaných oscilací (tj. oscilací, které jsou
vyvolávány samotnými oscilátory), lze dosáhnout, pro ∆ ≈ ω [5]. Proto jsme zvo-
lili ∆ = ω. Po dosazení do vztahu pro výpo£et parametru G dosáhneme nejniº²í
hodnoty pro tyto krajní hodnoty volitelných parametr· L = 10−2 m, P = 10−6 W,
m = 10−7 kg, ω = 108 Hz a κ = 105 Hz, a to G = 2 · 10−15. Naopak druhý extrém
je dosaºen pro hodnoty L = 10−5 m, P = 100 W, m = 10−16 kg, ω = 104 Hz
a κ = 107 Hz. V takovém p°ípad¥ dostáváme G = 0, 9999999996. Obecn¥ m·ºeme
°íci, ºe hodnoty parametru G náleºí do intervalu 〈0; 1〉. Dokonce i p°i zm¥n¥ n¥kte-
rého volitelného parametru mimo typický rozsah hodnot nelze p°esáhnout hodnotu
G = 1, teoreticky se k ní m·ºeme nekone£n¥ blíºit. Z pohledu numeriky v²ak lze
£íslo, které je rovno jedné na osm platných £íslic, prakticky povaºovat za jedni£ku.
Cílem této práce je pohybové rovnice (1.29) vy°e²it a následn¥ najít takovou kom-

binaci volitelných parametr· systému, abychom byli schopni vytvo°it interakci typu
d¥li£ svazku. Neº se budeme v¥novat °e²ení t¥chto pohybových rovnic, uvedeme p°í-
klad systému známého z klasické mechaniky, jehoº °e²ením dostaneme pohybové
rovnice stejného typu jako (1.29).

1.2 Analogie v klasické mechanice

V této podkapitole ukáºeme, ºe °e²ením klasicky mechanického problému dvou sp°a-
ºených mechanických oscilátor· lze získat pohybové rovnice ve stejném tvaru jako
rovnice (1.29).
Uvaºujme soustavu dvou sp°aºených mechanických oscilátor·, které se mohou po-

hybovat bez t°ení po vodorovné p°ímce, viz Obrázek 2. V klasické mechanice má
hamiltonián H význam celkové energie systému; obecn¥ je funkcí zobecn¥ných sou-
°adnic, zobecn¥ných hybností a £asu. V p°ípad¥ systému sp°aºených mechanických
oscilátor·, kde neuvaºujeme ztráty v podob¥ mechanického tlumení, má hamiltonián
tvar

H =
p21 + p22

2m
+

1

2
mω2(x21 + x22) +

1

2
mG2(x2 − x1)2, (1.33)

kdem je hmotnost obou oscilátor·; x1, x2 výchylka z rovnováºné polohy odpovídající
po °ad¥ levému a pravému závaºí; p1, p2 hybnost p°íslu²ného závaºí. Vyuºili jsme
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vztah· pro výpo£et kruhové frekvence mechanického oscilátoru ω =
√

k1
m
aG =

√
k
m
,

kde k je tuhost pruºiny spojující dv¥ závaºí a k1 tuhost pruºiny spojující pevnou
st¥nu a závaºí. Pro ilustraci jsou n¥které z veli£in vyzna£eny v Obrázku 2.
Pro dal²í výpo£ty je vhodné hamiltonián ²kálovat

x′i =
√
mω2xi, p′i =

√
1

m
pi, G′ =

1

ω
G, pro i = 1,2, (1.34)

aby se (po p°ezna£ení x′i = xi, p
′
i = pi, G

′ = G) zm¥nil na jednodu²²í tvar, z n¥hoº
budeme vyjad°ovat pohybové rovnice

H =
1

2
[x21 + x22 + p21 + p22 +G(x2 − x1)2]. (1.35)

�asová evoluce systému je v klasické mechanice popsána Hamiltonovými kanonic-
kými rovnicemi ve tvaru

ẋi =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂xi
, pro i = 1,2. (1.36)

Z Hamiltonových kanonických rovnic vyjád°íme £asové zm¥ny poloh a hybností obou
kmitajících závaºí

ẋ1 = p1,

ẋ2 = p2,

ṗ1 = −x1 +G(x2 − x1),
ṗ2 = −x2 −G(x2 − x1).

(1.37)

Rovnice (1.37) nabývají formáln¥ stejného tvaru jako (1.29). Pro kompletní popis £a-
sového vývoje dynamiky obou systém· tudíº sta£í vy°e²it tuto soustavu pohybových
rovnic

ẍ1 = −x1 −Gx1 +Gx2,

ẍ2 = −x2 −Gx2 +Gx1.
(1.38)

P°i °e²ení soustavy dvou oby£ejných diferenciálních rovnic je obvykle snahou tyto
rovnice separovat na dv¥ oby£ejné diferenciální rovnice, které jsou snadn¥ji °e²itelné.
V následující kapitole proto budeme diagonalizovat matici soustavy, abychom mohli
nalézt analytické °e²ení rovnic. Dále se budeme podrobn¥ji zabývat metodami, které
povedou k poºadovanému tvaru °e²ení.

Obrázek 2: Systém dvou sp°aºených mechanických oscilátor·.
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Kapitola 2

Metody °e²ení

V této kapitole se zam¥°íme nejprve na analytické °e²ení soustavy dvou oby£ejných
diferenciálních rovnic (1.38). Zapí²eme-li soustavu maticov¥, v²echny prvky matice
soustavy, která popisuje dynamiku systému, budou závislé na parametru G a bezroz-
m¥rném £ase τ . Tento £as odpovídá dob¥ £erpání vnit°ního rezonátoru. Pro vytvo°ení
interakce typu d¥li£ svazku budeme klást nutné podmínky jednak na nulovost vybra-
ných prvk· matice soustavy a jednak na spln¥ní fyzikální podmínky |t|2 + |r|2 = 1.
Jestliºe najdeme °e²ení pro libovolnou relevantní hodnotu parametru G, pak je teo-
reticky moºné interakci typu d¥li£ svazku zkonstruovat.

2.1 Analytické °e²ení soustavy pohybových rovnic

Pohybové rovnice (1.38) lze také zapsat v maticové podob¥(
ẍ1
ẍ2

)
=

(
−1−G G
G −1−G

)(
x1
x2

)
. (2.1)

Jeden z moºných zp·sob· °e²ení je diagonalizovat matici soustavy, kterou ozna£íme
MS. P°ejdeme-li od prom¥nné ~x k prom¥nné ~y = V ~x, kde V je matice, v jejíº
sloupcích jsou vlastní vektory matice soustavy, pak platí

~̈y = VMSV
−1︸ ︷︷ ︸

diagonální tvar MS

~y. (2.2)

Soustava se tudíº separuje na dv¥ oby£ejné diferenciální rovnice druhého °ádu, které
velice snadno vy°e²íme. Vlastní £ísla matice MS jsou λ1 = −1; λ2 = −(1 + 2G)
a odpovídající vlastní vektory jsou v1 = [1, 1], v2 = [1,−1]. Obecné °e²ení soustavy
lze zapsat ve tvaru(

x1
x2

)
=

(
1
2

1
2

1
2

−1
2

)(
c1 cos τ + c2 sin τ

c3 cos
(√

1 + 2Gτ
)

+ c4 sin
(√

1 + 2Gτ
)) , (2.3)

kde τ ozna£uje £as. Hybnosti obdrºíme dosazením do vztahu pi = ẋi pro i = 1, 2.
Z daných po£áte£ních podmínek x1(0) = x01, p1(0) = p01, x2(0) = x02, p2(0) = p02
lze zjistit koe�cienty c1 aº c4

c1 = x01 + x02, c2 = p01 + p02, c3 = x01 − x02, c4 =
p01 − p02√

1 + 2G
. (2.4)
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�e²ení soustavy (2.1) popisující kompletní dynamiku systému lze nejp°ehledn¥ji
zapsat v maticové podob¥

M


x01
p01
x02
p02

 =


x1
p1
x2
p2

 , (2.5)

kde M ozna£uje matici, která za pouºití substituce s =
√

1 + 2G nabývá tvaru

M =


1
2 cos τ +

1
2 cos sτ

1
2 sin τ +

1
2s sin sτ

1
2 cos τ −

1
2 cos sτ

1
2 sin τ −

1
2s sin sτ

− 1
2 sin τ −

s
2 sin sτ

1
2 cos τ +

1
2 cos sτ − 1

2 sin τ +
s
2 sin sτ

1
2 cos τ −

1
2 cos sτ

1
2 cos τ −

1
2 cos sτ

1
2 sin τ −

1
2s sin sτ

1
2 cos τ +

1
2 cos sτ

1
2 sin τ +

1
2s sin sτ

− 1
2 sin τ +

s
2 sin sτ

1
2 cos τ −

1
2 cos sτ − 1

2 sin τ −
s
2 sin sτ

1
2 cos τ +

1
2 cos sτ

 . (2.6)

2.2 Poºadovaný tvar °e²ení

Je-li vytvo°ena interakce typu d¥li£ svazku, pak v souladu s rovnicí (1.1) nutn¥ musí
matice M nabývat tvaru

MBS =


t 0 r 0
0 t 0 r
−r 0 t 0
0 −r 0 t

 , (2.7)

kde prvky t, r ∈ R mají fyzikální interpretaci transmisivity (propustnosti) a re�e-
xivity (odrazivosti) p°i dopadu sv¥tla na rozhraní dvou optických prost°edí. Proto
jsou svázány dodate£nou fyzikální podmínkou |t|2 + |r|2 = 1.
Aby matice M (2.6) nabyla tvar MBS (2.7), musíme nejprve zajistit nulovost osmi

jejích prvk·. Hodnoty v²ech £len· m·ºeme ovliv¬ovat pomocí diskrétního £erpání
jednotlivých rezonátor·. �erpáním vnit°ního rezonátoru lze modulovat vazbu mezi
oscilátory, kdeºto £erpáním pouze levého (pravého) rezonátoru zp·sobujeme zm¥nu
lokální fáze v odpovídajícím rezonátoru. Schematicky je posloupnost operací, která
povede na interakci typu d¥li£ svazku, zakreslena na Obrázku 3. Podrobn¥j²í mate-
matický popis obou typ· operací je shrnut v následujících podkapitolách.

2.2.1 Modulace vazby

Optickým £erpáním vnit°ního rezonátoru je ovliv¬ována vazba mezi optomecha-
nickými oscilátory. Parametr G zahrnuje krom¥ £asu v²echny volitelné parametry
systému, na nichº závisí dle vztahu (1.30), výsledná hodnota se pohybuje v intervalu
〈0; 1〉. V pr·b¥hu operací se hodnota G nem¥ní, je pevn¥ dána konkrétním nastave-
ním experimentu. Bezrozm¥rný £as τ odpovídá dob¥ £erpání vnit°ního rezonátoru.
Vhodnou kombinací parametr· G a τ lze dosáhnout následující podoby matice M ,
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jejíº prvky ozna£íme obecn¥ m11,m12, · · · ,m44
m11 m12 m13 0
m21 m22 0 m24

m31 0 m33 m34

0 m42 m43 m44

 . (2.8)

2.2.2 Zm¥na lokální fáze

�erpáním levého nebo pravého rezonátoru lze realizovat operaci, kterou ozna£ujeme
jako zm¥nu lokální fáze, £i fázový posuv. Pomocí této operace je moºné zajistit nu-
lovost £ty° £len· v matici M , které nemohou být sou£asn¥ nulové pouze vlivem mo-
dulace vazby. P°edpokládáme, ºe na systému jsme schopni provád¥t nejen postupné
£erpání levého a pravého rezonátoru, ale také sou£asné £erpání obou rezonátor·.
V maticové reprezentaci lze zm¥nu lokální fáze reprezentovat násobením dané ma-

tice zleva a zprava maticí rotace, která pro obecné úhly α1, α2 má tvar

Mα1,α2 =


cosα1 sinα1 0 0
− sinα1 cosα1 0 0

0 0 cosα2 sinα2

0 0 − sinα2 cosα2

 . (2.9)

Díky symetrii úlohy p°i sou£asném £erpání levého i pravého rezonátoru si budou
oba úhly navzájem rovny, proto budeme psát pouze jeden dolní index. Pro vhodn¥
zvolené - numericky nalezené - úhly ϕ a ψ lze aplikací odpovídajících matic rotace
MϕMMψ získat výslednou matici ve tvaru

m11 0 m13 m14

0 m22 m23 m24

m31 m32 m33 0
m41 m42 0 m44

 . (2.10)

Rovn¥º lze nalézt analytické vyjád°ení úhl· ψ a ϕ tak, aby pro libovolnou nenulo-
vou matici M byl výsledek zmín¥ného maticového násobení ve tvaru (2.10). Ana-
lytický vztah je v²ak velice komplikovaný, proto budeme hledat hodnoty obou úhl·
numericky spolu s modulací parametr· G a τ . Podrobn¥j²í popis bude poskytnut
v kapitole 3.1.

Obrázek 3: Schematický obrázek posloupnosti operací modulace vazby a zm¥ny lokální

fáze (zna£íme pomocí úhlu oto£ení ψ a ϕ). Tato posloupnost operací vede na typ interakce

de�novaný jako d¥li£ svazku. Schematicky je d¥li£ svazku vyzna£en ²edou £árkovanou £arou.
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Aplikujeme-li na maticiM kombinaci operací modulace vazby a zm¥ny lokální fáze,
výslednou matici

F = MϕMMψ (2.11)

lze zapsat ve tvaru (2.7), kde v²ak není automaticky spln¥na dodate£ná podmínka
|t|2 + |r|2 = 1. Konkrétn¥ bude-li £erpán nejprve sou£asn¥ levý i pravý rezonátor
(fázový posuv o vhodný úhel ψ), následn¥ vnit°ní rezonátor po dobu τ (modulace
vazby) a nakonec op¥t oba bo£ní rezonátory (zm¥na fáze o ϕ), pak pro vhodné hod-
noty parametr· systému lze dosáhnout interakce typu d¥li£ svazku (viz Obrázek 3).
Interakci typu d¥li£ svazku budeme dále ozna£ovat zkrácen¥ BS. V následující ka-
pitole proto budeme numericky hledat kombinaci volitelných parametr· systému G
a τ tak, aby byla dodate£ná fyzikální podmínka spln¥na.
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Kapitola 3

Výsledky numerické optimalizace

Protoºe hodnota parametru G je závislá na konkrétním geometrickém nastavení
experimentu, hmotnosti oscilujících membrán a dal²ích parametrech, které souvisí
s laserovým £erpáním, v praxi nebude moºno dosáhnout zcela libovolné hodnoty.
Hlavním cílem numerické optimalizace volitelných parametr· systému je pro libo-
volný pevn¥ zvolený parametr G nalézt takový £as τ , aby matice F (2.11) nabývala
tvaruMBS (2.7), kde nenulové prvky musí spl¬ovat podmínku |t|2+ |r|2 = 1. Pro nu-
merickou optimalizaci byl vyuºit software MATLAB. Oproti niº²ím programovacím
jazyk·m je výhodné, ºe MATLAB nabízí moºnost vyuºití implementovaných funkcí
(nap°íklad funkce hledající numerické °e²ení soustavy rovnic).
Fyzikáln¥ relevantní hodnoty pro parametr G, které jsme uvedli jiº v podkapitole

1.1.3, jsou z intervalu G ∈ 〈0, 1〉. Interval hodnot pro parametr G, kterým se budeme
z numerického hlediska zabývat, byl proto zvolen G ∈ 〈0, 1; 1〉.

3.1 Popis prvního kódu

Cílem kódu je nalézt vhodnou kombinaci dvou volitelných parametr· systému tak,
aby po provedení dané posloupnosti operací (viz Obrázek 3) výstupní matice F
(2.11) nabývala poºadovaného tvaru matice d¥li£e svazku (2.7), kde je zaru£eno
spln¥ní fyzikální podmínky |t|2 + |r|2 = 1. Proto se oba parametry m¥ní ve dvou
vno°ených for cyklech, G ve vn¥j²ím cyklu a τ ve vno°eném cyklu. Pro p°ehlednost
rozd¥líme kód na logické kroky a budeme diskutovat výstupy v jednotlivých krocích.

1. krok: V kaºdé iteraci vno°eného cyklu for je vy£íslena matice M (2.6), která je
následn¥ symbolicky vynásobena zleva a zprava maticí rotace F = MϕMMψ.
Prvky matice F budeme dále zna£it f11, f12, · · · , f44.
Výstup: symbolicky zapsaná výsledná matice F závislá na úhlech ψ a ϕ.

2. krok: Pomocí implementované funkce vpasolve je numericky vy°e²ena soustava
dvou rovnic f12 = 0; f21 = 0 pro dv¥ neznámé ψ a ϕ, ob¥ z intervalu 〈−π, π〉.
Vypo£tené úhly jsou následn¥ dosazeny do symbolicky vyjád°ené matice F
z p°edchozího kroku.
Výstup: výsledná reálná matice F se £ty°mi nulovými prvky ve tvaru (2.10).

3. krok: Na matici F je následn¥ kladen poºadavek spln¥ní fyzikální podmínky
pro odrazivost a propustnost, a to se zvolenou p°esností, protoºe numericky
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p°esného °e²ení nelze dosáhnout. Maximální povolenou odchylku ozna£u-
jeme písmenem ε. Podmínky, které musí být sou£asn¥ spln¥ny, jsou násle-
dující

P1: |f11|2 + |f13|2 − 1 < ε ov¥°ení fyzikální podmínky |t|2 + |r|2 = 1;

P2: |f14|+ |f23| < ε testuje nulovost £len· na antidiagonále;

P3: 0, 19 < |f11|2 < 0, 81 omezuje interval hledaných transmisivit.

Pokud bychom podmínku P3 nepoºadovali, mnoho nalezených °e²ení by
bylo triviálních - tím rozumíme, ºe bu¤ transmisivita, nebo re�exivita, jsou
p°ibliºn¥ rovny jedné. Taková °e²ení v²ak nejsou relevantní. Jinými slovy
hledáme °e²ení, v n¥mº hodnota propustnosti i odrazivosti je men²í neº 0, 9.
V kapitole 4 bude podmínka up°esn¥na.
Výstup: výsledná matice F ve tvaruMBS, kde je zaji²t¥na platnost fyzikální
podmínky mezi odrazivostí a propustností.

4. krok: Není-li spln¥na alespo¬ jedna z podmínek P1-P3, kon£í jedna iterace vno°e-
ného for cyklu a program pokra£uje 1. krokem s vy²²í hodnotou τ . Spl¬uje-
li matice F sou£asn¥ podmínky P1-P3, °e²ení se uloºí do pomocné matice.
Výstup: °e²ení spl¬ující P1-P3 je uloºeno do jednoho °ádku pomocné ma-
tice, v jejíchº sloupcích jsou po °ad¥: G; τ ; |f11|2 + |f13|2 − 1; |f14| + |f23|;
f11; f13; f14.

5. krok: Po ukon£ení jednoho vnit°ního for cyklu pomocná matice obsahuje v²echna
fyzikáln¥ relevantní °e²ení pro jedno G, jejichº chyba nep°esahuje hodnotu
ε. Pro kaºdou hodnotu G m¥nící se ve vn¥j²ím cyklu je vyhodnoceno °e²ení
s minimální odchylkou v podmínce P1. Toto °e²ení je následn¥ uloºeno
do jednoho °ádku matice Mvysl. Ukládání dat v podob¥ matice je výhodné
pro následnou tvorbu graf·.
Výstup: MaticeMvysl, která v °ádcích obsahuje nejp°esn¥j²í nalezená °e²ení
jednotlivé hodnoty parametru G.

Konkrétní hodnoty £i intervaly hodnot, které byly pouºity p°i °e²ení: G ∈ 〈0, 1; 1〉
s krokem 10−3; τ ∈ 〈0; 12〉 s krokem 10−4; ε = 10−3.
Prvním problémem, se kterým jsme se p°i °e²ení potýkali, bylo nenalezení °e²ení

v poºadovaném tvaru. I p°es zvý²ení maximální odchylky na ε = 0, 1 a roz²í°ení
intervalu τ ∈ 〈0; 50〉 program nena²el ºádné relevantní °e²ení. Proto bylo nutno kód
upravit.

3.2 Úprava kódu a výsledek

Protoºe první verze programu nebyla schopna nalézt ºádné °e²ení, znamená to, ºe
posloupnost operací, kterou jsme v kapitole 2.2 ozna£ili jako BS, není posta£ující.
Tento problém lze vy°e²it, p°idáme-li do de�nice BS dv¥ operace zm¥ny lokální fáze
v módu 2, tedy p°idáme-li do posloupnosti operací navíc £erpání pravého rezonátoru.
Schematicky je nová posloupnost operací, kterou budeme zna£it op¥t BS, zakreslena
na Obrázku 4.
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Obrázek 4: Schematický obrázek posloupnosti operací, jejichº výstupem je operace BS.

Zm¥níme-li lokální fázi v módu 2 o úhel π
2
, coº odpovídá £erpání pouze pravého

rezonátoru, je tato operace reprezentována maticí rotace (2.9), která po dosazení
odpovídajících úhl· nabývá tvar

M0,π
2

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 . (3.1)

Aplikace fázového posuvu o π
2
p°ed celou p·vodní operaci BS a −π

2
po operaci

v maticové reprezentaci znamená násobení matice F zprava M0,π
2
(3.1) a zleva ma-

ticí transponovanou. Násobení maticí zleva zp·sobí zm¥nu znaménka ve t°etím °ádku
a následnou vým¥nu t°etího °ádku za £tvrtý, násobení zprava maticíM0,π

2
zm¥ní zna-

ménko ve t°etím sloupci a vym¥ní t°etí za £tvrtý sloupec. Proto m·ºe mít matice F
nenulové antidiagonální prvky a naopak nulové £leny na druhé poddiagonále a druhé
naddiagonále. Díky symetrii problému se kaºdý £len v matici opakuje dvakrát, proto
sta£í ov¥°ovat podmínky pouze pro prvky z prvních dvou °ádk·

P4: |f11|2 + |f14|2 − 1 < ε

P5: |f13|+ |f24| < ε.

Modi�kace kódu spo£ívá v zám¥n¥ podmínky P1 za P4 a zárove¬ P2 za P5, tedy F
musí spl¬ovat sou£asn¥ podmínky P3-P5. Po následné aplikaci operace zm¥ny fáze
v pravém rezonátoru o úhly π

2
a −π

2
proto bude °e²ení nabývat poºadovaného tvaru

matice d¥li£e svazku (2.7).
Pro ilustraci uvedeme p°íklad výsledné matice F , která byla vý²e popsaným pro-

gramem nalezena. Pro dvojici paramet· G = 1; τ = 1.8138 byly nalezeny úhly
ϕ = 1, 1173; ψ = −0, 4535; odpovídající odchylky jsou |f11|2 + |f14|2−1

.
= 5, 0 ·10−7,

|f13|+ |f24|
.
= 6, 4 · 10−7. �íselná matice F je ve tvaru

F =


−0, 7876 0, 0000 −0, 0000 0, 6162

0 −0, 7876 −0, 6162 0, 0000
−0, 0000 0, 6162 −0, 7876 0, 0000
−0, 6162 0, 0000 0 −0, 7876

 . (3.2)

Výsledná matice d¥li£e svazku byla získaná maticovým násobením M0,−π
2
FM0,π

2
,

kde jsme formáln¥ p°ezna£ili x1 → −x1, · · · , p2 → −p2

MBS =


0, 7876 −0, 0000 0, 6162 0, 0000

0 0, 7876 0, 0000 0, 6162
−0, 6162 0, 0000 0, 7876 0
0, 0000 −0, 6162 0, 0000 0, 7876

 . (3.3)
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3.2.1 Ov¥°ení zachování komuta£ních relací

Ze vztahu (2.5) je z°ejmé, ºe matice MBS p°edstavuje lineární transformaci sou°ad-
nic, která zap·sobením na vektor r0 = (x01, p01, x02, p02)

T dává r = (x1, p1, x2, p2)
T.

Na výsledné matici d¥li£e svazku m·ºeme ov¥°it, zda jsou zachovány kanonické ko-
muta£ní relace. P°ed provedením transformace je m·ºeme zapsat bu¤ v podob¥
[xk, xl] = [pk, pl] = 0; [xk, pl] = iδkl pro k, l = 01, 02, nebo ekvivalentn¥ pomocí
matice Ω

[rk, rl] = iΩkl, (3.4)

kde Ω nabývá tvaru

Ω =


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 . (3.5)

Lineární transformaci lze chápat také jako zm¥nu báze, která na matici Ω p·sobí dle
p°edpisu známého z lineární algebry Ω′ = MBSΩM−1

BS . Aby byly kanonické komuta£ní
relace zachovány i po transformaci, musí být spln¥na podmínka Ω′ = Ω. Navíc matice
d¥li£e svazku je z de�nice ortogonální (tj.M−1

BS = MT
BS), proto výsledná matice d¥li£e

svazku spl¬uje tuto podmínku

MT
BSΩMBS = Ω. (3.6)

Kaºdá matice MBS vyhovující rovnici (3.6) zachovává kanonické komuta£ní relace
a nazývá se symplektická. Snadno lze ov¥°it, ºe vý²e uvedená numericky nalezená
matice (3.3) podmínku (3.6) spl¬uje, tedy zachovává komuta£ní relace. M·ºeme
proto °íci, ºe výsledek nalezený programem je fyzikáln¥ relevantní. Ukazuje se, ºe
v²echny numericky nalezené výsledné matice jsou symplektické.

3.3 Grafy

Pro názornost ukáºeme nejen °e²ení nalezená vý²e popsaným programem (tj. vý-
sledná matice nabývá tvaruMBS), ale i £asový vývoj hodnot vyskytujících se v pod-
mínkách P4-P5. Dále budeme ozna£ovat prvek |f11| = t (transmisivita) a |f14| = r
(re�exivita), protoºe prvky výsledné matice d¥li£e svazku (2.7) musí t¥mto fyzikál-
ním hodnotám odpovídat.
Nejprve zobrazíme pr·b¥h hodnot podmínek P4-P5 v £ase. Na osu y vyneseme

hodnoty: t2 + r2 − 1; |f13| + |f24|; a zvolíme jednu pevnou hodnotu parametru G.
Výsledná matice nabývá poºadovaného tvaru (2.7), jestliºe ob¥ hodnoty nep°evy-
²ují danou nejvy²²í povolenou odchylku ε, která byla zvolena ε = 10−3. Pro zvolené
G = 1 je v Grafu 1 znázorn¥n pr·b¥h hodnot t2 + r2 − 1 a |f13| + |f24| v závislosti
na £ase τ . Z Grafu 1 vyplývá, ºe lokální minimum jedné k°ivky není vºdy sou£asným
lokálním minimem druhé k°ivky. Z t¥chto dat lze vybrat pouze ta, která spl¬ují sou-
£asn¥ ob¥ minimaliza£ní podmínky (viz Tabulka 3.1), av²ak správná °e²ení nalezená
programem musí spl¬ovat navíc podmínku P3: 0, 19 < |f11|2 < 0, 81. Z Tabulky 3.1
vyplývá, ºe existují £ty°i r·zná °e²ení pro G = 1 a τ ∈ 〈0; 15〉, která spl¬ují sou-
£asn¥ v²echny t°i poºadované podmínky. Odchylky obou minimalizovaných hodnot
jsou p°ibliºn¥ o t°i °ády niº²í neº námi zvolená maximální hodnota.
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Tabulka 3.1: Nalezená sou£asná lokálním minima obou k°ivek v grafu 1 pro G = 1
v intervalu τ ∈ 〈0; 15〉. V tabulce n zna£í £íslo minima.

n τ t r t2 + r2 − 1 |f13|+ |f24|
1 1,8138 0,7876 0,6162 5,0·10−7 6,4·10−7

2 3,6276 0,2406 0,9706 3,1·10−7 1,3·10−6

3 5,4414 0,4086 0,9127 7,8·10−7 1,9·10−6

4 7,2552 0,8842 0,4671 2,2·10−6 2,5·10−6

5 10,8828 0,6661 0,7458 2,5·10−6 3,8·10−6

6 12,6966 0,0651 0,9979 2,9·10−7 4,5·10−6

7 14,5104 0,5636 0,8260 2,9·10−6 5,1·10−6

Zam¥°íme-li se na první nalezené minimum obou k°ivek v £ase τ = 1, 8138 (v £ase
τ = 0 °e²ení není relevantní), m·ºeme hledání minima zp°esnit jemn¥j²ím d¥lením
intervalu. Zvolili jsme £as z intervalu τ ∈ 〈1, 8; 1, 83〉 s krokem 10−6. Vloºený graf
v Grafu 1 zobrazuje p°iblíºení pro £asy blízké první nalezené minimální hodnot¥.
Z hlediska stability °e²ení lze °íci, ºe v okolí lokálního minima lze ob¥ k°ivky apro-
ximovat lineární funkcí.
V úvodu této kapitoly bylo zmín¥no, ºe hodnota parametru G je pevn¥ dána kon-

krétním nastavením experimentu, tudíº vyºadujeme, aby pro libovolnou relevantní
hodnotu parametru G bylo nalezeno °e²ení. Proto jsme následn¥ roz²í°ili zkoumaný
interval pro parametr G na 〈0, 1; 1〉 a jeho hodnotu jsme m¥nili s krokem 10−3. Od-
povídající hodnoty nejniº²ího nalezeného £asu τ spadají do intervalu τ ∈ 〈0; 12〉.
�as jsme m¥nili s krokem 10−4, aby bylo dosaºeno nízké nep°esnosti, maximáln¥
ε = 10−3.
Z Grafu 2, v n¥mº jsou zobrazeny závislosti nalezeného £asu τ a výsledné pro-

pustnosti t na parametru G, je patrné, ºe na intervalu G ∈ 〈0, 1; 1〉 existují t°i
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Graf 1: Závislost hodnot t2 + r2 − 1 (£ervená) a |f13|+ |f24| (modrá) na £ase τ ∈ 〈0; 15〉
s krokem 10−4 pro G = 1. Vloºený graf zobrazuje p°iblíºení hodnot pro £asy z intervalu

τ ∈ 〈1, 8; 1, 83〉 s krokem 10−6.
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Graf 2: Závislost nejniº²ího nalezeného £asu τ (£ervená) a výsledné propustnosti t (modrá)

na parametru G pro τ ∈ 〈0; 12〉.

oblasti, v nichº pozorujeme nespojitost k°ivky. Nespojitost je dána tím, ºe nejvy²²í
povolená hodnota hledané transmisivity je 0, 9. Po p°ekro£ení této hodnoty tudíº
musí být nalezen nejbliº²í vy²²í £as τ tak, aby °e²ení vyhovovalo podmínkám P3-P5.
Vyjma t¥chto nespojitých oblastí platí, ºe p°i malé zm¥n¥ G dochází k malým zm¥-
nám funk£ních hodnot. Dal²í trend, který v Grafu 2 m·ºeme pozorovat, je postupné
zvy²ování nejniº²ího nalezeného £asu τ se sniºujícím se parametrem G.
Obecn¥ lze na základn¥ p°edchozích výsledk· p°edpokládat, ºe pro libovoln¥ níz-

kou hodnotu G °e²ení existuje, av²ak £as τ bude velice rychle nar·stat se sniºujícím
se G. Zvolili jsme n¥kolik diskrétních hodnot parametru G z intervalu 〈0; 0, 1〉 a na-
lezli nejniº²í £as τ pro který existuje °e²ení v poºadovaném tvaru. Výsledky shrnuje
Tabulka 3.2. Sníºí-li se parametr G o jeden °ád, první nalezený £as τ zvý²í taktéº
o jeden °ád. Vysoké hodnoty £asu v²ak nejsou relevantní, nebo´ p°i odvození v pod-
kapitole 1.1.3 jsme hledali stacionární °e²ení, kdy pro malé £asy lze povaºovat pozice
a hybnosti membrán za konstanty.

Tabulka 3.2: První nalezená °e²ení pro r·zné diskrétní hodnoty G ∈ 〈0; 0, 01〉.

G τ t r t2 + r2 − 1 |f13|+ |f24|
0,1 11,5 0,8539 0,5205 2,2·10−6 2,6·10−6

0,05 21,0 0,8719 0,4897 1,6·10−6 1,9·10−6

0,01 96,4 0,8871 0,4616 4,2·10−7 4,8·10−7

0,005 187,6 0,8926 0,4509 3,7·10−8 4,2·10−8

0,001 1971,0 0,5529 0,8333 1,1·10−8 2,1·10−8
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Kapitola 4

D·kaz obecnosti °e²ení

Máme-li systém s pevn¥ danou hodnotou parametru G, dokáºeme pomocí postup-
ného optického £erpání rezonátor· zkonstruovat interakci BS s diskrétními výsled-
nými hodnotami transmisivity. V této kapitole ukáºeme, ºe jsme schopni zkonstru-
ovat BS s libovolným d¥lícím pom¥rem ozna£eným t′, jestliºe za°adíme za sebe dv¥
operace BS s nalezeným d¥lícím pom¥rem t a vhodn¥ manipulujeme s fázovými po-
suvy. D·kaz tohoto tvrzení je ekvivalentní d·kazu na systému s klasickými optickými
d¥li£i svazk·, které proto budeme také zna£it BS. V této kapitole budeme uvaºovat
dva d¥li£e svazku foton· za°azených do kon�gurace Machova-Zehnderova interfero-
metru se dv¥ma vstupními svazky. Interferometr jako celek, stejn¥ jako jeden BS, lze
reprezentovat abstraktním prvkem se dv¥ma vstupy a dv¥ma výstupy [20].
Uvaºujme následující uspo°ádání: dva optické svazky dopadají na d¥li£ svazku BS

s d¥lícím pom¥rem t, následn¥ mezi ob¥ma d¥li£i p°idáme jednomu svazku fázi φ,
dále svazky dopadají na druhý BS se stejným d¥lícím pom¥rem t a nakonec p°idáme
druhému svazku fázi −φ. Schematicky je uspo°ádání prvk· zakresleno na Obrázku 5.
Matematicky lze kaºdý prvek reprezentovat maticí. Jsou-li prvky za°azeny za sebou,
pak jim odpovídající matice násobíme, proto m·ºeme snadno vyjád°it tvar výstup-
ních svazk·(

1 0
0 e−iφ

)(
t r
−r∗ t∗

)(
eiφ 0
0 1

)(
t r
−r∗ t∗

)
=

(
t2eiφ − r∗r rteiφ + rt∗

−r∗t∗e−iφ − r∗t t∗2e−iφ − rr∗
)
.

Cílem je dokázat, ºe systém tvo°ený Mach-Zehnerovým interferometrem s vhodn¥
p°idanými fázemi (viz Obrázek 5 vlevo) je ekvivalentní systému, který je tvo°en
pouze jedním BS s pevn¥ zvolenou transmisivitou t′. Tvrzení platí práv¥ tehdy, kdyº

Obrázek 5: Schematický obrázek Machova-Zehnderova interferometru s p°idanou fází φ
uvnit° a −φ vn¥ interferometru (vlevo). Tento systém je ekvivalentní jednomu d¥li£i svazku

s d¥lícím pom¥rem t′ (vpravo).
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platí maticová rovnost(
t2eiφ − r∗r rteiφ + rt∗

−r∗t∗e−iφ − r∗t t∗2e−iφ − rr∗
)
≡
(

t′ r′

−r′∗ t′∗

)
. (4.1)

Výsledky numerické optimalizace uvedené v p°edchozí kapitole jsou diskrétní a reálné
hodnoty t. Bez újmy na obecnosti v d·kazu proto klademe t ∈ R, tudíº r =

√
1− t2,

obecn¥ ale t′ ∈ C. Za tohoto p°edpokladu z (4.1) vyplývá

t′ = t2eiφ − (1− t2),
r′ = t

√
1− t2 · eiφ + t

√
1− t2.

(4.2)

Po rozepsání exponenciály pomocí Eulerova vzorce m·ºeme v obou rovnicích na pravé
stran¥ rozd¥lit reálnou a imaginární £ást. Dále pouºijeme de�nici absolutní hodnoty
komplexního £ísla |z| =

√
(Rez)2 + (Imz)2 k vyjád°ení |t′|2 v závislosti na úhlu φ.

Zmín¥né úpravy vedou k rovnicím

|t′|2 = 1− 2t2(1− t2)(1 + cosφ),

|r′|2 = 2t2(1− t2)(1 + cosφ).
(4.3)

Prove¤me diskuzi moºných výstupních hodnot |t′|2 pro limitní hodnoty úhlu φ:

(a) φ = π ⇒ |t′|2 = 1;

(b) φ = 0⇒ |t′|2 = 1− 4t2(1− t2).

Pokud p°idaná fáze φ = π, obdrºíme na výstupu vºdy |t|2 = 1. Jestliºe v²ak fázi
nep°idáme, pak existuje jediná hodnota t′, které lze dosáhnout za°azením dvou d¥li£·
za sebe, coº je zobrazeno v Grafu 3. Kdybychom zmen²ovali fázi od π do 0, funkce
zobrazená v Grafu 3 se bude postupn¥ p°ibliºovat ke konstantní funkci |t′|2 = 1.
Sta£í ukázat, ºe |t′|2 m·ºe nabývat libovolné hodnoty z intervalu

〈
1
2
; 1
〉
, pro libo-

volné pevné t ∈ 〈0; 1〉 a vhodn¥ zvolené φ ∈ 〈0;π〉. Pokud toto tvrzení dokáºeme,
kvadrátu výsledné transmisivity z intervalu

〈
0; 1

2

〉
lze dosáhnout formální zám¥nou

t′ → r′, která odpovídá oto£ení d¥li£e o 180◦.
D·kaz byl proveden gra�cky. Funkce dvou prom¥nných t a φ, jejíº funk£ní hodnoty

odpovídají |t′|2, je vykreslena v grafu 4 spolu s rovinou |t′|2 = 1
2
. Z pr·se£íku t¥chto

dvou ploch jsme ode£etli, ºe pro t ∈ 〈0, 38; 0, 93〉 a vhodn¥ zvolený úhel φ ∈ 〈0;π〉
lze na výstupu dosáhnout libovolné hodnoty |t′|2 ∈

〈
1
2
, 1
〉
. Podmínka P3, kterou

jsme zavedli p°i hledání numerického °e²ení v podkapitole 3.1, je je²t¥ siln¥j²í, nebo´
za maximální hodnotu transmisivity povoluje tmax = 0, 9 a minimální tmin

.
= 0, 44.

Tudíº °e²ení nalezená v kapitole 3 nám umoº¬ují zkonstruovat interakci typu d¥li£
svazku s libovolným d¥lícím pom¥rem.
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Graf 3: Funkce |t′|2 = 1− 4t2(1− t2) na intervalu 〈0, 1〉.

Graf 4: Funkce |t′|2 = 1− 2t2(1− t2)(1− cosφ) na intervalu 〈0, 1〉× 〈0, π〉.
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Záv¥r

Interakci typu d¥li£ svazku lze na systému dvou oscilujících membrán zav¥²ených
uvnit° Fabry-Perotova rezonátoru realizovat pomocí vhodné posloupnosti £erpání
jednotlivých rezonátor·. �erpání levého £i pravého rezonátoru zp·sobí fázový posuv
v odpovídajícím rezonátoru, kdeºto £erpáním vnit°ního rezonátoru lze modulovat
vazbu mezi oscilátory. Výstupní d¥lící pom¥r t je dán parametry systému, které
zpravidla nelze spojit¥ m¥nit. Ukázali jsme, ºe na daném systému jsme schopni
dosáhnout interakce typu d¥li£ svazku s libovolným d¥lícím pom¥rem t′, jestliºe
za sebe za°adíme dv¥ interakce typu d¥li£ svazku spolu s vhodn¥ p°idanými fázovými
posuvy.
V programu MATLAB byla hledána kombinace dvou volitelných parametr· sys-

tému G a τ tak, aby matice popisující dynamiku systému nabývala poºadovaného
tvaru matice d¥li£e svazku (2.7). Pro kaºdý zvolený parametr G bylo v £ase τ nale-
zeno více relevantních °e²ení. V dal²ích výpo£tech jsme se z d·vodu stability zam¥°ili
pouze na první nalezená °e²ení. �e²ení byla hledána pro G ∈ 〈0, 1; 1〉 s krokem 10−3;
£as byl m¥n¥n s jemn¥j²ím krokem 10−4, aby odchylka daná fyzikální podmínkou
pro odrazivost a propustnost t2 + r2 − 1 < ε byla niº²í neº ε = 10−3. Pro libo-
volný parametr G z uvaºovaného intervalu byl nalezen £as τ ∈ (0, 12〉 a odpovídající
hodnoty propustnosti a odrazivosti niº²í neº 0, 9.
Moºným pokra£ováním této práce je roz²í°ení, v n¥mº bude rigorózn¥ popsáno

p·sobení v²ech ²umových operátor· a operátor· ztrát, které jsme v prvním p°i-
blíºení zanedbali. Pak bude moºné teoretické výsledky experimentáln¥ ov¥°it. Dru-
hou moºností je pokusit se na podobném systému zkonstruovat jiný typ interakce
mezi oscilátory.
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