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Uvod

Ve své diplomové praci jsem se rozhodl navazat a trochu rozsitit problematiku
integralniho poctu, které jsem se vénoval v bakalafské praci. Tentokrat se budu
detailnéji vénovat numerickému integrovdani, které se vyuziva k pribliznému vy-

poc¢tu urc¢itych integrali.

V préci se postupné zabyvam riznymi pristupy k této problematice — nejdiiv
jsou studovany Newton-Cotesovy vzorce, kde predstavuji metodu levého a pra-
vého odhadu, obdélnikovou metodu, lichobé&znikovou metodu a Simpsonovu me-
todu. Dale je v praci popsan piistup k této problematice pomoci Gaussovych
vzorci, rozvoje v Taylorovu fadu a metody Monte Carlo. V praci jsou také od-
vozeny vyrazy pro maximalni hodnoty chyb u jednotlivych metod, diky nimz
lze stanovit interval, v némz se nachézi skute¢na hodnota ur¢itého integralu.
U vétsiny metod jsem naprogramoval také funkce v programu Matlab, které pfi-
bliznou hodnotu integralu vzdy danou metodou pro danou funkei, interval a pocet

délicich bodu vypocitaji a graficky aproximaci znazorni.

V posledni ¢asti se jesté zabyvam srovnanim jednotlivych metod se snahou
popsat jejich vyhody a nevyhody, aby si ¢tenai mohl udélat obrazek a pripadné

i vybrat metodu, ktera by byla nejvyhodnéjsi pro jeho feSeny problém.



1 Interpolace funkci a aproximace funkci pomoci

Taylorova polynomu

V této kapitole se budeme zabyvat tim, jak lze slozitou funkci nahradit funkci
jednodussi, s niz se ,lépe pracuje‘. Nejprve budeme studovat interpola¢ni tlohu,
u niz chceme, aby grafy puvodni i nové funkce prochézely nékolika stejnymi body.
Poté se budeme zabyvat tlohou aproximace funkce prostfednictvim Taylorova
polynomu, v niz pozadujeme, aby ptuvodni funkce i aproximujici polynom meély

v zadaném bodé stejnou funkéni hodnotu i hodnotu derivaci az do fadu n.

P1i tvorbé této kapitoly byly vyuzity zdroje [1], [6], [7], [9], [10] a [12] — [17].

1.1 Polynomialni interpolace
V mnoha piipadech potfebujeme nahradit komplikovanou funkeci f jednodussi
funkci. Dale predpokladdme, Ze u dané funkce f zname v uzlech x;, i =0, ... n,
x; # x; pro i # j, jeji funkéni hodnoty f(z;) = f;.
V pripadé interpola¢ni tlohy hledame funkci ¢, pro niz plati:
o(z;) = fi,1=0,...,n.
Interpolace polynomy patii mezi nejjednodussi tlohy. Pti polynomiélni inter-

polaci se snazime najit polynom P, (z) stupné nejvyse n spliwjici interpola¢ni

podminky:

Pn(xl):fz,z:O,,n

Poznamka 1.1. Symbolem I1,, bude v textu oznacovdna trida vSech polynomai

stupné nejvyse n.



Jelikoz je funkce f pouze aproximovana néjakou jinou funkci, dopoustime se
tak urcité chyby, ktera se nazyva chyba interpolace. O té dale pojednava kapitola

1.1.4.

1.1.1 Metoda neurcitych koeficienti

Uz bez jakékoliv znalosti o interpolaci se da interpola¢ni polynom nalézt po-
moci soustavy linearnich rovnic. Hledame-1li polynom P,(z) = ag-x™ +ay - 2" 1+
+...+an_1 - T + a,, aby platilo P,(z;) = f;, i = 0,...,n, pak lze tyto podminky

prepsat nasledovné:

Pn(l’o) = Qg - l’g +a; - 1’871 + ...+ Au 1Tyt ayp = fo

Pn<l’1):(IO'ZJIL‘FCH'17?_1+...+(ln_1'$1+an:f1

Pn(a:n) :CLO'JUZ"‘CM'xz_1+---+an71'$n+an:fn-

Je zfejmé, ze jsme dostali n + 1 rovnic o n + 1 neznamych, coz je jednoduse
feSitelny problém. V praxi vSak neni tato metoda prilis pouzivana diky zvétsujici
se pocetni narocnosti pfi zvySujicim se n. Proto se cast&ji pouzivaji metody,

které jsou uvedeny v nasledujicich dvou podkapitolach.

Piiklad 1.1. Uvazujme polynom 3-2* —4-x+6 a jeho funkcni hodnoty v bodech
—1, 1 a 3 (viz. tabulka). Pomoci metody neurcitijch koeficienti a hodnot dangch
tabulkou ziskejte prislusny interpolacni polynom. (Ziskany interpolacni polynom

samoziejmé must vyjit stejné jako polynom zadany.)

? 0 ]1] 2
13521

Tabulka 1: Zadané body a funkéni hodnoty k Prikladu 1.1



Py(x0) = ag - 2% + a1 -z + ag - 1) = fo
Py(x1) = ag- a3 + a1 -x) +ag-2) = fi
Py(9) = ag - 235 + a1 - x5 +ag - x5 = fo
ag- (1) +ap- (=)' +ay- (-1)°=13
ap-12+a;-1' +ay-1°=5
ap-32+a;-3' +ay -3 =21

ao—a1+a2:13
a0+a1+a2:5
9'&0+3'CL1+CL2221

Vyjadiime si z prvni rovnice ag a dosadime do druhé a tfeti rovnice:

= a9 =134+ a1 — a
13+a; —as+a; +ay =5
9-(134a; —az)+3-a;+ay=21
134+2-a;, =5 = a; = —4

12-a1 — 8- a5y = —96 = 12(-4)-8&2:—96 = as

Dopocitame ap: ap =13 +a; —as =13 -4 —-6=3

Dostavame tedy: ag - 2% +a; -2 +as =3 -2 —4-2 + 6.

1.1.2 Lagrangeova metoda

I
o

Zaklad metody spoc¢iva v tom, ze se hledany polynom nesestroji ptimo, ale po-

moci tzv. fundamentdlnich polynomi l;(x), i = 0,...,n, majicich stupen n,

pro které plati:

0, i#j

Polynom [;(z), ktery ma koteny xo, x1, ..., T 1, Tit1, - -

ve tvaru:

.y Tp_1, Tpn, pak lze psat



jenz bude vyhovovat podmince [;(z;) = 1, pokud

1

A=

Po dosazeni konstanty A; do vztahu (1) dostavame:

() = (x—x0) oo (. —miq)  (x —xi31) - oo (T — )
We) (@i — @) + s (@i — @im1) - (%3 — @i1) - oo (W1 — T0) @

Polynom /;(z) definovany vztahem (2) se nazyva i-ty fundamentdlni polynom.

Polynom, ktery hledame a ktery nazyvame Lagrangetiv interpolacni polynom,

lze pak psat ve tvaru

Po(z) = zZ%f (),

jelikoz kazdy fundamentélni polynom bude nulovy ve vSech uzlech mimo jednoho,
v némz nabyva hodnoty 1. Znamené to, Zze hodnota linedrni kombinace v i-tém

uzlu je urcéena pouze i-tym fundamentalnim polynomem.

Poznamka 1.2. V textu ddle bude pouZito i ndsledugici oznaceni:

n

w1 () = [ (2 = 2),

=0

kde x;, 1 = 0,...,n, jsou jiZ vySe zminéné uzly.

P1i derivovani funkce w,,,1(x) dostavame vyraz

’

W (@) =(x—a1) (x —22) - .- (=) + (x —0) - (T —22) ... - (x — @)+

tot+(r—a) (x—x1) . s (T — (1)

a pokud dosadime za x néjaké konkrétni x;, pak se vynuluji vSechny jednotlivé

s¢itance mimo jednoho, kde se z; nevyskytuje. Dostavame tedy

’

wn+1(x,-) = (.I'Z — IL‘()) . (ZL’Z — IL‘l) L. (IZ — xi—l) . (J]Z — [Ei+1) L. (CL’Z — [L’n)

11



a vztah (2) lze tudiz psat ve tvaru

lz(x) _ Wn41 (x)

; prot=20,...,n.
(@ — i) - Wy (22)

OvsSem ani Lagrangeova metoda neni pfilis vhodna pro praktické vypocty,
protoze pii zméné poctu uzlu je vzdy potieba prepocitat vSechny fundamen-
talni polynomy. Tento problém fesi Newtonova metoda. Vyuziti Lagrangeovy
metody je tak spiSe teoretické, napt. pri odvozovani metod numerického deri-

vovani a integrovani, ¢ehoz dale v této praci bude vyuzito.

Piiklad 1.2. Uvazujme polynom 3-x2* —4-2+6 a jeho funkéni hodnoty v bodech
—1, 1 a 3 (viz. tabulka). Pomoci Lagrangeovy metody a hodnot danych tabulkou
ziskejte prislusny interpolacni polynom. (Ziskany interpolacni polynom samoziej-

mé musi vyjit stejné jako polynom zadani.)

[ 0 1] 2
13521

Tabulka 2: Zadané body a funkéni hodnoty k Prikladu 1.2

lo(z) = (x — 1) - (x — 19) _ (x—1)-(z—3) 21‘2—4-:13—1—3
@) (wo—w) (1-1)-(-1=3 5




Protoze

Pu(x) = z fi li(w),

dostavame

> —4-1x+3 2?2 —2-2-3 -1 13 52
P. =13 — 45 (=" - 21- = .p2 .
5 () 3 + ( 1 )—i— 3 3 x 3 x
390 10 , 20 30 21 , 21 24 , 32 48
- _ . -_. T2 T T2 T —=3.z2_-4. 6.
TR TR TR TR TR TR TR TE = L

1.1.3 Newtonova metoda

Jak je jiz vySe uvedeno, Lagrangeova metoda ma jednu velkou nevyhodu, a to,
7e pri zméné poctu uzlu je treba prepocitat vSechny fundamentalni polynomy.
Proto se pro praktické vypocty ¢asto pouzivd Newtonova metoda, kde tento pro-
blém odpad4, coz bude nazorné vidét na Piikladu 1.3. Nejprve je vSak potieba

zavést pojem pomérnd diference.

Definice 1.1. Necht je ddna mnozina bodi {x;,i € Z}, x; # x;, i # j, i,j € Z,
a necht je funkce f(x) v téchto bodech definovand. Pak pomérnou diferenci proniho
radu definujeme vztahem

iL‘j—.Z'Z'

flo,zg] = proi#j,4,7=0,...,n.

Obecné pomérnou diferenci k-tého Fadu funkce f(x) v bodech x;,x;iiq,. .., Tivk
definujeme pro k € N, k > 2, vztahem

f [$i+1,$¢+2, e axi—i—k] - f [qui-&-l’ e ,l’z‘+k—1]

itk — L4

f [in, Tit1y--- 7xi+k] =

Véta 1.1. Necht P,(x) € 11, je interpolacni polynom pro data (z;, f;), 1 =0,...,n,
x; # x5, 1 # j. Pak lze tento polynom psdt ve tvaru

P.(x) = fo+ (x—z0) f [xo,m1] + ...+ (x—20) - .. - (x — 1) - [ [T0, ..., 0], (3)
kde f[xq,...,z,] je pomérnd diference n-tého Fadu funkce f(x).

13



Diikaz této véty lze nalézt napt. v [12].

Poznamka 1.3. Interpolacéni polynom dany vztahem (3) se nazyvd Newtoniv

interpolacni polynom.

Priklad 1.3. Uvazujme polynom 3-x2 —4-x+6 a jeho funkéni hodnoty v bodech
—1, 1 a 3 (viz. tabulka). Pomoci Newtonovy metody a hodnot dangjch tabulkou zis-
kejte prislusny interpolacni polynom. (Ziskany interpolacéni polynom samoziejmé

musi vyjit stejné jako polynom zadany.)

? 0 11| 2
fil 13 5 |21

Tabulka 3: Zadané body a funkéni hodnoty k Prikladu 1.3

Vypocitame pomérné diference a zapiSeme je do tabulky:

i | x| f[w f i, wiqa) [ 1w, Tig1, Tigo)

0 -1 13

115 f [0, w1, 2] i:g:ﬂ =3
flan el =5 =8

21 3 21

Tabulka 4: Pomérné diference

Polynom pak ziskame nésledovné:

Py(z) = f(zo) + (x —x0) - 2o, 21] + (x —20) - (x — 1) - f |20, 21, 22] =
= 13+(z—(-1))-(—=4)+(x—(=1))-(x—1)-3 = 13+ (z+1)-(—4)+(x+1)-(x—1)-3 =
=13—-4-2—-4+3-22-3=3-22—4-2+6

14



Na prikladu je velmi nézorné vidét, ze v pripadé pfidani dalstho uzlu neni
tfeba prepocitavat pomérné diference, ale stac¢i pouze dopocitat ty, které pribu-
dou, tudiz by bylo hledani interpola¢niho polynomu jednozna¢né snadnéjsi nez

v predchozich pripadech.

1.1.4 Chyba pri polynomialni interpolaci

Pri aproximaci funkce f interpola¢nim polynomem se dopoustime urcité chyby.
Je zfejmé, ze pouze v uzlovych bodech bude tato chyba vzdy nulova, mimo tyto
body jiz v8ak obecné nulova byt nemusi. Zajima nas tedy rozdil f(Z) — P,()

pro T # x; pro kazdé i =0,...,n

Pro potiebu ditkazu nasledujici Véty 1.3 je je$té potieba zminit jednu vétu,
ktera se nazyva Rolleova.
Véta 1.2. (Rolleova) Necht pro funkci f plati, Ze

a) f je spojitd na intervalu (a;b),

b) f ma (vilastni nebo nevlastni) derivaci na intervalu (a;b),

¢) f(a) = f(b).
Potom existuje alespori jeden bod c € (a;b) takovy, Ze f (c) = 0.

Diikaz této véty lze nalézt napt. v [7].

Véta 1.3. Necht je ddana funkce f(x) € C™ (a;b), z; € (a;b), x; # x; proi # j,
i,7=20,...,n. Necht P,(x) € II,, je interpolacni polynom takovy, Ze P,(x;) = f;

pro kazdé i = 0,...,n. Pak pro kazdé x € {(a;b), T # x;, i = 0,...,n, existuje

€ (a;b) takové, Ze

Ba(®) = £@) - (@) = S5 ), ke = (@)

15



Diikaz. Sestrojime Newtontuv interpola¢ni polynom pro body xo, ..., z,,T:
Poii(z) = fo+ (x —x0) - floo, 1] + ...+ (. —20) - oo - (T — 1) -
Sflzoy . xn] + (& —x0) oo (x —x) - [ 2o, ..., Tn, 2], (4)

tj. miZeme psat

Pn+1($) = Pn(.T) + ($ - 1170) R (l’ - wn) ' f [x(]a . ,l’n,/.’f].
Z toho plyne, ze

Po(@)=P(2)+ (T —x0) - oo - (T — ) - [Ty, Tn, 7], (5)
pricemz

Poi(x) = fi prot=0,...,n

Po(7) = f(Z).
Rovnost (5) tak muzeme prepsat a upravit nasledovné:
f@)=P.(2)+ (T —x0) . - (T —p)- flzo,..., 20,7,
(@)= P.(Z) = (T —x0) ... - (T — ) [0, 20, 7],
f(@) = Po(Z) = wnia(T) - f o, .. 2, T,

kde f € C"™ {a;b), x; € {a;b), 1 =0,...,n, T € {(a;b).
Definujme funkci

F(z) = f(x) = Paya (). (6)

Jelikoz vime, Ze funkce f € C™*!, tj. ma derivace aZ do fadu n + 1, miZeme

na vztah (6) aplikovat derivaci fadu n + 1:

FO(a) = £ () = P (). (")

16



Aplikaci Rolleovy véty 1.2 na funkci F™ plyne, ze ma funkce F™t1) alespoii
jeden nulovy bod na {(a;b), tj. existuje n takové, ze F"F(n) = 0. Naslednym
dosazenim a upravenim vztahu (7) dostavame rovnost:
n n+1 ~

Fr ) = P (), Kde = n(@). (8)
Nyni jesté aplikujeme derivaci fadu n + 1 také na vztah (4):

Pn(r—lljl»l)(w) = (n + 1)' ’ f [x(b < 75Cn75:\]7
a tedy lze téz psat

BTV 0) = (0 D f [ro, - .

Upravime a vyuzijeme vztahu (8):

P V() fr(y)
n+1!  (n+1)°

f[.iﬂo,...,.flfn,i?\] =

Vyraz pro interpolacni chybu pak vypada nasledovné:

J ()

En($) = wn+1(l‘) ’ (n + 1)|

pro kazdé x € (a;b).

Poznamka 1.4. Pokud ezistuje konstanta M, 1 € R tak, Ze ‘f(”+1)(x)| < My
pro vSechna x € (a;b), potom chybu lze odhadnout ndsledovne:

|wn g1 ()]
E,(r)| < Bl oag
[En(@)] < (n+1)! +

pricemz odhad je zdvisly jak na vlastnostech funkce f, tak i na uzlech interpolace.
Je dokdzdno, Ze maximalni hodnota chyby bude neymensi v pripadé, pokud za uzly
interpolace budeme volit koteny jistych polynomai.

Navic, existuje-li M € R takové, Ze ‘f(") (:p)| < M pro vsechna n € N

ax € (a;b), pak lim E,(x) =0 pro vSechna x € {(a;b), tj. posloupnost { E,(x)}]°
n—oo

konverguje k funkci f(x) na (a;b). Dikaz tohoto faktu vyplyvd pFimo z toho,

. Z .
Ze lim — = 0 pro vSechna z € R.
n—oo 1!

17



1.2 Aproximace funkci pomoci Taylorova polynomu

Pokud funkci f v okoli néjakého bodu zy aproximujeme polynomem vyssiho
stupné, ziskdme v mnoha pfipadech lepsi aproximaci. Na této myslence funguje
aproximace pomoci Taylorova polynomu, u néjz plati, ze vSechny derivace tohoto
polynomu az do stupné n maji ve stfedu polynomu stejné funkéni hodnoty jako

odpovidajici derivace funkce f.

Necht f je libovolna funkce, kterda ma v bodé xq derivace az do fadu n vcéetné,
n € Ny. Potom lze funkci f na urcitém okoli bodu xy aproximovat tzv. Taylorovym

polynomem n-tého stupné funkce f, ktery je definovan vztahem

n Rz,
Falw) = 2 : k<! e — )" =

/" (o) n S (o)
2 n!

= f(x0) + f (z0) - (x — x0) + (= x0)? + ... (= @)™
Na néjakém okoli bodu zg tak plati f(z) ~ P,(z). Pokud bychom vyse uve-
deny polynom derivovali a za x dosadili zy, tak zjistime, Ze funkéni hodnoty

i hodnoty derivaci funkce f a Taylorova polynomu v bodé x( se shoduji, tj.

f(@o) = Pulo), ' (w0) = Pa(0), .-, f(wo) = P ().

Poznamka 1.5. Pri volbé xg = 0 dostavdme tzv. Maclauriniv polynom n-tého

stupné funkce f ve tvaru

n (k)
P =31 a0+ F (0wt

Tayloruv polynom dobfe aproximuje funkci f jen na urcitém blizkém okoli
bodu zy. Ve vzdélenéjsich bodech je obecné aproximace mnohem méné piresna.
P1i nahrazeni dané funkce f Taylorovym polynomem se tak dopoustime chyby,
kterou znacime R, (z) a jejiz velikost je R, (z) = f(x) — P,(z). O této chybé nam

dalsi informaci poskytuje nasledujici véta.
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Véta 1.4. (Taylorova) Necht funkce f md na néjakém okoli bodu xy derivace
az do radu n + 1 véetné, n € Ny. Potom na tomto okoli bodu xy plati Tayloriv

vzorec

n ) (x,
o) = 32 S8 o 4 o),

kde R,(z) je zbytek a lze jej vyjadrit napf.

a) v Lagrangeové tvaru

(n+1)
Rula) = st o= o)™,
b) v Cauchyové tvaru

kde bod & lezi mezi body x a xq.

Dikaz této véty lze nalézt napt. v [0].

Jak je z ptedchozi véty vidét, pro Tayloruv vzorec je tfeba derivace fadu n+ 1

oproti pouze derivaci fadu n pii konstrukci Taylorova polynomu.

Poznamka 1.6. Ezistuje-li M € R takové, Ze | f™ (z)| < M pro vsechnan € N
ax € (a;b), pak lim R,(x) =0 pro vSechna x € {(a;b), tj. posloupnost { R, (x)}{
n—oo

konverguje k funkci f(x) na (a;b). Dikaz tohoto faktu vyplyvd pFimo z toho,

. X .
Ze lim — = 0 pro vSechna x € R.
n—oo 1!
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Piiklad 1.4. Vypocitejte pribliznou hodnotu v/5.2 pomoci Taylorova polynomu
tretiho stupné funkce f(x) = /x v bodé xo = 5.

Taylorav polynom tfetiho stupné funkce f(x) v bodé zy obecné vypadé na-

sledovné:
, 17 x " x
Py(a) = flao) + £ (o) - o — o) + 0 (0 gz Ty
Nyni je tieba si vypocitat derivace funkce f(zr) = /z az do fadu 3 vcetné
a k tomu vy¢islit funkéni hodnoty v bodé xy = 5:
f(x) ! f'(5) L - 0113908
€T) = = - = . s
3. Va2 3. /52
" 2 " 2 .
@) === ') = =5 = —00152,
m 10 n 10
f(x) F(5) = = 0.005067.

T 97 s 27 .

Q'
at
0

Dosazenim dostavame:

0.0152 0.005067
N

Py(x) = /5 +0.113998 - (z — 5) — - (x —5)3.

KdyZ do tohoto vztahu dosadime z = 5.2, dostaneme pfibliznou hodnotu v/5.2:

5.2 ~ P3(5.2) = 1.732478303.

Pro srovnani skute¢na hodnota v/5.2 je 1.732478211. ...
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2 Uvod do numerického integrovani

U feSeni ruznych problému casto potfebujeme najit hodnotu urcitého inte-
gralu. To v8ak nemusi byt vzdy jednoduché, mnohdy ndm nepomohou ani metody
per partes ¢i substitucni metoda. V mnoha pripadech nemusi jit takovy integral
viitbec analyticky spocitat. Casto té7 sice symbolické Teseni existuje, ale muze
byt velmi néro¢né a zdlouhavé, oproti tomu numericka integrace muze byt velmi
snadnd. Muzeme téz mit funkci uréenou jen nékolika diskrétnimi body a jejich
funkénimi hodnotami, z ¢ehoz ur¢ity integréal standardnimi metodami také ne-
spo¢teme. Praveé k feSeni tiloh s témito zminénymi problémy se vyuziva numeric-

kého integrovani.

Nésledujici podkapitoly budou zaméfeny na nékolik moznych pristupt k této

problematice.

P1i tvorbé této kapitoly byly vyuzity zdroje [1| — [5], [3] — [13] a [15] = [18].

2.1 Newton-Cotesovy vzorce

Vychazi pfedevsim z myslenky, Ze velmi dobfe jdou integrovat polynomy.
Proto k funkci f sestavime interpola¢ni polynom P,, ktery budeme integrovat

misto f, tedy:

/b f(x)dz ~ /b Py (x)dz. 9)

a

U Newton-Cotesovych vzorcu se déle uvazuje, ze vSechny uzly jsou ekvi-

distantni, tj. predpokladame, ze jsou dany body a < ¢y < 1 < -+ < 1 <

Tp —

. . x
<z, < bsvlastnosti v; =xg+1i-hproi=0,...,nah= 0. Interpola¢ni

polynom k funkci f pak lze zapsat v nasledujicim tvaru:
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Pula) = 3 fla) - oio). e gala) = [] 2=
JFi

Dosazenim tohoto vyrazu do pfiblizné rovnosti (9) dostaneme tzv. Newton-

Cotesiv vzorec n-tého stupné:

b

[ f(a)dz ~ 20 w; - f(s),

a

b
kde w; = [ p;(x)dz, i =0,...,n, jsou integracni vdhy.

Dale bude predstaveno nékolik riznych pravidel, ktera vyuzivaji pravé Newton-
Cotesovy formule. Ty se jesté rozlisuji na formule uzavreného typu, kde je k vy-
poctim potieba znat funkéni hodnoty v obou krajnich bodech intervala (sem
spada napf. lichobéZnikové pravidlo), a formule otevieného typu, kde staci znat
funkéniho hodnotu néjakého bodu uvnitt daného intervalu. Ve vétsiné pripadii

se bere stied intervalu (sem spadéa napf. obdélnikové pravidlo).

Chyba H,, Newton-Cotesovych vzorcu se vypocte integraci chyby interpolace

En(2), 1.

1 F it
Hn:m-{f( )(n) - (xz —20) - ... - (x — ) d.

Zjednoduseni tohoto vyrazu neni snadné, je jej tfeba provést zvlast pro n sudé

a zvlast pro n liché. Podrobnosti lze nalézt napt. v [9].
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Pro n sudé plati

_ [P 7
Hn—m-afx-(x—xo)~...-(x—xn)dx

a pro n liché

_ )

n-m{(ﬁ—xo)(‘%—xn)dx,

kde & € (a;b).

2.1.1 Obdélnikové pravidlo

Jednéa se o nejjednodussi pripad, kdy je dana funkce f nahrazena konstantni

b
funkei. Zvoli se 1 uzel xq = a;_ , tj. stfed intervalu (a;b). Funkce f je tak

nahrazena polynomem 0. stupné, jak je ndzorné vidét na nasledujicim obrazku:

o
feeo 1 ’ e
y=fx)
a x; b X

Obrézek 1: Princip obdélnikového pravidla
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Interpola¢ni polynom je tedy ve tvaru

PO(x)Zf(a;b)

a s vyuzitim vyrazu pro chybu H,, poté dostavame:

fﬁ(g)_(4'b3—3~a-b2—3'b3—4~a3+3.a3+3_a2.b)
12

:f<a+b)(b_a)«F%(b3—3ab2+3a2b_a3):

1 (%50) -0t g O 0=

kde € € (a;b).

Ve vétsiné pripadi je v8ak postacujici ta ¢ast vzorce, ve které se nezaobirame

chybou, takze vysledny vzorec pak vypada nasledovné:

b a+b
ff(x)d:c%f( 5 )-(b—a).
Jak je vidét, pro priblizny vypocet integralu pak stac¢i znat pouze jednu

funk¢éni hodnotu, a to ve stfedu daného intervalu.

Na nize uvedeném Ptikladu 2.1 je nazorné predvedeno pouziti tohoto pravidla
v praxi. V Priikladu 2.2 je totéz zadani vypocitano standardné, tudiz se jedna
o presny vysledek, ktery slouzi k porovnani presnosti.
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8
Priklad 2.1. Vypocitejte dx pomoct obdélnikového pravidla.
ypocitej ! Wil p
3+ 8 11
8 5 11-+/2
[——do~——2 . (8-3)=—2_.5= V2 50 786387
3 V1+x 3+8 13 2-4/13 -
SN B

T

V4

8
Piiklad 2.2. Vypocitejte piesnou hodnotu [ dx.
3

t=+v1+«x
> 3421
xr dl’: X tl 1 :f .(2. /—1+$)dt:
1tz dt = ———dx 2
2-vV1+x

:2~2fg(t2—1)dt:2- E—t}i:%((%?—?))—(g—z)):
3

18 2 16 2 =

W — o0

Na obdobné myslence pak funguji i dalsi dvé metody, a to metoda levého (resp.
pravého) odhadu, kdy se nebere funkéni hodnota ve stfedovém bodé intervalu
(a; b), nybrz v krajnich bodech tohoto intervalu. U metody levého odhadu nas tak
zajiméa funkéni hodnota v bodé a a u metody pravého odhadu funkéni hodnota
v bodé b. Tim padem budou i vysledné vzorce témér totozné s vyse uvedenym

pro obdélnikové pravidlo, a to pro metodu levého odhadu

J f(@)de ~ f(a) - (b—a)
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2.1.2 Lichobéznikové pravidlo

V tomto pripadé se nahrazuje dané funkce f linearni funkci. Zvoli se 2 uzly, a to
konkrétné oba krajni body intervalu (a; b) = (x¢; x1). Funkce f je tak nahrazovana

polynomem 1. stupné, jak je nazorné vidét na nasledujicim obrazku:

i
Soxo) V-P()
. y=Ax)
fxn) -
a=xp b=x; X

Obréazek 2: Princip lichobéznikového pravidla

Interpola¢ni polynom je tedy ve tvaru

z—b T —a

Pi(e) = T fla)+ 17— (D)

a s vyuzitim vyrazu pro chybu H, poté dostavame:

b blTax—10 Tr—a 1 b
ffonte = [ |25 @)+ 522 f0)] dot - () flo =) (o= o =
a) ° b oo
R A P R
fla) [2° ORI ’
:a—b.{?_bix}a—'—b—a.[?_a'x]ajL
3 2 b
G R R R



) (B, @ fb) (P .,
= a=b (5—’9 5*“"’)*@'(5—“'5—5”)*

N GE (%—(aer) %+a~62—%+(a+b)~%—a2-b):
:%-(bz—2-b2—a2+2~a-b)+%-(b2—2-a-b—a2+2-a2)+
—1—@-%-(2 ¥—3-0"-(a+b)+6-a-0*—2-a>+3-a* (a+b)—6-a* b) =

:—%-(a2—2-a-b+62)+%~(b2—2-a-b+a2)—|—fl—(2€>-
(2:0*-3-a-0*-3-0®*+6-a-0*-2-a>+3-a>+3-a>-b—6-a>-0) =
() IR AY] f(b) . _a2_
T a1 -(a—10) +—2-(b—a) (b—a)
A (I 2 2 3y _
7 (0 =3-a-b*+3-a*-b—0a’) =
= O oy ey Ly
:@ (b )+@~(b ) fl—(;)'(b )? =
_b_a fu(g) 3
=— fl@)+ )] = == (b—a),
kde £ € (a;b).

Ve vétsiné pripadu je vSak postacujici ta ¢ast vzorce, ve které se nezaobirame

chybou, takze vysledny vzorec pak vypada nasledovné:

ff(a:)da:% b;a

a

- [f(a) + f(0)].

Jak je zde vidét, pro priblizny vypocet integralu pak staci znat pouze funkéni

hodnoty u dolni a horni meze.

Na Prikladu 2.3 je opét nazorné predvedeno pouziti tohoto pravidla v praxi,

pricemz presny vysledek pro srovnani je v Piikladu 2.2.
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Xz

v1i+zx

8
Piiklad 2.3. Vypocitejte [ dx pomoct lichobéeznikového pravidla.
3

8z 8—3 3 8 5 [3 8] 5 9+16
/ dr =~ . + — Sty == _
5 V1+x 2 V143 V1+38 2 |12 3 2 6

5 25 125 _

- . ="""=104

26 T 1 e

Ne vzdy vSak vysledek vyjde takto blizko skute¢né hodnoté, coz je demonstro-
vano na nasledujicich dvou prikladech, kde je nejprve spoc¢tena vysledna hodnota

ru¢né a nasledné pomoci lichobéznikového pravidla.

gf cos(a)dw ~ 2——2.. {cos (g) + cos (gwﬂ :g-(o+0) —0

V tomto pripadé se lichobéznik zdegeneroval na tsecku, tudiz jeho obsahem
vysla 0. V takovych piipadech se pak vyuziva sloZeniyjch kvadraturnich formuli,

o kterych pojednava podkapitola 2.1.4.
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2.1.3 Simpsonovo pravidlo

Neékdy se mu téz 1ika parabolické pravidlo. V tomto pripadé je nahrazovana
dané funkce f kvadratickou funkeci. Zvoli se 3 uzly, a to nejc¢astéji oba krajni
body intervalu (a;b) = (zo; x2) a také jejich stied. Funkce f je tak nahrazovana

polynomem 2. stupné, jak je nazorné vidét na nasledujicim obrazku:

Y

S -
Sxo) T

Sfix2) 1

a=xo X b=x, X

Obrazek 3: Princip Simpsonova pravidla

Interpola¢ni polynom je tedy ve tvaru

:(.T}_a—zi-b)_(g;—b>. ; _a) (z—b)

) (a—l—b )'f(a;b)+

f(a:):PQ(x)—l—ﬁ'(x—a)-(x—a;b)~(a:—b), (10)

kde € € (a; ).
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Tento vyraz (zatim bez ¢asti s chybou, ktera je odvozena dale) opét zintegru-

jeme pies interval (a;b):

a+b
jf(x)dx%j Ez aibg Z_: f(a)dx +
2
{b <a+§)x&a) ((a—i-bl)) _b) / <a—2Fb> dr +
2
, (z—a) (x_ a;rb) " N

Vzhledem k delsimu vypoc¢tu bude nize integrovana kazda ¢ast zvlast, pro vétsi

prehlednost i bez konstant, které by se jednoduse vytknuly.

1. Gast:
b
f(x—a;—b)-(x—b)dx:
_b—a t+a+b N _a+b_b—a
T 2 TT Ty T
—a a—>b b—a
—b= t = (t—1
=71 5 5 ( )
L _a+b 2
n 2 b—a
b—a
dr = 5 dt
a—>b 2 b—a 2
= t = =1 =b=>t= =1
r=a= 2 b—a v = 2 b—a
'b—a  b—a b—a (b—a)® !
= t t—1)- dt = 2 — H)dt =
(b—aP [ £1° _(b-a® (1 1 1 1\_(b-a2_(b-a)
8 3 2], 8 3 2 3 2) 8 3 __12



2. Cast:

3. Cast:




Dosazenim do vztahu (11) a Gpravami dostaneme:

b _ f(a) (b—a)?
aff(x)dIN atb , T F

+<a—2|—b_a) . (a—;b_b> '<(b6a)3>+(ba).]€bb)a—2kb) <bzza)3 -

e e () b-ay

Nyni je jesté tfeba se zamérit na vyraz pro chybu, ktery je uveden ve vztahu
(10). Jednou z moznosti je opét vyuzit vyraz pro chybu H,. Integrovani vyrazu
vyskytujictho se v Hs je uz celkem obtizné, proto vyuzijeme alternativni postup
popsany nize. Pro néj vsak budou potieba dveé véty, a to jiz vySe zminénéa Rolleova

véta (Véta 1.2) a nize uvedena Lagrangeova véta.
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Véta 2.1. (Lagrangeova o stredni hodnoté) Necht pro funkci f plati, Ze
a) f je spojitd na intervalu (a;b),

b) f md (vilastni nebo nevlastni) derivaci na intervalu (a;b).

F(b) = fla)

Potom existuje alespoti jeden bod c € (a;b) takovy, zZe f'(c) = b
—a

Dikaz této véty lze nalézt napt. v [7].

Véta 2.2. Necht f je redlnd funkce definovand na intervalu {a;b) a necht f©4
znaci cturtou derivaci funkce f, kterd je taktéZ definovand na intervalu {(a;b).

Potom plati vztah:

b

[swas =0 pa g (50 + o] - -5 o, az

6 2 2880

a

kde € € (a;b).

Diikaz. Zavedeme substituci vyuzivanou jiz pii upravach vyse, tedy

_b—a.t a+b

= te(—1;1
x 2 + 2 ) 6 < ) >7
. : : b—a a+b
a definujeme funkci F'(t) jako F(t) = f 5 t+ 5 ) Potom dostaneme:

jf($>d$—b;a~ [f(a)+4~f(a;b> +f(b)] -
— b;a _ (_j; F(T)df—%.[F(—1)+4.F(0)+F(1>])_ (13)

Déle zavedeme funkci ¢ — G(t) predpisem

t

G(t) = [ F(r)dr — % (F(—t) +4-FO) + F(t), te(~11).

-G(D).

Je ziejmé, 7ze prava strana vztahu (13) je rovna
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b—a

Nyni ukdZeme, ze vyraz

- G(1) je shodny s pravou stranou vyrazu (12)
pro né&jaké € € (a;b). K tomu si definujeme nasledujici funkci:

H(t) = G(t) —t°-G(1), te(—1;1),
a opakované aplikujeme Rolleovu vétu na funkci H. Z vlastnosti funkce f a protoze
H(0) = H(1) = 0, existuje ¢; € (0;1) takové, Ze H' (¢;) = 0. Protoze takeé
H'(0) = 0, existuje (& € (0;¢;) takove, ze H' (() = 0. Opét H'(0) = 0, takze
existuje G5 € (0; () takové, ze H' ((3) = 0. Protoze

t

G"(t) = —5 - [F"(t) = F"(-1)],
plati, ze
H(G) = —% [F7(G) = FT(=G)] =60 G- G(1).

Aplikovanim Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté na funkci F zjistime, 7Ze existuje

(4 € (—Cg; Cg) takové, ze

2
H”(G) = =32 [2 G- FO(G)] — 60-G-G(1) = ~ =58 - [F9() + 90 G(1)].
Jelikoz H" ((3) = 0 a (3 # 0, tak dostaneme
1 b— a)*
G1) = - F0(c) = - L e

—a
Po dosazeni do vztahu -G(1) uz dostaneme vyraz, ktery je uveden na pravé

strané vyrazu (12). O
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Vzorec pro Simpsonovo pravidlo véetné chyby tedy vypada:

Frtayr =250 [+ a5 (50) +s0] - L3015

kde & € (a;b).

Ve vétsiné pripadu je vSak opét postacujici ta ¢ast vzorce, ve které se nezao-

birame chybou, takze vysledny vzorec vypada nasledovné:

b b—a

fronte =50 (@ a- £ (“52) + )]

a

Jak je zde vidét, pro priblizny vypocet integralu pak staci znat pouze funkéni

hodnoty u dolni a horni meze a ve stfedu tohoto intervalu.

Na Prikladu 2.6 je opét nazorné predvedeno pouziti tohoto pravidla v praxi,

pricemz presny vysledek pro srovnani je v Piikladu 2.2.

xz

V4

8
Priklad 2.6. Vypocitejte f dx pomoct Simpsonova pravidla.
3

3+8
x 8—3 3 5 8

8
: +4- —-
3f I+ 6 V1+3 \/1+3+8 V1+8
2

i

+ = 10.663147

b | o
+
.
—_
o] 5
ol oo
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Poznamka 2.1. Jak je widét, nejpresnéjsiho vysledku bylo dosaZeno pouZitim
Simpsonova pravidla, tedy metody s nejuyssim stupném interpolacniho polynomu
(ze zde uvddéngch). Dalo by se tak predpokldadat, Ze pri pouZiti Newton-Cotesovijch
vzorci odvozenyjch z interpolacnich polynomai vyssich stupni bude viysledek pres-
néjsi. Toto by platilo napt. pokud md funkce f na intervalu {(a;b) vSechny deri-
vace omezené stejnou konstantou M (viz. Poznamka 1.4). Obecné to vsak neplati,

coZ je vidét napt. na tzv. Rungeho pfikladu (viz napt. [17]).

2.1.4 SloZené kvadraturni formule

Jak je ukazano v Prikladu 2.5, vySe odvozené vzorce mohou obcas davat uplné
nesmyslné vysledky. Proto se pro presnéjsi vypocty integralii pouzivaji i tzv.

sloZené kvadraturni formule, které vzniknou ,slepenim® vyse uvedenych pravidel.

2.1.4.1 SloZené obdélnikové pravidlo

Vznikne jednoduse tak, ze dany interval (a;b) se rozdéli na n podintervali
(xi1;m;), 1 =1,...,n, pficemZ na kazdy z nich se aplikuje obdélnikové pravidlo,

jak je vidét na nasledujicim obrazku:

y=fx)

N

a=xp Xj X2 X3 b=xy4 X

Obréazek 4: Princip slozeného obdélnikového pravidla pro 4 podintervaly
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Jak je jiz vySe odvozeno, pfiblizna hodnota integralu pii pouziti obdélniko-

2

obdélnikové pravidlo vznikne tak, Zze spo¢itdme hodnotu pro kazdy podinterval

b b
vého pravidla se po¢ita podle vzorce [ f(z)dx ~ f (a + ) - (b — a). Slozené

<$Z’,1; .I'Z'>, 1= 1, e,y zvlast:
o Ti—1 + X
f flz)dr ~ f <T) (w5 — ).
Ti—1

Tyto hodnoty poté staci secist, vysledny vzorec pak bude vypadat nasledovné:

b
b— - i—1 1T T
[ e S () (1)

kde n je pocet podintervali.

Jesté je zde potfeba zminit chybu. Obecné pfi vypoctech odhadu chyby New-
ton-Cotesova vzorce k-tého stupné v praxi se ¢islo f(™(&;), kde & € (zi_1;2;),
ohrani¢i hodnotou

M;,, = max ‘f(m)(x)},

’ TE(Ti—1;%;)

kde m =k + 1, resp. m = k + 2.
Jelikoz je slozeny vzorec prostym souctem jednoduchych vzorct, pak je i celkova

chyba integrace Ry(f) souc¢tem jednotlivych chyb R;x(f), tj.

Jestlize je funkce f(™(z) spojita na intervalu (a;b), pak existuje bod ¢ € (a;b)
takovy, ze

> [M(&) =n- f(E).

=1
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Téchto poznatki se dale vyuzije pro odvozeni celkové chyby integrace, pricemz

fm (), kde € € (a;b), se pii vypoctech v praxi nahrazuje ¢islem

M,, = max ‘f (2)]. (15)

z€(a;b)

V pripadé obdélnikového pravidla se jedna o Newton-Cotestuv vzorec 0. stupné,

tj. £ =0, a pro odhad chyby plati

|R0(f)|§M2'n'%:Mz'u (16)

kde podle vztahu (15) je My = max |f |

x€(a;b)

Slozené obdélnikové pravidlo bude ilustrovano na nasledujicim piikladu s roz-

délenim na 4 podintervaly. Presny vypocet je uveden v Prikladu 2.2.

8
Piiklad 2.7. Spocitejte [

T
3 V1t

s rozdélenim na 4 podintervaly a odhadnéte chybu.

dx pomoci sloZeného obdélnikového pravidla

Rozdélime tedy nas ptvodni interval (a;b) = (3;8) na 4 podintervaly, tj. body
a = xg,T1, T, 23,4 = b. Dostaneme intervaly (3;4.25), (4.25;5.5), (5.5;6.75)
a (6.75;8). Dosazenim do vztahu (14) dostéavame:

8
J
3
8§—-3 3.625 4.875 6.125 7.375

R~ + = 10.674887.
4 V1+3.625 \/1—1—4875 V1+6.125 /147375 -

Je videét, ze vysledek je jiz mnohem presnéjsi nez jednoduchym obdélnikovym
pravidlem, ktery vysel v Prikladu 2.1 priblizné 10.786387. Pro odhad chyby
je potieba spocitat druhou derivaci dané funkce a najit jeji maximum na in-
tervalu (3; 8):
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" " 7
ax |f(z)] = |1 3)| = 155
Odhad chyby je tedy po dosazeni do vztahu (16)
7 (8-3)° .
< —- = 0. .
|Ro(f)] < 158 91 12 0.017802

Priklad 2.8. Urcete, kolik podintervali je potreba zvolit u sloZeného obdélniko-
vého pravidla, aby bylo garantovdno, Ze bude absolutni hodnota chyby pri pribliz-

X

V1+x

8

ném vypoctu integrdalu [ dz mensi nez 0.00001.
3

(b—a)’

24 - n?

kromé M, a n zadané, ale My je spocteno v pfedchozim prikladé a n je nasSe

Vyjdeme zde opét ze vztahu |Ry(f)| < Ma-

, kde jiz jsou vSechny hodnoty

hledana nezndmaé. Dostavame tak nasledujici vztah:

7 (8-3)
—. < 0.00001.
128 20z =0

Tento vztah dale upravime a ziskdme tak hledané n:

875

7y 3 < 0-00001,
n

o 875

— 3072 -0.00001°
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875
0.03072°

n? >

n > 168.769289 = 169.

Aby bylo garantovano, ze bude absolutni hodnota chyby pii priblizném vypoctu

mensi nez 0.00001, je potieba alesponn 169 podintervali.

2.1.4.2 SloZené lichobéznikové pravidlo

Idea je zde stejna jako u slozeného obdélnikového pravidla. Interval (a;b)
se tedy rozdéli na n podintervali (x;_1;x;), @ = 1,...,n. Na kazdy z téchto

intervalt se pak aplikuje lichobé&znikové pravidlo:

y=Ax)

a=xop Xj X2 X3 b=xy4 X

Obrazek 5: Princip slozeného lichobéznikového pravidla pro 4 podintervaly

Vzorec pro libovolny podinterval pak vypada nésledovné:

I f@de T () + f ),

Ti—1
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Potom pro celkovy interval (a;b) lze psat:

b n  x;

[fade =3 [ fayz~ 3 DI () + ().

a i:lmi_l

Tento vzorec lze jesté upravit za pouziti myslenky, ze vSechny funkéni hodnoty

bodti, mimo krajni body a a b, budou ve vypoc¢tu vzdy dvakrat, tzn.:

Co se tyka chyby, opét se vyuzije vztaht uvedenych u slozeného obdélnikového
pravidla. V ptipadé lichobéznikového pravidla se jedné o Newton-Cotestiv vzorec

1. stupné, tj. k = 1, a pro odhad chyby plati

(b—a)’
12 - n3

(b—a)’

< “n- ~ 7
R < My o —

= My - (18)

kde podle vztahu (15) je My = max |f”(:1;)|.

x€(a;b)

Na Prikladu 2.9 je nyni uveden vypocet pomoci slozeného lichobéznikového
pravidla. Pti pouziti jednoduchého lichobéznikového pravidla v Prikladu 2.5 vysla

priblizna hodnota integralu velmi nepresné, konkrétné 0. Rozdélime tedy ptivodni

) T 3 _ s 3
interval 5; 3 -7 ) na dva podintervaly, a to <§;7r> a ( m; 3 ).
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[N

-

Priklad 2.9. Spocitejte [ cos(x)dx pomoci sloZeného lichobéznikového pravidla

w\:l%

s rozdélenim na 2 podintervaly.

Dosazenim do vztahu (17) dostavame:

5 3 T
57"' —_— —_— —
[ cos(z)dx ~ 2 55 2~[cos <g>+2-005(77)+005 (gw)] =
7r m T
02 (- 40 =" () =T = 1571
1 042-(—=1)+0] 1 (—2) 5 57

Jak je ziejmé, tento vysledek je jiz mnohem blize skutecné hodnoté —2. Jesté

blize skutecné hodnoté bychom se dostali v pripadé rozdéleni na vice podintervalii.

Jesté je dale také uveden piiklad na vypocet pomoci slozeného lichobézniko-
vého pravidla s rozdélenim na 4 podintervaly a s vypoc¢tem odhadu chyby. Piesny

vypocet je uveden v Prikladu 2.2.

X

V1+x

s rozdeélenim na 4 podintervaly a odhadnéte chybu.

8
Priklad 2.10. Spocitejte [ dx pomoci sloZeného lichobézZnikového pravidla
3

Rozdélime tedy néas puvodni interval (a;b) = (3;8) na 4 podintervaly, tj. body
a = xg,T1,Ts, 3,24 = b. Dostaneme intervaly (3;4.25), (4.25;5.5), (5.5;6.75)
a (6.75;8). Dosazenim do vztahu (17) dostavame:

T

| i

dr ~

_8-3 [ 3 49 < 4.25 . 9.5 n 6.75 ) L 8 } N
2-4 |[V1+3 V14425 1455 1+6.75 V1+38
= 10.650168.
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Je vidét, ze vysledek je jiz mnohem pfesné€jsi nez jednoduchym lichobéznikovym
pravidlem, ktery vygel v Piikladu 2.3 pfiblizné 10.416. Pro odhad chyby je t¥eba

spocitat druhou derivaci dané funkce a najit jeji maximum na intervalu (3; 8):

f/(‘”):(ﬂi—x): 11+.7c_2- (fm)?»’

’

f"(x)— 1 _ T . 1 n 3-x
S \WVifz 2. (1+x)3 B (1+z)3 4-\/m’

" " 7
Juax ()] = [/ G3)] = 155
Odhad chyby je tedy po dosazeni do vztahu (18)
7 (8-3) .
< —- = 0. .
R < e O 00356

Priklad 2.11. Urcete, kolik podintervali je potieba zvolit u sloZeného lichobéz-
nikového pravidla, aby bylo garantovdno, Ze bude absolutni hodnota chyby pri

T

vi+zx

dxz mensi nez 0.00001.

8
priblizném vypoctu integrdlu [
3

(b—a)’
12 - n?
kromé M, a n zadané, ale My je spocteno v predchozim prikladé a n je nasSe

Vyjdeme zde ze vztahu |Ry(f)] < Ms - , kde jiz jsou vSechny hodnoty

hledana nezndmaé. Dostavame tak nasledujici vztah:

7 (8-3)7
— 2 (. 1.
128 12-n2 — 0-0000

Tento vztah dale upravime a ziskdme tak hledané n:

875
——2  <0.00001
1536 - n2 = ’
o 875

~ 1536 - 0.00001°
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875

n? > :
0.01536

n > 238.6758174 = 239.

Aby bylo garantovano, Ze bude absolutni hodnota chyby pii priblizném vypoctu

mensi nez 0.00001, je potieba alespon 239 podintervalii.

2.1.4.3 SloZené Simpsonovo pravidlo

I v tomto piipadé je zakladni idea stejna. V tomto pfipadé se interval (a;b)
rozdéli na sudy pocet podintervali. Tim padem dostavame celkem 2 - n bodi.
Poté opét na kazdy podinterval aplikujeme Simpsonovo pravidlo, vSe je opét

dobfe vidét na nasledujicim obréazku:

y=Ax)

a=xp Xj X2 X3  b=xy x

Obrézek 6: Princip slozeného Simpsonova pravidla pro 4 podintervaly
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Miizeme pak tedy pséat:

ff@de = T fayde + | f@de + ot T e
Po tupravé dosazenim Simpsonova vzorce do kazdého integralu zvlast dostavame:
f ot~ 2D ) 4 o) + fla)] 4ot
+M [f(@2n—2) +4- f(x2n-1) + f(z20)].

6:-2-n

Vzorec lze jesté zjednodusit tak, Zze vSechny stfedové funkéni hodnoty jed-
notlivych intervalti bereme ¢tyfikrat (viz. zakladni vzorec Simpsonova pravidla),
krajni body a a b jedenkrat a vSechny ostatni krajni body jednotlivych podin-
tervali vyjma dvou zminénych se zapocitavaji vzdy dvakrat, takze vzorec lze

upravit na nasledujici finalni tvar:

[ rwie= iy [f(xo) PN Fain) 4203 f@) + f(e)|.

(19)

Ohledné chyby se opét vyuzije vztahu uvedenych u slozeného obdélnikového
pravidla. V tomto pripadé se jedna o Newton-Cotesiiv vzorec 2. stupné, tj. k = 2,
a pro odhad chyby plati

b—ap _, (b—a

R SMyn ———= = " 9RR0) . A
[Ro(f)] < My-n 90 -25.n5 * 2880 - nt’

(20)

kde podle vztahu (15) je M, = max |f(4)(x)}.

x€{a;b)
I zde je jesté uveden piiklad na vypocet pomoci slozeného Simpsonova pravi-

dla s rozdélenim na 4 podintervaly a s vypoc¢tem odhadu chyby. Pfesny vypocet

je uveden v Piikladu 2.2.
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8
x
Priiklad 2.12. Spocitejte dx pomoci sloZeného Simpsonova pravidla
ng vi+zx

s rozdélenim na 4 podintervaly a odhadnéte chybu.

Rozdéli se tedy puvodni interval (a;b) = (3;8) na 4 podintervaly, tj. zvoli se
8 bodu a = xg, 1, X2, X3, T4, Ts5, Tg, T7, xg = b. Dostaneme néasledujici intervaly:
(xo; x2) = (3;4.25), (wa; x4) = (4.25;5.5), (x4;26) = (5.5;6.75), (x¢; xs) = (6.75; 8).

Dosazenim do vztahu (19) dostéavame:

j x 8—-3
3 V 1+ ZC ~ 6-4
[ 3 ! ( 3.625 n 4.875 n 6.125 n 7.375 )
v14+3 V143625 1+487 1+6.125 /1+7.375
4.25 5.5 6.75 8
+ = 10.666647.
(\/14-42 \/1+55 \/1—|—6.75) \/1+8} -

Je vidét, ze vysledek je jesté o néco presnéjsi nez jednoduchym Simpsonovym pra-
vidlem, ktery vysel v Prikladu 2.6 priblizné 10.663147. Pro odhad chyby je tieba

spocitat ¢tvrtou derivaci dané funkce a najit jeji maximum na intervalu (3; 8):

f’(fb’)=<\/ﬁ—x): 11+:1c_2- (9i+x)3,

(@) = 1 x _ 1 . 3-x
= \/1—1-—.73 2. /(I +a) B (1+z)3 4- (1+x)5a

!

I

l\DICO

)= (et
U VO+2)? 4 /A +a)p
+Z-(1-(1+x)_g+x-( g) (14 2x)”

1\7\\1

)_ 9 152
4-/ A+ 8 /1+az)7

’

o 9 15 45 i
f()(x)_<4- 14235 8- (1+x)7>_ 5 e
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—%5- (1-(1+x)5+a:- <—g) -(1+x)3> =

15 105 -z

Ty Ot ay 16 JOrar

10070801

max /()] = [/YG) = z55000000

z€(3;8)

Odhad chyby je tedy po dosazeni do vztahu (20)

10070801 (8 —3)°

Fef)] = 500000000 2880 - 44

= (0.000085.

Je zfejmé, Ze vypocitand hodnota pomoci slozeného Simpsonova pravidla
se lisf od skuteéné hodnoty o mensi hodnotu chyby, nez vysla maximalni chyba,

v tomto pripadé je navic jiz opravdu velmi mala.

Priklad 2.13. Urcete, kolik podintervali je potreba zvolit u sloZeného Simpsonova

pravidla, aby bylo garantovdno, Ze bude absolutni hodnota chyby pri priblizném

8
vgpoctu integrdlu [ dz mensi nez 0.00001.

x
3 V1t
(b—a)®
2880 - nt’
kromé M, a n zadané, ale M, je spocteno v pfedchozim prikladé a n je nasSe

Vyjdeme zde ze vztahu |Ry(f)] < My - kde jiz jsou v8echny hodnoty

hledana nezndmaé. Dostavame tak nasledujici vztah:

10070801 (8 — 3)?
: < 0.00001.
500000000 2880 - nd =

Tento vztah dale upravime a ziskdme tak hledané n:

10070801
< 0.00001
460800000 - n* — ’
4 10070801
>

"= 460800000 - 0.00001"
47



4 - 10070801
nt >
4608

n > 6.837351 = 1.

Aby bylo garantovano, Ze bude absolutni hodnota chyby pii priblizném vypoctu

mensi nez 0.00001, je potieba alespon 7 podintervali.

2.2 Gaussovy vzorce

V minulé podkapitole popsané Newton-Cotesovy vzorce (pouzivajici n + 1
ekvidistantnich uzlid) integruji obecné presné polynomy jen do n-tého stupné.
Navic je dokazané, ze limitni pripad polynomu pro n — oo nemusi vzdy odpovidat
hledané hodnoté ur¢itého integralu (tj. Newton-Cotesovy vzorce nejsou obecné

konvergentni).

Proto se vyuzivaji kromé Newton-Cotesovych vzorci také Gaussovy vzorce,
u nichz nejsou uzly voleny ekvidistantné. Jejich vyhodou je to, ze Gaussiv vzo-
rec vyuzivajici n + 1 uzla integruje presné polynomy az do fadu 2 -n + 1 (toto
¢islo se nazyva algebraicky 7ad presnosti), tedy jedna se priblizné o dvojnasobek
proti Newton-Cotesovym vzorctiim, kde byl fad pfesnosti n. Dulezitou vlastnosti
Gaussovych kvadraturnich formuli je také to, Ze oproti Newton-Cotesovym vzor-
cim s rostoucim poctem uzli konverguji k presné hodnoté integralu. Naopak

jejich nevyhodou je komplikovanost hledéni uzlovych bodi.

Misto puvodni ulohy (9) uvazujme v této kapitole obecngjsi ulohu

b

/w(x) - f(z)dr =~ Z A; - f(xy), (21)

a

kde neznamymi jsou x; a A;, i = 0,...,n, a w je tzv. vahovd funkce, tj. funkce

nezapornd a integrovatelnd na intervalu (a;b) spliwjici w(z) > 0 skoro vsude
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a {(a;b). U Gaussovych vzorct nebudou uzly x; voleny ekvidistantné, ale budou

to kofeny polynomu ortogonélnich na (a;b) s vahou w. Po nalezeni téchto uzla

b
se poté spoctou konstanty 4; = [w(z) - l;(x)dz, kde I;(z) jsou fundamentélni

a

polynomy z Lagrangeova interpola¢niho polynomu.

Pro zavedeni Gaussovych vzorcu je tedy potieba nejprve definovat pojem

ortogonalni polynomy.

Definice 2.1. Posloupnost polynomi {®,} nazveme ortogondlni na intervalu

(a; b) vzhledem k vahové funkci w, jestlize plati

w(z) - Pp(x) - Pp(x)dr =0 prom #n,

8 =

w(z) - Pp(x) - Pp(z)de >0  prom =n.

8~

V nésledujici vété jsou uvedeny dvé dilezité vliastnosti koeficientt Gaussovych

kvadraturnich formuli.

Véta 2.3. Pro koeficienty Gaussovy kvadraturni formule plati:

CL) A; >0, 1=20,...,n,
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Diikaz. a) Stupen presnosti Gaussovy kvadraturni formule je 2 - n + 1, jak jiz
bylo vyse zminéno. Z toho plyne, Ze jsou tyto formule pfesné i pro polynomy ZJQ-,

7 =0,...,n, které jsou stupné 2 - n:

HOE ((m - ;3+.1Lz)+1<xj))2'

w(x) - I3 (z)dx pak lze psat:

8 —o

Pro vypocet integralu I(13) =

Jw(x) - 3(x)de = ZA HERE

0 o
Protoze vime, ze [;(x;) = 6;; = { 1’ i 7_é‘7 pro i,7 =0,...,n, mizZeme psat:

b
= [w(z)-B(z)de, j=0,...,n,

pricemz vSechny tyto koeficienty musi byt diky vlastnostem funkei w(z) a [;(x)

vétsi neZ nula.

b) Pokud aplikujeme Gaussovu kvadraturni formuli, tj. vztah (21), na funkci

f(z) = 1, pro niz je samoziejmé kvadraturni formule presna, tak hned dostaneme:

1=0

b
J w(x) 1d:13—ZA 1,

n

fw(:v)d:z: => A

=0

V nasledujici vété je ukazano, ze Gaussovy formule konverguji k presné hod-

noté urcitého integralu.
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Véta 2.4. Necht w je vahovd funkce na uzavieném, omezeném intervalu {(a;b)
a necht f je na intervalu (a; b) spojitda. Pak Gaussiv kvadraturni vzorec konverguje

pron — oo k presné hodnoté integralu.

Diikaz. Protoze f je na intervalu (a;b) spojité, existuje pro libovolné € > 0 po-
lynom P takovy, ze pro kazdé = € (a;b) je |f(x) — P(z)| < e. Stupenn tohoto
polynomu oznac¢me N.

Vyjadiime-li chybu R(f) Gaussovy formule, pak ziskdme

f da:‘—ZA f(x) f (z)dx — [w(x)-

f x)dr — ZA P(z;)| +

=0

Nyni odhadneme vSechny tii vyse uvedené ¢leny:

<e- fw(x)dm.

a

fole) - () - Pla)de

Z vlastnosti b) z predchozi véty 2.3 plyne, ze

n

Z A - [P(xz) - f(xz)]

=0

n

<€-2Ai:6-fw(x)d$

=0

N
Navic, je-li n > Ny, kde Ny je cela ¢ast z 5 pak Gaussova formule integruje

polynom P presné, a tedy

w(zx) - P(x)dr = Xn: A; - P(x),  jellin> N

1=0

8=

Celkem tedy
b
|IR(f)| <2-e- [w(x)de  pro kazdé n > Ny,

¢imz je tvrzeni véty dokazané. O]
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V praxi se pouzivaji Gaussovy kvadraturni formule jako slozené vzorce, tzn.
abychom dosahli vétsi presnosti, rozdéli se interval (a;b) na nékolik podintervali

a integrél se poté pocita jako soucet jednotlivych dil¢ich integrali.

Nyni se jiz budeme zabyvat Gaussovymi kvadraturnimi formulemi pro kon-

krétné zvoleny interval (a;b) a vahovou funkci w(z) = 1.

2.2.1 Gaussovy kvadraturni formule s vyuzitim Legenderovych poly-

nomu
Legenderovy ortogonalni polynomy jsou pro n = 0,1, ... definované predpi-
sem
1 dar
P,(x) = — (2 = 1)"],
(z) 2" - n!  dzn [(x ) ]
pfi¢emz jsou ortogonalni s vahou w(z) = 1 na intervalu (—1;1). V pripads,

7e bychom integrovali na jiném intervalu, bylo by potfeba provést linearni trans-
formaci zavedenim substituce

2-x—b—a

- b—a

¢imz transformujeme puvodni integral na

b 1
/f(a:)dx:b;a~/f<b;a-t+b;a)dt. (22)
a —1

Véta 2.5. Necht f je redlnd funkce, kterd md na intervalu (—1; 1) omezenou deri-
vaci Tadu 2+ (n+1), kde n € N. Pak pro chybu Gaussovy-Legenderovy kvadratury
plati vztah

R = | [wlo) 1@)te =30 4 f@)| € G [ (wmao)elo—z, Pl
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kde xog < x1 < - -+ < x, jsou koTeny Legenderova polynomu a § je takovd hodnota,

Ze pro kazdé x € (—1;1) plati ‘f@'"”)(a:)‘ < Q.
Dikaz této véty lze nalézt napt. v [1].
V dalsi ¢ésti jsou odvozeny Gaussovy kvadraturni formule pouzivajici 2 a 3

uzly s vyuzitim vyse zminénych Legenderovych polynomi. Pro 2 uzly dostavame

obecné tuto kvadraturni formuli:

/ F(2) - w(@)de ~ Aq - f(z0) + Ar - fla). (24)

Protoze jsou potieba 2 uzly kvadraturni formule, odvodime a najdeme koteny

Legenderova polynomu Ps(z):

1 A, o
PO(:E) 20 0' : w [(I - 1) i| - ]-7
P(@) = gy @ -1 =2 2 e =
R TRSTRN Il A Tt
1 2, o 1 &, ,
B =55 g [@7 _1>]_§'?[:’: —2a4l =
| 1 1
:§-di[4x—4 x] = 3 (12-x2—4):§-(3-a:2—1)

Najdeme koteny polynomu P,(z):

1
B322=1)=0 = 3-22-1=0 = x2:§ = r=44/-=+"—.

N | —
w
w0

3
Dostali jsme tedy kofeny zy = —\/?— axr, = 5 Déle se vypocitaji prislusné

Lagrangeovy fundamentalni polynomy:
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(w0 — 1) V3 V3 23 23
33 3
VB VY VB 1
T\ ) Ty 2
(o — 20) (x—l—? (ZC—F?) 3-<x—|—\/—§
R i Vi V3 2v3 2.3
33 3
V3 v3) V3 1
:7'<I+?>:7'$+§.

Af(£>d _
(200

wed(F e
(£42)

-1

Dosazenim do vztahu (24) dostaneme kvadraturni formuli ve tvaru:

/f(x)dx ~ f (J/;) +f<

V3

3

).
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Geometricky si tuto formuli lze predstavit takto:

—

Obrazek 7: Princip Gaussovy formule o 2 uzlech Legenderova polynomu

1

Piiklad 2.14. Vypoctéte hodnotu integrdlu [ (z*—3-2%)dxz pomoci vyse odvozené
“1

formule, porovnejte s jeho presnou hodnotou a odhadnéte chybu.

V3

Spocteme si nejprve funkéni hodnoty v bodech zy = —5 axr = ?:

V3 \/54 \/529 3 72 8
f(“?>:<"§>‘3<“?):5f35:—a:‘@

V3 V) va\" 9 .3 72 8
f(?)i(?)—3<zﬁ EETERR A TR}

Nésledné uz jen dosadime do kvadraturni formule (25):

’ 1
_j;($4—3'x2)dx%—§—g:——6:—1.

=

|

9
25



Nyni jesté pro kontrolu vypocitdme pfesnou hodnotu integralu:

Déle jesté musime odhadnout chybu. Proto je potfeba spocitat hodnotu ctvrté

derivace funkce f:
fl@)=(@"=3-2%) =4-2°—6-x,
fl@)=(4-2° —6-2) =12-22 -6,
F(w) = (1202 — 6) —24-w,
fO(z) = (24-2) =24.
Vime, ze
[fO(@)] < 24, tj. Q=24

Pro hledanou chybu plati podle vztahu (23) odhad




Na nasledujicim piikladu je jesté ukazano pouziti transformace na pozadovany

interval (—1;1). Pfesny vysledek je spocten v Piikladu 2.2.

8
Priklad 2.15. Vypoctéte hodnotu integrdlu [

T
3 V1+aw

dx pomoci vyse odvozené

formule pro 2 uzly.

Nejprve tedy vyuzijeme vztahu (22), ¢imz dostavame vyraz:

8§—3 7j+8—|—3 5} ‘ot 11
8 8—3 1 5 it 5 L gttt
i S - 2 2 dt:_.fudt
5 Vit 24 \/1+8_3 EEE 2 5 /5 p, 13
2 2 2 2
3 3
Déle si spo¢teme funkéni hodnoty v bodech zy = —% axr = %:
5o(_v3), 1 5.3 11
V3 2 3 2 —T—I—?
5[ V3), 1 _5-v3 13
2 3 2 6 2
5 3 11 5-v3 11
2 £+7 )
= 3 =6 = 2.463588.
\/ f 13 \/5-\/3+ 13
3 2 6 2
Nakonec dosadime do kvadraturni formule (25)
) 11
5 1 5'75‘1‘? 5
— - f ————=dt ~ = - (1.803991 + 2.463588) = 10.668949.
2 5 /5 t—|—13 2 -
2 2
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Dale je jesté odvozena formule pro 3 uzly, pro néz dostavame obecné tuto

kvadraturni formuli:

1

/ F(2) - w(@)dz ~ Ao f(w0) + Ar - F(a1) + Ag - F(an). (26)

-1

Protoze potfebujeme 3 uzly kvadraturni formule, najdeme koteny Legenderova

polynomu Ps(z):

1 d? 1 &

- Y 21 e .2 6 a4 2 1] =

Pg($)—23.3! e [(z 1)]—24 e [2° =32 4+3-2° - 1] =
1 d? 1 d

= —[6-2°—12-2°4+6-2]= — - —1[30-2* —36-22+6] =
2 a0t TGl = o g B = +6)

1
:ﬂ-(120-x3—72-x) =5-2% -3 .
Najdeme kofeny polynomu Ps(z):

5.2°—-3-2=0 = z-5-22-3)=0 = 1,=0

5.-22-3=0
5-22=3
22 =0.6

219 = £0.6

Dostali jsme tedy koteny zg = 0, 1 = v/0.6 a x5 = —+/0.6. Dale se vypocitaji

piislusné Lagrangeovy fundamentalni polynomy:
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lo(l’) =

(2 —21)-(x—23) _ (2 —+0.6) (x+06) _
(o — 1) (o —x2)  (0—+0.6)-(0++0.6)

0 D )
5 (22 4+ 0.6 -2 — 0.6 -2 —0.6) = ~3 - (x? 06):—§-$ +1,

V) — ) ) (2= 0)-(a + VOB)

(w1 —70) - (w1 —73) (V0.6 —0)- (V0.6 +0.6)
@ VOB ) = 2 (a4 VOB ),

by(z) = (z—xo)- (z—11) _ (z —0) - (z = V0.6) _
(2 —x0) - (12 —11)  (=/0.6 — 0) - (—/0.6 — 1/0.6)
:%.%.(352_\/@ x):g-(:ﬁ—m x)

Alz_fj(g (:L'Q—l—\/ﬁ‘x))dx:g [%3+\/m%2]11:
() (222
e (et [ ] -

29



1

Piiklad 2.16. Vypoctéte hodnotu integrdlu [ (x*—3-2%)dx pomoci vyse odvozené
“1

formule, porovnejte s jeho presnou hodnotou a odhadnéte chybu.
Spoéteme si nejprve funkéni hodnoty v bodech zp = 0, 27 = V0.6 a 25 = —v/0.6:
f(0)=0"-3-0*=0,
F(V0.6) = (v0.6)" —3- (v0.6)" = 0.36 — 3-0.6 = —1.44,
F(=0:6) = (—0.6)" =3+ (—10.6)" = 0.36 — 3-0.6 = —1.44.

Nésledné uz jen dosadime do kvadraturni formule (27):

1
[(a*=3-22)de~ = -0+ ~(—1.44)+g~(—1.44):—1.6.
-1

©| oo
O ot

Toto je i presna hodnota integralu, coz je spocitano v Ptikladu 2.14. Pro odhad

maximalni chyby je potieba spocitat hodnotu Sesté derivace funkce f:
f@(z) = (24 - x)" = 24, (vypocet v Prikladu 2.14)

FO() = (24) =0,

Vime, ze
|FO ()| <0, tj. Q=0.

Pro hledanou chybu plati podle vztahu (23) odhad

IR(f) < (2 +0)2- (z — v0.6) - (2 + v0.6)%dz = 0.

,L\,_.

(2-3)1
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Na nasledujicim piikladu je opét ukédzano pouziti transformace na pozadovany

interval (—1;1). Pfesny vysledek je spocten v Piikladu 2.2.

8
x
Priklad 2.17. Vypoctéte hodnotu integrdlu dx pomoci vyse odvozené
!v1+x

formule pro 3 uzly.

Nejprve tedy vyuzijeme vztahu (22), ¢imz dostavame vyraz:

8§—3 t—|—8+3 ) t—i—ll

; §—-3 L Tttt 5 L gttty
[ty = N — 2 =2 [ -2__2 g
VAR 2 5 \/1+8—3 L 843 2a 518
2 2 2 2

5 11 11
S04 = -
F(0) = -2 2__ 2 9157277,
S 18
2 2 2
11
> o6+ 4
F(/0.6) = 25 213 = 2.560278,
5 -4/0.6 + ?
5 11
— - (—\/ 0.6) + ?
F(=/0.6) = = 1.668124.

5
5 1 gtts 5 (8 5 5
S22 gta 2. (221572774 2 - 2.560278 + - - 1.668124 | =
A e T N "9 9

= 10.666731.
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2.2.2 SloZené kvadraturni formule

Stejné jako u Newton-Cotesovych vzorcu i zde muzeme uvazovat vypocty po-
moci slozenych vzorci. Rozdélme obecny interval (a; b) na celkem &k podintervali
(xj_1525), 7 = 1,...,k, j > 2, pficemz vSechny tyto podintervaly budou mit

b—a

stejnou délku h = . Vzhledem k aditivité urcitého integralu plati vztah

[t =% | s

kde z; =a+j-h,j=0,... k.

Abychom mohli pouzit Gaussovy vzorce, pfevedeme kazdy podinterval (x;_q; z;),

j=1,...,k, na pozadovany interval (—1;1) pomoci néasledujici substituce:

‘ijl—i‘ﬂfj h-t
= te(—1;1
x 2 + 2 Y < ) >7

diky ¢emuz dostavame

Oznac¢me déale

¢im7 dostéavame
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Pouzitim Gaussova vzorce s n+ 1 uzly na kazdy z integralt I; dostaneme sloZeny

kvadraturnf vzorec

kde y;, © = 0,...,n, jsou kofeny prislusného Legenderova polynomu a A; pro

1=0,...,n jsou prislusné koeficienty kvadraturni formule.

I u slozenych Gaussovych vzorci vSak musime pocitat s urcitou chybou,

o které pojednéava dalsi véta.

Véta 2.6. Méjme interval (a;b) rozdéleny na k stejné dlouhiych podintervalii.
Necht n € N, necht m = n + 1 je pocet uzli Gaussovy-Legenderovy kvadra-
turnt formule v jednotlwvijch podintervalech a necht f je redlnd funkce, kterd md
na intervalu {a;b) omezenou 2-m-tou derivaci. Pak pro chybu sloZené Gaussovy-

Legenderovy kvadratury plati vztah

IR(f)] < G 'Qnﬁ;)gb‘ ;ﬂjﬁ;}m : /(q; —20)2 (x—21)% o (T — 2n)?dz, (29)

-1

kde xo < x1 < --- < x, jsou koreny Legenderova polynomu a €2 je takovd hodnota,

Ze pro kazdé x € (a;b) plati | f*™ (z)| < Q.

Diikaz této véty lze nalézt napt. v [11].
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1
Piiklad 2.18. Vypoctéte hodnotu integrdlu [ (z* — 3 - 2?)dx pomoct vyse odvo-
5

zené€ slozené formule pro k = 2 a n = 1, porovnejte s jeho presnou hodnotou

a odhadnéte chybu.

1—(-1
Zvolime si 2 podintervaly, tj. h = # = 1, a jednotlivé intervaly jsou

(—1;0) a (0;1). Ze zadani vime, ze mame pouzit 2 uzly kvadraturni formule,
z ¢ehoz plyne (dle jiz diive odvozeného), ze koeficienty jsou Ay = A; = 1 a kofeny

3 3
Legenderova polynomu P; jsou yg = —\/?— ay = \/?— Dosadime tak do vztahu

(28) a dostavame:

7j=11i=0 2
V3 V3 V3
1 140 ~ 3 —1+0 3 0+1 ~ 3
2 / 2 2 +/ 2 +2 / 2 + 2 +
V3

()3 (55 - ()
AE) - (259 ) (05 - (59))-
(57 (= ))

- (—1.479131 — 0.13198 — 0.13198 — 1.479131) =

/\v

—3.222222) =

;

1 1
2 2

Presna hodnota —1.6 je spocitana v Prikladu 2.14.
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Déle jesté musime odhadnout chybu. Proto je potfeba spocitat hodnotu ctvrté

derivace funkce f, coz jiz ale mame opét v Piikladu 2.14:
fO(x) = 24.
Vime, ze
|fD ()] < 24, tj. Q = 24.

Pro hledanou chybu plati podle vztahu (29) odhad

(| < 2 U= CDP D f <x+ ﬁ) ' (x— ﬁ) e —

(2-2)1.222+1. 922 3

1 2. 2 2.3 4.-22 2.4/3 x?
_ 4 3 - 3 . -
ot fl(‘” 5 Tt 3tT3 3 o T3
2.3 1 1 1 2.22 1
— . Vder = — . 4 _ Zdr =
9 x+9) SRR f1< 3 9> g
1 [2° 2 a:3+1 ! 1 1 2 1 1+2 1
—_ — . S — — - —_ —. —_ — = - — —_— —_ — = —
16 [5 3 39 7], 16 5 99 59 9

1 /2 2\ 1 18-10 1 _
122y _ 1 18-10 1 8 .7
5°0) 716 45 16 15 ==

Vyse uvedenou slozenou Gaussovu-Legenderovu formuli zde jesté nyni demon-

struji na zadani Prikladu 2.2. Vypocet je proveden pro celkem 5 podintervali,
8—-3
tj. k =5, h = —~ = 1 a jednotlivé intervaly jsou (3;4), (4;5), (5;6), (6;7)

a (7;8), a 2 uzly kvadraturni formule, tj. koeficienty jsou Ay = A; = 1. Kofeny

V3 V3

Legenderova polynomu P, jsou yg = A=
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Xz

v1i+zx

8
Piiklad 2.19. Vypoctete hodnotu integrdlu [ dx pomoct odvozené sloZené
3

formule a vijse zadanijch podminek.

Dosazenim do vztahu (28) dostavame:

x
dr ~

8 1
E[\/l—i-:li' E'jzli:O

s, s :%'[f<21_\/§)+f<212\/§>+f<27;\/§>+

+f<272\/§>+f<33_6\/§>+f<332ﬁ>+f<39;ﬁ> .
21 — /3
+f<392¢§>+f<45_6¢§)+f<45z\/§>]:%' 261_\/§+

1
N 6

21 ++/3 27 — /3 27T+ /3 33 -3
6 n 6 6 6

+ + +
21 + 3 27 — /3 27 +/3 33 -3
1+ c 1+ c 1+ c 1+ 5

+
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33+3 39 — V3 39 +/3 45 — /3
6 6 6 6

+ + + + +
334+ 3 39 —/3 39+ 3 45 — /3
1+ =r= 1+ == 1+ == 14+ —=
6 6 6 6
45 ++/3
- a— 1
+ 6 = . (1.564858 + 1.731329 + 1.84478 + 1.990333 + 2.09101+
45 ++/3 2
1+ —

1
+2.221706 + 2.313006 + 2.432502 + 2.516567 + 2.627253) = 3 21.333344 =
= 10.666672.

Poznamka 2.2. Ewmistuje @ celd fada jinych Gaussovych kvadraturnich formuls,
1

V1— 22

na intervalu (—1;1), u niZ za uzly volime koteny éebstevova polynomu, nebo

napt. Gaussova-CebySevova kvadraturni formule s vahovou funkciw(x) =

- - P _p2 .
Gaussova-Hermitova kvadraturni formule s vahovou funkei w(x) = e na in-

tervalu (—oo;00), u které za uzly volime koteny Hermitova polynomu (vice napf.

viz [1]).

2.3 Priblizny vypocet urcitého integralu pii aproximaci funkce
pomoci Taylorova polynomu

V této ¢asti prace se budeme zabyvat tim, jak lze urc¢ity integral z dané funkce
priblizné vypocitat v pripadé, kdyz funkci neaproximujeme interpola¢nim poly-

nomem, ale pomoci Taylorova polynomu.

b
Uvazujme tedy tlohu ,vypocitat piiblizné [ f(z)dxz* a nahradme funkei f

na (a;b) Taylorovym polynomem stupné n se stfedem v bodé ¢, ktery budeme

integrovat misto zadané funkce, tedy:
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kde zo € (a; b).

Primym vypoctem poté ziskavame:

b n b f£(k) Zo n (k) Zo b .

{f(x)dx%kz::oaf k;(' ) ( —xo)"“dx—kzof k:(' ).af(x—xo) dx =

nfW (@) [(@—a)1]" o f® ()
:kz::o k! { k+1 L:;o(kjtl)u’((b 7o) (a = o))

kde x € (a;b).

Pokud za stred xy Taylorova polynomu zvolime bod a, pak plati, Ze

b n £k (g
= @) -0+ H -+ L s
Pokud zvolime za xy bod b, pak
b n (k)
f e 35 I (o =
:f(b)-(b—a>—@-(b—a)u%@-@—a)u...

Pokud zvolime za z stfed intervalu (a;b), pak

[ f)de = 3 M ((b— a_“’)k“ . (a_ a_+b>’“*> _

a iz (k+1)! 2

G (@t . »
s ()
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Poznamka 2.3. Z vyse odvozeného je patrné, Ze pokud je xq stred intervalu

(a;b) a n je libovolné liché prirozené cislo, pak jsou vzorce pro priblizny vypocet
b
integrdlu [ f(x)dx v pripade, Ze aprozimujeme Taylorovym polynomem stupné n

nebon — 1, shodné. Z toho vyplyvd, Ze je mozné se v tomto pripadé zaobirat napr.

pouze pripady s lichymi stupni Taylorova polynomu.

Samoziejme, ze za stfed Taylorova polynomu lze volit libovolny bod z intervalu

(a; b).

Nyni se zaméiime na to, jak vypadaji vzorce pro ptiblizny vypocet urcitého

integralu pro volbu n =0, 1, 2.
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Pokud n = 0, pak dle vyse odvozenych vztahi plati:

o fbf(x)dx%

T @ t—a
bb f(b)[')(b—a)

a + a+
() e-a

Tabulka 5: Vzorce pro priblizny vypocet integralu pii aproximaci funkce Taylo-
rovym polynomem 0. stupné

Jak je vidét, ziskali jsme tak vztahy, které se shoduji s jiz dfive popsanymi

metodami levého odhadu (pro zy = a), pravého odhadu (pro zp = b) a obdélni-

b
kovym pravidlem (pro xy = a;— ).
y y y
y=fx) y=Ax) y=fx)
a b x a b X a b x

Obrézek 8: Znazornéni vypoctu integralu pii aproximaci funkce Taylorovym po-
a+b

lynomem 0. stupné se stiedem v bodech a, b a
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Pokud n =1, pak dle vyse odvozenych vztahi plati:

xg afbf(x)dx%

o | s@-0—a+ T 0y
b - o-a- L0 - ap
a—2|—b f(a;b)~(b—a)

Tabulka 6: Vzorce pro pfiblizny vypocet integralu pri aproximaci funkce Taylo-
rovym polynomem 1. stupné

V tomto piipadé nahrazujeme graf funkce f na intervalu (a;b) te¢nou sestro-

jenou v bodé [a, f(a)], resp. [b, f(b)], resp. {a * b, f (a il b)}

2 2

y=fx) y=Ax),

yy
a b X

a b X

Obrézek 9: Znazornéni vypoctu integralu pii aproximaci funkce Taylorovym po-

b
lynomem 1. stupné se stfedem v bodech a, b a ot

Obecné se neda ftici, jaka volba z( je ta nejvhodnéjsi, protoze vzdy zélezi
na integrované funkci, jak je vidét na nasledujicich dvou piikladech, kdy v kaz-
dém z nich je dana funkce pocitana presnym vypoctem a také pro tifi jiz vyse

zminované volby bodu x.
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X

vi+zx

1. stupné pro tri vyse zminené volby bodu x.

8
Priklad 2.20. Spoctéte f dx pomoci vztahi z tabulky pro aprorimact TP
3

Nejprve si pro dalsi potfebu zderivujeme zadanou funkeci:

(NI

f(x) = (m-(l +x)_%>/ —1-(1+a2) 2 +z- (—%) (1+a)”
B 1 T

S Vite 2 /(I+a2p

Nyni jiz samotné vypocty pro rizné volby xg:

1. zg = a:

1 3

/ 1:C+9cdgm\/13+3'<8_3)Jr - 22' S s - oy

1 3
; 13
— 2.5+ 2 16 .95 _ 1140625,
2 2 ===
2.1’0—b
1 8
8 8 VvV1+8 2 1+48)3
[ —dr ~ (8—3) — (1+8) (8 —3)2 =
3 14z \/1 8 2
18
. 1 8
=25 354 95 - 11.018519,
a+b
3.33'0: 2:
f8 T dr~ —22 (8- 3) = 10.786387
s VIta VI+55 ' '

Presny vysledek 10.6 je vypocten v Piikladu 2.2. Je tedy vidét, Ze v tomto piipadé

e aeer a ey .
nam dala nejpresnéjsi vysledek volba xy = a nejméné presny ro = a.
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2
Priklad 2.21. Spoctéte f z-e " dx pomoct vztahi z tabulky pro aproximaci TP
0

1. stupné pro tri vyse zminené volby bodu x.

Nejprve si opét zderivujeme zadanou funkei:

!

f/(x)z <$'6*”2> =1-e*x2—|-g;.(_2.x),e—x

2

—e . (1-2-12?).

Nyni jiz samotné vypocty pro ruzné volby xg:

1. zg = a:

2 —02 2
(1-2-0 1-(1-0
[z-e®dr =0 (2—0)+6 (2 )~(2—0)2:0—|— (2 ) 4=2,
0
2. xo—b
2 22 (1 -9.92
fm e Pdy ~ 2. e % (2—0)—6 (2 )-(2—0)2:
0
=4-et—(—14-e1) =18 e * = 0.329682,
a+b
3. 29 = 5 :
2 2 2
Jrz-e®drm1l-e7 - (2-0)=2 ¢! =0.735759.
0
Jesté spocitame presny vysledek:
2 2 t=e" a=e=1 1ot 1
e T dy = ) ) =—- [dt==- [ dt =
bfxe YT at= 2.0 Pdr b=eP =t 2 { 26!;
1 1
:5-[15};4:§~(1—e—4)i0.490842.

V tomto pripadé nam pro zménu dala nejpresnéjsi vysledek volba xy = b a nejméné

presny opét xy = a.
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Pokud n = 2, pak dle vyse odvozenych vztahi plati:

b
xg J f(x)dz ~
a f(a)-(b—a)+f;a)-(b—a)2+me)-(b—a)3
b f(b)-(b—a)—fT(b)-(b—a)2+f—<b)-(b—a)3
v fa+b
=
a;b f(#)-(ba)%—#-(ba)?’

Tabulka 7: Vzorce pro ptiblizny vypocet integralu pii aproximaci funkce Taylo-
rovym polynomem 2. stupné

V tomto piipadé nahrazujeme funkei f na intervalu (a; b) polynomem 2. stupné,

jak je vidét na obréazcich.

Yy y
w

a boox y=Ax)

y—y
a \p X

a b X

Obrézek 10: Znézornéni vypoctu integralu pii aproximaci funkce Taylorovym
a+b

polynomem 2. stupné se stfedem v bodech a, b a

Opét zde vysledky zavisi predevsim na tvaru funkce a volbé bodu zq, ¢asto
vyjdou presnéjsi, ale obc¢as i méné presné, nez v pripadé n = 1, coz je opét ndzorné
vidét na nasledujicich dvou piikladech, které maji stejné zadani jako predchozi

dva.
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x
Priklad 2.22. Spoctéte dx pomoci vztahi z tabulky pro aprorimact TP
‘3[ Vi+z

2. stupné€ pro tri vise zminéné volby bodu xg.

Nejprve si pro dalsi potfebu najdeme prvni a druhou derivaci dané funkce:

1 T

— 3 (XL (vypocet v Prikladu 2.20),
T . +x

’

) _

:—%-(1—1—1:)_3—1- <1-(1+x)‘3+x- (—g) -(1+x)‘3) -

N

(@) = ((1 ba)h - % o (l4a)

2
1 3 1 3 3 5 1 3 T
=— (1+2) 2—=-(14+2) 24+—-2z-(14+2) 2= ————+—.
S04 a) () el (1) T
Nyni jiz samotné vypocty pro ruzné volby xg:
1. zg =a:
1 3
8 3 V1I+3  2.-4/(1+3)3
i Y e~ -(8—=3)+ (1+3) (8 = 3)%+
3 V1+x v1+4+3 2
1 3 3
1+3)3 4 1+3)5
(i3 R
6
1 3 1 9
3. 5.2 16 o5, 8 128
=—-54E£—= .25+ —=—=22.125 = 10.266927,
2 2 6 —
2. x9 = b:
1 8
8 8 VI+8  2-./(1+8)3
S Y e~ - (8—=3)+ (1+8) (8 = 3)%+
3 Vitaw V1+38 2

1 3 8
- 4+ - —
N V(1+38) 64 (1+8) (8 —3) =

8 L6

1
. 1 1.6
:5-5—%-25+%-125£10.761317,
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3.33'0: B
8 5.5
dr ~ —— - (8 — 3)+
! 1+£L‘x v1+5.5 ( )
13 55
1+55)3 4 1+5.5)5
(1+5.5) 2 (1+5.5) -(8—3)3i10.671551.

Presny vysledek 10.6 je vypocten v Piikladu 2.2. Je tedy vidét, Ze i v tomto
a+b e
5 @ nejméné presny

pripadé ndm dala nejpresnéjsi vysledek opét volba zy =

ro = a. VSechny vysledky se jiz ale zacaly priblizovat skute¢né hodnoteé.

2
Priklad 2.23. Spoctéte [ - e~ dx pomoct vztahi z tabulky pro aprozimaci TP
0

2. stupné pro tri vise zminéné volby bodu x.

Nejprve si pro dalsi potfebu najdeme prvni a druhou derivaci dané funkce:

fz)=e™ (1-2-2?) (vypocet v Prikladu 2.21),

!/

f”(x)z(e"””Q-(l—Q'xQ)) = 2.z . (1=2-2%) 4" . (—4-1)

2

=2-x-e " -(2-2?—3)

Nyni jiz samotné vypocty pro rizné volby xg:
1. g = a:

2 ) ) -0? | 1_2.02
f$-e"”dx%0-e’0-(2—0)+e (2 )-(2—0)2+
0

2.0-¢9.(2.02-3 :
+ ‘ 6( )-(2—0)3:0+T
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e (1-2-22)
2

e (2-0) — (2-0)%4+

80
(2-0P3=4-et— (14 e+ — e

6 3
134
= — . ¢4 =(.818099,
a+b
5
2-1-e¥.(2:12-3
roePdr~loe(2-0)+ ‘ ( )-(2—0)32
24
2 4
:2~e_1—§~6_1:§-6_1£0.490506.

Presny vysledek je spoc¢ten v Prikladu 2.21. V tomto pfipadé nam jiz nejpresnéjsi

vysledek dala volba zy =

a+b

a nejméné presny opét xg = a. U volby g = b

je ovSem vysledek vice vzdalen od skuteéné hodnoty nezun =1 au volby zg = a

se vyslednd hodnota nezmeénila, coz samoziejmé také miize nastat.

Pokud n = 3, pak dle vyse odvozenych vztahu plati:

. [ @)~
a f(a)-(b—a)+féa>~(b—a)2+féa) (b—a)3+f2§f) (b—a)*
b | )0 -a) - T T g T e
v (a+b
f
“;b f(aT—Fb)-(ba)Jr%-(ba)?’

Tabulka 8: Vzorce pro priblizny vypocet integralu pii aproximaci funkce Taylo-
rovym polynomem 3. stupné
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V tomto piipadé nahrazujeme funkei f na intervalu (a; b) polynomem 3. stupné.
Pouziti téchto vztahii je nazorné predvedeno na nésledujicim piikladu, jehoz vy-
sledky jsou pak porovnany s predchozimi vysledky pro n = 2 i témi, které jsme

pro stejné zadani ziskali u Simpsonova pravidla v Prikladu 2.6.

8
x
Priiklad 2.24. Spoctéte dx pomoci vztahi z tabulky pro aprorimacit TP
! VvVi+zx Y

3. stupné pro tri vyse zminené volby bodu x.

Nejprve si pro dalsi potfebu najdeme prvni, druhou a tieti derivaci dané funkce:

/ 1
fz) = —7 (T gan (vypocet v Prikladu 2.20),
9 1 3 T L o
f (ZL‘) = —m + Z_l : m (Vypocet v Prikladu 2.22),
1 _3 3 _5 /
ffla)=(-0+z)>2 —|—Z'x~(1—|—x) 2 ) =
3 3 5
=3 (1—|—:B)7g +Z- (1~(1+:Jc)g +x- (—5) -(1+x);> =

w
—_
—
(@)
8

DO | W

1
.(1+:c)‘3+—-(1+x)‘3—§5-x-(1+x)‘5 LT S

W

Nyni jiz samotné vypocty pro rizné volby xg:

1. 29 = a:
1 _ 3
8 3 VIF+3 2. /(1+3)3
< ~ -(8-13) 1+3) (8—3)*+
3 1—'—1’ \/1—|—3 2
_ 1 § 3 g 1 _E 3
(1+3)3 4 /(1+3)> 5 (1+3)p5 8 (1+3)7
5 (8 —3)° + o
1 3 1Jr 9 9 45
5 22 47 7 _
4 2 16 8§ 128 128 1024 :
(8 — — . ) .12 . 625 =
(8=3)' =5 5+2— 5+ — 5+ o 625
7

5+ 3.90625 — 1.139323 + 0.686646 = 10.953573,
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1 8
8 ] VIT8 2. /(1+8)
Lz~ (8—3) - L+8° g g2y
5 VIta 1+38 2
1 3 8 9 115 8
(1+8) 4 /(1+8) (8 3)° (1+8)> 8 (1+8)7
6 24
1 8 L. 1 5
< -2 42 2
4 3 54 27 243 108 729 :
(8 — —_.5_ 2 9% 9 el 239 q95_ Lo (4J go5 -~
(8-3)'=35 5 5+ 5 5 o 625
= 13.3 — 2.314815 — 0.257202 — 0.062514 = 10.698802,
a+b
3.33'0: B :

f8 Y gra 20 (8_3)4
svVitzr  VI+55
S S U N
1+55)3 4 1+5.5)0
(1+55) 5 (1+55) - (8 — 3)% = 10.671551.

Presny vysledek 10.6 je vypocten v Piikladu 2.2. Srovname-li viechny tyto vy-
sledky s Prikladem 2.6, kde pomoci Simpsonova pravidla vysla priblizna hod-
nota 10.663147, zjistime, ze vysledky pomoci Taylorova polynomu vychézi mirné
horsi. VSe by ale mohlo byt jinak napf. u jiné funkce ¢ u jiné volby bodu z.
Pokud ziskané vysledky srovname s témi vypoc¢tenymi v Piikladu 2.22, je vidét,

a+b
2 )

ze pro volby xo = a a xg = b se vysledky zptesnily. V piipadé, kdy je xo =

je vysledek samoziejmé totozny (viz Poznamka 2.3).
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Stejné jako v pripadé Newton-Cotesovych a Gaussovych vzorci se i zde do-
poustime urc¢ité chyby Ch,,(zy), jejiz velikost samoziejmé zavisi na intervalu (a; b),

funkeci f, stupni Taylorova polynomu i jeho stiedu.

Porovname-li chybu pfi aproximaci interpola¢nim polynomem

o) = I SIS e ), e = nfa),

a chybu pfi aproximaci Taylorovym polynomem
(,T _ .To)n+1

Bu(@) = =2

[ (), kde n =n(2),

zjistime, ze pokud by uzly xg,z1,...,x, byly shodné, tj. pokud by zy = z; =

(x — o) ..r (x — ) (2 —z0)" !
a

(n+1)! (n+1)!

vyskytujici se v predpisech pro dané chyby. Proto lze pro chybu Ch,,(z¢) odvodit

= ... = x,, pak by byly shodné také vyrazy

obdobné vztahy jako u Newton-Cotesovych vzorci, konkrétné pro n sudé plati,

v

ze
(n+2)
Chy(z9) = %22(;) : jaz (x —x0)" tdx,  kde £ € {(a;D),

a pro n liché plati, ze

F ()

Chalwo) = (n+1)!

b
(= zo)"dx,  kde € € (a; D).

Je-li tedy napt. n liché a x¢y = a, pak

(n+1) b (n+1) v — g2
Ow) = T o -t = O T

(n+1) (n+1)! n+2 |,
:fWD@x(w—@m2_m—aw”>:ﬂwn@‘w—@mz_
(n+1)! n+2 n+2 (n+1)! n+2
_ n+2
= [ (€) - %, kde £ € (a;b).
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Obdobné, je-li n liché a zy = b, pak

(n+1) b (n+1) R AVE b
Cha(b) = f(nTl(f,) o pa = Fo () {( b) }

(n+1)! n+2 |, -
_ f(n+1) (ﬁ) . ((b— b)n+2 B (a _ b)n+2> _ f(n+1) (f) . (b— a)n+2 _
(n+1)! n+ 2 n+ 2 (n+1)! n+2
_ (g, 0z .
SN S ke g e (),

b
A je-li n liché a z¢ = %, pak

o (a T b) VGRIGY (m . a_“))"“ 1y — £ )
n 2 ;

(n+1)! 2 (n+ 1)
_a+b n+27 0 b_a+b n+2 _a+b n+2
T _ [ 2 T _

n+2 (n+1)! n+2 n+ 2

a

()02

.(@;)”*1 (b;a)”“) SO 5 (15 keee @,

Poznamka 2.4. 7 vijse odvozeného vyplyvd, Ze absolutni hodnota z maximdlni

chyby, které mizZeme dosdhnout, je pro volbu n liché, o = a a xo = b shodnd.

. +0b .
V' pripade, kdy je xqg = aT’ je pak absolutni hodnota z maximdlni chyby,

které mizeme dosdhnout, 2" -krdt mensi neZ pri volbé xo = a nebo xy = b.

Situace pro n sudé je z hlediska integrovani komplikovanéjsi, budeme se proto

. +b
zabyvat pro xg = a a xog = b jen pripady n = 0 an = 2. Pro zg = a 5 bude

odvozen vzorec pro chybu pro libovolné sudé n.
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Je-li n = 0, pak pokud xg = a, bude chyba:

(0+2) b " b
Cho(a):f—(g.f f()_f(g 2)da =

(0+2)!

7@ (2:0¥=3-a-0>—2-a*+3-a®\
2 6 B

:_f//lf).(2.53_3-a-b2+a3), kde ¢ € (a;b).

Pokud xy = b, bude chyba:

(0 +2)!

:@.{ﬁ_b.f} :&.(b_?’_bﬁ_(a_?’_b.f)):
2 3 21, 2 3 2 3 2

£) (2-b3—3-b3—2-a3+3-a2-b)
6

(0+2) b ” b
Cho(b) :f—(@-fx-(x—b)dx:f—@-f(xQ—l%x)dx:

DN | —

:_f—@.(b3—3-a2'b+2'a3), kde£€<a;b>.

Je-li n = 2, pak pokud xg = a, bude chyba:

Chay(a) = %-f:p-@—a)‘gdz = f(42)4<£) -fb:B-(x3—3-x2-a+3-x-a2—a3)dﬂc =

(4) b
:f (5)-f(x4—3-x3~a+3~$2-a2—$-a3)d$:

24
:f(‘;)f).{%5_3.%4.%3.%3.@2_%2.@}2:f(42’4<5>.(g_g.?w
B (0 e ) - 20
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—15-v*-a+20-0®-a®>—=10-0*-a®>*—4-a°+15-a®>—=20-a° + 10 - a®
20
(4)
:f48(()£)-(4-b5—15-b4-a+20-b3~a2—1O~b2-a3+a5):

= f(i;ég) (a+4-b)-(a—0b)" kde £ € (a; b).

Pokud zy = b, bude chyba:

(2+2) b 4) b
(4) b
:f24<§>~f(x4—3-x3-b+3-x2-b2—x-b3)d1‘:
B f(4) (5) .Z‘5 1,4 :L‘3 ) I2 X b B f(4) (5) b5 b4
24 534b+3362ba_24 5 g
b2 5 4 2 (4)
+b3-b2—§-b3—<%—3~%~b+a3-b2—%~b3>>=f24(€>-
B b . I at s 1 a2 . fOE (40—
‘(3—3'z+b—5—€+3'zb—“'b+7b>— 24 ( 20

—15-0°+20-6°—10-0°—4-a®>+15-a*-b—20-a®-b* + 10 - a® - b3 B
20 B

(4)

fT((f)-(b5—1O-b3-a2+20-l)2-a3—15-b-a4+4-a5):

PO ) R )

b
Pokud je n sudé a zy = ot

, bude chyba (dle Poznamky 2.3):

(n+2) _ n+3
Chy, (a;rb) = Chpas (a;rb) _ f(n*jg()f‘) 9. <b 2a) C ece
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2.3.1 SloZené formule

Stejné jako v pripadé Newton-Cotesovych i Gaussovych vzorcu se vypocet
zpfesni, rozdélime-li interval (a; b) na podintervaly. Rozdélme tedy interval (a;b)
ekvidistantné na n podintervala (x;_1;x;), ¢ = 1,...,n, a na kazdém z nich

aproximujme funkci f Taylorovym polynomem stupné m se stfedem v bodé x;q.

Ve vétsiné pripadu dojde pii této aproximaci k tomu, ze funkéni hodnoty
v délicich bodech budou pfi aproximaci na intervalech (x;_1;z;) a (x;; ;41) rizné,
tj. napt. v bodé x; bychom méli dvé razné funkéni hodnoty. Tento problém
lze vyfesit napt. tim, Ze aproximaci 7T'(x) pomoci Taylorovych polynomi prove-
deme na intervalech (a; 1), (z1;x2), ..., (Tp_2;Tn_1), (,_1;b) a funkéni hodnotu
v délicich bodech definujeme napf. predpisem
lim T'(z)+ lim T(z)
Tz z—azt

T(;) = — o . i=1,....n—1.

Vzhledem k tomu, Ze hodnota urcitého integralu nezéavisi na funkéni hodnoté
v kone¢né mnoha bodech, 1ze funkéni hodnotu v délicich bodech dodefinovat

samoziejmé i libovolné jinak.

Jak jiz bylo vyse odvozeno, je-li x;0 = x;_1, plati, ze

_ m f(k)(xz—l)
f f@)de~ 2 T

a vysledny vzorec bude tudiz vypadat nasledovné:
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Je-li x;0 = z;, plati, ze

2 m ) (.
f flz)de ~ > S Z)‘ (=12 (g — @y )R

a vysledny vzorec bude mit tvar:

b

n ") (.
/f(a:)dgmz S ))| )2 (g — )L (31)

1=1 k=0 (k +1

a

Ti—1 +T;

Je-li x;0 = 5 , plati, ze
£ (Iz’—l + Iz)
T S 2 Li — Ti—1 rH
dr ~ . (14 (=1)k+2
e e o o B G

a vysledny vzorec bude mit tvar:

Tio1 + 2
/bf(x)dx ~ ég " ngrlT)‘) . (x —;i—l)kﬂ (14 (DR . (32)

a

X30
T

Obréazek 11: Priblizny vypocet ur¢itého integralu pii aproximaci Taylorovymi
Ti1+x;

polynomy - slozena formule pro m =1, n =4, ;) = 5
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Ti1 + T
2 )
libovolné prirozené cislo a m je libovolné liché prirozené ¢islo, pak jsou sloZené

Poznamka 2.5. Z vyse odvozeného je patrné, Ze pokud je x;o = n je

b
vzorce pro priblizny vypocet integrdlu [ f(x)dx v pFipadé, Ze aprozimujeme Tay-
a

lorovymi polynomy stupné m nebo m — 1, shodné. Z toho vyplyvd, Ze je moziné
se v tomto pripadé€ zaobirat napr. pouze pripady s lichymi stupni Taylorovijch po-

lynomii.

8
V nasledujicim prikladé je spoc¢ten opét integral f dx pro volbu m =1
3

x
vtz
(tj. stejng, jako v Piikladu 2.20), ale s rozdélenim na 5 podintervala (tzn. n = 5),

a to pro vSechny 3 zde zminované volby bodu z;,.

X

V14 x

1. stupné a s rozdélenim na 5 podintervali pro tri vyse zminené volby bodu ;.

8
Priklad 2.25. Spoctéte [ dx pomoci sloZengjch vzorci pro aproximaci TP
3

Nejprve si zde jesté uvedeme 1. derivaci funkce f(x) vypoctenou jiz v Prikladu

2.7:

Nyni jiz samotné vypocty pro ruzné volby x;g:

1. ;0 = x;—1 (podle vztahu (30)):

3
8 T 5 f(k:)(x 1) 1/1_’_3
dr ~ ¢ ; i k+1 - V2T 9 4_30+1
3f TN L X Ty ) o 4T
1 3 4
v1i+3 2. (1—1—3)3_(4_3)1H+\/1+4'(5_4)0JrlJr
(1+1)! (0+1)!
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+v1+4 2-/(1+4)° (5 — 4)1+! 4 L+5 (6 —5)0t1+
(1+1)! 0+ 1)!
1 ) 6
VI+5  2-4/(1+5)3 (6 —5)1+ + vV1+6 (7T—6)1+
(1+1)! 0+1)!
1 6 7
VI+6 2./(1+6)3 7 6)1+1+\/1+7 (8 — 7)1+
(1_|_1)| (0+1)'
I 7 3 13 4
+\/1+7 2-/(1+7)3 (s—7)+=2.142 16 1+ﬁ.1+
1+1)! 1 2 1
1 4 5 15 6
L5 22~v125.1+?.1+\/6 22'”216-1+\f~1+
L6 T L
LVT 24813 VB VB 2Bl
2 1 2

= 1.65625 + 1.923018 + 2.160314 + 2.375777 + 2.574311 = 10.68967.

2. x;p = x; (podle vztahu (31)):

o = TARED k+2 (o oo Nkl _
‘3[ 1+xd$N;;§)(k+1)' (—1) (x; — ) =
4 1 B 4
B (01++1;1' (=1)°72- (4-3)°" 1+4(12+.1)!(1+4)3 (=D (A =3
5 1 _ )
+(01++1§3' (102 (5 — ot 4 L2 (12+‘1)!(1+5)3 (=D (B - )
6 1 _ 6
+(01++1)6' NS NI E (1 2+'1)!(1 HOL .y 65y
7 1 B 7
+(01++1)7! (eayper gy YIHT (1 2+'1)!(1 O oy gy

87



8 1 B 8
(01_:_1)8' (—1)0+2. (8—7)0+1+ v1+8 (1 i-1>!(1 +8)3 . (_1>1+2_(8_7)1+1 _

4 1 4 5 1 5

%E:L1+V% Z“Jﬁgm—n-r+fg 114 Y6 5ZV@E (—1)-1+
6 16 R 1T
+¥? 114 YT 2“%ﬁ§4—m 1+¥? IRERL Z'Vﬁ§~¢4)1+

8 1_8
+%-1]ﬁ—3 5 (1).1=
= 1.65460 + 1.922169 + 2.159797 + 2.375437 + 2.574074 = 10.686167.

3.9 = MITM (podle vztahu (32)):

F) (902'—1 +$i> -
2 ' (xz — :L’il) * . (1 N (_1)k+2) —

Vit i=1 k=0 (k+1)! 2
3.5 L _ 35
_m 4 — 3\ 042 v1+35 2.,/(1+3.5)3
=i (550) e T+1) |
45
(452)" e T (58 o
1 45
VI+45  2./(1+45)3 [5-—4\"" o
N 2y < : ) (L4 (~1) )+
55 1 5.5
JTrss (6-5\%" g V155 2./(1+55)
m+1ﬂ'( 2 ) DT (1+1)! |
6.5
B 1+1 —_— . 041
.<9§E> (L4 (-1)2) + hi:gf~(726) (L (=1)°7) +
1 6.5
VI+65 2./(1+653 [(7—6\"" 142
" T+ 1) < 2 ) DT
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7.5 I 75
VItis (8 - 7)0“ ) 4 VIFTS 2 /(14757

+

0+ 1)! 2 (1+1)!
3.5 1 35
8§ —7 1 V45 2-4/91.125 1
2 12 2 4
4.5 1 4.5 5.5 I 5.5
V5.5 V55 2-4/166.375 1, 651, V6.5 2-v274.625 1
+== 24 — 04— =24 =0+
1 2 T 2 4
6.5 1 6.5 7.5 I 7.5
VAT V75 2-\/421.875 Lo V851, V85 2-v614125 1 .
1 2 2 1 2 2 4

= 1.649916 + 1.918806 + 2.157277 + 2.373464 4 2.572479 = 10.671942.

Pokud porovname vysledky s témi, které jsme ziskali u jednoduchych vzorci
v Prikladu 2.20, tak zjistime, Ze opravdu jsou presnéjsi a blizi se vice skutecné

hodnoté 10.6, kterou mame spoé¢tenu jiz v Piikladu 2.2.

Jelikoz opét slozené vzorce nejsou nic jiného, nez prosty soucet vysledku jed-
notlivych podintervalti, tak upravime vzorec pro chybu podobnym zptisobem,
jako u Newton-Cotesovych vzorci. Pii vypocétech odhadu chyby Taylorova po-
lynomu m-tého stupné v praxi se &islo f("1 (&), kde (&) € (x;_1; x;), ohranici

hodnotou

Mimi1 = max ‘f(mﬂ)(x”-

TE(Ti_1;%5)

Celkova chyba integrace Ch,,(xo) je pak souctem jednotlivych chyb Ch; (),
£,

Chp(z0) = > Chim(zo).

i=1
Jestlize je funkce f(™*+1)(z) spojita na intervalu (a;b), pak existuje bod & € {(a;b)
takovy, ze

S0 £ () = - D) (g,

i=1
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Tohoto dale vyuZzijeme pro odvozeni celkové chyby integrace, piicemz f(m+1 (¢),

kde £ € (a;b), pfi vypoctech nahrazujeme ¢islem

M1 = max | fom 0 ()]

Nyni jiz tedy odvodime samotné odhady chyb. Nejprve se zamérime na piipad,

kdy je m liché a ;0 = ;1. Chybu v tomto pfipadé oznacime symbolem Ch,, ,,(1).

| (D 1L
|Chm ()] < Z:ZI Tl x[l (2 —2i0)" e = CESh Z:Zl | FomD (&) -
f (2 — 2 1)y — ﬁ - z | £ ()] - [%} -
= (m+2) ;:3 | FmD )| - (i = 2ia)™ " = (im0 — i)™ ™7) = ﬁ
Zn:l £ ()] (s — )™ = (m+ 5 @; £ ()] (b ; a)m+2 S
ST e e MeG el

Je-li m liché a x;9 = z;, chybu oznac¢ime symbolem Ch,, ,(p) a pro jeji velikost

plati:

Chnnlp)] < 32 %-i@—mm%— o 2 @)
= S ] (=)™ = e —a)™?) =

= oy 2O @] (o =2 = g 3 [ )
<xl—x21>m+2=(mi2), 51 (@) (b; >m+2_

i Gt e G e



Ti—1 + ZT;

5 chybu oznac¢ime symbolem Ch,, ,,(s) a pro jeji

Je-li m liché a z;,0 =

velikost plati:

(m+1) (¢ T . A\ Ml
[ i (x_w> dr —

B =
|Chm’”(s)| - 1:21 (m + 1)' Ti_1 2

= )] (x-—“-l;%) g =

(m + ) =1 Ti—1
(m B T 1+ xi)m+2 T
1 n 2 1
_ (m+1)
(m+1) Zzzl‘f (&) m+ 2 (m+2)!

: m Bire ((5) - (7)) -
bl () (552) )

1 Ti — Ta m—+2
— (m+1 R et} —
[ ()] -2 ( 5 )

(m+2)! 5
b—a m+2 <5 n - Mm+1 (b _ a)m+2 _
2-n (m+2) (2-n)m+t2

1

:(m+2 ;‘fm+1 &l

Mm+1 (b _ a)m+2

- (m+2)! (2 -n)mt! , kde & € (zi1;2y) (33)

Poznamka 2.6. Z wvijse odvozeného vyplyvd, Ze i v pfFipadé sloZenijch vzorci

je absolutni hodnota z maximdlni chyby, které miZeme dosdhnout pro volbu m
. ) Ti1+ X
liché, x;g = x;_1 a x;9 = x;, shodnd. A v pripadé, kdy je x;9 = %,
je absolutni hodnota z mazimdini chyby, které miZeme dosdhnout, 2™ -krdt menst

nez pit volb€ x;0 = x;_1 nebo x;g = x;.
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Stejné jako u jednoduchych vzorci je i zde situace pro m sudé z hlediska

integrovani komplikovanéjsi. Protoze obvykle nejpfesnéjsich vysledki dosahneme,

T+ x;
2

(s vyuzitim Poznamky 2.5 a vySe odvozeného), Ze

je-li ko = , omezime se jiz jen na tuto volbu. V tomto pripadé poté plati

Mm+2 (b _ a)m+3

— < . .
|Ohm,n(s)’ |Ohm+17n(3)| = (m + 3)| (2 . n)erg

Priklad 2.26. Urcete, kolik podintervalii je potreba zvolit u sloZeného vzorce

Ti1+X; . .
(prom =2, resp. m = 3, a xjp = IT)’ aby bylo garantovdno, Ze bude

X

Vi+tz

dx mensi nez

8
absolutni hodnota chyby pri priblizném vypoctu integrdlu [
3

0.00001.

Zde budeme k vypoctu potiebovat hodnotu My. Ta je v8ak jiz spocitana v Prii-
10070801

kladu 2.12 jako Jnax |fW(z)| = [fD3)| = =00000000° Nyni jiz tedy samotny

vypocet, kde vyuzijeme vyse odvozeny vztah (33) pro m = 2, resp. jeho variantu
(32) pro m = 3.
Mm+2 (b _ a)m-l—?) me_"_1 (b _ a)m+2

. < 0.00001 . . < 0.00001
(m+3) (@ a2 = P eyl @ ’

]\42_’_2 (b _ a)2+3
2+3)! (2-n)2+?

Msyr  (b—a)3t?
B+2) (2 npH

< 0.00001, resp. < 0.00001,

M, (8-3)
Ry < 0.00001
5L (2.t — ’
10070801
o p—— 5
500000000 . 5" _ 1
120 160t = 000
0.032782555
—— < 0.00001,
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4 0.032782555
nt > S
0.00001

nt > 3278.255534,

n > 7.566773 = 8.

Aby bylo garantovano, Ze bude absolutni hodnota chyby pii priblizném vypoctu

mensi nez 0.00001, je potieba alesponn 8 podintervali.

2.4 Priblizny vypocet urcitého integralu pomoci metody

Monte Carlo

Zékladni princip metody Monte Carlo poprvé vyslovil v roce 1777 francouz-
sky prirodovédec Georges de Buffon, kdyz formuloval znamy problém s jehlou,
kde jsou v roviné narysovany rovnobézky, mezi nimiz je konstantni vzdalenost
L, a nas zajima pravdépodobnost, ze ndhodné vrzené jehla délky | < L protne
nékterou z primek. Tento problém se podle svého autora nazyva Buffonova tloha
a vyuzivala se pro urceni hodnoty Ludolfova ¢isla. V roce 1901 napiiklad Lazze-
rint uskutecnil 34080 takovychto pokusi a pro ¢islo m dostal prekvapivé hodné

presnou hodnotu, konkrétné 3.1415929.

Za samotny vznik metody Monte Carlo se ale povazuje az jeji formulace
a vyuziti J. von Neumannem a S.Ulamem pii vyvoji atomové bomby béhem
2. svétové valky, kdy bylo tieba zjistit, jaké procento neutront pronikne néjakou
prekazkou, ¢imz bylo mozné predpovédét trajektorii kazdého neutronu daného
svazku. PTi TeSeni této predpovédi se pouzila technika kola rulety, odkud téz
plyne nazev metody. Napiiklad je zndmo, Ze pokud se srazi atom vodiku s ne-
utronem, je tento neutron pohlcen v primeéru jednou ze 100 pokust. Pro vytyc¢eni
trasy neutronu se tak roztoci kolo rulety rozdélené na 100 dilkd, z nichz jeden je
barevné odliSen od ostatnich a znac¢i pohlceni neutronu atomem vodiku. Pokud

padne tento dilek, neutron zanika, v opacném piipadé se pomoci jiného kola rulety
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zjisti smér a rychlost neutronu po srazce. Takto se postupuje tak dlouho, dokud
nedojde k zaniku neutronu nebo k jeho priichodu pfekdzkou. Kdybychom pro-
vedli vysoky pocet simulaci, ziskali bychom velmi pfesnou informaci o procentu

neutront, které projdou prekazkou.

Existuji dva mozné pristupy pro feseni tloh metodou Monte Carlo. Prvni
z nich je tzv. Geometrickd metoda zaloZend na geometrické pravdépodobnosti,
druha je pak Metoda zaloZend na odhadu stredni hodnoty ndhodné promenné.
Oba tyto pfistupy lze vyuzit pro vypocet urc¢itych integralt a pojednévaji o nich

nésledujici dvé podkapitoly.

2.4.1 Geometrickid metoda zaloZena na geometrické pravdépodobnosti

Na tomto pristupu je zalozené i Buffonova tloha. Na nasledujicim ptikladé si

nejprve ukazeme, jak lze také experimentalné stanovit hodnotu 7.

Priklad 2.27. Méjme ddn jednotkovy ctverec, v némz je vepsdina kruhovd vij-
se¢ (viz. ndsledugici obrdzek). Stanovte experimentdlné pomoci geometrického pii-

stupu hodnotu Ludolfova ¢isla .

Obréazek 12: Kruhova vyse¢ v jednotkovém ¢étverci
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Definujeme si jev A jako ,ndhodné vybrany bod z jednotkového ¢tverce lezi v kru-
hové vyseci‘. Potom miiZeme na zakladé geometrické pravdépodobnosti a znalosti

toho, Ze obsah kruhové vysece je ¢tvrtina obsahu celého kruhu, psat

(35)

Nyni provedeme sérii ndhodnych pokust (konkrétné 100, 1000, 10000 a 50000)
vybéru ndhodného bodu X z jednotkového ¢tverce. Je ziejmé, Zze tento bod bude
urCen dvéma soufadnicemi [z,y], a to € (0;1) a y € (0;1). V naSem pii-
padé budeme tyto realizace provadét v programu Microsoft Fxcel pomoci funkce
NAHCISLO, ktera generuje rovnomeérné rozdélend ndhodné ¢isla z nami potieb-
ného intervalu. Jakmile mame vygenerovany vSechny hodnoty, musime rozhod-
nout, jestli se bod nachéazi v kruhové vyseéi (ispéch) nebo nenachazi (netspéch).
Pro vzdélenost bodu od poc¢atku soutradnic vyuzijeme s pomoci Pythagorovy véty

vztahu

d= /22 + 2.

Uspéch nastane tehdy, pokud pro tento bud bude platit, Ze je mensi nebo roven
1, protoze polomér vysece je roven 1. Nasledujici tabulka udava, kolik tspéchu

jsme zaznamenali pii kazdé sérii nahodnych pokust:

Pocet realizovanych pokusii | Pocet tspéchii
100 80
1000 792
10000 7827
50000 39183

Tabulka 9: Pocty tspésnych pokusu realizovanych v MS Excel pro 100, 1 000,
10 000 a 50 000 realizaci

Jelikoz pravdépodobnost naseho jevu A je rovna poctu uspécht m vydélena cel-
kovym poctem pokusii n, tj.

, (36)



pak pokud tento vztah porovname se vztahem (35), tak dostaneme

Q

3|3
e~

Jednoduchou tupravou pak ziskdme finalni vztah

4-m
TR ——.

n

Dosadime-li do tohoto vztahu ziskané hodnoty z tabulky, tak dostaneme ptiblizny

bodovy odhad hodnoty 7, a to:
a) pro 100 realizovanych pokusi:

4 - 80

~—— =232
100 =
b) pro 1000 realizovanych pokusu:
4-792
~ —— = 3.168
1000 E—
¢) pro 10000 realizovanych pokust:
4-7827
~~ =3.1
d) pro 50000 realizovanych pokusii:
4 -39183
~ ——— = 3.13464.
50000 J.1:340
Priblizna hodnota c¢isla 7 je pfitom rovna 3.1415926539... a jak je zfejmé,

s rostoucim poctem pokust se této hodnoté priblizujeme.

Na podobném principu muzeme taktéz odhadnout pribliznou hodnotu ur-

b
¢itého integralu [ f(x)dz, kde f je nezadporna na intervalu (a;b). Jak znamo,
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hodnota integralu se rovné obsahu plochy pod kfivkou f(z). Na néasledujicim
obrazku je vidét, ze tato plocha je rovna obsahu vysrafované oblasti w. Obsah
celé oblasti 2 je roven obsahu obdélniku o stranach délek (b — a) a ¢, kde ¢ je
maximalni funkéni hodnota na intervalu (a;b). V této oblasti tedy generujeme
body X; = [z;;y:], i = 1,...,n, z rovhomérného rozdéleni na intervalech danymi
hodnotami a, b a 0, c. Nasledné musime vzdy zjistit, jestli vygenerovany bod lezi
v pozadované oblasti w (tspéch). Bod bude lezet v oblasti w, pokud bude platit
nerovnost y; < f(x;). Jev A je tedy nyni definovan jako ,ndhodné vybrany bod
X; = [zi;ui], i =1,...,n, z oblasti © spliuje nerovnost y; < f(x;)“

X

Obrézek 13: Princip vypoctu integralu pomoci metody Monte Carlo zalozené
na geometrické pravdépodobnosti

Realizujeme celkem n takovychto pokusii a uréime pocet aspéchi, ktery ozna-
m

¢ime m. Polozime-li —, ziskAme odhad P(A). Déle vime, Ze pro geometrickou
n

pravdépodobnost plati vztah

A
P(A) = M, kde p znaci obsah plochy,

w(Q)
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Pokud bychom uvazovali pro jednoduchost p(£2) = 1, tak s vyuzitim téchto po-

znatku lze psat

Pro dalsi tivahu bude potieba jesté zminit tzv. Bernoulliho vétu.

Véta 2.7. (Bernoulliho) Necht je ndhodnd velicina Y, rovna poctu ispéchi v po-
sloupnosti n nezdvislych alternativnich ndhodnijch pokusi takovych, Ze v kaZdém

pokusu nastane ispéch se stejnou pravdépodobnosti p € (0;1). Pak pro posloupnost

Y, "™ ,
{—} relativnich cetnosti uspéchi v n pokusech plati
)y

Y,

P
~ 5 p pron— oot
n

Diikaz této véty lze nalézt napt. v [7].

7 vyse uvedené véty tak plyne, ze pro dostatecné velké n muzeme za pribliznou

. ., L., Mmoo
hodnotu integralu vzit relativni pocet —, t;j.
n

SE

Y,
'Pro kazdé € > 0 plati, Ze lim P ( —p> 6) =0
n— oo n
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5

Piiklad 2.28. Pomoci geometrické metody spocitejte [(z* — 2)dx.
)

Nejprve si zakreslime, jak vypada nase funkce a plocha, kterou pocitame:

123

114

o e e e
N AR

Wreeeccccce=

> sz

-2

Obrazek 14: Grafické znazornéni pocitaného obsahu plochy ptikladu 2.28

Definujeme si jev A jako ,nahodné vybrany bod padne do vysrafované oblasti
pricemz body X;, ¢ = 1,...,n, resp. jeho souradnice, budeme nédhodné gene-
rovat pomoci funkce NAHCISLO v programu Microsoft Excel, a to ; € (2;5)

a y; € (0;23). Vyuzijeme k tomu nésledujici inverzni transformace:
z; =2+ (5—2)-NAHCISLO, i=1,...,n,
y; = 04 (23 — 0)-NAHCISLO, i=1,...,n.

U kazdého vygenerovaného bodu musime rozhodnout, zda patii do vysrafované
oblasti (spéch) ¢i nepatii (netispéch). Je celkem jasné, Ze tispéchu bude dosazeno

pravé tehdy, kdyz bude platit nerovnost

y<z2—-2, i=1,...,n
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Na zékladé geometrické pravdépodobnosti miizeme psét:
5 5

[ (2? = 2)dx J(2* —2)d

2

P(A):(5—2)-(23—0)_2 69

Jelikoz i zde plati vztah (36) z predchoziho prikladu, dostavame priblizny vztah:

5
[(2? = 2)dx
- 2

69

s[3

Jednoduchou tupravou pak ziskame:

5

/(g;? —)dp ~ (37)

n
2

Nyni jiz néasleduje tabulka realizaci (pro 100, 1000 a 10000 ndhodnych pokusi),
pocCty uspéchi a priblizna hodnota integralu vypoc¢tena podle vztahu (37):

Pocet realizovanych pokusi | Pocet tispéchii || Odhad hodnoty integralu
100 48 33.12
1000 462 31.878
10000 4745 32.7405

Tabulka 10: Odhadnuté hodnoty integréalu z prikladu 2.28

Jesté si zde pro porovnani vypocitadme presnou hodnotu integralu:

5 3 5 3 93
[(2? = 2)dx = [%—Qw] :%—2 5—(3—22):

2 2
_ 12530 8 n 12 _ 99 _
3 3 3 3 3

Jak je vidét, nejpresnéjsiho vysledku jsme doséhli jiz pro pouhych 100 realizova-
nych pokust. Je to ale dano spise ndhodou, pfi vétsim poctu takovychto pokusii
bychom pro 100 realizaci dostali mnohem vétsi rozptyl vysledki nez pro 1000 ¢i
10000 realizaci, coz je samoziejmé ovlivnéno chybou této metody. Pro ukéazku je
nize uvedena tabulka s 10 vysledky odhadu hodnoty integralu pro 100 realizaci
(1. radek), 1000 realizaci (2. fadek) a 10000 realizaci (3. fadek).
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28.98 34.50 32.43 34.50 32.43 37.26 28.29 23.46 29.67 31.05
33.948 33.879 32.775 32.085 32.913 33.189 33.12 32.154 34.293 33.741
33.2166 | 32.9337 | 32.6715 | 32.3679 | 33.2097 | 32.5059 | 33.189 | 33.0786 | 32.9958 | 33.2718

Tabulka 11: Odhadnuté hodnoty integralu pro rizné pocty realizaci

Z tabulky je zfejmé, ze vysledky pro 100 realizaci davaji mnohem vétsi rozptyl nez
pro 1000 realizaci, které zase davaji o néco vétsi rozptyl, nez vysledky pro 10000
realizaci. Zde by nas mohlo napadnout vysledky zprumériovat, coz by pii do-
statecném poctu opakovani taktéz mélo dat jesté presnéjsi vysledek. V nasem

pripadé by to vypadalo néasledovné:

5 2898 + ...+ 31.05
pro 100 realizact: [(2? — 2)dx ~ i 10+ = 31.257,
5
p 33.948 + ... 4+ 33.741
pro 1000 realizact: [(2? — 2)dx ~ + 10+ = 33.2097,
2
2 33.2166 + ... + 33.2718
pro 10000 realizact: [(2? — 2)dz ~ + 10+ = 32.94405.
2

To se sice jevi velmi pfiznivé, ale Casto je potfeba udélat velmi mnoho simulaci
i s naro¢néjsimi vypocty, coz i v dnesni dobé vypocetni techniky muze byt ¢asové

velmi naroc¢né.

2.4.2 Metoda zaloZena na odhadu stfedni hodnoty nahodné proménné

Tento pristup je zalozeny na modelovani takové ndhodné veli¢iny &, pro kte-
rou plati, Ze jeji stfedni hodnota se bude rovnat nasi nezndmé hodnoté z, tzn.

E (§) = z. V nasem piipadé je tedy nezndmou hodnotou z integral.

UvaZzujme nahodnou veli¢inu £ s hustotou f(z), ktera nabyva hodnot z inter-
valu (a; b), pfi¢emz krajni hodnoty intervalu mohou byt i nekone¢né. Zkoumejme
spojitou funkci g (£) a predpokladejme, Ze je jeji stfedni hodnota konecna a je

definovana vztahem



Pokud chceme odhadnout hodnotu integralu I = fb g(x) - f(z)dz, mizeme
pouzit nésledujici postup: )

1. vygenerujeme néahodna ¢&isla z;, i = 1,...,n, z rozdéleni s hustotou f(z),

2. vypocteme y; = g(x;), ¢imz dostaneme posloupnost {y;}, i =1,...,n.

Ptibliznou hodnotu integrdlu pak odhadujeme s pomoci zédkona velkych ¢isel,

konkrétné nasledujici véty, kterd se jmenuje Chincinova.

Véta 2.8. (Chincinova) Necht {X,,}{° je posloupnost nezdvislych ndhodnych ve-
licin, které maji stejné rozdeéleni pravdépodobnosti s konecnou stredni hodnotou

E(z,) = p pro kazdé n € N. Potom pro libovolné ¢ > 0 plati:

1 n
>:0, tj.E~Z:IXj£>upron—>oo.
j:

1 n
nj:1

n—0o0

Diikaz této véty lze nalézt napt. v [3].

Podle této véty tak mizeme za piibliZznou hodnotu integralu pii dostatecné

velkém poctu realizaci n vzit aritmeticky pramér hodnot g(z;), tj.

n

I~ 3 gl

=1

b
Mame-li tedy vypocitat urcity integral J = [ h(z)dz, pak si nejprve zvolime
a

néjaké spojité rozdéleni definované na intervalu (a;b) s hustotou pravdépodob-

nosti f(z) tak, aby platilo

[ f(x)dz = 1.

a
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Poté upravime integral nésledovneé:

M2) | fe)da = [ ge) - fa)da, kdeg(a:):%,

z)

=1

8 —o
2|
—~

¢imz dostavame integral v predchazejicim tvaru a lze jej pocitat vyse zminénym

postupem.

V pripadé, Ze mame obé hranice intervalu (a;b) koneéné, mizeme za hustotu

f(z) vzit hustotu normélniho rozdéleni, tj.

Potom mizeme vyse uvedeny integral J zapsat ve tvaru

J:(b—a)-fh(x)-biadx.

a

Postup je pak jiz obdobny jako vySe, takze vygenerujeme nahodna cisla x;,
i =1,...,n, z rovnomérného rozdéleni, provedeme vypocty y; = h(x;) a z téchto

hodnot spocéteme aritmeticky pramér

H =

SRS

D Yie
i=1
Hodnotu integralu pak odhadujeme podle vztahu
J~(b—a) H, (38)

¢ehoz vyuzijeme u nasledujiciho piikladu, ktery mé stejné zadani jako Priklad

2.28 v predchozi podkapitole.
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Piiklad 2.29. Pomoci metody zaloZené na odhadu stredni hodnoty spocitejte

2f5(a:2 — 2)dx.

Stejnym zptsobem jako v piikladu v predchozi podkapitole si vygenerujeme
v programu Microsoft Excel celkem n nahodnych ¢isel z intervalu (2;5) s pomoci

transformace

z; = 2+ (5 —2)-NAHCISLO, i

1,...,n.
Nésledné si nechame vypocitat vsechny funkéni hodnoty dosazenim do vztahu
Y = 12 — 2, 1=1,...,n,

a z téchto hodnot spoc¢teme prumér. Nasledujici tabulka udava pocty realizova-
nych pokust (opét 100, 1000 a 10000), spoc¢tené pruméry H a v neposledni fadé

predevsim odhadnutou hodnotu integralu podle vztahu (38).

Pocet realizovanych pokust | Prumér H || Odhad hodnoty integralu
100 10.611855 31.835566
1000 10.822947 32.468842
10000 11.086545 33.259634

Tabulka 12: Odhadnuté hodnoty integralu z prikladu 2.29

Jak jiz vime z Piikladu 2.28, pfesnd hodnota je rovna 33. Vysledky zde
vSak vychazeji mnohem méné rozptyleny kolem skuteéné hodnoty, tudiz chyba
pri pouziti této metody je mensi nez u geometrické metody. Ze jsou hodnoty
opravdu méné rozptyleny kolem ¢isla 33 je vidét i z nasledujici tabulky, kde opét
v prvnim fadku je 10 vysledkt pro 100 realizaci, v druhém tadku pro 1000 reali-

zaci a ve tfetim fadku pro 10000 realizaci.

32.3666 31.182 34.5344 32.63 32.0389 35.049 32.1991 | 36.8207 | 29.8456 | 34.8361
32.6922 | 32.8645 | 32.5799 | 32.6448 | 32.7636 | 33.1899 | 33.4472 | 33.3062 33.591 32.8761
33.0116 | 32.9767 | 32.7705 | 32.7776 | 32.7723 | 32.9907 | 33.368 33.2908 | 33.0401 | 33.1033

Tabulka 13: Odhadnuté hodnoty integralu pro rizné pocty realizaci
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Také zde by nas mohlo napadnout, ze kdyz tyto vysledky zprimeérujeme,

dostaneme o néco lepsi vysledek nez pomoci jednoho ndhodného pokusu o n

realizacich:
F 32.3666 + ... + 34.8361
pro 100 realizact: [(z* — 2)dx ~ + 10+ = 33.15024,
2
5 32.6922 + ... + 32.8761
pro 1000 realizact: [(2? — 2)dz ~ i 10+ = 32.99554,
2
p 33.0116 + ... + 33.1033
pro 10000 realizact: [(2? — 2)dx ~ i 10+ = 33.01016.
2

Opét ale mizeme narazit na problém algoritmické slozitosti vypoc¢t u takovych
programi, kde samoziejmé zavisi na dané funkci, poctu realizaci a predevsim
na vypocetnich schopnostech pocitace, takze je jasné, Ze je potieba si stanovit

urc¢ity limit.
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3 Popis programu pro pribliZzny vypocet urcitého
integralu a porovnani jednotlivych metod na
konkrétnich prikladech

Na prilozeném CD je vytvofena aplikace v programu Matlab (verze R2008a)
pro pfiblizny vypocet urcitych integralt za pomoci slozenych vzorct popsanych
v kapitolach 2.1.1 — 2.1.3. Uzivatel vzdy zada pouze integrovanou funkei (musi

¥ se zada jako

vSak byt pséna syntaxi pouzivanou v Matlabu, takze napt. e~
exp(—x) apod.), dolni a horni integraéni mez a pocet podintervali a vybere
metodu, pomoci které ma byt vypocet proveden. U Gaussovych vzorcu je pak
jesté potieba zadat pocet uzlu (kvili naro¢nosti vypoctu je tento pocet omezen
na 2 az 10). Pfi aproximaci pomoci Taylorova polynomu je navic potieba zadat
jeho stupen a pfipadné i stfed (uzivatel ma moznost zvolit si Tayloriv polynom
se stredem uprostred podintervalu nebo Tayloriv polynom s volitelnym stiedem,
kde zadéava stfed z intervalu danym dolnf a horni integra¢ni mezi a program zjisti,
v kterém podintervalu a v jaké vzdalenosti od dolni meze podintervalu zadany
stied lezi, a s touto vzdalenosti od dolni meze podintervalu pocité i v ostatnich
podintervalech). Vzhledem k naro¢nosti vypoctu chyby u Taylorova polynomu
s volitelnym stfedem v pripadé sudého stupné Taylorova polynomu se v aplikaci
nepo¢itd maximalni chyba, a tudiz ani dolni a horni hranice odhadu (uzivatel
je o tom ovSem programem informovan). Pro porovnéani aplikace vypocita po-
moci prikazi jiz obsazenych v programu Matlab také presnou hodnotu urc¢itého

integralu.

V aplikaci je také moznost nechat si vykreslit graf zadané funkce véetné apro-
ximace uré¢itého integralu zvolenym pravidlem. Uzivatel ma tak moznost vidét,
jak graf funkce vypada a jak vypada aproximace jejiho urcitého integrélu, a pii-
padné muze podle téchto znalosti upravit své zadani. Ma také moznost pouzit
pii vykresleni vlastni meze a mize tak vidét pribéh funkce i mimo interval za-

dany pro priblizny vypocet integralu.
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Aplikace je téz oSetfena na nékteré Spatné zadané vstupy, napt. pii zadani
dolni integra¢ni meze vétsi nez horni integracni meze, pii zadani zadporného, nu-
lového ¢ neceloéiselného poc¢tu podintervali apod. V téchto ptripadech je uzivatel

upozornén, vypocet se neprovede a uzivatel mize zménit své zadéani.

Numerické integrovani

— Zadévaci panel — Panel vysledki
Zyolte i pravidlo:|TP s veitenjm stfedem - Ffesna hodnota: 675
) : Odhadnuta hodnota: 7692
Zadejte funkci: *"3-Bh"2+ 8
Pozn. Mutné zadst = proménnou x| Wz malni chyba: 312
Zadejte dolni mez: B Dolni hranice odhadu: 4572
Haorni hranice odhadu: 10812
Zadejte horni mez: 3 -
6 L -
Zadejte polet podintervall: 2 5L ]
Al i
Zadejte stupefi TF: 1 3L i
2 L -
Zadejte stfed: = 1t ]
0
0 05 1 15 2 25 3
— Mastaveni grafu
PouZit zadané meze =
: ykresl

Obrazek 15: Ukazka pouziti programu pii aproximaci pomoci Taylorova polynomu
s volitelnym stfedem
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2 Numericke integrovani

Numerické integrovani

— Zadévaci panel — Panel vysledkd

Zyolte si pravidlo:| TP s voltelnjm stfedem v: Pfesna hodnota: 0 e

) : . Odhadnuté hodnota: e
Zadejte funkci: K"3-B k248

Pozn.: Mutné zadat 5 proménnou x! Maxdmalni chyba: e

Zadsjte dolni mez: B Dolni hranice odhadwu: e

) Homihranice odhadu: e
Zadejte horni mez: 3

B chyba! b= e
Zadejte potet podintervall: 35
Poiet podintervald musi byt pirozené &islol
Zadeijte stupef TP: L
Zadejte stfed: =
02t

Vypodite 0 :
0 02 04 06 0.8 1

— Mastaveni grafu

PouZit zadané meze -
. Vykresl
Konec

Obrazek 16: Ukézka chybového oznameni v programu pii Spatném zadéni vstupu

Pomoci vytvoreného programu budou dale ptiblizné vypocitany tii urcité in-
tegraly a jejich chyby a néasledné budou ziskané vysledky mezi sebou porovnény.

V tabulkach nize budou pouzity néasledujici zkratky:
e OM = obdélnikova metoda

e LM = lichobé&Znikova metoda

SM = Simpsonova metoda

o (G2 = Gaussova metoda vyuzivajici 2 uzly

G3 = Gaussova metoda vyuzivajici 3 uzly

e TP2 = Taylortiiv polynom 2. stupné se stfedem uprostied podintervalu
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e TP10 = Taylorav polynom 10. stupné se stfedem uprostied podintervalu
e TP2S = Tayloriv polynom 2. stupné se stfedem v dolni mezi podintervalu

e TP10S = Tayloruv polynom 10. stupné se stfedem v dolni mezi podintervalu

Priklad 3.1. Pomoci vytvorené aplikace spocitejte absolutni hodnotu skutecné

chyby pri priblizném vypoctu [

12

1

na 2, 10 a 50 podintervalii.

sin(x

12 gin(x
Pro porovnani skuteéna hodnota je: [ (z)
1

dx riznymi metodami, a to s rozdélenim

dr = 0.558888171159190.

Pocet podint. 2 10 50
OM - aprox. —0.734896186091396 | 0.539504561407792 | 0.558130757323766
OM - chyba 1.293784357250586 | 0.019383609751398 | 0.000757413835424
LM - aprox. 2.373105186485024 | 0.597254244681073 | 0.560402374620844
LM - chyba 1.814217015325834 | 0.038366073521883 | 0.001514203461654
SM - aprox. 0.301104271434077 | 0.558754455832219 | 0.558887963089459
SM - chyba 0.257783899725113 | 0.000133715326971 | 0.000000208069731
G2 - aprox. 0.739762172735631 | 0.558977485383235 | 0.558888309882937
G2 - chyba 0.180874001576441 | 0.000089314224045 | 0.000000138723747
G3 - aprox. 0.548356542539818 | 0.558887986311003 | 0.55888817114775
G3 - chyba 0.010531628619372 | 0.000000184848187 | 0.00000003001144
TP2 - aprox. 1.012736663453989 | 0.559089900268657 | 0.558888483335293
TP2 - chyba 0.453848492294799 | 0.000201729109467 | 0.000000312176103
TP10 - aprox. 0.558906797488242 | 0.558888171159207 | 0.558888171159189
TP10 - chyba 0.000018626329052 | 0.000000000000017 | 0.000000000000001
TP2S - aprox. —6.33676083307043 | 0.539254277678391 | 0.558760280446289
TP2S - chyba 6.89564900422962 0.019633893480799 | 0.000127890712901
TP10S - aprox. 0.425471382392409 | 0.558888170554472 | 0.558888171159191
TP10S - chyba 0.133416788766781 | 0.000000000604718 | 0.000000000000001

Tabulka 14: Aproximace a absolutni hodnota skutecné chyby pii priblizném vy-
poctu integralu podle riznych metod
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Piiklad 3.2. Pomoci vytvorené aplikace spocitejte absolutni hodnotu skutecné

6

chyby pii priblizném vgpoctu [ e dx rizngmi metodami, a to s rozdelenim

-2

na 2, 10 a 50 podintervalii.

6
Pro porovnani skuteéna hodnota je: [ e~ dx = 1.768308316215180.
2

Pocet podint. 2 10 50
OM - aprox. 4.000000450140699 | 1.769905012843661 | 1.76838587930827
OM - chyba 2.231692133925519 | 0.001596696628481 | 0.00007756309309
LM - aprox. 0.109893833332406 | 1.764810063325093 | 1.768152689757594
LM - chyba 1.658414482882774 | 0.003498252890087 | 0.000155626457586
SM - aprox. 2.703298244537934 | 1.768206696337471 | 1.768308149458045
SM - chyba 0.934989928322754 | 0.000101619877709 | 0.000000166757135
G2 - aprox. 1.054998229105004 | 1.768375918341522 | 1.768308427388508
G2 - chyba 0.713310087110176 | 0.000067602126342 | 0.000000111173328
G3 - aprox. 1.982109882447587 | 1.768308490961481 | 1.768308316213156
G3 - chyba 0.213801566232407 | 0.000000174746301 | 0.000000000002024
TP2 - aprox. —1.333314277377081 | 1.768459623705746 | 1.768308566363468
TP2 - chyba 3.101622593592261 | 0.000151307490566 | 0.000000250148288
TP10 - aprox. 0.613365376511718 | 1.768308316150405 | 1.768308316215179
TP10 - chyba 1.154942939703462 | 0.000000000064775 | 0.000000000000001
TP2S - aprox. 5.616795925878482 | 1.770433790897661 | 1.768346177883951
TP2S - chyba 3.848487609663302 | 0.002125474682481 | 0.000037861668771
TP10S - aprox. 679.3799897092913 1.76830876608681 | 1.768308316215192
TP10S - chyba 677.6116813930761 0.00000044987163 | 0.000000000000012

Tabulka 15: Aproximace a absolutni hodnota skute¢né chyby pfi priblizném vy-
poctu integralu podle riznych metod

Priklad 3.3. Pomoci vytvorené aplikace spocitejte absolutni hodnotu skutecné

chyby pri priblizném vgpoctu [

12 cos(x

NE

na 2, 10 a 50 podintervalii.

Pro porovnani skuteéna hodnota je: [

1

12 cos(x)

R
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dx riznymi metodami, a to s rozdélenim

dr = —0.719774756615325.




Pocet podint. 2 10 50
OM - aprox. —4.111381035171642 | —0.782026628711164 | —0.72230531025809
OM - chyba 3.391606278556317 0.062251872095839 0.002530553642765
LM - aprox. 4.26250089130203 —0.594425133897578 | —0.714710985726858
LM - chyba 4.982275647917355 0.125349622717747 0.005063770888467
SM - aprox. —1.320087059680418 | —0.719492797106635 | —0.71977386874768
SM - chyba 0.600312303065093 0.00028195950869 0.000000887867645
G2 - aprox. —0.288082989096394 | —0.719951313819489 | —0.719775347071535
G2 - chyba 0.431691767518931 0.000176557204164 0.00000059045621
G3 - aprox. —0.753113909044805 | —0.719786274446006 | —0.719774758180189
G3 - chyba 0.03333915242948 0.000011517830681 0.000000001564864
TP2 - aprox. 0.391558393175617 | —0.720126799267605 | —0.719776078647438
TP2 - chyba 1.111333149790942 0.00035204265228 0.000001322032113
TP10 - aprox. —0.72119536999552 | —0.719774804904983 | —0.719774756615329
TP10 - chyba 0.001420613380195 0.000000048289658 0.000000000000004
TP2S - aprox. || —3.942091196336643 | —0.647477133373985 | —0.719313503835279
TP2S - chyba 3.222316439721318 0.07229762324134 0.000461252780046
TP10S - aprox. 1836172.001215066 | —0.697512180708224 | —0.719774756446336
TP10S - chyba 1836172.720989823 0.022262575907101 0.000000000168989

Tabulka 16: Aproximace a absolutni hodnota skutecné chyby pii pfiblizném vy-
poctu integralu podle riznych metod

Jak je ze vSech t¥i vySe uvedenych prikladu patrné, vzdy velmi zalezi na funkci,

jejiz integral se snazime vypocditat.

Zamétime-li se na Newton-Cotesovy vzorce, tedy obdélnikové, lichobéznikové

a Simpsonovo pravidlo, je jednoznacné vidét, ze nejlepsich vysledki dosahujeme

obvykle s pomoci Simpsonova pravidla, coz je logické vzhledem k tomu, Ze vyuziva

interpolace polynomem 2. stupné. Neni samoziejmé pravidlem, ze vyjde vzdy

nejlépe z téchto tii, ale ve vétsiné pripadid tomu tak bude. Mezi obdélnikovym

a lichobéZznikovym pravidlem je jiz rozdil mensi, obecné ¢astéji vychéazi presnéjsi

hodnoty obdélnikovym pravidlem, ale neni tomu tak samoziejmé vzdy.
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P1i pohledu na vysledky ziskané pouzitim Gaussovyjch vzorci je evidentni,
ze vychézi blize skute¢né hodnoté nez u Newton-Cotesovych vzorci. Samoziejmé
pii vySsim poctu uzli Legenderova polynomu se vysledek jesté zpreshuje a také
s rostoucim poctem podintervali se skute¢né hodnoté blizime podstatné rych-
leji. Dle zde uvedenych ptikladi je navic skuteéna chyba vzdy relativné mala jiz

pri pouziti 2 nebo 3 uzld, coz je nesporné také velka vyhoda.

Posledni varkou metod jsou takové, které vyuzivaji Taylorova polynomu da-
ného stupné. Ty mame jesté rozdéleny na dvé cCésti, a to se stfedem danym
uprostied kazdého podintervalu a se stfedem, ktery si uzivatel voli. Jak je jiz
v kapitole, ktera se této problematice vénuje, zminéno, lepsich vysledki dosa-
hujeme obvykle pfi volbé stfedu uprostied podintervalu. Jak je zfejmé, tak pri
vétsim stupni Taylorova polynomu se dostavame celkem rychle k pfesné hodnoté.
Na druhé strané, jak ale muZzeme vidét na Prikladech 3.2 a 3.3, velky stupen
Taylorova polynomu miize pfi malém poc¢tu podintervali a neprilis vhodné volbé
stfedu v urcitych pripadech vést az k obrovskému néardstu chyby. Je také vi-
dét, Zze pri volbé jiného stfedového bodu nez uprostied kazdého podintervalu se

s nartistajicim poc¢tem podintervali blizime k presné hodnoté integréalu pomaleji.

Pokud bychom chté€li mezi sebou porovnat jednotlivé pristupy, pak zjistime,
ze Gaussovy vzorce davaji presnéjsi vysledky nez Newton-Cotesovy vzorce. Po-

rovnanim odhadii pro maximalni chybu u Simpsonova pravidla a aproximace po-

+b

moci Taylorova polynomu druhého stupné v bodé xy = zjistime, Ze je tato
hodnota u Simpsonova pravidla 1.5-krat mensi. Na druhou stranu, u Simpsonova
pravidla i u Gassovych vzorci bylo patrné, ze by byl pfi zvySovani stupné apro-
ximujictho polynomu vypocet vzorce pro priblizny vypocet integrélu i odhadu
pro maximalni chybu dost zdlouhavy a komplikovany. Oproti tomu pii pouziti

a+b )

vzorce pro priblizny vypocet integralu i odhadu pro maximélni chybu snadno

aproximace Taylorovymi polynomy jsou (zejména v piipadé, kdy zp =
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ziskatelné pro libovolny stupen aproximujiciho Taylorova polynomu. Presnost 1ze
tedy pfi pouziti aproximace Taylorovymi polynomy jednoduse zvysit tim, Ze zvy-

$ime stupen pouzitého Taylorova polynomu.

Zalezi tak na uzivateli, jak moc pfesné hodnotu potiebuje znat. Podle toho
si mize zvolit vhodnou metodu. Pokud si vSak zvoli dostatecné velky pocet pod-
intervald, tak prilis nezéalezi na tom, kterou metodu vyuzije. Diive by to byl
nejspis problém, ale v dnesni dobé vypocetni techniky jiz neni takovou prekazkou

spocitat hodnotu integrélu i pfi rozdéleni na tisice podintervala.

113



ZAvér

Ve své praci jsem se zabyval nékolika zajimavymi piistupy k numerickému
integrovani. Toho se nejcastéji vyuziva u problematickych funkei, at uz z hlediska
slozitého ¢ dokonce nemozného vypoctu primitivni funkce. Vyuzijeme jej také
v ptipadé, ze budeme mit jen nékolik diskrétnich bodt a jejich funkéni hodnoty,

z ¢ehoz bychom standardnim postupem urcity integral taktéz nespocitali.

Po prvni pfipravné kapitole vénujici se aproximaci funkci pomoci polynomu
jiz za¢ina stézejni ¢ast prace, a to jednotlivé vybrané pristupy k numerickému in-
tegrovani. Jako prvni jsou zminény Newton-Cotesovy vzorce, konkrétné metoda
levého a pravého odhadu, obdélnikové, lichobéznikové a Simpsonovo pravidlo,
véetné maximéalnich chyb téchto metod. Nésleduji Gaussovy vzorce, které jsou
zde odvozeny pro asi nejpouzivanéjsi polynomy, a to Legenderovy, opét véetné
maximalnich chyb. V dalsi ¢asti pak nasleduji metody vyuzivajici Taylorova po-
lynomu. Zde byly vSechny vzorce a odhady odvozeny viceméné bez pouziti lite-
ratury, jelikoz dana problematika je ve vétsiné publikaci studovana jen okrajove,
napt. ilustrovanim na pifkladech. Ani zde nechybi odvozeni maximélni chyby.
Ve v8ech zminénych piipadech jsou navic kapitoly rozsifeny o slozené formule,
které vyuzivaji rozdéleni daného intervalu na nékolik podintervali, na kterych se
nasledné uzije dand metoda. V posledni ¢asti je jesté zminén pristup vyuzivajici

metodu Monte Carlo, ktery vyuziva generator nahodnych ¢isel.

Posledni kapitola se vénuje srovnani metod na tfech konkrétnich prikladech.
K této casti jsem téz vytvoril aplikaci v programu Matlab, do niz uzivatel zadéva
funkci, dolni a horni mez, pocet podintervali, u Gaussovych vzorci poté pocet
uzlt (omezeny na interval (2;10)) a u Taylorova polynomu jeho stupen, piipadné
jesté uzivatelsky voleny stifed. Aplikace vypocita odhad zadaného urcitého inte-
gralu zvolenou metodou, maximalni chybu a také dolni a horni hranici intervalu,

kde se nachazi skutecnéd hodnota. Pro srovnani aplikace vypocité také presnou
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hodnotu integralu (pomoci piikazi jiz obsaZenych v programu Matlab). Uzivatel
mé navic moznost si nechat vykreslit graf funkce, a to véetné aproximace za-
daného urc¢itého integralu zvolenou metodou. Mé i moznost zménit meze grafu,

aby vidél prubéh funkce i mimo zadané meze pro vypocet integralu.

Diky své diplomové praci jsem si rozsiril spektrum znalosti z této oblasti,
kterou jsem sice ¢aste¢né studoval jiz v predmétu Numerické metody 1, ale hlou-
béji jsem do ni pronikl az diky této praci. Navic jsem se seznamil i s dalsimi
pristupy, které ve zminéném predmétu nebyly studovany. Piesto jsou velmi sro-
zumitelné a logické. VyzkousSel jsem si také programovani v programu Matlab,
pri tvorbé aplikace jsem se seznédmil s pro mé dosud neznamym prostiedim
GUIDE v tomto programu, se kterym jsem se samostatné naucil pracovat, coz
se mi jisté muze do budoucna hodit. Navic mé tato prace naucila i z nékolika
rizné formulovanych definic, vét a dalsich texti vybrat tu podle mé nejvhodnéjsi

a nejsrozumitelnéjsi pro ¢tenare.
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