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UVvOoD

., Vse je cislo. Cislo je mirou vsech véci. “ (Pythagoras ze Samu)

Aniz bychom si to nékdy uvédomovali, matematika je soucasti naSeho kazdodenniho
zivota. Polozeni zakladii miizeme najit na pocatku lidskych déjin. Pies fakt, ze proSla mnoha
proménami, je zde jedna véc neménnd. UCi Cloveéka nejen logicky premyslet, ale rovnéz

..........

obort a i nadale se rozviji. V dob¢ vyspélé techniky je tak oborem naprosto nezbytnym.

Cilem této bakalaiské prace je osvétlit historii zapisu Cisel od jeho pocatku az do
soucasné doby. Cislo je uzivano napiiklad pro vyjadieni pofadi, mnoZstvi & mnoho jinych
uceli. Rovnéz vzniku jak pozicnich, tak nepozi¢nich numerac¢nich soustav V rtiznych
kulturach. V praci se uvadi vztahy mezi jednotlivymi numera¢nimi soustavami a v nékterych

taktéz pocCetni operace. Seznamuje s jednotlivymi fazemi jeho vyvoje.

Rozeznavame dva druhy numeracnich soustav - pozi¢ni a nepozi¢ni. U nepozicnich
soustav nezalezi na potadi jednotlivych symbolt, tudizZ zménou pozic znakl v zapisu Cisla tim
dané ¢islo nijak neovlivnime. Naopak u pozi¢nich soustav zdlezi na potadi jednotlivych
symbolil, nemiizeme tedy dané ¢islo zapsat libovolnym zplisobem, jelikoz by se jednalo

0 zapisy ruznych cisel.

Zavér je vénovan definovani pojmu piirozeného ¢isla v oblasti didaktiky matematiky,
vcetné didaktickych postupti vzniku pojmu pfirozeného ¢isla u zaka 1. stupné zakladnich Skol

a moznosti vyuZiti téchto poznatkli ve vyucovani.



1 POJEM PRIROZENEHO CISLA

Pfirozena Cisla patii mezi nejstar$i koncepty matematiky. Obvykle je chapeme jako
umgélé, idealni pojmy, vzniklé abstrakci z vlastnosti kone¢nych mnozin a vlastnosti sefazovani
prvkl téchto mnozin. Neni to tedy konkrétni véc, objekt, nachazejici se v naSem okoli, ktery

by byl smysly vnimatelny. (Novak, 1999)

Proces vytvareni pojmu Cisla je cestou od mnoziny (jako souboru libovolnych véci, jez
se nazyvaji prvky mnoziny) k jeji kvantitativni charakteristice. Pfirozené ¢islo vyjadiuje

kvantitu, pocetnost (pocet prvkit) mnoziny. (Novak a Eberova, 1988)

Obr. 1 — Mnozina trojuhelnikii

Na obr. 1 muZeme vidét, ze piirozené Cislo 5 udava pocet prvki v mnoziné (pocet

trojuhelnikt).

1.1 Mohutnost mnoZiny

vvvvvv

podobnosti mezi skupinami rtiznych predméti bez ohledu na pifipadné riznorodosti mezi
nimi. Napf. pfedstavme si skupinku déti, ve které je Tomas, Pavlina a Jakub. Kazdé z déti ma

svij mi¢. Je zde néjaka podobnost mezi touto skupinkou déti a jejich mici?

Clovék musel ve své historii ucinit velky pokrok Kkrozvoji svych dusevnich
schopnosti, aby dokdzal nejen popsat rtizné vlastnosti téles jako tvar, barva, velikost, material,

ale rovnéz vlastnosti, které nejsou tolik zfejmé a vyzaduji vyssi stupeni abstrakce.

Definice. (Eberova a Stopenova, 1997) Mnozina A je konecna prave tehdy, kdyz
neni ekvivalentni s Zadnou svou vlastni podmnozZinou. MnoZina, ktera neni konecna, se nazyva

nekonecna.



V prikladu, ktery jsme si uvedli, jsou sice prvky mnozin déti a mic¢u zcela odlisné
povahy, maji ovSem néco spolecného. Ozna¢me si nyni prvni mnozinu, tj. skupinku déti

pismenem A a druhou, mnozinu mic, pismenem B.
Miizeme napsat:
A={a,b,c}aB={m,n, o}, kde a, b, ¢ jsou jednotlivé déti a m, n, 0 mice.

Pokud si tento zéapis vyjadiime diagramem (obr. 2), mizeme vidét vzajemné

jednoznac¢né zobrazeni mezi mnozinami A a B.

Obr. 2 — Vzdjemné jednoznacné zobrazeni

Ozname si tento vztah symbolem ,~“. Rikdme, Ze mnozina A je ekvivalentni

s mnozinou B. Otazkou ziistava, jak pozname, ze se jednd o mnoziny stejné¢ mohutné?

Prvnim zpisobem, jak to zjistit, je uréeni poctu prvki jednotlivych mnozin. U mnozin
s vétsim poctem prvka vsak tento zpisob nemusi byt zcela vhodny. Druhy zplisob spociva

v jednoduchém pfifazovani prvku stejnym zptusobem, ktery je znazornén na obr. 2.

Definice. (Jelinek, 1974)  Dvé konecné mnozZiny se nazyvaji mnoziny stejné

mohutnosti, maji-li stejny pocet prvki.

Kazdy zdéti ma pravé jedno pouzdro a zadné nezbude. Jinak feceno, v obou

mnozinach méame stejny pocet prvki a jsou tedy stejn€ mohutné.

Znazornéme Si dal§i dvé mnoziny (obr. 3), které sice obsahuji stejné prvky, nemaji
vSak stejnou spolecnou vlastnost, kterou mély mnoZiny A a B. Zde maji mnoZiny C a D rizny
pocet prvku, tzn. riznou mohutnost. V tomto piipadé tedy nejde zadnym zptsobem prvky

jednoznacné piifadit.



Obr. 3 — Riiznd mohutnost mnozin

V mnoziné D jsou prvky, které ,,pfebyvaji“ — prvku je tedy vice nez v mnozin¢ C.

Ptifazujeme-li tak prvky mnoziny A s prvky mnoziny B relaci ,,jeden vzor — jeden

obraz*, dostaneme jeden z nasledujicich pripadu:

1. Mnozina A ma stejny pocet prvkii jako mnozina B (obr. 4).
2. Mnozina A ma méné prvkd nez mnozina B (obr. 5).

3. Mnozina A ma vice prvki neZz mnozina B (obr. 6).

Obr. 4 Obr.5

Obr. 6



1.2 Relace ekvivalence

Definice. (Blazek, 1983) Relace R definovand na mnoziné M se nazyvd relace

ekvivalence prdve tehdy, kdyz je reflexivni, symetrickad a tranzitivni.

Relace ekvivalence se znaéi symbolem ,~*, ktery jsme si uvedli ve spojitosti
ekvivalence dvou mnozin. Jestlize pro prvky a, b € M plati, ze [a, b] € ~ fikame, Ze prvky
a, b jsou navzajem ekvivalentni a zapisujeme a ~ b. Kazda ekvivalence je sama sob¢ inverzni,

coz vyplyva z toho, ze je reflexivni a zaroven i1 symetricka.

1.2.1 Rozklad mnoziny

Véta. (Perny, 2010) Kazda relace ekvivalence definovana na mnoziné

M vytvari rozklad mnoZiny na tridy rozkladu.

Relace ekvivalence, ktera je definovana na mnoziné M, rozklada tuto mnozinu na tfidy
rozkladu. Zvolime-li si libovolny prvek a € M, mizeme pak sestavit mnozinu Ty, ktera bude
obsahovat vSechny prvky X ekvivalentni k prvku a. Tuto skute¢nost zapisujeme T1={X € M;
X ~ a}. V mnoziné M vS8ak muze existovat dal$i prvek b, ktery neni ekvivalentni k prvku
a, tedy nepatii do mnoziny T1. Vytvofime druhou mnozinu T2 z prvkii mnoziny M, které jsou
ekvivalentni k prvku b. Tuto skute¢nost zapiseme (obdobné jako u mnoziny T1) T2 = {Xx € M;
X ~ b}. Timto zpuisobem muizeme pokracovat do té¢ doby, nez vyCerpame vSechny prvky
mnoziny M. Vysledkem celého procesu tfidéni je mnozina T, jejiz prvky jsou neprazdné
mnoziny, které nazyvame téidy rozkladu Ti, T2, T3, ..., Tn. Zapisujeme T = {T1, T2, T3, ...,

Tn}. [1]

1.2.2 Vlastnosti tiidy rozkladu

Sjednoceni vSech tfid rozkladu mnozZiny M se rovna vzdy mnoziné¢ M a to znamena, Ze

kazdy prvek x € M patii do nékteré¢ z mnozin Ty, T2, Ts, ..., Th.

Prinik kazdych dvou tfid je mnoZina prazdnd a to znamena, Ze kazdy prvek je zafazen

praveé do jedné tfidy rozkladu mnoziny M.

Zadnéa z mnozin Ty, T, Ts, ..., TnnemlZe byt mnozina prazdna.
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Mnozina T se nazyva rozklad mnoziny M. Prvky, ndleZejici mnozin€ T, nazyvame
tfidy rozkladu. Ttidy rozkladu jsou jednozna¢né urceny libovolnym prvkem tiidy. Libovolny

prvek je reprezentant, to znamena, ze tiidu reprezentuje. (Eberova, 2003)

1.3 Standardni mnoZina a jeji usporadani

Ke studiu ptirozenych Cisel si potfebujeme vytvofit specidlni mnozinu, kterou mizeme
nazvat standardni a oznacime si ji pismenem S. Tato mnozina obsahuje libovolnou jednu
mnozinu z kazdé tfidy mnoziny M (viz podkap. 1.2), ktera reprezentuje piislusnou tiidu. Na

obr. 7 si demonstrujeme nékolik vybranych mnozin.

Obr. 7 — Libovolné mnoZiny z mnozZiny M

Prvky standardni mnoziny S jsou mnoziny, kde zddné dvé nemaji stejnou mohutnost.

Dovolme si v mnozingé S zavést relaci R ,,M ma o jeden prvek vice nez N*. Nyni
pomoci této relace miizeme mnoziny z obr. 7 uspofadat tak, Zze prvni mnozina bude obsahovat

nejmensi pocet prvkl. Zaénéme tedy prazdnou mnozinou, viz obr. 8.

11



nazev Cisla zapis Cisla

nula 0

jedna 1

dvé 2

ti1 3

Styf 4

Sest 6

sedm 7

HOOOEOOOU

=
e

atd. atd.
Obr. 8 — Standardni mnozina S

Z piedeslého obrazku nam vyplyva, ze jsme tyto mnoziny sestavili Vv pfirozeném

potadi. Kazda z mnoZin totiZ reprezentuje prave jedno ptirozené Cislo.

V piipadé€, Zze jsou mnoziny na obr. 8 uspotfadany v pfirozeném poiadi, pak musi

rovnéz odpovidat pfislusna ¢isla v pfirozeném potadi:
0,1,2,3,4,5,6,7,8, ....

Pomoci této posloupnosti dokdzeme snadno urCit pocet predméti, to znamena,
ze dokaZeme spocitat, kolik jich je. Celkovy pocet libovolnych piedmétii urcuje posledni ¢islo

tohoto pocitani.
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1.4 Zapis Cisla, jeho pojmenovani a numerace

Jiz ndm muze byt ziejmé, Ze piirozené Cislo (spolecnd vlastnost urcité skupiny
mnozin) je pojem, a neni to tedy konkrétni objekt nachazejici se v ptirod€. Na ¢islo, napf.
na Cislo tfi, nemizeme ukézat prstem a fici, toto je Cislo tfi, na rozdil od konkrétnich

predmét, u kterych mizeme fici: toto je Zidle, tam je kniha, to je lampa apod. (Jelinek, 1974)

Abychom s ptirozenymi ¢isly mohli pracovat, musime je pojmenovat nebo oznadit
symbolem (znakem). Oznaceni pojmu konkrétnim znakem nebo slovem, nemusi byt

mnozinou zobrazeno zcela presné, viz (obr. 9).

Obr. 9 — Mnozina trojuhelniku

Je tedy dulezité védeét, Ze to, co napiSeme na papir, napf. ,,2%, neni Cislo dv¢, ale pouze

jeho zapis. Jde pouze o dohodnuty zptisob vyjadieni. (Hejny, 2001)

Cislo mize byt zapsano riznymi znaky a pojmenovano riznymi slovy.
Napt. ¢islo dva se v jinych jazycich nazyva two, zwei, dos, deux atd. Je to tak 1 v rznych

kulturnich oblastech, které uzivaly anebo uzivaji rizné znaky k oznaceni ¢isel.
Napf. znaky

2, || (Egyptané), B" (Rekové), ITI (Rimang),
Y (dnesni Arabové), * » (Mayové)

znaci ¢islo dveé.

Existuje vS§ak mnoho riznych zpusobt, jak zapsat totéZ ¢islo. Napiiklad zminéné ¢islo

dvé miZzeme zapsat rovnéZz jako:

1+1,8-6,24:12, V4 atd.

13



Je podstatné fici, ze ¢isla nemizeme vidét, vidime pouze jejich zépisy. At uz jsou
zapisy velké ¢i malé anebo jsou napsany v seSité ¢i na tabuli. OvSem i zde se mize objevit
problém. Jelikoz se zapisy zdaji byt konkrétnimi objekty, lidé se mohou domnivat, ze tyto

Zapisy, je ¢islo samo o sob¢, ne jeho pouhy zapis.
Rozdil mezi ¢islem a jeho zapisem vysvétlime nasledujici analogii.

Dle Jelinka (1974) k pojmenovani véci pouzivame slova a pii psani téchto slov
pouzivame soustavy symboll (pismena), které tvoii abecedu. Tu tvoii konecny pocet pismen
— naSe abeceda je tvoiena 27 pismeny (bez hackd a carek). Pomoci téchto pismen tedy

muzeme vytvofit velké mnozstvi slov.

Podobnym zpisobem mame v aritmetice soustavu Ciselnych znaki, tzv. cislice.

V bézné uzivané desitkové soustave se jedna o Cislice:
0,1,23,4,56,7,8,9.

Pomoci téchto Cisel tvofime zapis Cisla. Napt. pokud chceme v soustavé o zakladeé

10 zapsat ¢islo dvacet osm, zapis je tvofen dvéma Cislicemi, a to 28.

V nésledujicim piikladu je nazorné demonstrovana analogie mezi psanim slov a ¢isel.

Véc Zapisslova Pismena v zapisu slova Abeceda, ze které jsou vybirana pismena
blesk b,l,e sk a,bcde...,XYyzZ
Cislo Zapis ¢isla  Cislice v zapisu &isla Zakl. mnoZina, ze které jsou vybr. Cislice
12 1,2 0,1,23,45/6,7,8,9
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Slovo ,,blesk* je pouze jedno slovo i pies fakt, Ze se skladd z n€kolika pismen. Rovnéz

zapis Cisla ,,12* je pouze jeden znak i piesto, Ze je tvotfen z Cislic.

V naSem jazyku existuji slova, kterd jsou tvofena pouze jednim pismem, napi. spojka
a, predlozky k, v, u apod. Tyto symboly proto maji dva vyznamy — jednak jsou pismeny
a rovnéz slova se svym vlastnim vyznamem. Tato dvojznacnost se objevuje i u ¢isel. Napf.
u jednocifernych ¢isel (1, 2, 3, az 9) jsou jednotlivé Cislice samy o sob¢ Cislici, ale taktéz

z nich miizeme vytvortit zapisy raznych ¢isel.

1.5 Kardinalni Cislo

Pojem kardinalniho Cisla se dd definovat zdkladni mySlenkou. Vezmeme vSechny
mnoziny a rozdélime do tfid tak, aby v téze tfidé byly vSechny ty mnoziny, které jsou
navzajem ekvivalentni. Prazdna mnozina @ bude pfitom sama tvofit jednu tfidu, druhou tfidu
budou tvofit vSechny mnoziny skladajici se z jediného prvku, dalsi tfidu budou tvotfit mnoziny
skladajici se pravé ze dvou prvkl, atd. Kazdé tfidé pak prifadime jakysi symbol, ktery
nazveme kardindlnim ¢islem kterékoli mnoziny z této tfidy. Napft. prvni z vySe uvedenych tiid
pfitadime symbol 0, druhé symbol 1, tfeti symbol 2 atd. Podle toho je kardindlni ¢islo

mnoziny néco, co je odpovedi na otazku, kolik prvkd mé tato mnozina. (Hrusa et al., 1976)

Definice. (Eberova, 2005) Necht je dan na mnoziné M systém disjunktnich
podmnozin. Dale necht je mezi témito mnozZinami definovana relace R: , byt ekvivalentni*.
Tato relace zpusobuje rozklad tohoto systému na tridy rozkladu, ve kterych jsou navzdjem
ekvivalentni mnoziny. Kazdou tridu tohoto rozkladu, pak nazveme kardindlnim cislem. Kdyz

mnozina A reprezentuje tridu rozkladu, pak kardindlni cislo této tridy zapiseme
card (A) = a.
Ptirozena cisla se taky definuji jako kardinalni ¢isla kone¢nych mnozZin.

1.6 Ordinalni cislo

V této kapitole (podkap. 1.2) jsme si rozlozili mnozinu M na tiidy. Rekli jsme si, Ze

kazda tiida obsahuje rizné mnoziny, ov§em vSechny mnoziny jedné tfidy maji stejny pocet

15



prvkl - maji tak spole¢nou charakteristickou vlastnost. Ordinalni ¢islo definujeme pomoci

nasledujici véty a definice.

Véta. (Hrusa, 1969) Usporadani mnozZiny M se nazyva dobré usporadani, jestlize
kazda neprazdna podmnozZina mnoZiny M ma (v tomto usporadani) prvni prvek. Kazda
mnoZzina, V niz je definovdano dobré usporadani, se nazyva dobre usporadana mnozZina. Mezi

dobre usporadané mnoziny radime i prazdnou mnozZinu @ a viechny jednoprvkové mnoziny.

Definice. (Eberova, 2005) Necht je dan na mnozineé M systéem disjunktnich
usporadanych podmnozin. Ddle necht je mezi témito usporadanymi mnozZinami definovand
relace R: , byt podobny*. Tato relace pak zpiisobuje rozklad tohoto systéemu na tridy
rozkladu, ve kterych jsou navzajem podobné mnoziny. Kazdou tridu tohoto rozkladu, pak
nazveme ordinalnim typem. Ordinalni typy dobre usporadané mnoZiny se nazyvaji ordindlni

cisla. Kdyz mnozZina A reprezentuje tridu rozkladu, tak toto ordinalni ¢islo zapiseme
ord ([A]) = a.

Tvrzeni, ze dvé€ uspofddané mnoziny maji tyz ordindlni typ, znamend piesné totéz, co

tvrzeni, ze tyto mnoziny jsou navzajem podobné. (Hrusa et al., 1976)

Pfirozena cisla se taky definuji jako ordindlni cisla dobie uspotddané konecné
mnoziny. Teorie ordinalnich cisel je do znatné miry analogii teorie kardindlnich Cisel.
U ordinalnich ¢isel se jednd vzdy o dobie uspofddané mnoziny, zatimco u kardinalnich ¢isel

se jedna o neuspofadané mnoZiny.

Véta. (Perny, 2010) Ordindlni c¢isla dobre usporadanych konecnych mnozin nazveme

prirozenymi Cisly.
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2 NEPOZICNI NUMERACNI SOUSTAVY

Jelikoz 1idé odpradavna hledali ten spravny zptsob, jak vSechna piirozena Cisla
pojmenovat a zapisovat, se zavaznosti na rizné kulturni oblasti, se pouzivaly odlisné ¢iselné
znaky (Cislice). Vznikalo tak postupné mnoho rtiznych numeracnich soustav, tzv. systémil.
V nasi historii bylo vyzkouSeno mnoho systémii; at uz byly Uspésné, nebo pfilis slozité

a branily tak v dal$im rozvoji aritmetiky.

Podle Novéka (1999) se numeracni soustavou obvykle rozumi soubor dohodnutych
pouzivanych znakii, nazyvanych cislice (cifry), spolu s vymezenim pravidel pro zapis
prirozenych ¢isel. Podoba zépisu ¢isla tedy zavisi na volbé ¢iselné soustavy. V této kapitole se
budeme vénovat nepozicnim numera¢nim soustavam, ve kterych nezalezi na pozici znak

Vv Ciselném zapisu.

2.1 Numerace jeskynniho ¢lovéka

Pocitani jeskynniho ¢lovéka bylo, ptredpokladejme, velice primitivni. Svym zptisobem
se zfejm¢ jednalo o pocitani, napt. kolik obyvatel Zilo v jeho blizkém okoli anebo kolik ovci
vlastnil. Clovék zfejmé neznal nizvy &isel a ani je nepotieboval. Je domnénka, Ze na uréitém
stupni svého kulturniho vyvoje dovedl urcit napt. pocet ovci, které rano vyhané€l na pastvu,
tim, Ze za kazdou ovci polozil na hromadku kaminek a vefer opét pomoci kaminki

zkontroloval, zda se vSechny ovce vratily. (Jelinek, 1974)

Zcela urcité jde o matematicky zajimavy zplsob zjisStovani urcitého poctu (za
predpokladu, Ze je tato domnénka spravnd). V podstaté jde vzajemné jednoznacné piifazeni
provadéné mezi dvéma mnozinami. Diky tomuto zpisobu dokézal tedy “spocitat” ovce, aniZ

by znal jejich pocet, dokazal rovnéZ urcit, ¢eho je vice, méné nebo stejné.

Jeden z dalSich pokust, jak Clovék zjistoval urCity pocet, bylo zatezdvani znaki
do kosti, pfipadn€ hole (zafezovy numeracni systém). Jednotlivé zapisy si lze ptedstavit

nasledovné:

1 3 7 13 atd.
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Obr. 10 - Zarezy ciselnych znakii do kosti [2]

Na obr. 10 mizeme vidét fotografii lytkové kosti pavidna s 29 zarezy, nalezena
v Africe v pohotfi Lebombo na hranicich Svazijska. Zaroven je nejstarSim znamym
matematickym artefaktem, a to kolem 37 tisic let. [2] Velkym pokrokem se stalo zapisovani

zatezil po skupinach, jelikoz u vétSich poctl zareza se stavaly tyto zapisy neptehlednymi.

Zpusob zapisovani ¢isel u jeskynniho ¢lovéka byl jednoduchy. Pouzival se zde pouze

jediny znak k oznaceni libovolného cisla. Napftiklad ¢islo devatenact.

Jak bylo zminéno vySe, obrovskym pokrokem bylo zapisovani zatezl po skupinéch,

¢asto po péti (pocet prstll na ruce):

Nevime jisté, zda jeskynni ¢loveék né€kdy provadél nékteré po€etni tkony. Pokud ano,

jednalo se o velmi jednoduché operace, mezi které patfi s¢itdni, odcitani, piipadné déleni.

Pii séitani a od¢itani se jednoduse zarezy pfipsaly (sjednoceni mnozin), nebo

vymazaly. Napf.
[T THET=
7 + 6 = 13

Jeskynni ClovEék tyto pocetni zkuSenosti ziskaval s postupem casu diky své praktické

¢innosti a trvalo nekolik tisic let, nez ¢lovek dospél k matematické teorii.

Tato primitivni numerace stala na tfech zasadach:
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1. Cislo jedna znacil jeden zatez nebo Carka.
2. Pfipsanim ¢arky se tak dalo zapsat Cislo vétsi nez jedna.

3. Pro ptehlednéjsi zapis u vétsich Cisel byly zarezy sdruzovany po péti.

2.2 Numerace starych Egyptani

Zptsob zapist Cisel Egyptant je jiz velmi stary (pfes 5 000 let) a vychazi ze
zkusenosti jeskynniho ¢loveka. Zde taktéz zptisob zapisu prvné probihal pomoci zafezi nebo
carek. Egyptané vSak brzy prisli na to, ze Cisla nemusi zapisovat pouhymi jednotkovymi
vruby, ale 1ze je mozno vyjadiit v fadech: jednotky, zvlast’ desitky, zvlast’ stovky. Tento objev

byl velmi dilezity. Pocitani s Cisly i jejich zaznamenavani se tak ohromné ulehcilo.

Prvné¢ Egyptané sdruzovali ¢arky ne po péti, ale po deseti — zde vznika zaklad

desitkové numeracni soustavy. Uved’'me si ptiklad zapisu ¢isla 23.

Jelikoz se Egyptané potykali i s vétSimi zapisy, bylo praktické zavést pro skupinu

deseti ¢arek novy ¢iselny znak, ktery mohl predstavovat ruku, resp. dvojici sousednich prsti:
=N
JiZ zminény zapis ¢isla 23 by tak vypadal nasledovné:
AN

Logicky postup nasledoval i pro zapis vétsich Cisel neZz jen deset. Znak pro 100 je

patrné stylizovany obraz svinutého palmového listu.
NnNNNNNNNNN =

Na nasledujicim obrazku (obr. 11) mizeme vidét nazorné zavadéni dalSich ¢iselnych
znakl pro vétsi a vétsi skupiny Cisel. Tyto znaky dnes nazyvame hieroglyfy (z fec. hieros

= ,,posvatny* a glypho = ,,napis®), které byly uzivany ve starém Egypt¢.
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1 000 10 000 100 000 1 000 000

Obr. 11 — Ciselné znaky starych Egyptanii [3]

Kazdy ze znaki charakterizoval néjaky predmét. Vysoka cisla charakterizovaly
hojnost a mnozstvi. Symbol pro 1 000 ptedstavoval ziejmé kvét lotosu, ktery vykvétal na
btezich Nilu a byl symbolem hojnosti. Symbol pro 10 000 je obrazem prstu, asi ukazovaku,
100 000 symbolizovalo obraz pulce, kterych se vzdy po zaplavach Nilu objevovalo velké
mnozstvi a znak pro 1 000 000 je obrazem zasnouciho muze nebo kosmického boha, ktery
drzi oblohu. Podle né&kterych pramenti existoval jesté hieroglyf pro ¢&islo 107, jenz byl

obdobné jako pfedchozi symbol uzivan €asto ve vyznamu ,,velmi mnoho*. (Polak, 2014)

Naptiklad rok 1872 by zapsali Egyptané v této podobé:

QQQQﬂﬂﬂﬂ"
eeeeNNN

Egyptanim tento zplisob zapisu c¢isel vyhovoval. Diky svym cetnym stavbam
(pyramidy, chramy) dokazali tyto znalosti dokonale vyuzit ve stavitelstvi. Pfedev§im méli
Egyptané skvéle zavedeny systém — obyvatelé museli napiiklad odvadét dané. Psani
¢iselnych znaki nebylo zcela snadné, a proto byly s postupem casu nahrazeny pismem
jednodussim, tzv. hieratickym pismem (fec. hieratos = ,.knézsky*). Asi od 7. stol. pf. n. L. se
objevuje jest¢ dalsi forma hieroglyfického pisma: tzv. démotické pismo (fec. demotikos

= ,lidovy®).

Je ziejmé, ze Egyptané pouzivali nepozi¢ni desitkovou ciselnou soustavu. Scitani
dvou ¢i vice pfirozenych ¢isel v ni bylo jednoduché, stejné tak i od¢itani dvou ptirozenych

¢isel. Pfi nasobeni a déleni Egyptané uzivali operace zdvojovani a s¢itani.
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Napitiklad feknéme, ze bychom chtéli védét, kolik je 14 x 24. Vytvorime si tedy dva
sloupce ¢isel. Do levého sloupce napiseme nasobky dvou tak, abychom nepiesahli hodnoty
14 (1, 2, 4, 8) a v pravém sloupci za¢neme Cislem 24, opét s nasobky dvou tak, abychom
v obou sloupcich méli stejny pocet ¢isel. V levém sloupci dostaneme soucet Cisla 14 jednim
zpuisobem, zbyvajici ¢isla v sloupci Skrtneme. Poté preskrtneme cislo na protéjsi strané

a zbyla secteme.

14 X 24

1 24

48

4 96
8 192
14 36

Egyptskd numeracni soustava stdla na n€kolika principech, uved'me si proto alespoii

par z nich:

1. Existoval znak pro pocet n€kolika véci. Napf. na obr. 11 muzeme vidét symbol pulce,
ktery znamenal sto tisic objekti.
2. Pro oznaceni skupin totozné velikosti se pouzival tentyz symbol i nékolikrat.

Napt. zapis
NNNN znamenal 10 + 10 + 10 + 10 = 40.

Nutno podotknout, Ze v této soustavé byl kladen diiraz na aditivni operaci, tedy s¢itani.

3. Jedna se o soustavu vybudovanou na zdéklad¢ cisla 10. Deset je tvofeno deseti
jednotkami, sto je tvofeno deseti desitkami.
4. Nezalezi na uspotradani znaku. Je tedy jedno, zda byl zapis provadén zleva, ¢i jinak.
Bylo zvykem rovnéz zapisovat znaky do geometrickych tvart.
Napt.
nNN
nNN

nNN
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5. Znak pro nulu v tomto systému nebyl nutny. Bez problému tak mohli zapisovat ¢isla,

ktera jsou v naSi numeraci nezbytna. Napf. ¢islo Q Q || znaci 202 a nelze tak zapis Cist

jako 22. Rovnéz Q MMM znad 130 a neni tieba dodavat, e na zakladnim misté

nemame jednotky.
6. V Egyptské numeracni soustaveé bylo s¢itani a od¢itani velmi jednoduché.
Napt. s¢itani bylo provadéno nasledovné.

AN+ A= nnnn |

U odc¢itani pak:
A= A= OG- Q= 2

2.3 Rimska a recka numerace

Starofecké Cislice vznikly ptivodné (kolem 10. stol. pt. n. 1) jako tzv. herodianska
¢iselna symbolika, v niz ¢isla 1, 5, 10, 100, 1 000 byla vyjadiena symbolicky prvnimi velkymi
pismeny svych feckych nazvii a spojenim téchto znakii vznikly symboly pro ¢isla 50, 500
a 5000, viz (obr. 13). Ostatni ptirozena Cisla se zapisovala opakovanim znakt pro uvedena

¢isla.

T A H X M

5 10 100 1000 16 6GO

pente deka hekaton chilio myrio

Obr. 13 — Zdpisy cisel ve Starovékém Recku [3]

Pouzivana ¢iselna soustava byla nepozicni desitkova soustava. Béhem dalSich staleti
symbolice. V ni byla pfirozena ¢isla 1 az 9, desitky 10 az 90, stovky 100 az 900 oznaceny
postupné 24 pismeny soucasné malé fecké abecedy a 3 historickymi (dnes jizZ nepouzivanymi)
pismeny psanymi vesmes s ¢arkou, resp. pruhem (aby je odlisili od pismen). Nulu starovéci

Rekové neznali. (Polak, 2014)
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a 1 1 10 o 100
S 2 K 20 o 200
y 3 A 30 T 300
0 4 U 40 v 400
€ 5 v 50 o 500
¢’ 6 ¢ 60 X 600
¢ 7 0 70 W 700
n 8 80 ) 800
0 9 90 3" 900

Pokud bychom chtéli v této soustavé vyjadrit tisice, uzili bychom apostrof. Napf.
a’, B’, v’ tak znaci 1000, 2000 a 3000. Velkym pismenem M se oznacovaly desetitisice. Mimo

jiné jiz v této dob¢ poukazal Archimédes na fakt, Ze neexistuje urcité nejvétsi Cislo.

Tento systém byl zdkladem pro numeracni soustavu Slovant, kterou vytvofili
Konstantin a Metod¢j v 9. stoleti pro svou misi na Moravu. Napsanim , titla“, tedy kratké

vlnovky nad pismeno abecedy tak vzniklo ¢islo.

Poletni vykony v této numeraci jsou obtizné, a proto patrné Rekové nevynikli
V aritmetice na rozdil od geometrie, kterou zadali jako prvni budovat deduktivng. Rimské
Cislice jsou dosud v uzivani. MiZeme je vidét na budovach, na starych hodinéch,

pfi oznacovani kapitol v knize ¢i na pomnicich. (Jelinek, 1974)

Rimské &islice vznikly a postupné se vyvijely v obdobi antického Rima (1. stol. pf. n.
l. — 6. stol. n. 1.). Jejich pivodni tvary mély ziejmé plivod v poéitani na prstech. Rimské
Cislice byly prvotné uréeny pro kupce, kulturni a umeélecké ucely (letopocty, kalendare).
Pozdéji az do soucasnosti byly upraveny do tvaru velkych pismen latinské abecedy, kterym se
puvodni ¢islice podobaly: Znak I (s ptivodem v jednom prstu) predstavuje cislo 1, znak
V (ptfipominajici roztazenou ruku) pro Cislo 5, znak X (jako dvé pétky, dvé ruce) pro cislo

10, L pro 50, C pro 100 (lat. centum), D pro 500 a M pro 1 000 (lat. mille). (Polak, 2014)

1 5 10 50 100 500 1000
I \Y X L C D M
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Cislice se zapisovaly zleva doprava, a to podle velikosti Cisel, které znazoriuji.

Napt.
MDCCLXXXVIIII = 1789

Vsimnéme si zapisu ¢isla IIII — zde je zapis Cisla tvofen pomoci s¢itani. Az Casem se

zacala ¢astecné pouzivat metoda od¢itani.
Napt. =1V (tj. 5 minus 1),
XXXX = XL (tj. 50 minus 10)
Tento princip vsak muize vést k nejasnostem. Tak napf.
IVX se mize rovnat 10-5—-1=4nebo 10 -4 =6.

Polak (2014) se dale zmifnuje o spojovani a opakovani zakladnich symboltl, ¢imz
vznikaji zapisy dalSich ptirozenych cisel. Soustava fimskych c¢islic je aditivni nepozicni
¢iselnd soustava a Vv nyné¢jSi podobé je nestandardni v tom, Ze pouziva pii zdpisech Cisel
ode¢itani, kdyz mensi ¢islice predchazi vétsi &islici, jak jsme si ukazali vyse. Pro nulu Rimané

pouzivali ndzev nullae = ,,nic*, k jejimu oznaceni v§ak nem¢li Zddny symbol.

Zda se, ze fimska Cisla po dlouha léta branila v rozvoji matematiky. K jejimu
skute¢nému rozmachu doslo az poté, co do Evropy dorazil dimysiny indicky zptisob pocitani.
(Ball, 2006)
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3 POZICNI NUMERACNI SOUSTAVY

V piedchozi kapitole jsme si popsali numeracni soustavy kultur, které ucinily vyrazny
pokrok. Lidé zafezavali rizné Ciselné znaky do holi ¢i kosti a nedélal jim vétSim problém
ukony. V této kapitole se budeme vénovat pozi¢nim c¢iselnym soustavam, ve kterych ma

kazda cislice v zapisu ¢isla presné vymezené misto.
Pozi¢ni numeraéni soustavy jsou vybudovany na nékolika zasadach (Jelinek, 1974):

1. Pii urcovani vétsiho poctu prvkl sdruzujeme je do skupin s n prvky. Pocet prvka
V jedné skupiné se nazyva zaklad soustavy.

2. Je-li téchto skupin vice, sdruzujeme je opét pfi stejném zakladu do vétsich skupin
a v tomto sdruZzovani pokracujeme podle potieby.

3. V nelplnych skupinach, které vznikaji pti kazdém dalSim sdruzovéni, je pocet
prvkil men$i nez zéklad, podle kterého se sdruzuje. Mozné zbytky v téchto
neuplnych skupinach jsou oznaceny znaky, jez se nazyvaji Cislice: 0, 1, 2, 3 az n-1.
Pocet ¢islic se rovna zakladu.

4. Nula je cislo, které oznacuje, Ze neni zadny prvek ve skuping.

5. Vyznam znaku zavisi na jeho pozici v zapisu ¢isla.

6. Velikost zdkladu neni rozhodujici pro pozi¢ni soustavu. Naptiklad soustava
o zakladu 10 je z matematického hlediska celkem nahodna a vznikla patrné proto,

Ze mame deset prstl na rukou.

Vytvofeni pozi¢nich ¢iselnych soustav patii k nejvyznamnéjsim objevim v historii
lidstva. PouZivaly se soustavy pétkové, desitkové, dvanactkové, dvacitkové, Sedesatkové
a jiné. Zfejmée skuteCnost, ze ¢lovék ma na rukou deset prstil, zptsobila, Ze v pfevazné vétSine
civilizaci byla vzata za zaklad soustava desitkova. Kazdé malé dit€ nds presvédéi o jeji
uziteCnosti. AvSak zbytky nékterych nedesitkovych soustav se udrzely ve specidlnich
pfipadech dodnes, napf. Sedesatkova soustava pii méfeni Uhli ve stupnich, minutich
a vtefinach, rovnéZ soustava se zdkladem 60 pfi méfeni ¢asu v minutach a sekundach. Jiz jsme
si tak zvykli na tyto soustavy, ze piechod na desitkovou soustavu by byl v téchto konkrétnich

ptipadech velmi obtizny. (Kopecky, 2002)
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3.1 Numerace narodi Mezopotamie

Znaky pro pozi¢ni numeraéni soustavu nesly jiz zapisy Babylonanu - obyvatelé
Mezopotamie, ktefi zili na uzemi dne$niho Iraku pfiblizné pied 5000 lety. Ti pocitali nejen po
desitkach, ale taky po Sedesatkach. Cislo $edesat mélo pro né stejny vyznam jako pro nas
deset. Byli zvykli uzivat jen dvou cifer. A protoze Babylonané psali zaostfenym rydlem do
hlinénych desticek, které pak susili a vypalovali, mély tyto tvar klinu. Svisly klin znamenal

jednu jednotku, vodorovny klin pak desitku. (Folta, 1973)

VT W 4 ¥ 4 Y

Obr. 12 — Zapisy cisel v Mezopotamii [3]

V matematice dospéli babylonsti ucenci jest¢ dale nez Egyptané. Po Sumerech
pfevzali tento zpiisob zapisovani ¢isel Babylonané, kteti ovladli asi kolem roku 1800 pf. n. 1.

celou Mezopotamii. Po nich se nazyva tento zplsob zapisovani cisel babylonsky.

Mezopotamsky zpiisob zapisti ¢isel vSak pfili§ nevyhovoval. Pfi zdznamu dvéma
znaky bylo nutno pouzivat velké mnozstvi klind. Kdyz bylo ¢islo vétsi, dochazelo asi ¢asto ke
sporum, protoze nebyl zvlastni znak pro tad Sedesatek. Tak se tteba ¢islo 3600 vyjadiovalo
stejné jako jednotka svislym klinem. Pro nejednoznacnost zapisi zavedli Babylonané dva

vodorovné kliny nad sebou, které znacily prazdny fad a zjednodusilo tak ¢teni zépisu Cisel.
(Folta, 1973)

Babylonantim chybél znak pro ,,prdzdné misto* (tj. nulu). Teprve koncem prvni
poloviny 1. tisicileti pf. n. 1. byl tento znak zaveden (dva Sikmé kliny), ale nebyl uZivan na
konci zapisu ¢isla. Pocetni operace sCitdni a odcitani byly ziejmé provadény snadno, pro

nasobeni a déleni se uzivaly tabulky soucinti. (Polak, 2014)

Je zajimavé, Ze babylonské numerace pouzivame v nékterych ptipadech az dosud.
Napftiklad jak jsme jiz zminili, pomoci soustavy o zdkladé¢ 60 méfime cykly a kruhy

— minuta ma 60 sekund, hodina 60 minut, kruh ma 6 x 60 = 360 uhlovych stupnd.
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3.2 Numerace starych Mayu

Velmi zajimavou numeracni Soustavu méli Mayové, ktefi pochazeli z dnesniho
Mexického poloostrova Yucatan. Poditali v soustavé o zakladu 20 a zfejmé k tomu pouzivali
prsty na rukou i na nohou. V této dobé byla kultura Mayti mnohem vyspélejsi nez kultura
evropskych nérodt. Naptiklad, dokézali si vést pfesny kalendar a vypocitali, ze rok ma
365,242 dne. Jejich Cisla pfipominaji fazole, dfivka a lastury — tedy pfedméty, s jejichz
pomoci pocitali. (Ball, 2006)

Mayové oproti obyvatelim Mezopotamie tedy méli Ciselnou soustavu o zakladu

vvvvvv

Mayové pouzivali pouze tii znaky (nula, jedna, pét). Znaky tecek a carek pouzivali

k vyjadieni ¢isel od jedné do dvaceti (viz obr. 13).

> 8 8 5 06 2000 mEm mm— — — —
0 1 2 3 4 5 6 ;) 8 9
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10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Obr. 13 — Mayska dvacitkova ciselna soustava [4]

V této soustavé se Cisla nezapisuji do tadki, ale do sloupce zdola nahoru. Zakladni
jednotky se v zapise objevuji v zakladnim bod¢, a to dole. Nad jednotkami se vyskytuji
skupiny prvniho ¥adu, druhého atd. - 20, 20% 203 jednotek.

Na nasledujicim obrazku (obr. 14) mizeme vidét rtizné zapisy Cisel vétSich nez

dvacet.

21 . 23 soe 26 wmam 147 mmmw 393 mmmw 839

Obr. 14 — Zapisy nékolika cisel vetsich nez 20 [5]
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Jelikoz zalezelo na pozici znaki, byla tato soustava pozi¢ni. Navic, jsou-li poznatky
historikti spravné, Mayové jsou ziejmé prvni, ktefi ve své numeracni soustavé pouzivali znak
pro nulu. Tu symbolizoval obraz musle, pfipadné uzaviené oko. Symbol pro nulu mél dva
vyznamy. Prvni takovy, Ze nula slouzila jako ¢islo (kardinalni ¢islo prazdné mnoziny), druhy
takovy, kde nula figuruje jako Cislice — znak pro prazdnou pozici. To je jeden z dikazl, ze
Mayové v této oblasti pied¢ili napiiklad Rimany, ktefi ve stejné dobé pouzivali k zapisu &isla

slozitou nepozi¢ni soustavu.

3.3 Cinska numerace

Cinské ¢islice tradi¢niho obrazkového pisma vznikly ve starovéké Ciné v 2. tisicileti
pf. n. 1. a uzivaji se v omezené mife v Ciné dodnes. Ciiiané vytvofili poziéni desitkovou
soustavu. Kromé ¢islic 1 az 9, m¢li znaky rovnéZ pro deset, sto a tisic (obr. 15). Je-li pod
Cislici znak ,,10%, pak kombinace téchto dvou znaki vyjadiuje Cislo desetkrat vétsi apod.

Timto zpisobem dostadvame tak druhy fad, a to desitky.
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Obr. 15 — Cinské zdpisy cisel [6]

Cinané zadali k zapisu Gisel uzivat svislé a vodorovné ¢arky (hulky, ty¢inky) a toto

jejich vyjadiovani se udrzelo az do 13. stol. n. 1.

Jednd se o nejstarSi desitkovou poziéni soustavu, ktera ovSem zpocatku nebyla
dasledné pozicni, nebot’ chybél symbol pro nulu. Pfi pocitani na pocetni desce pftili§ nevadilo,
ze symbol pro nulu neexistoval, protoze odpovidajici misto na desce zlstalo prazdné. Symbol

pro nulu se do Ciny pozdéji dostal z Indie, kde se v podobé tetky poprvé objevil v 8. stoleti

n. 1. [7]

28



3.4 Indicka numerace

Indie ma starou numerickou tradici. Cisla jsou vyraznym prvkem mnohych indickych
posvatnych texti. Ve stiedoveéku se Indové zaslouzili o zasadni rozvoj matematiky. Jednak si
byli védomi vyznamem védy, a taky pozi¢ni ¢iselnou soustavou — zptisobu zapisu a ¢teni Cisel
tak, jak ho zndme i dnes. Byli to pravé oni, ktefi asi pied 1500 lety na tizemi dne$ni Indie
piiSli s pozicnim systémem. Jelikoz méli Indi¢ti matematici vasein pro pocitani s velkymi
Cisly, ocenili vyhody sumersko — babylonské pozi¢ni soustavy, kterou dovedli do dokonalosti.

To jim umoznilo provadét slozité vypocty bez pouziti pocitadla, pouze pisemné.

Indické ¢islovky maji svlyj ptivod v Eislovkach pisma brdhmi z 3. stol. pt. n. 1., které
pouzivalo ctyficet pét znakl pro ¢isla od 1 do 90 000. Za néjaky Cas si potieby indickych
matematikti vynutily novy systém, ktery kombinoval nazvy pro prvnich devét Cislic
s mocninami deseti. Tak vznikly rychlé a elegantni poc€etni postupy a zptisob, jenz umozioval

zapisovat bez omezeni i ,,velkd* ¢isla. (Lundy, 2011)

EY NGl HP

Indické &islice asi 300 let p¥ed n. 1.

Indické &islice z 11, stol.

. &= e S & N X D
§ @&a e\ 3;:5 ‘?{T/ U8 5} (3-,( w

Cislice gobar 7 11, stol.

; 7« ﬁ’w) ,/33 4, ///\ & e

Obr. 16 — Promeéna ciselnych zapisu v Indii [3]

-~

Indové pfisli s origindlnim zpisobem vyjadfovani, ktery byl pohodInéjsi

a kratS$i. RovnéZ v ptipadé, kdy v €islech chybél néktery tad, napiiklad v ¢islech 103 nebo
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1 033, pomohli si Indové s tim, Ze namisto nazvu Cislice (¢islovky) vlozili tzv. ,prazdno®.
Ovsem aby si byli jisti svym zapisem ¢isla, namisto tohoto ,,prazdného* tadu délali tecku,

kterou pozdéji nahradili krouzkem, jenz mél ovSem stejny vyznam.

V podstaté¢ se jednalo o symbol nuly. Tato dne$ni cislovka je pomérné ,,mlada“
a pochazi z latinského nullus, tedy zadny. Symbol pro nulu vynalezli 1idé nezédvisle na sobé
minimalné tiikrat. Babylonané zacali kolem roku 400 pf. n. 1. pouzivat dva kliny obtisténé do
hliny jako symbol ,,prdzdného mista“ v jejich soustavé o zakladé 60, tedy jako symbol, ktery
znamenal ,,v tomto sloupci neni zadné Cislo®. Na druhé stran¢ svéta, téméf o tisic let pozdé;i,

zacali Mayové k témuz ucelu uzivat symbolu pro musli. (Lundy, 2011)

Vychodoarabské Cislice z 18, stol,

N N
!7 2 )5 2(7 o Sy Ny ’J ﬁ (2}

D

Cislice uZivané v Evrop® v 15, stol.

123476789

Cislice uzivané v Evropé v 17, stol.

1234567890

Obr. 17 — Promeéna ciselnych zapisu v Indii [3]

Podstatny vyznam ma nula pravé pro pozi¢ni soustavu. V zapisu Cislovek zavisi
hodnota kazdé Cislice v €isle na jejim umisténi (pozici) v zapisu. Naptiklad jedna a taz Cislice
3 oznacuje v Cisle 306 — tii sta, v Cisle 32 — tficet a v ¢isle 3 671 tii tisice. Co z toho vyplyva?
Znamena to, ze pomoci pouhych deseti ¢islic mizeme zapsat libovolné jakkoli velké ¢islo,
a je ihned zifejmé, co kterd cislice oznacuje. V 7. stol. indicky matematik a astronom

Brahmagupta slovné formuloval a zdGvodnil pravidla pro pocetni operace s nulou.

119

Indicky pozi¢ni zplisob zapisu Cisel se brzy prokazal jako ,,patficny* pro pocitani, to je
taky jeden z divodu, pro¢ po postupné unifikaci této numeracni soustavy ji dnes pouziva cely
svét. Na obr. 16 a obr. 17 mizeme vidét vysledek promén Vv dnesni Cislice. Nazyvame je

arabskeé cislice. (Folta, 1973)
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Arabské cislice (v dnesni podobé 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) a na nich zalozena
desitkova pozi¢ni Ciselnd soustava maji tedy piivod v Indii, pfesnéji z obdobi 400 pt. n. L.
—400 n. . Do Evropy se dostaly prostiednictvim arabskych matematik a astronomti, zejména
diky latinskému ptekladu knihy arabského (perského) matematika al-Chvdrizmiho: Pocitani
S indickymi cislicemi (napsané¢ kolem roku 825). O jejich rozsiteni v zapadni Evropé se
zaslouzil zejména italsky matematik Leonardo Pisansky (Fibonacci), ktery je propagoval ve

své knize Liber abaci (z roku 1202). (Polak, 2014)

3.5 Dekadicka (desitkova) numeracni soustava

Vsech pfirozenych Cisel je nekone¢ny pocet. Proto neni mozné, aby kazdé z nich bylo
oznaceno Upln¢ samostatnym symbolem, nebot’ by nebylo mozné se témto ani naucit, a tim
mén¢ s nimi pocitat. VSichni jsme se vSak jiz na zakladni Skole naucili celkem jednoduchému
zpusobu, ktery ndm umoziiuje kazdé ptirozené Cislo zapsat uzitim pouze desiti zdkladnich

znak (Cislic, cifer): 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9. (Macat, 1971)

Zakladem desitkové ciselné soustavy je Cislo z = 10. Kazdé ptirozené &islo se tedy
da v této numeracni soustave vyjadrit ve tvaru zkraceného pozicniho zapisu nebo rozvinutého
zapisu. Je tedy mozno si vyjadiit kazdé prirozené ¢islo a pravé jednim zplisobem (nazev

kazdého ptirozeného Cisla) ve tvaru:
(@)10=an. 10"+ an1.10" + ... +a1. 10  +ao. 10% an # 0. 1)

kde: an, an-1, ..., a1, ao jsou cifry; exponenty zakladu (0, 1, 2, ..., n) udavaji ¥ad cifer
— tad jednotek (10°), desitek (10%), stovek, tisict atd.

Napftiklad ¢islo nazvané ,,dva tisice Ctyfi sta Sedesat pét“ je souctem dvou jednotek
fadu tretiho, Ctyt jednotek druhého fadu, Sesti jednotek prvniho fadu a péti jednotek fadu

nultého.
(2465)10=2.10°+4.10°+6.10' +5.10% a3 =2,a, =4, a1 =6, ap = 5,
tj. taky: 2465=2.1000+4.100+6.10+5.1

Kazda cislice ma v zapisu ¢isla svou hodnotu, kterd je uréena svou pozici v Cisle

(fddem). V rozvinutém zépisu cisla je ke kazdé Ccislici ,,pfipsan“ fad jednotky, kterou
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vyjadfuje, v pozicnim zdpisu je tato skute¢nost vyjadiena umisténim cislice v zapisu Cisla.

(Jelinek, 1974)

Kazdé pfirozené Cislo vyjadifené mnohoclenem, je obecné mozno zapsat v tomto

zkraceném tvaru:
a=anan1 ... a1ao. 2
V obou ptipadech vyjadiuji zapisy (1) a (2) totéz Cislo.

Zaci se s principem dekadické soustavy seznamuji jiz od 2. roéniku v rozsifeném
oboru numerace do 100 tim, ze prvky v souborech sdruzuji (seskupuji) po deseti. Uvedena
manipulativni ¢innost je ovSem proveditelna pouze s omezenym poctem predméti: tim
se vytvari predstava jednotky a desitky (jako deseti jednotek), maximalné desitky a stovky
(jako deseti desitek). Ptitom si postupné osvojuji zakladni pravidlo vyjadieni pfirozeného
¢isla v desitkové soustavé. Tento poznatek patii do souboru védomosti a dovednosti, které

zahrnujeme do obsahu numerace. (Novak, 1999)

Do obsahu numerace déale dle Novaka (1988) patii seznameni zakil S chapanim pojmu
pfirozeného ¢isla, tj. sezndmeni sndzvy Cisel a sjejich kvantitativnim vyznamem,

s usporadanim cisel podle velikosti a se ¢tenim a psanim ¢isel v desitkové soustave.
V priibéhu nacviku numerace se maji Zaci naucit:

- znat a umét spravné vyslovovat nazvy ¢isel (¢islovky, a to zédkladni i fadové)

- chapat Cisla jako abstraktni pojmy vyjadiujici kvantitu, tj. pocCet prvkia
v mnozin¢ (kardindlni aspekt)

- chapat ¢isla jako ¢leny pfirozené posloupnosti €isel, v niZ kazdé nasledujici
¢islo je o jednotku vétsi nez predchazejici (ordinalni aspekt)

- pochopit podstatu desitkové Ciselné soustavy a umét v této soustaveé psat a Cist

¢isla.

Uvédomélého pochopeni pojmu pifirozeného Cisla jako zdkladniho matematického
pojmu lze dosdhnout jen tehdy, ma-li Zdk moznost poznavat a chapat vSechny vlastnosti ¢isel,

znat ¢isla z riznych stranek.

Z pedagogickych, psychologickych i organiza¢nich davodu, zvlast€¢ se zietelem

k vékovym zvlastnostem zakl a k uplatnovani zasady priméfenosti, se poznatky z numerace
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ptirozenych ¢isel €leni do ¢iselnych obord, v jejichz ramci se zaci seznamuji se zakladnimi

pocetnimi vykony — s¢itdnim, od¢itdnim, nasobenim, délenim. (Novak, 1988)
Ve skolské matematice se porovnavaji dvé prirozena Cisla:

1. Na zaklad¢ porovnavani mnozin (tvofen dvojic prvkl dvou mnozin, jejichz kvantita se
porovnava).

2. Pomoci Ciselné osy (ze dvou Cisel, znazornénych na Ciselné ose je mensi nez to, které
je znazornéno vlevo, tj. blize k pocatku 0).

3. S vyuzitim zapisu ¢isel v desitkové soustaveé (porovnanim cifer od nejvyssiho fadu).

Z matematického hlediska se jedna o relace ,rovna se“, ,je mensi“ a ,je ve&tsi“

V mnozing piirozenych Cisel.

3.6 Z-adicka soustava

Uvahu, kterou jsme provedli v &iselné soustavé o zakladé 10, mizeme opakovat pro
kterékoli jiné ptirozené Cislo z > 1. (Podminka z > 1 je nutné proto, abychom pfi d€leni ¢islem

z dostavali zbytek, ktery je mensi nez z.) Odtud dle Hrusy et al. (1976) vyplyva zavér:

Zvolime-li libovolné, avSak pevné pfirozené Cislo z > 1, lze kazdé pfirozené cislo

a vyjadrit pravé jednim zpisobem ve tvaru
a=ao+aiz + a2’ + ... +anaz"?, ©)

kde n je pfirozené Cislo a aj jsou ¢isla z oboru ptirozenych ¢isel rozsifeného o nulu,

ktera vyhovuji nerovnostem 0 < aj < z, pficemz je an-1# 0.

Vyjadiime-li ¢islo a podle (3), fikdme, Ze jsme je vyjadfili v Ciselné soustave
o zékladu z; ¢islo z se nazyva zéklad Ciselné soustavy. K zapsani kazdého pfirozené¢ho cisla

Vv ¢iselné soustave o zdkladu z je tieba z rliznych znak; kazdé z ¢isel
0,1,2,3,...,z2-1
musi mit svljj zvlastni znak.

Je-li z = 10, dostavame vSeobecné pouzivanou desitkovou soustavu, kterou jsme si
ptedstavili v predchozi podkapitole. Vedle desitkové soustavy se v praxi vyskytuji i zbytky

jinych cCiselnych soustav. Je to pfedev§im soustava o zakladu 60 pii udajich ¢asu nebo pii

33



méfteni thli. Zékladni jednotkou je vtefina neboli sekunda (€asova nebo thlova) a 60 téchto
jednotek tvofi jednu jednotku vyssiho fadu zvanou minuta (Casova nebo thlova), 60 minut

pak tvofi hodinu nebo stupen. Vyssich jednotek jiz neuzivame.

V této soustavé bychom méli mit 60 riiznych znaka, z nichz kazdy by znamenal jedno
z ¢isel menSich nez 60. Abychom vsSak vystacili s desiti Cislicemi, na néz jsme zvykli,
zapisujeme 1 tady pocet jednotek kazdého tadu zplisobem obvyklym v desitkové soustave.

Podle toho tedy zapisujeme
3"26M18°,23° 04" 51"

apod. Prvni zapis znamend, ze jde o Cislo majici 18 jednotek fadu O (sekund), 26 jednotek
fadu 1 (minut) a 3 jednotky fadu 2 (hodiny), pficemz kazda jednotka urcitého tadu je
Sedesatkrat vétsi nez jednotka fadu o 1 nizSiho. Podobny vyznam ma i druhy zapis. Pfipsané

znacky tedy znaci fady v soustaveé o zékladu 60.
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4 PRIROZENE CISLO JAKO DIDAKTICKY POJEM

Elementarnim matematickym pojmem na zakladni Skole je pojem pfirozeného cisla,
jehoz vyuka je umisténa uz do 1. ro¢niku. Pochopeni tohoto pojmu je vybudovano na pojmu
mnozina, ktery zde reprezentuje zakladni koncepci moderni matematiky. Paralelné s nim se
zavadéji dalezité a snadno pochopitelné logické pojmy jako rovnost, nerovnost, mensi nez,
vetsi nez a prisluSnou symbolikou. Piesto vSak i pocetni technika zlstava podstatnou soucasti
matematického vyucovani. Zaci se seznamuji se étyfmi zakladnimi podetnimi vykony a jejich

vlastnostmi. Seznamuji se podrobnéji s desitkovou ¢iselnou soustavou. (Novak, 1988)

4.1 Vytvareni pojmu prirozeného Cisla

Ve véte: |, Ve ctvrté tridé zdkladni Skoly jsou ctyri Zdci, kteri maji ctyri znamky
z matematiky. “* se Cislovka ¢tyfi vyskytuje v nékolika vyznamech. V didaktice matematiky lze

pojem prirozeného Cisla chapat dvojim podstatné odliSnym zptisobem (Novak, 1988):

1. Dvé mnoziny, které jsou navzijem ekvivalentni, maji totéz kardinalni Ccislo.
Kardindlni ¢islo je tedy charakterizovano wurcitou mnozinou (napf. tecek
na dominové karté) a vSemi ostatnimi mnozinami, které jsou s ni ekvivalentni,
(nohy u zidle, kola u automobilu, pomeran¢e na misce, talite na stole,...).
Kardinalni ¢islo kone¢né mnoZziny je pfirozené Cislo a se nékdy taktéz nazyva
mohutnost mnoZiny.

2. Vychazime zuspotradanych, resp. dobie uspotadanych mnozin, které jsou
navzajem podobné a maji totéZ ordinalni ¢islo. Ordindlni ¢islo je vyjadieno dobie
uspofaddanou mnoZinou (napft. dni v tydnu) a vSemi ostatnimi dobie usporadanymi
mnozinami, které jsou s ni podobné (trpaslici jdouci za Sné¢hurkou, dily televizniho
seridlu, zavodnici dobihajici do cile, ...).

3. Ordinélni c¢islo kone¢né, dobie uspofadané mnoziny je tak pfirozené Cislo,

vyjadiuje pocetnost mnoZziny a nezalezi zde na tom, jaké prvky mnozina obsahuje.

Dale také uvadi, Ze osvojeni pojmu piirozené¢ho ¢isla ve vyvoji ditéte rozliSujeme

na dva podobné sméry:
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- Postihovani a chapani mnoZzstvi (bezprostiedni percepce mnozstvi na zakladé
skupinového vjemu) — souvisi s ekvivalenci mnozin, vede ke kardindlnimu pojeti

(obr. 18):

7—o

/‘O

——
~—o
. J

Obr. 18 — Kardindlni pojeti pojmu prirozeného cisla

,Pocitani prvki v ¢iselné fadé (prvni, druhy, tieti, ...), pfedpokladajici nasledujici

usporadani — vede K ordinalnimu pojeti:

1< 2< 3 <4< 5 ...

Postupné vytvareni abstraktniho pojmu pfirozeného Cisla jsou jednotlivé predméty

(prvky mnozin) a manipulovani s nimi.

Muizeme si uvést piiklad, kdy padne hraci pti spole¢enské hie ,,Clovéce, nezlob se* na
hraci kostce ,,Sestka* (pocet oc¢i na pfislusné sténé hraci kostky eviduje jedinym pohledem)
a posune figurku na hracim planu o 6 poli kuptedu za ptipadného slovniho doprovodu ,,jedna,
dveé, tf1, Ctyfi, pét, Sest (pocitani po jedné). Uvedeny piiklad demonstruje vzijemnou

souvislost ,,kardinalniho® i ,,ordinalniho* pojeti ptirozeného ¢isla. (Novak, 1999)

Béhem vytvareni pojmu piirozené¢ho Cisla dochdzi k vzijemnému propojeni téchto
dvou interpretaci — dité pochopi, ze pocet prvkii dané mnoziny je zaroven pofadim posledniho
prvku. Je proto dulezité nezlstat jen u kardinalni interpretace ptirozenych cisel, jelikoz

J 24

vytvaii pouze omezenou piedstavu.

Francouzsky psycholog Piaget, ktery se dlouhodobé zabyval kognitivnim vyvojem, je

toho nézoru, ze déti pouzivaji slova — ¢islovky bez porozuméni, umi sice zjistit pocet prvki
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dané mnoziny, ale nerozumi postupu. Abychom mohli mluvit o porozuméni, musely by déti

chépat kardindlni a ordinalni ptistup k pojmu ¢isla.

Z vysledkt svych experimentti Piaget [8] odvozuje, Ze déti nerozuméji své Cinnosti

— nechdpou pfifazeni ,,jedna k jedné*“ (zachovani) a tranzitivnost. Jsou zndmy tfi experimenty

(Greco a Piaget):

a)

b)

b)

Déti porovnavaji dvé identické mnoziny, néasledné se jedna z mnozin pozmeéni (jsou
pridany, nebo odebrany prvky mnozin) a déti maji opét za ukol porovnat pocetnosti
téchto mnozin.

Déti porovnévaji dvé identické mnoziny. Jedna z mnozin je pozménéna a déti maji
urcit ,,po¢itanim* po jedné pocet prvkl jedné z téchto dvou mnozin, nacez maji urcit
pocet prvkil 1 druhé mnoziny.

Tteti tkol je opét podobny. Déti maji secist prvky dvou mnozin a fici, zda jsou stejné

mohutné (maji stejny pocet prvkit).
Piaget dale rozliSuje détské chapani kvantity ve dvou stupnich:

Hquotité® — déti zjisti, Ze dvé mnoziny maji stejny pocet prvkil, protoze s¢itdni prvka
mnozin vede ke stejnému ,,slovu®, ale v prvni fazi povazuji mohutnéj$i mnozinu tu,
ktera zabira vEtsi prostor

»quantité® — détské odpovédi jsou spravné a nezdvisi na pozorovatelnych

nerelevantnich transformacich

Jiné vysledky maji napt. Gelman a Gallistel, kteti formulovali pét zakladnich principt.

Podle jejich interpretace [8], déti dovedou provadét riizné pocetni operace uz ve 2 — 3 letech:

»Pocitanim® prvki po jedné, dit¢ chape, ze se kazdy objekt miize pouzit pravé jednou.
(U Piageta ,,princip jedna k jedné*, coZ znamend porovnavani ekvivalentnich mnozin.)
Princip stabilniho potfadi — kazdy ,,po€ita* prvky mnoziny vzdy ve stejném potadi.
Kardinalni princip — posledni vyslovené slovo znamena konecny pocet prvkli mnoziny
(pfirozené ¢islo).

Princip abstrakce — pocet je nezavisly na prvcich — dité je schopné zjistit pocet prvka
u heterogennich skupin.

Pocet nezavisi na poradi prvkd, ve kterém ,,pocitame*.
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4.2 Matematicky model prirozeného c¢isla

Novak (1999) uvadi, ze ontogeneticka cesta ke skutecnému chapani ptirozeného cisla
je dlouha a nesnadnd, jak bylo potvrzeno mnoha teoretickymi analyzami a empirickymi

vyzkumy.
V tomto procesu je mozno rozlisit ¢tyfi etapy (Hejny, 1989):

1. Prvni pfedstavy spojené s mnohosti (kvantitou, pocetnosti), které dité ziska, maji
pfedmétny charakter. Dité rozliSuje tfi bonbony, tfi jablka, tfi auta, tfi zlaté vlasy Déda
Vsevéda, tfi prince z pohadky — ale nevi, co je to ,,tfi“ samo o sob&. Na prvcich
jednotlivych (tfiprvkovych) soubord si v§ima kvalitativnich znakd, tvaru, barvy,
velikosti, tedy toho, jaké jsou prvky soubort, nikoliv kolik jich je. Jednotlivé
konkrétni, pfedmétné predstavy existuji ve védomi ditéte oddelené, separované. Jablka
na misce predstavuji ,,néco jiného* nez zidle u stolu, i kdyz je jich ,,stejné®, stejny
pocet. Ve védomi zaka se tvoii synkreticka predstava (pted-pojem) jako soubor

separovanych modelii budouciho pojmu ptirozeného ¢isla.

2. Vyssi uroven predstavuje etapa, kdy dité zaCind evidovat kvantitu. Nepotiebuje
konkrétni predméty (bonbony, jablka, auta, pohddkové bytosti), sta¢i mu napi. prsty
nebo kuli¢ky na pocitadle. UkaZze tolik prstd, kolik je na misce jablek (3) anebo kolik
je pred domem aut (3). Prsty nebo kuli¢ky na pocitadle nebo tecky na hraci kostce jsou
jeho univerzalnim modelem kvantity, ktery je pojmem na intuitivni drovni.
Charakteristickym znakem pojmu na intuitivni Grovni je jeho vicevyznamovost

— citlivost na rtizné kontexty, v nichz nabyva riiznych vyznam.

3. Je tfeba jesté mnoho zkuSenosti, ¢asu i energie k prechodu k etapé poznatku, ktera je
vyvrcholenim poznavaciho, pojmotvorného procesu, interiorizaci (zvnitinénim)
dosavadnich ptedstav a zkuSenosti — abstraktniho pojmu pfirozeného Cisla.
Vyznamnym pritvodnim jevem této fadze osvojovani je uzivani specifického jazyka
k oznaovani pojmu Cisla, matematické terminologie a symboliky. Teprve zde ma
smysl oznacovat kvantitu (¢islo) specialnim znakem, symbolem — &islici (cifrou), nebo
skupinou cifer, ,,pojmenovat” ji né¢jakym terminem. Slovo ,,tii* (Cislovka zakladni)

nebo ,treti (Cislovka fadova), nebo znak ,,3%, které vyslovime pfi pojmenovani Cisla,
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nebo napiSeme na papir, neni ¢islo, ale pouze dohodnuty zpiisob vyjadieni, zapis
tohoto ¢isla. Numerace (tj. zplisob pojmenovani a zapisovani cisel, jejich porovnavani,
uspotadani podle velikosti, resp. umisténi ¢isla v Ciselné fad¢ apod.), a pocitani s Cisly
(pocetni vykony, operace s nimi) umoziuji pojem prirozené¢ho cisla dale zptesnovat,
precizovat, zafazovat do poznatkovych systémi, coz charakterizujeme jako etapu

krystalizace.

4. Krystalizace — dité se uci abstraktni pojem pouzivat, aplikovat, pfi feSeni situaci a uloh
matematického i zcela praktického charakteru, v Zivotni praxi. Vysledkem je pak

ptesnd definice (nebo soubor piesnych definic) pojmu ptirozeného Cisla.

Zakovo uceni, jeho proces poznavani, osvojovani matematickych poznatki, byva
oznacovano jako aktivni, zdmérny, socidlni proces konstruovdni vyznamii z pfedlozenych

informaci a nabytych zkusenosti. (Hejny, 1990)
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ZAVER

‘

., PFirozend cisla jsou od Boha. VSechno ostatni v matematice je dilem lidskym. *

(L. Kronecker)

Cilem této bakalaiské prace bylo zpracovat ptehlednou studii o pojmu ptirozeného
Cisla, jeho numeraci a numeracnich soustavach tak, aby z ni bylo patrné a zfetelné, jak se
v danych soustavach orientovat. Pfiblizit Ctenafim vyvoj numeracnich soustav od historie az
po souCasnost a seznamit je stim, jak se zapisovala Cisla i pfed zavedenim dnesnich

arabskych cislic.

V zavéru této prace je pozornost vénovana pojmu piirozené¢ho Cisla z didaktického
pohledu. Jedna se o vytvafeni pojmu pfirozeného ¢isla u zakt 1. stupné zakladnich Skol

a prevedeni téchto poznatkil do vyucovani.

Vé&fim, ze prostudovani této prace poskytne ¢tenafiim uceleny pohled na numeracni

soustavy a seznami se rovnéz s rozdily mezi pozi€ni a nepozicni numeracni soustavou.
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ANOTACE

Bakalarska prace ,,Numerace piirozené¢ho cCisla® pojednava o historii zapisu ¢isel od
jeho pocatku az do soucasné doby. Seznamuje s jednotlivymi fazemi jeho vyvoje, vznikem
nepozi¢nich a pozicnich numeracnich soustav v riznych kulturach a pfipomina problematiku
zéapisu Cisel. ZavéreCna Cast informuje o didaktickych postupech vzniku pojmu ptirozeného

¢isla u zaku 1. stupné zakladnich Skol a moznostech vyuziti téchto poznatkii ve vyucovani.

KLIiCOVA SLOVA

Matematika, ptirozené ¢islo, numerace, kardinalni Cislo, ordinalni ¢islo, numera¢ni soustava,

pojem, didaktika, pozi¢ni, nepozi¢ni, mnozina

ABSTRACT

The bachelor thesis ,,Numeracy of natural numbers®, deals about history of notation
from his beginning until now. It introduces with single phases of his evolution, creation
un-positional and positional numeration systems in different cultures and reminds issue
of notation. The final part of thesis informs about didactic practices creation of concept
of natural numbers for pupils of first degree in primary school and use that findings

in teaching.

KEYWORDS

Mathematics, natural numbers, numeration, cardinal number, ordinal number, numeration
system, concept, didactics, positional, un-positional, set
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