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Abstrakt

Tato diplomovéa préace se zabyva inverznimi problémy v tlohach pfenosu tepla se zménou
faze. V prvni kapitole jsou popsdny mechanizmy prenosu tepla véetné modelovani materidlu
se zménou faze. Druhd kapitola se vénuje vypoctovému feseni tiloh prenosu tepla. Ve treti
je formulovana inverzni tloha pro neznamou okrajovou podminku. Ctvrta kapitola popi-
suje autorem implementované metody pro feSeni piimych a inverznich tloh prenosu tepla.
Inverzni dlohy jsou feseny sekvenéni metodou a pomoci umélych neuronovych siti. Byly
zvoleny dva prubéhy hustoty tepelného toku: spojity, po ¢astech linedrni a nespojity, po
castech konstantni. Obé metody dosahuji pro obé tlohy srovnatelnych vysledka. V pripadé
nespojité hustoty tepelného toku jsou vysledky horsi nez v ptripadé spojitého pribéhu.

Abstract

This diploma thesis deals with inverse problems in heat transfer with phase change. The
first chapter focuses on heat transfer mechanisms including phase change. Second chapter
deals with computational solution of heat transfer problems. In the third chapter the inverse
problem for heat flux estimation is formulated. Fourth chapter is description of methods,
implemented by the author, for computational solution of both direct and inverse heat
transfer problems. Solution of inverse problem are obtained by the sequential method and
artificial neural networks. Two heat flux types were selected: continuous, piecewise linear
and discontinuous, piecewise constant. Obtained result for both cases are comparable. In
case of discontinuous heat flux, results are worse than in continuous case.
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Uvod

Inverzni dlohy prenosu tepla hraji dulezitou roli v technické praxi. Rozvoj inverznich tloh
se datuje do roku 1960, ve kterém byl G. Stolzem publikovan jeden z prvnich ¢lanki na
toto téma. Stolz resil praktické tlohy prenosu tepla pri kaleni soucasti jednoduchych tvari.
Dalsi oblasti, ve kterych se vyskytla potieba resit inverzni tlohy, jsou kosmicky program,
testovani soucasti jadernych reaktort, tuhnuti skla a slévarenstvi.

Primou tlohou bude mysleno stanoveni vyvoje systému na zakladé pocatecnich a okrajo-
vych podminek a fyzikdlnich vlastnosti materialu. Inverzni ilohou pak bude myslena tloha
zpétného stanoveni téchto podminek a vlastnosti ze znalosti vyvoje systému. Inverzni iilohy
patii z matematického hlediska mezi Spatné podminéné tlohy, coz znamena, Ze Casto nejsou
splnény predpoklady pro existenci a jednoznacnost jejich feseni. Nalézt toto feSeni je tedy
obtiznéjsi nez nalézt reseni primé tlohy.

Cilem této diplomové préce je seznamit se s problematikou inverznich dloh prenosu
tepla, vytvorit numericky model prenosu tepla vhodného systému s fizovou zménou, imple-
mentovat zvolené matematické metody pro feseni inverzni tlohy a tyto metody aplikovat
na testovaci ulohy a vzajemné porovnat jejich chovani.

V prvni kapitole jsou rozebrany mechanizmy prenosu tepla, véetné fazové zmény, coz
umozni formulaci matematického modelu systému se zménou faze. Piimé tlohy, zejména
s fazovou zménou, jsou analyticky Tesitelné spise vyjimecné. Inverznich tlohy vyzaduji re-
seni velkého mnozstvi dloh primych, proto se dalsi kapitola zabyva numerickymi metodami
pro piimé tdlohy. Treti kapitola je vénovana formulaci inverzni dlohy pro nezndmou okra-
jovou podminku (hustotu tepelného toku) a popisem autorem zvolenych metod feSeni této
ulohy.

Ctvrta kapitola se zaméfuje na autorem implementované funkce pro numericky vypocet
primych a inverznich tloh. Posledni kapitola je vénovana formulaci matematického modelu
systému se zménou faze. ReSenim pifmych testovacich tloh je ziskdn vyvoj teploty tohoto
systému v Case, coz je nasledné pouzito jako vstupni data pro metody, které resi inverzni
tlohu. V zavéru kapitoly jsou dosazené vysledky zhodnoceny a kvantifikovany.



Kapitola 1

Prenos tepla

Prenos tepla v télese probihd obvykle tfemi mechanizmy: vedenim (kondukei), proudénim
(konvekei) a zafenim (radiaci). Vedeni tepla bude pro tuto diplomovou préci stézejni, jeho
popisu tedy bude vénovana nejvétsi pozornost. Konvekce a radiace se mohou vyskytovat
jako okrajové podminky pri feseni iloh vedeni tepla, proto budou popsany jen strucné.

1.1 Vedeni tepla

sV

Vedeni tepla lze popsat jako prenos tepla z mist s vyssi teplotou do mist s nizsi teplotou,
tento prenos probihd diky neuspordadanému pohybu castic latky télesa. Témito Cdsticemi
mohou byt molekuly (kapaliny a plyny), nebo atomy (tuhé latky). S vedenim tepla se lze
nejcastéji setkat u tuhych téles. Podminkou pro vedeni tepla je to, aby v télese existoval
nenulovy teplotni gradient, tuto skutecnost popisuje znamy Fourieruv zdkon [7].

Fourieruv zakon

Prenos tepla vedenim v homogennim, izotropnim télese probiha podle vztahu
q(X, t) = _AVT(X7 t)) (11)

kde ¢ [W - m~2] je hustota tepelného toku, A [W-m~! - K~ je soucinitel tepelné vodivosti
a VT(x,t) [K-m™] je teplotni gradient!. Teplota télesa T = T'(x,t) [K] je funkei polohy
x = (x,y, 2) a Casu t.

Vzhledem ke vztahu (1.1) a interpretaci gradientu lze také fici, zZe pfenos tepla vedenim
probiha ve sméru nejvétsiho poklesu teploty. Lze také Tici, zZe teplo se v télese sifi vedenim
ve sméru kolmém na izotermy.

Soucdinitel tepelné vodivost

Soucinitel tepelné vodivosti A ve vztahu (1.1) je fyzikdlni vlastnosti latky télesa a muze
nabyvat sirokého spektra hodnot. Na obrazku 1.1 jsou hodnoty soucinitele tepelné vodivosti

evv,

hodnoty maji plyny a pary.

Teplotni gradient je v kartézské soufadné soustavé definovdn jako VT(x,t) =

OT(x,t) OT(x,t) OT(x,8)\ |
oxr oy Oz :
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Obrézek 1.1: Hodnoty soucinitele tepelné vodivosti riznych latek podle [7]

Soucinitel tepelné vodivosti neni konstantni, u vétsiny latek zavisi na teploté. Konstantni
tepelnou vodivost v matematickém modelu vedeni tepla lze predpokladat, pokud bude mo-
del omezen na maly interval teplot. Pro vétsinu cistych kovii se tepelna vodivost s rostouci
teplotou snizuje, zatimco pro plyny se s rostouci teplotou zvysuje. Na obrazku 1.2 (vpravo)
je ukédzana zavislost tepelné vodivost na teploté pro vybrané latky. Tepelna vodivost kovl
pti teplotach blizkych absolutni nule se blizi nule, jak lze vidét na obrazku 1.2 (vlevo).[7]
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Obrazek 1.2: Zavislost soucinitele tepelné vodivosti na teploté [7] (u obou obrazku byly
preloZzeny popisky)

Existuji také latky, u nichz se hodnota tepelné vodivosti lisi v zavislosti na sméru vedeni
tepla. Jako priklad takové latky lze uvést grafit, zde se hodnota tepelné vodivosti mezi
dvéma smeéry lisi o dva fady [7]. Latky s touto vlastnosti se nazyvaji anizotropni. Jestlize
se hodnoty tepelné vodivosti lisi ve vzajemné kolmych smérech, pak se tato latka nazyva
ortotropni. Dale je predpokladano, ze latka je izotropni, tedy Ze mé tepelnou vodivost
nezavislou na sméru vedeni tepla.

Odvozeni rovnice vedeni tepla

V nasledujicich odstavcich bude odvozena rovnice vedeni tepla v trojrozmérném télese.
K odvozeni bude vyuzit zdkon zachovani energie pro kontrolni objem V télesa Q2 C R? [7].
Kontrolni objem je zvolen libovolné jako V' C €2, pak zdkon zachovani energie pro V lze
psat ve tvaru
By = Qy+ Qs, (1.2)

kde Ey je energie akumulovana v objemu V' za jednotku casu, Qg teplo, které z objemu V'
vytece pres jeho hranici 9, za jednotku ¢asu a @ teplo, vygenerované v objemu V' vnitinimi
zdroji tepla s hustotou vykonu g = g(x,t) [W - m™3], za jednotku éasu.

Nyni budou vyjadreny jednotlivé veli¢iny ze zakona zachovani energie jako integraly
pres V. Teplo vygenerované vnitinimi zdroji je vyjadreno jako

Qg:/vg(x,t)dx. (1.3)

Teplo, které z V vytece pres hranici 0V objemu V je vyjadfeno pomoci hustoty tepelného
toku q takto

QS_—/ q.nds_—/v-qu, (1.4)
ov 1%
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kde n je vnéjsi norméla k hranici S a V = (8%, a%, %)T je gradient. V posledni rovnosti
vztahu (1.4) byla vyuzita Gaussova-Ostrogradského véta, pomoci které byl plosny integral
pres hranici 9V preveden na trojny integrél pres kontrolni objem V. Energii akumulovanou

v objemu V' lze, podle [7], vyjadfit pomoci vztahu

orT
Ey = —d 1.5
1% /V pegy dx, (1.5)
kde ¢ [J-kg™! - K~ je fyzikdln{ veli¢ina nazgvana mérné tepelnd kapacita a p [kg - m~3] je

hustota. Nyni budou vztahy (1.3), (1.4) a (1.5) dosazeny do zdkona zachovani energie (1.2),

¢imz je obdrzen vztah
or
dx = 0.
/ < T +V. q> e

Déle je vyuzit Fourieruv zakon (1.1)

/( (g g-V- (WT)) dx = 0.

Protoze kontrolni objem V je libovolny, lze psat

—g— V- (A\VT) =0.

315
Vyse uvedend rovnice byva castéji zapisovana ve tvaru
oT

Tato rovnice se nazyva (nestaciondrni) rovnice vedeni tepla v télese, neznamou je funkce
T = T(x,t). Jestlize je navic tepelnd vodivost konstantni, pak lze rovnici vedeni tepla
zjednodusit na tvar

pc%T = MAT + g,

kde AT je Laplaceiiv operator’. Vydélenim rovnice souéinitelem tepelné vodivosti lze dostat

rovnici e
29 AT Y
a Ot + A

kde ¢ = 2 [m?-s~!] je fyzikdlni veli¢ina, kterd se nazjva soucinitel teplotni vodivosti.

pc
Pokud je navic uvazovan ustileny stav vedeni tepla (tedy % 6T = 0), pak lze psat stacionarni
rovnici vedeni tepla

AT =g.

Nezndmé T je v tomto piipade pouze funkce polohy, tedy T = T'(x).

Vsechny vyse uvedené rovnice lze také transformovat do jinych souradnych systémii,
napr. sférického, cylindrického apod. V pripadé dvourozmeérného télesa lze pouzit polarni
souradny systém. Tyto transformované rovnice lze nalézt v [7], zde ovSsem uvedeny nebudou.
Pouzitim Fourierova zakona pro ortotropni, resp. anizotropni téleso pii odvozovani rovnice
vedeni tepla je mozno odvodit rovnice vedeni tepla pro ortotropni, resp. anizotropni téleso.
Lze také uvazovat rizné kombinace vyse uvedenym pristupil, naprt. stacionarni vedeni tepla
v ortotropnim materidlu apod.

a%T
922"

2Laplacetiv operator je v kartézském soufadné soustavé definovan takto AT = 8—T + gzg +

12



1.2 Konvekce

Ptenos tepla konvekei se vyskytuje pti obtékani povrchu pevného télesa tekutinou. Jedna
se o kombinaci dvou jevu: difuze (jako u prenosu tepla vedenim) a proudéni okolni teku-
tiny. Tepelny tok z télesa do tekutiny (pfipadné obracené) lze popsat pomoci Newtonova
ochlazovaciho zakona [7].

Newtonuv ochlazovaci zakon

Velikost hustoty tepelného toku mezi povrchem pevného télesa obtékaného tekutinou je

déna vztahem
Gg=h(T-Tx),

kde h [W - m~2 . K~!] je soucinitel prestupu tepla, Ts, je teplota obklopujici tekutiny a
T je teplota na povrchu télesa. Smér hustoty tepelného toku je dan normalou k povrchu
obtékaného télesa.

1.3 Radiace

Kazdé téleso s teplotou vyssi nez 0 K vyzaruje energii. Tento jev se nazyva tepelné zareni. Na
rozdil od prenosu tepla vedenim a konvekci, prenos tepla zarenim muze probihat i ve vakuu.
Tepelné zareni télesa je popsano Stefanovym-Boltzmannovym zdkonem [7].

Stefanuv-Boltzmannuv zakon

Velikost hustoty zarivého tepelného toku vyzareného z povrchu télesa je dana vztahem
j=ceoT?,

kde ¢ je pomérné zafivost, o je Stefanova-Boltzmannova konstanta o = 5,669 - 10=% [W -
m~2-K*] a T je teplota povrchu télesa (v kelvinech). Velikost hustoty tepelného toku mezi
povrchem télesa a obklopujicim médiem je mozné, podle [7], aproximovat vztahem

§=eo(T" —TL),

kde T, je teplota obklopujictho média. Tento vztah plati, jestlize je povrch télesa obklopen
mnohem vétSim povrchem, napr. v situaci, kdy maly zdroj tepla vyzaruje do velké mistnost
[14].

1.4 Prima dloha vedeni tepla

Nestacionarni rovnice vedeni tepla je parcidlni diferencidlni rovnice parabolického typu,
stacionarni rovnice je typu eliptického. V obou pripadech je tedy pro feSeni rovnice nutno
zadat okrajové podminky na hranici oblasti 2. V nestacionarnim ptipadé je nutno zadat také
pocatec¢ni podminku (pocatecni teplotu). Rovnice vedeni tepla dané na oblasti 2 (a intervalu
(to,tf) v nestacionarnim piipadé), okrajové podminky a pfipadné pocatecni podminka pak
tvori pfimou tlohu vedeni tepla. Jejim feSenim je funkce polohy a ¢asu T = T'(x,t), kterd
popisuje vyvoj teploty v télese. Pocatecni podminku je zadana v kazdém bodé télesa €2

T(X7t0) = To(X), X € Qv

13



kde funkce Tj(x) je ddna. Budou rozlisovany tii typy okrajovych podminek: Dirichletova,
Neumannova a Newtonova [7]. Okrajové podminky se predepisuji na hranici oblasti €,
tato hranici je oznacena I' = 0€), dale n oznacuje jednotkovy vektor vnéjsi normaly ke I'.
Dirichletova okrajova podminka je tvaru

T(th) = f(xa t)’ X € Fa te (tO)tf>)

kde f je znama funkce. Dirichletova okrajova podminka tedy predepisuje teplotu na hra-
nici I'. Neumannova okrajovd podminka predepisuje na hranici I' hustotu tepelného toku
ve sméru normaly

OT (x,t)

—A on

= Q(th)a xel,te (thtf>a
kde % zna¢i derivaci podle normaly® a ¢ je zndmé funkce. Specidlnim piipadem této
okrajové podminky je

AT (x, 1)

A on

=0, xel, te(toty),
coz predstavuje tepelné izolovanou hranici I' (tepelny tok ve sméru normdly ke T' je nulovy,
tedy hranici neprochézi zadné teplo). Newtonova okrajovd podminka predepisuje zdvislost
tepelného toku na teploté
oT(x,t)
_)‘T = Q(X)T(X,t) - B(X,t), Xe Fa te (t07tf>7
kde «, B jsou dané funkce. Specialni pripad Newtonovy okrajové podminky je situace, kdy
kolem hranice I" proudi tekutina a mezi télesem a tekutinou probiha prenos tepla konvekeci,
tj. plati
0T (x,t
)\g’> = hT(x,t) — Tw(x,t), x €T, t € (to,ty),
n
kde h je soucinitel prestupu tepla a T, je teplota tekutiny.

Jestlize nékterd z fyzikalnich vlastnosti v rovnici vedeni tepla p, A, ¢ nebo néktera z
funkei «, B (specidlné také h) zavisi na teploté, pak je pfima tloha vedeni tepla nelinearni.
Zejména v téchto pripadech je hledani feseni klasickymi metodami velmi obtizné, casto do-
konce nemozné. Jak ovsem bude uvedeno v dalsi podkapitole, primou lohu vedeni tepla se
zménou faze lze formulovat pravé jako tlohu nelinearni, proto se dalsi kapitola bude véno-
vat metoddm numerickym, které tyto nelinearni ilohy umozni snadno vytesit. V monografii
7] 1ze nalézt mnoho feSenych piimych tloh vedeni tepla a také prehled klasickych metod,
kterymi tyto problémy resit.

Priklad formulace primé tlohy vedeni tepla

Je uvazovano vedeni tepla v tenké desce, kterd ma rozméry 1 x 1 m, pocateéni teplota
v case 0 s je 0 °C a déj bude sledovan do casu t¢ s. Na levé hrané desky (viz obrazek 1.3) je
piedepsana velikost hustoty tepelného toku jako funkce éasu ¢ = ¢(t) [W-m~2], horn{ hrana
je tepelné izolovana, prava hrana je obtékana tekutinou o teploté T, = 0 °C s koeficientem

37a, jistjch predpokladil o funkci T' lze také psét g—: = VT - n, pak je Neumannova okrajovd podminka
tvaru —AVT -n = gq.
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prestupu tepla h a na spodni strané je za pomoci termostatu udrzovana konstantni teplota
f- Bude uvazovano nestacionarni vedeni tepla s jednotkovym soucinitelem teplotni vodivosti
a izotropni material bez tepelnych zdroja.

Y Gg=0
1*}
E T =0
E h
3 a=1m? s}
qit) = g=0W.m™?
> To(z,y) =0 °C
=
=
=
3 x
f 1

Obrazek 1.3: Priklad primé tlohy vedeni tepla

Vedeni tepla je tedy popséno rovnici (viz sekce 1.1)

oT (x,y,t)
ot

s pocatecéni podminkou

— AT(z,y,t) =0, (x,t) € [(0,1) x (0,1)] x (0,%;),

T(xayv 0) = T()(«T, y) =0.

Na stranach ¢tverce je predepsana velikost hustoty tepelného toku, tj. jsou zde predepsany
Neumannovy okrajové podminky, to je zapsano (je predpokladan také jednotkovy soucinitel
tepelné vodivosti) takto

oT(0,y,t oT(0,y,t .
_9O.g,) _ OTOYY iy (21,07, ye (0,1), ¢ € (0,2),

Bnl Oox
T (x,1,1) T (x,0,1) T
_ — = = 1 1
8nt 8y 0, n; (0, ) y T E (07 )a te (07tf>7
or(1,y,t)  9T(1,y,t) _ T
on, B ox - hT(lvyvt)a n, = (170) Y€ (0’ 1)’ te (O’tf>’

T(x,0,t) = f, v €(0,1), t € (0,ty).

Ukolem tedy je najit funkci T'(z,y,t), kterd spliiuje rovnici vedeni tepla, po¢ateéni a okra-
jové podminky. Zbyva jesté poznamenat, Ze tato rovnice vedeni tepla pro dvojrozmérné
téleso predpoklada, ze nedochézi k tepelnym ztratam ,v plose“, tedy ze na horni a spodni
strané tenké desky je dokonala tepelnd izolace.

1.5 Zména faze

Piimé tlohy vedeni tepla se zménou faze (je uvazovano pouze tani a tuhnuti), jsou dilezité
v mnoha inzenyrskych aplikacich. Jako priklady lze uvést vyrobu ledu, mrazeni potravin,
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tuhnuti kovi pri odlévani, ukladani tepla do tepelnych zasobnikd, zpracovani chemikalii a
plastil, rist krystalfi, slévani a svafovani kovii a mnoho dalsich [7]. Reseni téchto problémi
je obtizné, protoze rozhrani mezi pevnou a kapalnou fazi’ se v télese pohybuje a jeho poloha
v ¢ase neni dopredu znadma.

Pii zméné faze cistych latek (napf. voda), se zména féze odehrava pouze pri teploté
zmeény faze, kterd bude oznacena T},,. Rozhrani mezi pevnou a kapalnou fazi je ostré. Zména
faze smési, slitin a necistych latek se odehrava v intervalu teplot, krajni body tohoto in-
tervalu budou oznaceny 17, T5. Pevna a kapalna fiaze jsou oddéleny oblasti, ve které jsou
pritomny obé faze (v anglické literatufe oznacované jako ,mushy* oblast [7]).

V této kapitole bude nejprve uvedena formulace klasické tilohy pfenosu tepla se zménou
faze tzv. Stefanuv problém, ve kterém je predpokladem, ze tuhnuti probihé pravé pri teploté
T.. Dale budou uvedeny dvé metody, které umozni formulovat problém se zménou faze do
formy, kterd je vhodnda pro numericky vypocet feSeni, jedna se o metodu efektivni tepelné
kapacity a metodu entalpie.

Stefantv problém

Uloha je Tesena na poloroviné, ve kterém se nachdzi tekutina, kterd ma teplotu tuhnuti
rovnu teploté tani T},. V c¢ase t = 0 ma tekutina teplotu 1; > T,,, dale je v tomto ¢ase na
levém konci x = 0 skokové snizena teplota na teplotu Ty < T, kterd je zde udrzovana po
celou dobu déje. Kapalina za¢ne tuhnout od levého konce, rozhrani mezi pevnou a kapalnou
fazi se pohybuje v kladném smeéru osy x a je oznaceno s = s(t), jak je zndzornéno na obrazku
1.4.

T N
T,
' T
T
T T
s(t) x

Obrazek 1.4: Tuhnuti kapaliny

Vyvoj teploty pevné faze T a kapalné faze T; je dan rovnicemi vedeni tepla

0T, _ 9 ( 58TS>,0<x<s(t),t>0,

P ot = 92 \ " on
or, o (. OT
plClat—ax<)\lax>, S(t)<$<oo, t>0.

Na rozhrani mezi pevnou a kapalnou fazi jsou predepsany dvé podminky. Prvni z nich
vyjadiuje spojitost teploty

Ts(s(t),t) = Ti(s(t),t) = Tpn, t > 0.

4Pro oznadeni pevné faze bude pouzit pismeno s, podobné pro oznadeni kapalné faze pismeno I. Vyskytne-
li se tedy napf. v rovnici fyzikdlni vlastnost s dolnim indexem s, jedna se o vlastnost pevné féze.
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Daéle na rozhrani musi platit rovnost mezi teplem odevzdanym kapalnou fazi, prijatym
pevnou fazi a latentnim teplem fazové zmény, tedy

OT(s(0),1) _ ) OT; | ds)

As Oz Oz dt ’

kde L [J-kg™!] je latentn{ teplo fizové zmény. Tyto podminky se podle [3] nazyvaji Stefanovy
podminky, dilezitym predpokladem pro platnost druhé z nich je, Ze na rozhrani mezi fazemi
nejsou zadné zdroje tepla. Déle je zanedbana zména hustoty v dusledku fazové zmény, tedy
ps = pp = p. V tloze se tedy vyskytuji tii neznamé Ty, T;, s, dvé podminky na rozhrani a
dvé okrajové podminky

T,(0,t) =Ty, t > 0,
lim T(z,t) =T}, t > 0.

T—00

Pocatecni teplota je predepsana pro kapalnou fazi
Ti(z,0) =T;, = > 0.

Tento problém lze fesit hledanim tzv. ,similarity solutions“ viz [7] a [3]. Podobné lze formu-
lovat také dlohu pro tani pevné latky. Stefantiv problém lze také zobecnit do vice dimenzi.

Metoda efektivni tepelné kapacity

Metoda efektivni tepelné kapacity je velmi ¢astou metodou pouzivanou pro modelovani tloh
vedeni tepla se zménou faze [13]. Pfedpokladem je, Ze ke zméné faze dochézi v intervalu
teplot (77, T5). Uvnitf tohoto intervalu se nejedna ani o kapalnou ani o pevnou fazi, jde o
prechodovou oblast. Tepelnd kapacita latky v intervalu (71, T5) je pfimo imérnd latentnimu
teplu fazové zmény a neprimo tmeérnd velikosti tohoto intervalu. Tato tepelna kapacita se
nazyva efektivni, tedy

Coff = +cs, T € <T1,T2>.

T —Th
Tepelna kapacita latky télesa je pak definovana takto

Cs T<Ty
c=q¢cg T1<T<T
@] T >1T,

Takto definovana tepelnd kapacita je pak pouzita v rovnici vedeni tepla, tim se pfima tloha
vedeni tepla stava nelinedrni.
Pii praktickych vypoétech se casto tepelnd kapacita modeluje funkei [8]

(T=Tm)?

o(T)=co+cme &
kde cq je tepelna kapacita vné intervalu teplot fazové zmény, ¢, je narist tepelné kapacity

souvisejici s latentnim teplem fazové zmény, T), je prumeérnd teplota zmény fize a o je
parametr charakterizujici siti intervalu teplot fazové zmény.
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Metoda entalpie

V predchozich dvou formulacich byla jako neznama u obou fazi pouzita teplota, v metodé
entalpie tomu vsak bude jinak. V 1loze se zménou faze lze vyjadrit zakon zachovani energie
pro kontrolni objem pomoci entalpie
OH(T)
ot

kde H = H(T) [J-kg™!] je mérna entalpie. Lze dokézat [7], Ze tato rovnice spolu se vztahem
mezi entalpii a teplotou je ekvivalentni formulaci tlohy pomoci rovnic vedeni tepla pro
kazdou fazi a Stefanovych podminek na rozhrani.

Na obrazku 1.5 lze vidét vztah mezi entalpii a teplotou pro latky, které meéni fazi pii
teploté T, (vlevo) a pro latky ménici fazi na intervalu teplot (77, 75) (vpravo).

= V- (AVT),

H H
H; H;
H, H,
T T T T, T

Obrazek 1.5: Zavislost entalpie na teploté

Podle [7] lze pro ldtky se zménou féze pri teploté T,,, vyjadrit zavislost entalpie na
teploté ve tvaru

N C(T—Tm) T < Tm7
(T —Tp)+L T>Th.

Naopak, odpovidajici zdvislost teploty na mérné entalpii je, podle [7], vyjadifena vztahem

T+ 2 H <0,
T=XT, 0<H<IL,
T,+2L H>L.

C

Pro latky, u kterym nastéva fazova zmeéna na intervalu (77, Ts) lze, opét podle [7], pouzit
vztah

cT T <11,
_ T-T
H={cT+ I 0L TI<T<T,
cl'+ L T >Ts.

Vyse popsané rovnice lze fesit vhodnou numerickou metodou. Nejprve se vyTesi rovnice pro
entalpii a poté se vypocte teplota.

Metoda efektivni tepelné kapacity ma vyhodu, ze formulace tlohy obsahuje pouze jednu
rovnici pro obé faze, avsak tato rovnice je nelinearni. Tuto metodu je vhodné pouzit, jestlize
je interval (T, T5) pomérneé siroky. Metodu entalpie lze pouzit, jestlize ke zméné faze dochazi
pii teploté Ty, a také, jestlize ke zméné faze dochézi na intervalu (77, 7). Resenf tilohy vsak
probiha ve dvou krocich.
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Kapitola 2

Numerické metody reseni primych
uloh vedeni tepla

Resit pffmou tlohu vedeni tepla klasickymi metodami lze jen v jednoduchych pifpadech,
které jsou v praxi spise vyjimecné. Protoze reseni inverznich loh vedeni tepla vyzaduje opa-
kované teseni téchto tloh, budou v nésledujici kapitole popsany numerické metody, které
tyto tlohy fesi priblizné. Rovnice vedeni tepla jsou parcialni diferencialni rovnice, které
jsou bud parabolického typu v nestacionarnim pripadé, nebo eliptického typu v pripadé
stacionarniho vedeni tepla. Jelikoz tlohy se zménou faze lze formulovat jako tlohy neline-
arni (metoda efektivni tepelné kapacity) bude se posledni ¢dst této kapitoly vénovat také
nelinedarnim tloham.

2.1 Eliptické ulohy

Pro feseni okrajovych tloh eliptického typu existuje celd fada numerickych metod. Mezi
ty nejznaméjsi patii metoda konecénych diferenci (také metoda siti), metoda koneénych
objemu a metoda konecnych prvku. Pro feseni piimych tloh vedeni tepla byla autorem
prace pouzita metoda konec¢nych prvki, dalsi kapitola bude tedy vénoviana této metodé,

=

popis metody a praktické rady lze cerpat z [4] a z [5].

Formulace tlohy

Necht Q C R? je ohranicend oblast, jeji hranice je oznacena I'. Tato hranice se sklads ze
dvou ¢asti T'y, T's'. Déle n = (ny,n9)' znaéi jednotkovou vnéjsi normalu k této hranici.
Ulohou je aproximovat nezndmou funkeci v = u(z,y) spliujici rovnici

—V-(pVu)+qu=g, x €, (2.1)
na I'y splnujici Dirichletovu okrajovou podminku
u=f, xelq, (2.2)

na I's spliiujici Newtonovu” okrajovou podminku

0
—p%z—qu-n:au—ﬂ,xefg, (2.3)

!Je piedpokladano, ze 'y, T2 jsou disjunktni a #e sjednoceni jejich uzavért da celou hranici I' = Ty UT,
2Neumannova okrajovi podminka je specidlnim pifpadem pro a = 0.
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kde p = p(z,y), ¢ = q(z,y), 9 = g9(z,y), f = f(z,y), @ = a(z,y), B = B(x,y) jsou dané
funkce.
ReSeni

V praktickych tlohéch vétsinou nelze vystaéit s tzv. klasickym feSenim u € C?(Q) okrajové
ulohy (2.1), (2.2), (2.3), protoze pozadavky kladené na data tlohy (funkce p,q,g, f, o, 3)
pro existenci tohoto klasického feSeni jsou prili§ prisné. Lze hledat tzv. slabé feseni, jehoz
existence je v praktickych tlohach vétsinou zarucena. Déale budou uplatnény nasledujici
predpoklady

e () je mnohothelnik,

e p>po>0,q>0, g jsou po ¢astech spojité v €2,

e f je spojitd na I'y,

e a >0, B jsou po ¢astech spojité na I'o,

o jestlize I' = I'y pak je bud g > go > 0 na ¢asti €2, nebo a > oy > 0 na ¢asti ',

pak existuje jediné slabé feseni ulohy (2.1), (2.2), (2.3).
Jestlize plati I' = T's, ¢ = a = 0 a plati [, gdx + [ fdS = 0, pak existuje nekonetné
mnoho slabych feseni dlohy (2.1), (2.2), (2.3), kterd se lisi o konstantu.

Slaba formulace tlohy

Rovnice (2.1) je vyndsobena testovaci funkci v € C1(£2), kterd nabyva nulové hodnoty na
I'y. Poté je rovnice integrovana pres €2

_ /Q IV - (pVu)v + quo] dx = /Q gudx.

Prvni ¢len integrandu na levé strané rovnice lze upravit pomoci Gaussovy-Ostrogradského

véty
—/ qu'nvdS—&—/qu-Vvdx—i-/quvdx-/gvdx
o0 Q Q Q

Déle lze vyuzit toho, ze v = 0 na I'y, Ze na I's je predepsdna Newtonova okrajova podminka
a ze % = Vu - n, tedy

/qu-Vvdx+/quvdx+/ auvdS:/gvdx+ BvdS.
9] Q I'o Q s

Levé ¢ést této rovnice vyse je oznacena a(u,v) a prava L(v).

Uloha najit u € W = {v € X|v = f naI'1}, kde X = PC*(Q), spliwjici a(u,v) = L(v),
Vo eV ={v € X|v=0naT} se nazyva slabou formulaci tlohy (2.1), (2.2), (2.3) a u se
nazyvé slabym fesenim. PC'(Q) oznacuje prostor funkci, které jsou v € spojité a jejichz
prvni derivace jsou v € po Castech spojité.
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Triangulace oblasti ()

Uzavér mnohothelniku €2 je vyjadien jako sjednoceni koneéného poctu uzavienych troji-
helnikt T,. Kazdé dva z téchto trojuhelnikt jsou bud disjunktni, nebo maji spole¢ny vrchol,
nebo spoleénou stranu. Mnozina 7 = {T1,Ts, ..., Ty, } téchto trojihelniki se nazyva tri-
angulace oblasti 2.

Vrcholy trojihelnikit se nazyvajl uzly a jsou oznaceny Py, Ps,..., Pyr. Déle se pred-
poklada, Ze spole¢né body T'y, T's jsou uzly triangulace. Mnozina stran T € T, jejichz
sjednoceni dé I's je oznadena S = {91, Ss, ..., SN }. Piiklad triangulace mnohotihelnfku je
ukézan na obrazku 2.1.

Obréazek 2.1: Priklad triangulace ¢tverce

Diskrétni slaba formulace

Funkce spojitd na Q a linedrni na kazdém trojihelniku 7' € T se nazyva spojitd po ¢astech
linedrni funkce. Prostor vSech spojitych po ¢astech linedrnich funkei se oznacuje Xj. Spe-
cidlnim typem funkei v prostoru Xj, jsou bazové funkce w; definované jako w;(z;,y;) = dij,
kde (z;,y;) = P; jsou soufadnice uzlu triangulace a d;; je Kroneckerovo delta.

Libovolnou funkci v € X, lze vyjadrit jako

M
v(z,y) = Zv(ﬂfi,yi)wi(% Y)-
i=1
Analogicky jako ve spojité slabé formulaci je definovan prostor testovacich funkei Vj, =
{v € Xp| v(zi,y;) =0 VP, € T1} a mnozina pifpustnych feseni W), = {v € Xp| v(zs,y;) =
f(zi,y:) YP; € T1}. Uloha najit U € Wy, spliwjici ap(U,v) = Ly(v) Yo € Vj, se nazjva
diskrétni slaba formulace tlohy (2.1), (2.2), (2.3), kde

an(U,v) = > QT(pVU - Vu) + Q™ (qUv) + Y | Q% (allv), (24)
TeeT Se€S
Lu(v) = > Q™ (gv)+ > Q% (Bv), (2.5)
TeeT SeeS

kde QT (i) je kvadraturni formule aproximujici fTe pdx a Q% (y) je kvadraturni formule
aproximujici [ ¢dS.

Vhodné kvadraturni formule

Podle [4] jsou doporuceny tyto kvadraturni formule
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e Pro numericky vypocet integrali obsahujici integrand pVU - Vv lze pouzit formuli

Q' (¢) = |Tlp(Py), (2.6)

Vvev

T.

e Pro vypocet integrali obsahujici integrandy qUwv, gv lze pouzit formuli

1
Q' (p) = 3| Tlle(P1) + o(Py) + o(P3))], (2.7)
kde Py, P5, P3 jsou vrcholy trojihelnika 7.

e Pro vypocet integralt obsahujici aUwv, Sv 1ze pouzit formuli

1
Q%(p) = S ISlle(P1) + o (P2)], (2.8)
kde |S| je délka strany S a Pj, P, jsou koncové body strany S.

Dalsi pouzivané kvadraturni formule je mozné najit v [5].

Soustava rovnic
Bez 1jmy na obecnosti lze predpokladat, ze uzly lezici uvnitt €2, nebo na hranici I'y maji

indexy 1,2,..., N a ze uzly lezici na hranici I'y maji indexy N + 1, N +2,..., M, pak lze
funkce U, v vyjadiit ve tvaru

N M N
Uz,y) =Y Ajwi(z,y) + > fiwi(z,y), vl@,y) = bwi(z,y),
j=1 i=1

j=N+1

kde A; = U(F;), f; = f(P;), 6; = v(FP;). Dosazenim do slabé diskrétni formulace a s vyu-
zitim linearity ap, vy, lze dostat soustavu rovnic

0" (KA -F)=0, (2.9)

kde K = {k‘lij}z]'?[jzlv k‘z‘j = ah(wj,wi), 0 = («91,92, . ,HN)T, A = (Al,AQ, .. .,AN)T a
F = (F,F,....Fy)", Fy = Ly(w;) — Y2 vy fijan(wj, ;). Jelikoz funkee v je libovolnd,
tak i vektor @ je libovolny a tedy musi platit

KA =F.

Resenim této soustavy linedrnich rovnic jsou hodnoty U v uzlech triangulace 7. Matice K je
pozitivné definitni (z toho plyne, Ze je regularni) a nazyva se globalni matice tuhosti. Vektor
F se nazyva globalni vektor zatizeni. Globalni matice tuhosti a globalni vektor zatiZeni
se sestavuje z lokdlnich matic tuhosti a lokalnich vektorti zatizeni, pravé toto sestaveni
vyzaduje nejveétsi tsili pfi numerickém teSeni lohy eliptického typu.
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Sestaveni matice K a vektoru F

Trojuhelniky triangulace T jsou zapsany pomoci ¢isel uzli do tabulky, kterd ma Np radka
a tii sloupce. Triangulace na obrazku 2.2, kde jsou ¢isla uzli znazornéna cervené a Cisla
trojuhelnikt modre, pak dava tabulku 2.1

7 8 9
5 7
6 8
1 5 6
1 3
2 4
1 2 3

Obrazek 2.2: Priklad ocislovani trojuhelnikt a uzla

U O = NN~
S 00Ut g W UL N N
© © 0o 0o OO UL UyWw

OO\I@U!H;OJM}—“

Tabulka 2.1: Tabulka pro triangulaci na obrazku 2.2

Necht T, € T oznacuje jeden konkrétni trojihelnik triangulace. Jeho vrcholy jsou ozna-
ceny Pf = (z1,y1), P5 = (x2,92), P§ = (x3,y3). Globalni index vrcholu trojihelniku P,
P,, P; jsou v tabulce 2.1 na radku e, ve sloupci 1, 2,3 po fadé. Restrikce slabého reseni U
a testovaci funkce v na trojihelnik T, jsou po fadé oznaceny takto

U(z,y) = Ajwi(z,y) + Aqws(2,y) + Agws(z,y),
ve(x,y) = Orwi(z, y) + Oyws (e, y) + bwz (2, y),

kde A% = U(Pf), 05 = v(Pf) a wg = alx + by + ¢&, r = 1,2, 3 je bazova funkce pfislusna

T

uzlu Pf. Snadno lze odvodit, ze plati VU® = B°A¢, Vu® = B°0°, kde
e ae ae ae e e e e e e [ e
B = <b% bg bg) , A% = ( 1» 27A3)T7 0° = ( 1792793)T’

Pro prvni ¢len z (2.4), pouzitim kvadraturni formule (2.6), lze dostat QT¢(pVU® - Vv¢) =
T.|p(PS)(B¢6°) T (BCA®) = (0°)TKLA®. Podle [5] a pomoci vlastnosti bazovych funkei
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w! (z4,y;) = 0;j lze vypoditat, Ze matice K je tvaru

e e e e
Pe —r-—3S8 T S
e _ p2(dg) re —re _ e te ,
‘ ’ 5€ te _g — ¢t
kde
r¢ = (y2 — y3)(y3 — y1) + (w3 — x2) (21 — 3),
5= (y2 — y3) (W1 — y2) + (23 — 22) (22 — 71),
t° = (y3 —v1)(y1 — y2) + (21 — x3) (22 — 21),
= (y3 —y1)(x2 — x1) — (1 — 23) (1 — ¥2)

Pro dalsi ¢leny (2.4) se postupuje analogicky, pouzitim formule (2.7) se dostane Q1 (qUv) =
(6°)TK® A, kde

’T ‘ Q(Ple) 0 0
O
0 0 q(Pf)

Lokalni matici tuhosti lze dostat jako K¢ = K¢ 4+ K. Nakonec pro lokalni vektor zatizeni
v (2.5), opét uzitim kvadraturni formule (2.7), Ize odvodit QT (fv) = (8°)TF¢, kde

9(Py)
pe= Tl (o)
9(Ps)

Dale je tfeba sestavit elementarni matici a vektor na stranach trojuhelniki, které lezi na
hranici I's. Odvozeni vztahti se provadi analogicky jako na prvku, je sestavena tabulka,
kterda ma Ng fadka a dva sloupce a do ni jsou zaznamendny indexy krajnich bodua stran
S € S. Necht S, € S oznacuje konkrétni stranu. Koncové body této strany jsou oznaceny
PP = (x5, y5), Py = (25,%5). Globéln{ indexy téchto bodi jsou v tabulce na e-tém Fadku.
Restrikce Teseni U a funkce v na stranu S jsou oznaceny takto
U(z,y) = Afwi(z,y) + Ajwy(z, y),
v (x,y) = Orwi(z, y) + Oqws(z, y),
kde AS = U(PY), 65 = v(P?) a wt je bazova funkce piislusnd uzlu PS¢, r = 1,2. Uzitim
formule (2.8) Ize odvodit Q% (alv) = (0%)TK% A% kde

s. _ 1Sl (a(Pf) 0 s. _ (Af s._ (0%
K_2<o a(Pf)A Ae’e_eg'

Nakonec, uzitim (2.8), lze dostat Q% (fv) = (8°¢) TF%, kde

-2 (1)

Vsechny vyse uvedené lokalni vztahy jsou nyni dosazeny do rovnice (2.9), ¢imz je odvozeno

0=ap(U,v)=Ly(v) =0T (KA-F) = Y (69 (K°A°—F°)+ ) (6%) (K5 A% _F>).
TeeT Se€S

7 této rovnice lze odvodit algoritmus pro sestavovani globalni matice K a vektoru F. Al-
goritmus, ktery byl implementovan autorem prace, je mozné nalézt v [5].
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2.2 Parabolické tulohy

Podobné jako v pripadé eliptické tlohy je nejprve formulovana parabolicka tloha. Déle je
tato tloha formulovana ve slabé formé. Poté je provedena prostorova diskretizace podobné,
jako u tloh eliptického typu, tim vznikne pocatecni problém pro soustavu obycejnych di-
ferencialnich rovnic. Nakonec je tato soustava vyfreSena 6-metodou. Podrobnosti lze nalézt
v [4] a v [5].

Formulace ulohy

Ukolem bude aproximovat funkei u = u(zx,y,t) splinujici rovnici

c% —V-(pVu)+qu=g, x€Q, t e (0,T), (2.10)

okrajové podminky

u=f,xel, te(0,T)

0
2 —au— B, x ey, t€(0,T), (2.11)
on
a pocatecni podminku
u(z,y,0) = o(z,y), x € Q, (2.12)

kde ¢ = c(z,y,1), p = p(z,y,t), ¢ = q(z,y,1), g = g(x,y,1), = f(2,y,t), « = a(z,y,1),
B = p(z,y,t), ¢ = o(x,y) jsou dané funkce.

Slaba formulace

Slaba formulace pocatecné-okrajového problému (2.10), (2.11), (2.12) je odvozena analo-
gicky jako v ptripadé eliptické tilohy. Rovnice (2.10) je opét vyndsobena testovaci funkei v €
V a integrovina pies €2, oproti eliptické tiloze se zde nachézi navic ¢len (cug,v) = [q, cugv dx,
tedy

(cut,v) + a(u,v) = L(v), Vo € V, t € (0,T),

kde a(u,v), b(v) jsou stejné jako v tloze eliptického typu.

Diskretizace v prostoru

Provadi se stejné jako v dloze eliptického typu, nicméné hodnoty priblizného feseni v uzlech
triangulace jsou nyni funkcemi ¢asu U; = Uj(t) = U(z;,y;,t). Na aproximaci ¢lent a(u,v),
L(v) se ovSem nic neméni. Zbyva tedy aproximovat ¢len (cus,v), ten je nahrazen vyrazem

(cU,v)p = Z QTe(cUtv).

TeeT

Jelikoz plati Up = Zé\]:l Uswj(z,y)®, tak, uzitim kvadraturn{ formule (2.7), lze dostat
Qe (cUw) = (6°) T CeA®, kde

| cPf) 0 0
Ce = 36 0 P 0 |,
0 0 c(F%)

3Tetka nad U; znaéi derivaci podle ¢asu.
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akde AT = (AT, AT AT)T. Globélni matice C je stejné jako matice lokélni C¢ diagonalni.
Po slozeni lokalnich matic do matice globalni 1ze dostat pocatecni problém pro soustavu
obycejnych diferencialnich rovnic

CA +KA =F, A(0) = ¢, (2.13)

kde ¢ = (o(z1,v1), o(x2,92), ..., 0(xar,yar)) | je pocateéni podminka vyhodnocend v uz-
lech triangulace.

f-metoda

Jednou z moznosti jak fesit soustavu (2.13) je 0-metoda, kterd bude nyni odvozena. Interval
(0,T) je rozdélen na body 0 = tg < t; < --- < tg = T. Necht 7, = t,,41 — t, oznacuje
délku casového kroku, kde n = 0,1,...,Q — 1. Poté je zvoleno pevné ¢islo 6 € (0,1) a necht
tn4o = tn + Tof. Déle necht A" oznacuje aproximaci A(t,), pak A = . Rovnice (2.13)
je napsana v case t,1¢

CAn—i—G + KAn-‘r@ — Fn+9, (2.14)
kde F*? = F(t,,14). Jestlize se navic vyuzije pfedpoklad, Ze A(t) je na (t,,t,,1) linedrni,
pak, jak se lze presvédcit z obrazku 2.3, 1ze odvodit

Alt) = A" 4 LI ant - Any,

Tn
7 tohoto vztahu okamzité plynou vztahy

An+1 —_ A"

I

An+9 _
Tn
A" — (1 - 9)A™ + oA,
Oba vyse uvedené vztahy jsou dosazeny do (2.14), ¢imz je odvozena f-metoda

[C + 1 0K]A™ ! = [C — 7,,(1 — O)K]A" 4 7, F" .

Resenim této soustavy linedrnich rovnic je aproximace feseni v uzlech triangulace v case
o1

A

An+1

ATL

tn tn+1 t
Obrézek 2.3: Linedrni priubéh A na intervalu (t,, t,+1)

0-metoda je explicitni Eulerovo schéma, 1-metoda je implicitni Eulerova schéma a pro
0 = % se jedna o tzv. Crankovu-Nicolsonovu metodu. Crankova-Nicolsonova metoda je
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radu presnosti dva, z tohoto divodu se pouzivd nejcastéji. Pokud ovsem nejsou zaruceny
tzv. podminky souladu (pocdtecénich a okrajovych podminek), tak je vhodné prvnich né-
kolik krokt pocitat implicitni Eulerovou metodou, kterd je stabilngjsi a poté se prejit na
Crankovu-Nicolsonovu metodu (viz [5]). Pro 6 € (1,1) je toto schéma stabilni (bez vlivu
velikosti kroku).

2.3 Nelinearni ulohy

Jestlize nékterd z funkei p, q, g, «, 8 v tloze (2.1),(2.2),(2.3), pfipadné také ¢ v rovnici
(2.10) zavisi na u, pak je tloha nelinearni. Jak bylo receno v prvni kapitole, tak napriklad
soucinitel tepelné vodivosti u vétsiny materialii zavisi na teploté, také tlohy vedeni tepla
se zménou faze lze formulovat jako wlohy s nelinedarni tepelnou kapacitou, coz ukazuje
dulezitost nelinedrnich tloh.

Stacionarni dlohy

Diskretizace metodou kone¢nych prvka probiha forméalné naprosto stejné jako v linearnim
pripadé, podstatny rozdil je v tom, ze vysledna soustava rovnic je nelinearni, tedy

K(A)A =F(A).
Tuto soustavu je mozné resit néjakou vhodnou iteracni metodou, napr. metodou prosté
iterace nebo Newtonovou metodou. V obou metodéach je podstatna pocatecni aproximace
fesenf A, Nejjednodussi je metoda prosté iterace, kterd je zapséna jako
K(AF)AFD — F(A®k),
7 této rovnice je vypocteno AKHD g 1o je poté pouzito pro ziskani nové iterace. Vypocet
pokracuje, dokud vektor rezidui R = K(A®)A® — F(A®)) neni dostateéné maly, nebo
se dvé po sobé jdouci iterace A% AK*+1) peligf jen malo. Metoda prosté iterace konverguje
k feseni spise vyjimecéné. Castéji se pouziva Newtonova metoda, kterd je zapsana jako
H(A®) YR = _R(AW),
AR = A(F) 4y ()
kde H je Jacobiho matice vektoru rezidui H = (VR)'. Postup sestaveni této matice z
matic lokdlnich 1ze nalézt v [5].

Nestacionarni tlohy

Také diskretizace v pripadé nestacionarni tilohy probiha forméalné stejné jako v linedrnim
pripadé, ovsem vyslednd soustava obycejnych diferencidlnich rovnic je nelinearni

C(A)A + K(A)A =F(t,A).
Podle [4] 1ze pro vyfeseni tohoto pocdteéniho problému v Matlabu pouzit napt. funkci

ode23t, coz je implementace lichobéznikové metody. Podle [5] 1ze pouzit také 6-metodu.
Jeji aplikaci je mozné dostat nelinedarni soustavu rovnic tvaru

[C™ 4 K A = [C™ — 1,(1 - )K" AT + 1, B

kde C"0 = C(t, 19, A™Y), K" = K(t, 19, A1), F"0 = F(t,, 19, A"1Y), kde A" =
A"+ 9(A™TE — A™). Pro ziskan{ feseni v éase t,, 11 je tedy nutno vyfesit nelinedrni soustavu
rovnic. Tuto soustavu rovnic se fesi vhodnou numerickou metodou.
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Kapitola 3

Inverzni tlohy prenosu tepla

Jestlize jsou fyzikalni vlastnosti latky, pocatecéni, okrajové podminky a tvar télesa znamé,
pak vyTreSenim primé ulohy vedeni tepla, je nalezeno rozlozeni teploty v télese a v case.
Uloha, ve které neni néktery z téchto tidaji zndm, se nazjvé inverzni tloha vedeni tepla.
tepla, z matematického hlediska se jedna o tzv. $patné podminéné tlohy.

Jedna z prvnich publikaci, ktera se zabyvala inverzni ilohou vedeni tepla, byla vydana
v roce 1960 G. Stolzem, ktery Tesil problém vedeni tepla pii kaleni soucéasti jednoduchych
tvarti. Stolztv pristup mél nevyhodu v nestabilité pri malém ¢asovém kroku. Vyznamny im-
pulz pro rozvoj metod feseni inverznich tloh vedeni tepla byl zacatek kosmického programu
v roce 1956. Jednim z vyzkumniki byl i J. V. Beck. Beckova metoda umoznovala vypocet
pri mensich ¢asovych krocich nez Stolzova metoda. Aplikace v kosmickém programu byla
pri vypoctu hustoty tepelného toku v hlavicich sttel, vesmirnych sond a podobnych zarizeni.
Dalsi oblasti, ve které se vyskytla potreba tyto tlohy fesit, je testovani soucasti jadernych
reaktoru [2].

3.1 Formulace inverzni tilohy vedeni tepla

Je uvazovano vedeni tepla v télese tvaru obdélniku (vedeni probihd pouze ve sméru osy
x viz obrézek 3.1), $itka obdélniku je L, jeho material je homogenni, izotropni a v télese
se negeneruje zadné teplo. Pocatecni teplota stény je konstantni a je oznacena Tj. Na
levém konci je predepséna hustota tepelného toku jako funkce ¢asu ¢ = ¢(t). Pravy konec
je tepelné izolovany. Teplotu méri teplotni senzor umistény ve vzdalenosti xy od levého
okraje stény, naméfené hodnoty teploty v ¢asech ¢; jsou oznaceny Y, i = 1, ..., N. Ulohou
je urcit neznamou funkci q.

- L

— P

) Ty 8

—

- g
o 4
I — <
—~ a
= T g

~ IS

—

- N

—

Obréazek 3.1: Inverzni tloha
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Nyni bude zapsdn matematicky model této inverzni tlohy. Vyvoj teploty T' = T'(z,t) je
popséan jednorozmérnou verzi rovnice vedeni tepla

or 9 <)\8T

pCE—% ax>, $€<O,L>, tG(O,T)

V pocatecénim case je predepsana pocatecni teplota Ty
T(x,0) =T, z €(0,L).
Pravy konec je tepelné izolovan, tedy je predepsan nulovy tepelny tok

oT(L,t
—A!%y):ﬂLte(&Ty
Pozadavkem na funkci ¢ je, aby se teplota v misté, kde je mérena teplota, shodovala s na-
meérenymi tdaji
T(zy,t;))=Y;, i=1,...N.
Dale také musi platit, ze hustota tepelného toku ¢ v casech méreni teploty ¢; je rovna

. or(0,t;) .
) = A 1 N,
q(ti) Pt

vvvvvv

zadéna teplota, avSak pouze v diskrétnich bodech (zy, ;). Dalsim problémem je, Zze méfeni
teploty mize obsahovat néjakou chybu. Jestlize nékterd z vlastnosti p, ¢ a A v rovnici vedeni
tepla zavisi na teploté, pak se inverzni tiloha vedeni tepla nazyva nelinearni [2|.

s vysSe formulovanou inverzni tilohou je tésné spjata inverzni tloha, ve které je namisto
hustoty tepelného toku urcovan soucinitel prestupu tepla. Mezi dalsi inverzni problémy se
fadi tzv. Cauchyho problém pro Laplaceovu rovnici, ve které je z nékolika namérenych
hodnot rekonstruovana teplota v celém télese. Mezi inverzni tlohy lze zaradit také tzv.
zpétné vedeni tepla, ve kterém je cilem urcit pocateéni teplotu Ty se znalosti podminek
okrajovych a méfeni teploty v nékolika bodech. Ve dvourozmérném pripadé lze také, krome
zavislosti tepelného toku na case, predpokladat jeho zavislost v prostoru (tj. ¢ = ¢(t, z,y)).
Dalsi kategorii inverznich tloh je také urcovani fyzikalnich vlastnosti materidlu (tj. p, ¢, A)
z vyvoje systému v Case.

Meéreni teploty

Meérteni jakékoliv fyzikalni veli¢iny je vzdy zatizeno néjakou nepiesnosti, chybou. Cilem
tohoto tohoto odstavce je tuto chybu statisticky popsat. Predpokladd se, ze chyba ma
ndhodny charakter a vSechny ostatni ,nendhodné“ vlivy jsou odstranény (napt. vhodnou
kalibraci senzoru). Pro popis chyby méreni teploty lze pouzit téchto osm predpokladu (viz

2]):

1. Chyby jsou aditivni, tedy Y; = T; + ¢;, kde Y; je teplota namérend v cCase t;, T; je
»skutecna“ teplota, nezatizena chybou, v ¢ase t; a €; je ndhodna chyba méreni v case
t.

2. Chyby maji nulovou stfedni hodnotu: E(g;) = 0.

3. Méten{ teploty mé4 konstantni rozptyl: D(Y;) = o2. Tato podminka k4 Ze rozptyl
méfeni teploty nezavisi na Case.
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4. Chyby jsou nekorelované: p(e;,e;) = 0,7 # j.
5. Chyby méfeni maji normalni rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti

fla) = —=e"H.

6. Parametr o2 je znamy.

7. Méreni casu, polohy teplotniho senzori, rozmért télesa, fyzikalnich vlastnosti latky
télesa jsou zndma a chyba jejich méreni je vici chybé méreni teploty zanedbatelna.

8. Neni k dispozici zadna apriorni informace o hustoté tepelného toku. Pokud by bylo
znamo, ze napr. hustota tepelného toku ma periodicky pribéh, lze tuto informaci
pouzit pro zlepSeni odhadu funkce q.

Metody reseni

Metody fesSeni inverznich tloh mohou byt klasifikovany podle nékolika kritérii [2|. Jedno
z nich je, zda metoda je schopna FeSit linedrni i nelinedrni problémy. Obé déle popsané
metody (sekvenéni algoritmus a neuronové sité) lze pouzit jak na linearni, tak i na neline-
arni inverzni ulohy. DalSim kritériem muze byt to, jakou metodou je feSena prima tloha
vedeni tepla (Duhameltav princip, metoda konecnych diferenci, objemu, prvkd, ...). Pocet
pouzitych méreni teploty pii feSeni, mize také slouzit k rozdéleni metod. Pouziva-li me-
toda pouze teploty namérené do soucasného casového kroku, jednd se o Stolzovu metodu.
Jeji nevyhoda je ve velké citlivosti na chyby v méreni. Pouzije-li metoda vsechny namérené
teploty do soucasného ¢asového kroku a k tomu nékolik dalsich teplot, jedné se o sekvencni
algoritmus. Sekvencni algoritmus je méné citlivy na chyby nez Stolziv algoritmus, navic
dovoluje zmensit ¢asovy krok. Celodoménovy algoritmus mé podobné vlastnosti, nicméné
neni tak vypocetné efektivni. K feseni inverznich tloh lze pouzit také metody zalozené na
umeélych neuronovych sitich [12].

3.2 Metoda odhadu funkce

Jednou z moznosti jak feSit inverzni dlohu vedeni tepla je, podle [2], predpoklddat, ze
zavislost hustoty tepelného toku na case je urcitého typu napt. po c¢astech konstantni,
nebo po ¢astech linedrni. K odhadu parametri této funkce je pak mozno ptistoupit bud
celodoménové, nebo sekvencéné. V celodoménové metodé jsou odhadnuty vSechny parametry
funkce najednou, zatimco pii sekvencéni metodé jsou parametry odhadovany postupné, jeden
za druhym. Sekvencni metoda je vypocetné efektivnéjsi nez metoda celodoménova.

Sekvencéni metoda

Sekvencéni metoda je velmi zndmou metodou TeSeni inverznich tiloh vedeni tepla, ¢asto se
ji také 1ikéd Beckova sekvencéni metoda. Princip metody bude vysvétlen na inverzni tloze
ze sekce 3.1. Hustota tepelného toku ¢ = ¢(t) je v ¢asovych intervalech (to,t1), (t1,%2),. ..,
(tar—2, tar—1) odhadnuta konstantami ¢, go, . . ., gar—1. Cilem metody je urcit konstantu gps
(viz obrazek 3.2) odhadujici funkci ¢ na intervalu (tp7—1,tp7). Docasné je pouzit predpoklad

qM = 4dM+1 = = dM+r—1,
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ktery metodé dodava numerickou stabilitu.

q(t)
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S & S|s 3 +
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Obrazek 3.2: M-ty krok sekvencéniho algoritmu

Konstanta qp; je ur¢ena minimalizaci souctu ¢tvercti odchylek

T

S(anr) =Y (Yarpior — Targic1)?,

i=1
kde Thry Thr41,y- - -5 Thi+r—1 jsou teploty vypoctené fesenim primé ulohy vedeni tepla v ca-
sech tar, tar41,- - - 5 tar4r—1 & v misté teplotniho senzoru (zaviseji na qpr) a kde Yar, Yarsa,- - -y

Yarr4r—1 jsou teploty namérené teplotnim senzorem v odpovidajicich casech. Poté je M zvy-
sen o jedna a vypocet opakovan, dokud je k dispozici dostatek budoucich kroku k vypoctu,
tj. do N — r. Postup vypoctu je shrnut pomoci pseudokédu.

Algoritmus 1: Sekven¢ni metoda
1: zvol vhodné r € N, vynuluj q
:for M =1to N —r do
predpokladej: gy = qpr+1 = -+ - = qpm4r—1 = konst.
vypocet gar: g = arg min S(gar) = arg min Z;‘iﬂfl(Y] — T(zy,t;))*
uloz vysledek q[M] = qar, M = M + 1
end for

Vypocet hodnoty ucelové funkce S je pomérné vypocetné narocny, znamena totiz resit
primou tlohu vedeni tepla pro r ¢asovych kroktu. Navic obecné neni znama derivace tcelové
funkce S podle gps. Z téchto divodu se pro minimalizaci pouziva napt. Nelderuv-Meaduv
algoritmus, ktery k minimalizaci S nepottebuje jeji derivace [10]. Vice o Nelderové-Meadové
algoritmu lze zjistit napt. v [6]. Jestlize je inverzni tloha vedeni tepla linearni, lze z Duha-
melova principu odvodit pfimo vztah pro qus.

Volba parametru r je velmi dulezita. Mala hodnota r» mtze vést k numerické nestabilité
a nezddoucim oscilacim v feSeni. Je-1i r prilis vysoké, tak vysledny tepelny tok bude prilis
vyhlazen. Navic se s rostoucim 7 zvysuje vypocetni naroc¢nost algoritmu. Vétsinou se voli
r rovno 3, nebo 4. Jestlize je zvoleno r = 1 jedna se o tzv. Stolzovu metodu [2|. Pro odhad
optimélniho poc¢tu krokt lze pouzit metodu popsanou v ¢lanku [11] zaloZenou na méfeni
rozdilu teplotni odezvy na dva po sobé jdouci Diracovy impulsy v hustoté tepelného toku.
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JestliZe je teplota v télese mérena na vice mistech (jejich pocet je oznacen J), modifikuje
se ucelova funkce S takto

r J
Slga) =D Viaryior — Tinrin)’s

i=1 j=1

kde Y} pr4i—1 je teplota naméfend j-tym teplotnim senzorem a T pr4;—1 je vypoctend teplota
v misté j-tého teplotniho senzoru.

3.3 Umeélé neuronové sité

Umélé neuronové sité jsou metodou strojového uceni (coz je podoblast umélé inteligence),
ktera simuluje mechanismy uéeni zivych organismu [1]. Lidskd nervova soustava obsahuje
bunky, nazyvané neurony. Neurony jsou vzajemné propojeny axony a dendrity. Oblast spo-
jeni mezi axony a dendrity se nazyva synapse. Sila synaptického spojeni se mtize ménit
v dusledku vnéjsiho vzruchu, coz je zptusob, jakym se zivé organismy uci.

Tento pristup je napodobovan umélymi neuronovymi sitémi. Vypocetni jednotky (neu-
rony) jsou propojeny skrz vahy, které slouzi stejnému tcelu jako v lidské nervové soustave.
Kazdy vstup do neuronu je vynasoben vahou, coz ovliviiuje vystup z neuronu, jak je zna-
zornéno na obrazku 3.3. Uceni umélé neuronové sité se dosahuje zménou hodnot vah, které
spojuji neurony. Na rozdil od zivych organismu je vSsak umélé neuronové siti tfeba dodat
pro uceni pary vstupt a jim odpovidajici vystupy. Vahy jsou poté upraveny tak, aby vystup
umélé neuronové sité co nejlépe odpovidal poskytnutym vystupim. Jestlize je umélé neu-
ronové siti poskytnut dostatek ucicich dat, je pak schopna pfesnych predpovédi pro data,
kterd k uceni pouzita nebyla.

Perceptron

Perceptron je uméla neuronové sit tvorend pouze jednim neuronem, jak je zndzornéno na
obrazku 3.3.

vItupni
vrstva

T

T3

Ty

5

Obréazek 3.3: Perceptron

Vsechna udici data jsou typu (x,y), kde x = (x1,x2,...,2,) € R" jsou vstupy a y € R
vystup. Vahy neuronu jsou oznaceny w = (wq, wa, . .., wy). Vystup z neuronu se poté spocte
jako g = ® (1", w;x;). Funkce ® se nazyvé aktivaéni funkce. Obéas je do vipocétu § nutné
zahrnout také tzv. bias b, coz je konstanta, kterd nezavisi na vstupech. Perceptron s bias je
na obrazku 3.4.
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Obrazek 3.4: Perceptron s biasem

Vystup umélé neuronové sité se pak, podle [1], vypocte jako § = @ (31" | wiz; + b).
Necht D je mnozina uéicich dat, tj. vektoru typu (x,y). Uceni perceptronu probihd
minimalizaci tzv. ztratové funkce

(x,y)€D

K minimalizaci ztratové funkce se pouziva algoritmus nazyvany stochasticky gradientni
sestup (stochastic gradient descent).

Aktivacéni funkce ® se voli v zévislosti na povaze fesené tulohy [1]. Pokud vystupem
mé byt libovolné realné ¢islo, je vhodné zvolit identitu ®(z) = x. Jestlize je vystupem
pravdépodobnost néjakého jevu, je vhodné zvolit funkci, kterd nabyva hodnot z intervalu
(0,1) (napt. funkci sigmoid). Pokud vystup muze nabyvat pouze hodnot z mnoziny {—1,1},
pak je vhodné zvolit funkci ®(x) = sign(z).

Vicevrstvé neuronové sité

Na rozdil od perceptronu tyto sité obsahuji vice nez jeden neuron. Neurony jsou uspora-
dény do vrstev, kterym se 7ika skryté, viz obrazek 3.5. Kromé skrytych vrstev méa tato sit
také vstupni vrstvu a vrstvu vystupni. Kazdy vstup je napojen do kazdého neuronu, coz
znamend, ze topologie sité je ddna poctem vrstev a poctem neuroni v téchto vrstvach [1].
Opét lze uvazovat neurony s ¢i bez bias. Necht k oznacuje pocet skrytych vrstev a p; je
pocet neuronu v i-té vrstvé. Vahy mezi vstupni vrstvou a prvni skrytou vrstvou jsou uspo-
radany v matici Wy s rozméry n X p;. Podobné vahy v i-té skryté vrstvé jsou usporadany
do matice W; o rozmérech p; X p; 1. Jestlize vystup obsahuje o neuroni, pak vystupni vahy
jsou v matici Wy o velikosti pg x 0. Pak je vystup ¥ urcen rovnicemi

h; = ®(W/ x),
hi1 = W/ h), i=1,2,...,k,
y = q’<WII+1hk)-
K uceni takovych siti se pouziva tzv. algoritmus zpétného siteni chyby (back-propagation
algorithm). U¢{ci mnozina obsahuje vektory typu (x,y) € R"t°.
Reseni inverznich tiloh pomoci neuronovych siti

Pro feSeni inverznich dloh vedeni tepla lze vyuzit umélé neuronové sité. Pro vyuziti neu-
ronovych siti hovori zejména jejich schopnost reprezentovat ,komplexni“ zobrazeni mezi
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Obrazek 3.5: Neuronova sit se dvéma skrytymi vrstvami

vstupni a vystupni vrstvou a také takika neomezend moznost generovani ucicich dat rese-
nim piimych tloh vedeni tepla [12]. Lze rozlisit dva pristupy: ,Whole History Mapping*
(zkracené WHM) a sekvenéni ptistup. V préci je ddle popisovdna prvni ze zminénych metod.

Bude opét uvazovan priklad z kapitoly 3.1. WHM piistup je zaloZen na tom, ze vstupni
vrstva umélé neuronové sité ma tolik vstupt, kolik je namétrenych teplot Y;, ¢ =1,2,..., N.
Vystup je hustota tepelného toku v pozadovanych ¢asech. Nevyhodou tohoto pfistupu je
velké mnozstvi neuront (nebot vstupni i vystupni vrstva maji mnoho neuroni) a tedy
velké mnozstvi vah, coz znamena pomalé uceni. Dalsi nevyhodou pak je to, ze pro jiny
pocet méreni teploty (nebo méreni v jinych ¢asech) musi byt vygenerovana nova ucici data
a ucena zcela nova sit. Tuto nevyhodu odstranuje sekvencéni algoritmus. Vyhodou je, ze
WHM prtistup je stabilni a neni citlivy na Sum ve vstupnich datech.

Pouziti umélé neuronové sité ma tyto ctyti faze:

1. Generovani D - data lze snadno generovat resenim piimych tloh vedeni tepla. Hustotu
tepelného toku je mozné generovat nahodné, pripadné s vyuzitim apriorni informace.
Poté je vypoctena teplota v pozadovaném misté a v pozadovanych casech. Pro tento
vypocet je mozné vyuzit libovolnou metodu pro feseni primé dlohy vedeni tepla.

2. Vytvoreni sité - topologie vstupnich a vystupnich vrstev je zdvisla na poctu namé-
fenych teplot a poctu ¢asovych krokt, ve kterych je odhadovana hustota tepelného
toku. Pocet neuronu skrytych vrstev je zavisly na pouzitém ucicim algoritmu.

3. Uceni sité - ucici data jsou pouzita pro minimalizaci ztratové funkce , uceni je zasta-
veno ve chvili, kdy je hodnota dostatecné malé, nebo se jiz nezmensuje.

4. Testovani sité - v této fazi jsou na vstupy vlozena data, ktera nejsou obsazena v mno-
ziné D.
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Kapitola 4

Implementace metod

V této kapitole budou popsany autorem naprogramované funkce a skripty, které lze nalézt
v priloze této prace. Vétsina téchto funkei je napsana v MATLABu, pouze skript vyuzivajici
neuronové sité je napsan v Pythonu. Diskretizaci pfimé stacionarni tlohy vedeni tepla lze
provést pomoci funkce FEM. Jejim vystupem je soustava rovnic, kterou je mozné resit pomoci
funkce STATIONARY. Pro nestacionarni tlohy vedeni tepla byly vytvoreny funkce dvé: ODE
a THETA. Inverzni ulohy fesi funkce BECK, kterd implementuje sekvenc¢ni algoritmus, a
skript WHM, ktery tuto tlohu fesi pomoci neuronovych siti. Obé funkce fesici inverzni tilohy
vedeni tepla vyuzivaji funkce, které resi prfimou tlohu vedeni tepla.

4.1 Funkce resici primou ulohu vedeni tepla

Funkce defHCEQ

Data primé tlohy vedeni tepla je mozno zadat pomoci funkce defHCEQ. Vstupem této
funkce je proménnd filename, coz je cesta k souboru, v némz jsou ulozena data o tri-
angulaci oblasti, na které je feSena priméa tloha. Tento soubor lze ziskat exportem sité z
rozsiteni PDE Modeller, které, mimo jiné, umoznuje vytvorit triangulaci dvourozmérnych
oblasti.

function eq = defHCEQ (filename)

Vystupem funkce je proménné eq, kterd obsahuje vSechna data fesené primé ulohy. Koe-
ficienty rovnice se zapisuji jako anonymni funkce proménnych x,y, t, T, jejich oznaceni
odpovida oznaceni v kapitole o numerickych metodach feseni primych tloh vedeni tepla.

eq.c = Q(x,y,t,T) 730%(2000+110000*exp (- ((T-22).72)/1.05)); SrhoxC
eq.p = @(x,y,t) 0.2;

eq.q = @(x,y,t,T) 0.0;

eqg.g = Q(x,v,t,T) 0.0;

Pokud funkci neni predédn parametr £ilename, pak implicitné vezme oblast definovanou
v souboru regions/wall.mat. Proménné z nacteného souboru jsou ulozeny do struktury
eqg.domain. Proménnd eq.domain.p obsahuje souradnice uzli triangulace, proménna
eqg.domain.e obsahuje v prvnich dvou fadcich indexy uzlt hran a v fddku patem poradové
¢islo hrany (to je pfidéleno hrané pii vytvareni sité). Proménnd eqg.domain.t obsahuje
trojice indexu uzld, které tvori prvky sité.

if ~exist (’filename’,’var’)
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filename = ’regions/wall’;
end
load(strcat (filename,’ .mat’)); % Soubor s exportovanou siti z PDE Modelleru
eq.domain.p = p; Points: Uzly
eg.domain.e = e; Edges: Hrany
eg.domain.t (= Triangles: Prvky

o oo oe

V dalsi ¢asti funkce je definovdna proménnd eq.time, kterd obsahuje ¢asovy interval, na
kterém je tloha resena. Na dalsim radku je pak pocet ¢asovych krokt, které maji byt pri
casové diskretizaci pouzity.

)

eqg.time = [0,10]; % 0, az konecny cas
eg.num_tsteps = 50; % Pocet casovych bodu

Na dalsich radcich jsou pak v proménnych eq. f, eq.alpha a eq.beta definované okra-
jové podminky. Pocet prvkia v téchto polich odpovida poc¢tu hran oblasti, na které je resena
primé tloha.

NN

N

eqf = {@(XIYIt) Or@(XIYIt) lol@(XIYIt) O/@(XIYIt) O}/
eqg.alpha = {@(x,y,t,T) 0,Q@(x,vy,t,T) 0,€(x,y,t,T) 0,@(x,y,t,T) O};
eq.beta = {Q@(x,y,t,T) 0,@(x,y,t,T) 0,@(x,y,t,T) 0,@(x,y,t,T) 0};

Poradova ¢isla hran (péaty fddek v eq.domain.e), kde je predepsana Dirichletova okrajova
podminka je ulozena do proménné eq.dir_edges. Podobné pro Neumannovu okrajovou
podminku je pouzita proménnd eq.neum_edge.

eq.dir_edge = [2,4];
eg.neum_edge = [1,3];

Pocatecni podminka je zaddna do proménné eq.phi.

eg.phi = Q@(x,y) 10+0*x+0x*y;

V zavéru funkce se nachazeji dvé proménné, které iikaji jakého je tloha typu. Jestlize
je stacionarni, pak mé proménna eq.stationary hodnotu true. Podobné pro linedrni
problém mé proménnd eq.linear hodnotu true.

eqg.stationary = true;
eg.linear = false;
end

Funkce STATIONARY

Funkce je naprogramovand pro feSeni piimé staciondrni tlohy vedeni tepla. Vstup této
funkce je proménnd eq, ziskand volanim funkce defHCEQ. Nepovinny parametr U_0 je
pocatecni iterace pro feSeni nelinedrni dlohy. Pokud tento parametr pii volani funkce neni
predan, bere se jako vychozi hodnota nulové pole. V pripadé linearni ilohy proménnd U_0
neni potfeba, nebot vysledna soustava rovnic je linedrni. Vystupem této funkce je proménna
U, kterd obsahuje numerické feseni piimé tlohy vedeni tepla v uzlech triangulace.

function [U] = STATIONARY (eq,U_0)

Funkce nejprve provede kontrolu, zda se jedna o stacionarni ilohu. Jestlize je tiloha linearni,
zavola funkci FEM, kterd sestavuje globalni matici tuhosti a vektor zatizeni. Poté je vyTesena
prislusna soustava linearnich rovnic. Je-li tiloha nelinedrni, provede se diskretizace opét
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pomoci funkce FEM. V tomto piipadé je ovSsem tfeba dodat hodnotu feseni (ptredchozi
iterace) v uzlech sité. Vysledna soustava nelinedrnich rovnic je vyfeSena pomoci funkce
fsolve, kterd je dostupnd v MATLABu. Funkce fsolve vSak predpoklad4 tlohu ve tvaru
R(A) = 0, proto je soustava rovnic K(A)A = F(A) zapsana ve tvaru R(A) = K(A)A —
F(A) =0.

if ~eqg.stationary
error (' Uloha neni stacionarni’);

end
if ~exist ('U_0’,’var’)

U_0 = zeros(size(eg.domain.p,2),1);
end

if eqg.linear

[~,K,F] = FEM(eq);

U = K\F;
else

U = fsolve (@ (U)wrapper (U,eq),U_0);
end
end

function R = wrapper (U, eq)
[~,K,E] FEM (eq, U) ;
R = KxU-F;

end

Funkce ODE

Tato funkce Tesi primou nestacionarni tlohu s vyuzitim funkce ode23t. Funkci ODE je nutno
predat na vstupu proménnou eq (viz funkce de fHCEQ). Déle je mozné piedat proménnou
t, coz je pole ¢asovych krokil. Vstupni proménnd UO je pocateéni podminka v kazdém uzlu
triangulace. Jestlize U0 pri volani funkce neni predana, tak se pouzije proménna eq.phi.
Jestlize je vstupni proménna log nastavena na true, pak déleni ¢asového intervalu je
logaritmické. Vystupem funkce je pole U, jehoz sloupce jsou Teseni v uzlech triangulace.
Pocet sloupcti je dan poctem casovych krokid. Na vystupu je preddvano také pouzité déleni
¢asového intervalu v proménné t.

function [U,t] = ODE(eq,t,U0, log)

Nejprve funkce zkontroluje, ze tiloha neni stacionarni. Jestlize je pole t je prazdné, pouzije
se bud rovnomérné casové déleni, nebo logaritmicka casova skala (podle proménné 1og).
Poté je inicializovano pole, do kterého bude ulozen vysledek. Jestlize je pole U0 prazdné,
vyhodnoti se proménnd eq.phi ve vSech uzlech triangulace. V prostorové oblasti je tiloha
diskretizovana pomoci funkce FEM, ¢imz je problém preveden na soustavu obycejnych di-
ferencidlnich rovnic, ktera je vyfesena funkci ode23t. Soustavu obycejnych diferencialnich
rovnic je oviem tfeba pievést na tvar A = C™1(F — KA).

if eg.stationary
error ('Uloha je stacionarni.’);
end

if isempty (t)

if log
t = logspace(-3,10gl0(eg.time (2)),eqg.num_tsteps-1);
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t = [egq.time(1l),t];

if t(end) ~= eqg.time (2)
t (end) = eqg.time(2);
end
else
t = linspace(eg.time(l),eq.time(2),eq.num_tsteps);
end
end
U = zeros(size(eq.phi(eq.domain.p(1l,:)’,eqg.domain.p(2,:)),1)’,size(t,2));

% Pocatecni podminka je zadana bud jako funkce, nebo v kazdem uzlu triangulace

if isempty (UO)

U(:,1) = eqg.phi(eq.domain.p(1l,:),eqg.domain.p(2,:));
else

U(:,1) = U0;
end
[t,U] = ode23t(Q@(t,U) wrapper(t,U,eq),t,U(:,1));
u=1u0";
t =t’;
end

function dUdt = wrapper (t,U,eq)
[C,K,F] = FEM(eq,t,U);
dudt = C\ (F-K=*U) ;

end

Funkce THETA

Funkce THETA, jako funkce ODE, Tesi pfimou nestaciondrni ilohu vedeni tepla. Ma stejné
vstupni proménné jako funkce ODE, navic je ovSem predavana proménnd th, kterd odpovida
0 v 0-metodé. Vstupni proménnd num_impl urcuje pocet pocatecnich casovych kroku, které
budou feseny implicitni Eulerovou metodou (tj. @ = 1). Vystupy jsou opét proménné U, t,
stejné jako u funkce ODE.

function [U,t] = THETA (eq,t,U0,th,log,num_impl)

Zacatek funkce je stejny jako u funkce ODE. Popis je tedy zahijen az tam, kde se funkce
vzajemné lisi. Nejprve je tfeba zkontrolovat, Ze parametr th je z intervalu (0,1). Poté
nasleduje cyklus od prvniho do predposledniho ¢asového kroku. V kazdém priichodu timto
cyklem je treba vyresit soustavu rovnic, kterd vznikne diskretizaci pomoci funkce FEM.
Nelinearni soustavy rovnic jsou opét feseny pomoci funkce fsolve. Jako pocatecni iterace
je pouzita hodnota reseni v predchozim casovém kroku. Na prvnich num_impl c¢asovych
krokti je th nastaveno na hodnotu 1, poté se funkce vrati k vychozi hodnoteé.

if th < 0.5
warning (’ Pozor, theta metoda s th < 0.5 muze byt pro velke casove kroky
nestabilni!’);

end
if th > 1 || th < 0

error ('Parametr th musi byt z intervalu <0,1>!7);
end

warning (" off’);

% Hodnotu parametru theta si docasne ulozim
th_last = th;
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% Nastaveni fsolve parametru
options = optimoptions ('’ fsolve’,’Display’,’iter’,’Algorithm’,’ levenberg-
marquardt’) ;
% Theta metoda
if eqg.linear
% Linearni uloha
for i = l:size(t,2)-1
% Implicitni Eulerova metoda po num_impl kroku
if i < num_impl

th = 1;
else

th = th_last;
end

tau_i = t(i+l)-t(i);

t_ith = t(i)+th*xtau_i;

[C,K,F] = FEM(eq,t_1ith);

U(:,1+1) = (C+tau_irth*K)\ ((C-tau_ix (1-th)*K)+U(:,1i)+tau_ix*F);
end

else
% Nelinearni uloha
for 1 = 1l:size(t,2)-1

% Implicitni Eulerova metoda po num_impl kroku
if i < num_impl

th = 1;
else
th = th_last;
end
tau_i = t(i+l)-t(1i);

t_ith = t(i)+th*xtau_i;
[U(:,1+1l),~,exitflag] = fsolve (@ (U_act)wrapper (U_act,eq,tau_i,th,t_ith,U
(:,1)),U(:,1i),o0ptions);
if exitflag < O
error ('Nelinearni soustava rovnic nebyla vyresena. Zastavuji theta
metodu.’);
end
end
end
warning (’on’);
end

function R = wrapper (U_act,eq,tau_i,th,t_ith,U_prev)

U_t_ith = U_prev+th* (U_act-U_prev) ;

[C,K,F] = FEM(eq,t_ith,U_t_ith);

R = (Ct+tau_ixth«*K)«U_act—-((C-tau_ix (1-th) *K) xU_prev+tau_ix*F) ;
end

Pro linearni tlohy se vice osvédcila funkce THETA, zatimco pro tlohy nelinearni lze dopo-
rucit funkci ODE.

Funkce FEM

Funkce FEM provadi prostorovou diskretizaci piimé tlohy vedeni tepla. Jedné se o imple-
mentaci tzv. pruzinového algoritmu (viz [5]). Vstupem je proménnd eg, v proménné t je
uloZen Cas, ve kterém se provadi diskretizace (pro nestacionarni tlohy) a v proménné U
je hodnota feSeni v uzlech triangulace (pro nelinedrni tlohy). Vystupem této funkce jsou
globalni matice tepelné kapacity C, matice tuhosti K a vektor zatizeni F.
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function [C,K,F] = FEM(eq,t,U)

Jestlize funkci nejsou pfi volani predany vstupni proménné t a U, inicializuje se jejich
hodnota na nulu.

if ~exist ('t’,’var’)

t = 0;
end
if ~exist ('U’,’var’)

U = zeros(size(eqg.domain.p,2),1);
end

Do pomocnych proménnych num_pts, num_edge a num_elem je ulozen pocet uzll trian-
gulace, pocet hran a pocet prvki.

num_pts = size(eqg.domain.p,2);
num_edge = max(eq.domain.e(5,:));
num_elem = size(eq.domain.t,2);

Déle jsou do pole dir_p uloZzeny indexy uzld, na kterych je predepsana Dirichletova okra-
jovy podminka. Podobné v poli neu_e jsou ulozeny dvojice indexti uzli, na kterych je
predepsana Neumannova okrajova podminka.

for i = l:size(eqg.dir_edge, 2)
dir_p{i} = unique([eg.domain.e(l,eq.domain.e (5, :)==eq.dir_edge(i)),eqg.domain.
e(2,eq.domain.e (5, :)==eq.dir_edge(i))]);
end
neu_e = cell (size(eqg.neum_edge,2),1); % Hrany, kde je predepsana Neumannova OP
for i = l:size(eqg.neum_edge, 2)
neu_e{i} = vertcat (eqg.domain.e(l,eqg.domain.e (5, :)==eq.neum_edge (i)),eq.domain

e(2,eq.domain.e (5, :)==eg.neum_edge (i)));
end

Nyni jsou inicializovana vystupni pole C, K a F.

C = zeros (num_pts, num_pts) ;
K zeros (num_pts, num_pts) ;
F zeros (num_pts, 1) ;

Nasleduje cyklus pres vsechny prvky. Pro kazdy prvek se vypocita lokdlni matice tuhosti
K. = K! + K2, lokaln{ matice C. a lokdlni vektor zatizen{ F.. Lokalni matice jsou poté
pomoci globédlniho indexu prvku pritazeny do globalnich matic. Jestlize je problém stacio-
narni, lokalni matice C, se nesestavuje.

for 1 = 1l:num_elem
Te = eqg.domain.t(1:3,1); % Prvek
Pe = eq.domain.p(:,Te); % Souradnice vrcholu prvku
Se = [mean(Pe(l 1)) ,mean (Pe (2, :))J; % Souradnice teziste prvku
de = (Pe(2 e(2,1))*(Pe(l,2)-Pe(l,1))-(Pe(l,1)-Pe(l,3))*(Pe(2,1)-Pe(2,2));
re = (Pe(2 ) e(2,3))*(Pe(2,3) Pe(2,1))+(Pe( 3)-Pe(1l,2))*(Pe(l,1)-Pe(1,3));
se = (Pe(2 ) e(2,3))*(Pe(2,1) Pe(2,2))+(Pe( ) —Pe (1, 2)) (Pe(1,2)-Pe(1,1));
te = (Pe(2 e(2,1))*(Pe(2, 1) e(2,2))+ )-Pe(1,3))x(Pe(l,2)-Pe(l,1));
Kel = (0. 5/abs (de) ) xeqg.p(Se (1), (2),t) [ re-se,re,se;re,-re-te,te;se,te, —se

_te]l

Ke2 = (abs(de)/6).xdiag([eqg.q(Pe(l,1),Pe(2,1),t,U(Te(l))),eq.q(Pe(l,2),Pe

(2,2),t,0(Te(2))),eq.q(Pe(1,3),Pe(2,3),t,U(Te(3)))]1);
if ~eqg.stationary
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Ce = (abs(de)/6).xdiag([eqg.c(Pe(l,1),Pe(2,1),t,U(Te(l))),eq.c(Pe(l,2),Pe
(2,2),t,U(Te(2))),eq.c(Pe(l,3),Pe(2,3),t,U0(Te(3)))]);

end
Ke = Kel+Ke2; % Lokalni matice K
Fe = (abs(de)/6).x[eq.g(Pe(l,1),Pe(2,1),t,U(Te(l)));eq.g(Pe(l,2),Pe(2,2),t,U(

Te(2)));eq.g(Pe(l,3),Pe(2,3),t,U(Te(3)))]; % Lokalni vektor F
% Prirazeni do globalni matice C, K, F
for j = 1:3
jg = eqg.domain.t (j,1);
for k = 1:3
kg = eq.domain.t (k,1);
if ~eg.stationary

C(Jjg,kg) = C(jg,kg) + Ce(J,k);
end
K(Jjg,kg) = K(jg,kg) + Ke(3j,k);
end
F(Jjg) = F(jg) + Fe(J);
end

end

Cyklus pres hrany, kde je predepsana Neumannova okrajova podminka je analogicky cyklu
pres trojihelnikové prvky. ,,Prvkem® je zde tisecka spojujici dva uzly triangulace. Opét jsou
sestaveny lokalni matice tuhosti a vektor zatizeni, které jsou poté jsou pritazeny do matic
globélnich.

for i = eg.neum_edge
alpha = eqg.alpha{i};
beta = eqg.beta{i};
I =find(eg.neum_edge == 1i);
for j = l:size(neu_e{I},2)
Pe = eqg.domain.p(:,neu_e{I}(:,3J)); % Souradnice prvku S
de = sqrt ((Pe(1,2)-Pe(l,1))"2+(Pe(2,2)-Pe(2,1))"2);
Ks = 0.5+de.x[alpha(Pe(l,1),Pe(2,1),t,U(neu_e{I}(1,3))),0;0,alpha(Pe(l,2),
Pe(2,2),t,U(neu_e{I}(2,3)))]1; % Lokalni matice K
Fs = 0.5xde.x[beta(Pe(1l,1),Pe(2,1),t,U(neu_e{I}(1,7))) ;beta(Pe(l,2),Pe
(2,2),t,U(neu_e{I}(2,3)))]; % Lokalni vektor F
for k = 1:2
kg = neu_e{I}(k,J);
for 1 = 1:2
lg = neu_e{I}(1,73);
K(kg,1lg) = K(kg,1lg) + Ks(k,1);
end
F(kg) = F(kg) + Fs(k);
end
end
end

Treti cyklus je pres uzly, na kterych je predepsina Dirichletova okrajova podminka. Vy-
nuceni této okrajové podminky lze, podle [5], povést tak, ze do vektoru F se na aktudlni
index (soufadnici), ptritadi velké ¢islo, zde oznacované jako kappa, vynasobené diagondal-
nim prvkem globdlni matice tuhosti (na odpovidajicim indexu) a predepsanou hodnotou
(tj. funkce f vyhodnocend v prislusném uzlu). Poté se tento diagonélni prvek v matici K
vynasobi konstantou kappa. Tento postup zpusobi, ze hodnota reseni v uzlu bude priblizné
odpovidat predepsané hodnoté.

kappa = 1el0;
for i = l:size(eqg.dir_edge, 2)
for j = l:size(dir_p{i},2)
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jg = dir_p{i} (J);
Pe = eqg.domain.p(:, jg);
F(Jjg) = eq.f{eq.dir_edge (i)} (Pe(l),Pe(2),t)*K(Jjg, Jg) xkappa;
K(jg,3g) = K(Jg,Jg) xkappa;
end
end
end

Skript solve - priklad pouziti vyse popsanych funkci

Pomoci vyse popsanych funkei bude fesena piima stacionarni iloha na jednotkovém kruhu
v roviné. Rovnice vedeni tepla je tvaru

PT.y) , FT(a.y)

922 a2 |- 0, (z,y) € {(z,y) e R?| 2* +y* < 1}.

0,2-

Na hranici jednotkového kruhu jsou predepsany nasledujici okrajové podminky

oT (z,

éj;y) = 07 (wvy) € Fl?
T(z,y) =10, (z,y) € I,

oT (x,

ény) = 07 (':Uay) € F37

T(CC,y) = 07 (‘Tvy) € F47
kde I'y, I'g, I'3, I'y ¢tvrtiny kruznice podle obrazku 4.1 a n je vnéjsi normala.

Y
F4 I‘3

Fl F2

Obrazek 4.1: Oblast tlohy fesené skriptem solve

Triangulace oblasti je ulozena v prilozeném souboru regions/circle, proto je funkci
de fHCEQ predana cesta k tomuto souboru.

clear;

close;

clc;

% Struktura obsahujici data prime ulohy rovnice
eq = defHCEQ ('’ regions/circle’);

Pro feseni je nutno zadat funkce p, q, g, tedy jsou provedeny prikazy
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eq.p = @(x,y,t) 0.2;
eq.q = @(x,y,t,T) 0;
eq.g @(x,y,t,T) O;

Okrajové podminky jsou zadany pomoci prikazi

eq.beta{l} = @(x,y,t,T) 0;
eq.f{2} = @(x,y,t) 10;
eg.beta{3} = @(x,y,t,T) 0;
eq.f{4} = Q(x,y,t) 0;
eqg.neum_edge = [1,3];

eqg.dir_edge = [2,4];

Jelikoz se jednd o linedrni stacionarni tlohu jsou pouzity prikazy

eqg.stationary = true;
eg.linear = true;

Nakonec je tato struktura predana funkci STATIONARY, kterda vraci feSseni v proménné
U_stationary. To je mozné si prehledné zobrazit pomoci funkce PLOT (viz obrézek 4.2).

[U_stationary] = STATIONARY (eq) ;
PLOT (U_stationary, [1,eq, ' plots/stationary’, true);

08

02

-04

-06

Obréazek 4.2: ReSeni stacionarni pifmé tilohy vedeni tepla na jednotkovém kruhu.
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Dale se ve skriptu resi nestacionarni tiloha s rovnici vedeni tepla

oT (x,y,t)

P T(x,y,t)  °T(z,y,t)
ot +

=0,2-
’ Ox? oy?

Okrajové podminky jsou stejné jako ve staciondrnim pripadé. Zbyva tedy predepsat poca-
te¢ni podminku

T(z,y,0) = 10.

Ve struktuie eq je tedy potieba nastavit nékolik dalsich proménnych.

eg.stationary = false;
eq.linear = true;

eqg.c = Q(x,vy,t,T) 1;
eqg.time = [0,10];
eqg.num_tsteps = 50;

eq.phi = @(x,y)10+0xx+0xy;

Nyni jiz lze predat proménnou eq funkci ODE, piipadné THETA.

[U_ode,t_ode] = ODE(eq, [],[],true);
PLOT (U_ode, t_ode, eq, 'plots/nonstationary_ode’, true) ;

[U_theta,t_theta] = THETA(eq, [],[]1,0.5,true,b);
PLOT (U_theta, t_theta,eq,’plots/nonstationary_theta’, true);

Funkce PLOT v tomto pripade zobrazi a ulozi animaci, kterd se sklddda z hodnot reseni
v ¢asovych krocich. Pro tento konkrétni priklad si lze animace prohlédnou v prilozenych
souborech plots/nonstationary_ode a plots/nonstationary_theta.

4.2 Funkce resici inverzni ulohy vedeni tepla

Funkce defIHCP

Data inverzni tlohy je mozno zadat pomoci funkce defIHCP. Vstupem do této funkce je
cesta k souboru, ve kterém jsou data o méfeni teploty v télese (¢as méfeni a teplota) a data
o podkladové primé tloze.

function ihcp = defIHCP (filename,eq)

Ruc¢né jsou poté zadavany pocty teplotnich senzorii, poradové ¢islo hrany, kde je hledana
hustota tepelného toku a pozice teplotnich senzort.

ihcp.num_sensor = 1; % Pocet teplotnich senzoru
ihcp.eqg = eqg;
ihcp.ind_edge
ihcp.location = [0.01,0.5]; % Pozice teplotnich senzoru - [x V]
load(strcat (filename,’ .mat’));

ihcp.t = t; % Casove zmanky

ihcp.T = T; % Namerene teploty

end

Data prime ulohy vedeni tepla

([

4; % Index hrany, na ktere budeme odhadovat tepelny tok

Vystupem této funkce je proménné obsahujici data inverzni tlohy vedeni tepla. Vyvoj tep-
loty v jednom, pripadné vice bodech, lze z feSeni pifimé tlohy ziskat a ulozit pomoci funkce
INTERPOLATE.

44

. (z,y) € {(z,y) € R* 2 +¢* < 1}, t € (0,10).




16

Funkce BECK

Tato funkce je implementace sekvenéniho algoritmu. Vstupni proménnd ihcp obsahuje
data Tesené inverzni tlohy (viz funkce defIHCP). Vstupni proménnd r predstavuje pocet
pouzitych doptrednych kroku.

function [qg,t_temp] = BECK(ihcp, r)

Nejprve je inicializovan prazdny vektor g, do kterého bude pridavana odhadnutd hustota
tepelného toku v aktudlnim casovém kroku. Nésleduje inicializace pomocné proménné UO,
do které jsou ulozeny hodnoty pocatecni podminky v uzlech triangulace. Poté nasleduje
hlavni cyklus funkce. P¥i prvnich prichodu je jako poc¢ateéni podminka pouzita proménna
U0, poté je pocatecni teplota vypocitana z jiz odhadnutych hodnot hustoty tepelného toku
g. Minimalizace je provadéna pomoci funkce fminsearch (jednd se o Nelderovu-Meadovu
metodu). Jako vychozi hodnotu pro minimalizaci je pouzita hustota tepelného toku v pred-
chozim ¢asovém kroku. Odhadnuté hustota tepelného toku je poté pridana k vektoru g a
pokracuje se dalsim casovym krokem.

a= [1;
options = optimset ('Display’,’iter’);
U0 = ihcp.eq.phi(ihcp.eg.domain.p(1l, :),ihcp.eqg.domain.p(2,:));

for M = l:size(ihcp.t,2)-r
fprintf ('BSA: Krok %i z %i.\n’,M,size(ihcp.t,2)-r);
if M>1
t_temp = ihcp.t(1:M);
ihcp.eg.beta{ihcp.ind_edge} = @ (x,y,t,T) vect2fun(q,t_temp,t);
if ihcp.eqg.linear

[U,~] = THETA (ihcp.eq,t_temp, [],0.5,false,5);
else
[U,~] = ODE (ihcp.eq,t_temp, [],false);
end
else
U = Uo0;
end
a0 = 0;
if M > 1
a0 = q(M-1);
end
g = [qgq,fminsearch (@ (gM)wrapper (qM,M, ihcp, r,U(:,end)), g0, options)];
end
end

Funkce wrapper obaluje ticelovou funkei ve funkce BECK. Jejim ticelem je vypocet teploty
v danych bodech po r budoucich ¢asovych krokt, jestlize hustota tepelného toku bude mit
konstantni hodnotu gM. Pomoci funkce INTERPOLATE je obdrzena teplota v bodech tep-
lotnich senzort. Poté je spoc¢tena hodnota souctu kvadrati odchylek od teplot namérenych,
coz je vystupem této funkce.

function S = wrapper (gM,M, ihcp, r,U0)
t_temp = ihcp.t (M:M+r-1);
g_temp = gMxones(l,r);
ihcp.eg.beta{ihcp.ind_edge} = @(x,y,t,T)vect2fun(gq_temp,t_temp,t);
if ihcp.eqg.linear
[T,~] = THETA (ihcp.eq,t_temp,U0,0.5,false,0);
else
[T, ~]
end

ODE (ihcp.eq, t_temp, U0, false);
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[T,~] = INTERPOLATE (ihcp.eq,T,t_temp,ihcp.location, false,’’);
S = sum(sum( (ihcp.T(:,M:M+r-1)-T) ."2));
end

Skript WHM

Tento skript vyuziva k odhadu hustoty tepelného toku neuronové sité. Je psany v programo-
vacim jazyce Python. Nejprve je potfeba naimportovat pouzité knihovny (jestlize uzivatel
nema knihovny nainstalované, lze pouzit prostiedi Google Colab, ve kterém se instalovat
nemuseji).

import pandas as pd

import numpy as np

import tensorflow as tf

import io

import matplotlib.pyplot as plt

from google.colab import files

from sklearn.preprocessing import StandardScaler

Model neuronové sité je vytvoren pomoci knihovny TensorFlow. Tato neuronova sit ma
vstupni vektor velikosti 50, ma 20 neuronil ve skryté vrstvé a vystupni vektor méa také
velikost 50, jak bylo popsdno v kapitole o neuronovych sitich.

inputs = tf.keras.Input (shape=50, name=’inputs’)
x = tf.keras.layers.Dense (20, activation=’sigmoid’, name=’hidden’) (inputs)
outputs = tf.keras.layers.Dense (50, activation=’linear’, name=’outputs’) (x)

model = tf.keras.Model (inputs=inputs, outputs=outputs, name=’
WholeHistoryMapppingModel’ )

model.summary ()

tf.keras.utils.plot_model (model, ’'model.png’, show_shapes=True)

Poté jsou nactena ucici data. Autorem pouzitd data je mozno nalézt v priloze prace. Pro
generovani dalsich ucicich dat lze pouzit autorem naprogramovany a k praci prilozeny skript
generate_training_data.

training_set = files.upload()

Nasledujici radky koédu zajisti, aby byla data usporaddana do podoby vhodné pro uceni
neuronové sité. Jednd se o pole z knihovny numpy, které musi mit rozmér 50 x n, kde n je
pocet nactenych soubort. Dale je vyuzita normalizace vystupniho vektoru.

from matplotlib import axes
frames = list ()
n =0
for file in training_set:
frame = pd.read_csv(io.BytesIO(training_set[file]), header=None, delimiter=’;’
)
if frame.shape == (50,2):
n=mn+1
frames.append (frame)
data = pd.concat (frames)
data.rename (columns={0:’temperature’, 1l:"heat flux’}, inplace=True)
labels = data.pop(’heat flux’) .to_numpy ()
features = data.pop ('’ temperature’) .to_numpy ()
x_train = np.reshape (features, (n,50)) .astype (' float32”)
y_train = np.reshape(labels, (n,50)) .astype (' float32”)
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scaler = StandardScaler ()
scaler.fit (y_train.T)
y_train = scaler.transform(y_train.T).T

Nasleduje kompilace modelu a jeho uceni, opét pomoci knihovny TensorF1low. Parametry
funkce fit je mozné podle potfeby upravovat, aby bylo dosazeno co nejmensi hodnoty
ztratové funkce.

model.compile (loss=tf.keras.losses.mean_squared_error, optimizer=tf.keras.
optimizers.Adam(0.001))
history = model.fit (x_train, y_train, epochs=150, batch_size=5, validation_split

=0.2)
plt.title('Loss / Mean Squared Error’)
plt.plot (history.history[’loss’], label=’train’)

plt.plot (history.history[’val_loss’], label='test’)

Po ukonceni uceni jsou nacteny testovaci soubory.

testing_set = files.upload()

Poté je model pouzit k predpovédi a vysledky jsou srovnany pomoci grafu.

frame = pd.read_csv(’'triangularT_a=2_b=5_c=8_M=500000.csv’, header=None,
delimiter=';")

frame.rename (columns={0:’temperature’, 1l:’heat flux’}, inplace=True)

test_labels = frame.pop (’heat flux’)

test_features = frame.pop (’'temperature’)
x_test = test_features.to_numpy ()
x_test = np.reshape(x_test, (1,50))

y_real = test_labels.to_numpy ()

y_real = np.reshape(y_real, (1,50))

y_predicted = model.predict (x_test)

time_steps = np.linspace (0, 10, 50)

print (np.mean(scaler.mean_))

print (np.mean (scaler.var_))

y_predicted = y_predicted * np.sqgrt (np.mean(scaler.var_)) + np.mean(scaler.mean_
)

plt.scatter (time_steps, y_predicted, color=’'red’)

plt.scatter (time_steps, y_real, color=’'blue’)

Model a dosazené vysledky je mozné ulozit.

from google.colab import drive

drive.mount (’ /content/gdrive’)

model.save (’ /content/gdrive/MyDrive/Models/WHM model_tri_200_01")

pd.DataFrame (y_predicted) .to_csv (’ /content/gdrive/MyDrive/Models/q_tri_2.csv’)
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Kapitola 5

Dosazené vysledky a porovnani
metod

V této kapitole bude popsana autorem fesend inverzni iloha vedeni tepla se zménou faze a
dosazené vysledky, které budou kvantifikovany pomoci stfedni kvadratické chyby. V zavéru
kapitoly se pak nachazi zhodnoceni pouzitych metod a jejich porovnani.

5.1 ResSena inverzni tloha

Material se zménou faze

Pro vytvoreni numerického modelu materidlu se zménou faze byla pouzita metoda efektivni
tepelné kapacity. Dale bude uvazovan material s fyzikalnimi vlastnostmi z tabulky 5.1.

oznaceni nazev hodnota ‘ jednotka
p hustota 730 [kg - m™?]
A soucinitel tepelné vodivost 0,2 [W-m~.°C™]
(T—22)?
c tepelna kapacita 2+110-e 105 [kJ - kg™ !]

Tabulka 5.1: Fyzikalni vlastnosti materidlu se zménou faze

Tvar télesa a okrajové podminky

Prostorova oblast je tvaru obdélniku s rozméry 1m x 0,05m. Horni a spodni konec jsou
tepelné izolovany. Na pravém okraji je predepsana teplota 10°C. Na levém okraji je pre-
depsdna hustota tepelného toku jako funkce ¢asu ¢ = ¢(t), ktery bude inverzni tilohou
odhadovan. Celkem jsou okrajové podminky tvaru

oT .
_A%(anvt) - Q(t)a
7(0,05;y;t) = 10,
oT oT
87(3:,0,75) = 87(.’13, 1,t) = O,

kde (x,y) € (0;0,05)x(0,1), ¢ € (0,10). Tvar télesa a okrajové podminky jsou zobrazeny na
obrazku 5.1. Poc¢atecni teplota télesa je T'(x,y,0) = 10°C. Uloha je uvazovana na intervalu
0 s az 10 s.
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Obréazek 5.1: Inverzni uloha

Neznama okrajova podminka a pribéh teploty

Byly pouzity dva pribéhy hustoty tepelného toku, prvni z nich je po ¢astech linearni funkce,
druhy z nich je po ¢astech konstantni funkce

Me— 22U te(25),

3
qit)=q -2 +8L te(58),
0 jinak,
. M te(2,5),
i =M 12D
0 jinak,

kde M = 5-10°. Pro ¢1, ¢2 byly, pomoci funkei popsanych v predchozi kapitole, vyfeseny
primé ulohy vedeni tepla. Prostorova diskretizace byla provedena pomoci metody konecnych
prvki (tedy funkce FEM), bylo pouzito 297 uzli. Casovy krok byl 0, 2s a k ¢asové diskretizaci
byla pouzita funkce ODE. Jako vstup pro TeSeni inverznich tloh byla pouzita vypoctena
teplota v bodé (0,01;0,5) m.

Reseni inverzni tlohy pomoci funkce BECK

Ve skriptu solve_ihcp se nachazi feseni vySe popsané inverzni tilohy pomoci funkce BECK.
Nejprve jsou vlozena data ptimé tdlohy, kterd je vyTesena pomoci funkce ODE.

o

% Struktura obsahujici data prime ulohy

eq = defHCEQ();

eq.c = Q@(x,y,t,T) 730%(2000+110000*exp (- ((T-22).72)/1.05));
eq.p = @(x,y,t) 0.2;

eq.q = @(x,y,t,T) O;

eq.g = @(x,vy,t,T) 0O;

o

% Okrajove podminky

eqg.beta{l} = @(x,y,t,T) 0;

eq.f{2} = @(x,y,t) 10;

eq.beta{3} = Q(x,y,t,T) 0;

M=5e5;

eqg.beta{4} = @(x,y,t,T) (M*xt/3-2+«M/3).x(t > 2 & t < 5)+(-Mxt/3+8+«M/3).x(t >= 5 &
t < 8);

$eq.betaf{d} = Q@(x,y,t,T) (M).x(t >= 2 & t <= 5);
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eqg.neum_edge = [1,3,4];

eq.dir_edge = [2];

% Dalsi parametry

eq.stationary = false;

eg.linear = false;

eqg.time = [0, 10];

eg.num_tsteps = 50;

eq.phi = @(x,y) 10+0xx+0x*y;

[U,t] = ODE(eq, [],[],false);

PLOT (U, t,eq,’'plots/nonstationary_ode’, false);

Pribéh teploty v ¢ase v bodé je ulozen do souboru nonlinear.

% Ulozeni prubehu teploty v jednom bode
[T,t] = INTERPOLATE (eq,U,t, [0.01,0.5],true,’ihcp_data/nonlinear’);

Daéle je volana funkce defIHCP a do struktury, kterou vrati jsou ulozena data inverzni
ulohy vedeni tepla.

)

% Data inverzni ulohy

ihcp = defIHCP (’ihcp_data/nonlinear’,eq);
ihcp.num_sensor = 1;

ihcp.eqg = eqg;
ihcp.ind_edge
ihcp.location

4;
[0.01,0.5];

Nyni je jiz kone¢né voldna funkce BECK se tfemi dopfednymi kroky.

[a,t] = BECK(ihcp, 3);
MSE = EVALUATE(q,t, [],[],eqg.beta{d4},[0 10],"'plots/inverse_linear’,’Sekvencni
algoritmus’, []);

Generovani ucicich dat pro neuronové sité

Pro feseni pomoci neuronovych siti bylo tfeba vygenerovat dostatecni pocet odpovidajicich
si prubéht hustoty tepelného toku a teploty. Pomoci prilozeného skriptu
generate_training_data bylo vygenerovano zhruba 250 téchto dvojic pro oba pripady.
Nejprve byl ndhodné vygenerovan prubéh tepelného toku stejného typu, tedy po castech
linedrni a po Castech konstantni. Poté byla, opét pomoci funkci z predchozi kapitoly, vy-
feSena primé tloha vedeni tepla a potiebnd data uloZena do soubort, které jsou prilozeny
k praci.

5.2 Vysledky a porovnani metod
Odhadnuté a skute¢né hustoty tepelnych tokt pomoci sekvenéni metody a neuronovych siti
lze vidét na obrazku 5.2. Vysledky Teseni této tlohy byly autorem publikovany v pfispévku

9] jiz béhem zpracovani diplomové prace a budou prezentovany na mezindrodni konferenci
PRES’22, ktera se bude konat v zari 2022 v Bolu v Chorvatsku.
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Obrazek 5.2: Vysledky Beckova sekvencéniho algoritmu a umélé neuronové sité

Vysledky obou metod byly kvantifikoviany pomoci SMSE (scaled mean squared error).
Ta se vypocte pomoci vztahu SMSE = % > 1(g —¢F), kde ¢; je hodnota hustoty tepel-
ného toku odhadnutéd resenim inverzni tlohy a ¢ je skuteénd hodnota hustoty tepelného
toku v ¢ase t;. Cim nizsi je tato hodnota, tim lépe jsou hodnoty hustoty tepelného toku
odhadnuty. Hodnoty SMSE pro fesené piiklady na obrazku 5.2 jsou uvedeny v tabulce 5.2.

\BECK \WHM
g1 | 0,66 | 0,58
g | 3,36 | 3,91

Tabulka 5.2: SMSE pro sekvenéni algoritmus a neuronové sité a piipady g1, g2 ve [W2-m™4]

Obé metody dosahuji pro oba pripady srovnatelnych vysledkt. Pro hustotu tepelného
toku ¢; byly neuronové sité o trochu lepsi nez sekvenéni metoda, pro ¢» tomu bylo naopak.
V pripadé hustoty tepelného toku ¢s jsou hodnoty SMSE vyssi nez pro ¢, coz je zpusobené
nespojitosti gs.

Pro hodnoceni téchto metod je ovSsem potfeba zvazit jejich dalsi klady a zapory. V pri-
padé Beckova sekvenc¢niho algoritmu nebyla poskytnuta zadnda apriorni informace o hustoté
tepelného toku, jeho odhad touto metodou je vsak velmi ¢asové naro¢ny (zhruba 4-5 hodin
pro pripady vyse). Navic je tfeba urcit pocet doprednych kroku r, coz se vétsinou provadi
metodou pokus-omyl. Pti generovani ucicich dat byla pouzita apriorni informace o hustoté
tepelného toku. Samotné uceni neuronové sité je pak otazkou zhruba 30 minut. Nicméné
pii malé zméné dat tlohy by bylo potieba generovat nova ucici data, coz v piipadé sek-
vencéni metody neni potieba. Také je treba jisté zkuSenosti s u¢enim neuronové sité, nebot
snadno muze dojit k jevu, ktery se nazyva ,overfitting®. Tento jev je charakterizovan tim,
ze neuronova sit funguje skvéle na ucici data, avsak ztrati schopnost spravné predpovédi
pro data, kterd v ucici mnoziné nejsou.
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Z.aver

fﬂohy vypoctového feseni prenosu tepla casto vyzaduji zpétné stanoveni pocatecnich nebo
okrajovych podminek, pripadné fyzikalnich vlastnosti materialt na zakladé vyvoje daného
systému v c¢ase. Cilem této diplomové préace bylo seznamit se s problematikou inverznich tloh
prenosu tepla, vytvorit numericky model prenosu tepla systému s fazovou zménou. Dalsim
cilem bylo implementovat zvolené matematické metody pro feSeni inverzni tlohy pienosu
tepla a tyto metody aplikovat na testovaci ilohy a vzajemné porovnat jejich chovani.

V prvni kapitole prace je pozornost zaméfena na mechanismy pfenosu tepla a jejich
matematické modelovani. Déle je formulovana primé tloha vedeni tepla - tedy tloha najit
funkci, ktera splnuje rovnici vedeni tepla na dané oblasti, okrajové podminky a pocatecni
podminku. V pripadé ustdleného vedeni tepla se jednd o okrajovy problém pro eliptickou
parcialni diferencidlni rovnici, v nestacionarnim pripadé o pocatecné-okrajovy problém pro
parabolickou parcidlni diferencidlni rovnici, v obou pripadech je nezndmou teplota. Mo-
delovani fazové zmény je uvazovano pomoci metody efektivni tepelné kapacity a metody
entalpie, prvni z uvedenych metod vede na nelinearni primou lohu prenosu tepla.

Kapitolu druhé se vénuje vypoctovému feseni primych tloh prenosu tepla. Stacionarni
tloha je diskretizovana metodou konecnych prvki. Nestacionarni tlohy jsou reseny meto-
dou primek. Nejprve je opét tloha diskretizovana metodou konec¢nych prvki, ¢imz je tiloha
prevedena na pocatecni problém pro soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic. Tato sou-
stava je poté Tresena #-metodou. Diskretizace nelinearnich tloh probihé formélné stejné jako
v linearnim pripadé, vysledné soustavy algebraickych rovnic jsou vsak nelinedrni a Tesi se
vhodnymi numerickymi metodami.

Treti kapitola se vénuje formulaci inverzni tilohy prenosu tepla pro nezndmou okrajovou
podminku. Déle jsou uvedeny dvé metody feseni této dlohy: osvédéend Beckova sekvencni
metoda a TeSeni pomoci umélych neuronovych siti. Obé metody je mozné pouzit pro feseni
linedrnich i nelinedrnich loh.

V nasledujici kapitole jsou popsidny autorem préce implementované metody. Sekvenéni
metoda i umélé neuronové sité vyzaduji efektivni feseni velkého poc¢tu primych tloh. Nejprve
jsou tedy popsany funkce, které tyto tlohy Tfesi a na jednoduchém prikladé je ukazéno
jejich pouziti. Déle je popsana implementace Beckova sekvenéniho algoritmu, ktery predeslé
funkce vyuziva. Déle je uveden skript, ktery umoznuje resit inverzni llohu pomoci umélych
neuronovych siti. Pro pouziti neuronovych siti je ovsem tieba vytvorit tzv. ucici data,
¢ehoz je docileno feSenim velkém poctu piimych tdloh. Poté nasleduje faze uceni, kdy je
minimalizovana tzv. ztratova funkce. Poté je jiz mozno pouzit neuronovou sit pro predikci.

V posledni kapitole autor formuluje inverzni tlohu prenosu tepla s fizovou zménou.
Fazova zména je modelovana pomoci metody efektivni tepelné kapacity, inverzni tloha je
tedy nelinearni. Na tuto dlohu jsou poté aplikoviany obé zvolené metody. Soucasti prace
jsou zdrojové kody pro reseni sekvenénim algoritmem a také pro generovani ucicich dat pro
neuronovou sit. Uéinnost metod byla kvantifikoviana pomoci SMSE (scaled mean squared
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error). Byly zvoleny dva testovaci prubéhy hustoty tepelného toku: spojity, po ¢astech li-
nedrni a nespojity, po ¢astech konstantni priubéh. Obé metody dosahuji pro oba pribéhy
srovnatelnych vysledkt. V pripadé nespojitého priibéhu je hodnota SMSE vyssi nez v pii-
padé spojitého prubéhu. V zavéru kapitoly jsou pak metody srovnany z ,uzivatelského
hlediska“.
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Seznam symbolu

Symbol Jednotka Nézev velic¢iny
X [m] bod v prostoru R?, R?
t [s] Cas

T .
vV = (a%’ a%, %) [—] gradient
o0 [—] hranice oblasti €2
p [kg - m~3] hustota
Pl [kg - m™3] hustota kapalné faze
Ps [kg - m~3] hustota pevné faze
q [W-m™?] hustota tepelného toku
g [W-m™3] hustota vykonu zdroju tepla
Vv [—] kontrolni objem
T, T, K], [°C] krajni body intervalu teplot,

ve kterém dochazi ke zméné faze

AT = gi’—g + ng’—Q + %iig [K-m™—?] Laplacetuv operator
L [J- kg™ latentni teplo fazové zmény
H [J- kg™ meérnd entalpie
c [J kg™! K~ mérna tepelna kapacita
a [J-kg™!-K~'] mérna tepelna kapacita kapalné faze
Cs [J-kg™!-K~!] mérna tepelna kapacita pevné fize
n [—] normala
Q [—] oblast v R?, R?
s [m] poloha rozhrani mezi fazemi
€ [—] pomeérnd zarivost
h [W-m~2-K~!] soucinitel piestupu tepla
A [W-m~1.K~1] soudinitel tepelné vodivosti
Al [W-m~1.K~1] soucinitel tepelné vodivosti kapalné faze
As [W-m~1.K=1] souéinitel tepelné vodivosti pevné faze
a [m? - 571 soucinitel teplotni vodivosti
x,Y, 2 [m] soutadnice v kartézské soustavé souradnic
o =5,669-1078 [W-m~2.K*% Stefanova-Boltzmannova konstanta
T K], [°C] teplota
T K], [°C] teplota kapalné faze
T K], [°C] teplota pevné faze

56



Symbol Jednotka Nézev velic¢iny

Yii K], [°C] teplota v misté j v Case ¢;

T K], [°C] teplota zmény faze

VT = (g—g, %, %—Z)T [K-m™] teplotni gradient

q [W-m~2] velikost hustoty tepelného toku
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