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Uvod

Tématem bakalaiské prace je Geometricky vyznam totalniho diferenciélu.

Cilem bakalatské prace je ukazat Geometricky vyznam totalniho diferencialu a také

na ptikladech ukazat vyuziti totalniho diferencialu.

Mnoho lidi si neuvédomuje, ze totalni diferencial mizeme vyuzivat i v béZném
zivote, napf. pfi zjiStovani zmeny velikosti rozméra télesa a nasledné zméné objemu

tohoto télesa Ci pfi zjiStovani absolutnich a relativnich chyb.
Bakalafska prace je rozd€lena na Ctyfi kapitoly.

Prvni kapitola se zaméfuje na parcialni derivace. Tato kapitola je velmi dileZzitou
Casti bakalaiské prace a je nezbytna pro pochopeni dalSich kapitol. Kapitola je rozd¢lena
na dvé podkapitoly a to na podkapitolu parcialnich derivaci prvniho fadu a podkapitolu
parcialnich derivaci vysSich fadi. V obou podkapitolach jsou uvedeny jak definice a véty
dilezité pro pochopeni dané problematiky, tak i feSené ukazkové piiklady pro snadnéjsi
pochopeni. Ptiklady se zaméiuji na vypocet parcialnich derivaci jak vSech proménnych,

tak 1 ptiklad na vypocet konkrétni parcidlni derivace vyssSiho fadu.

Druh4 kapitola fesi totalni diferencial. Opét je kapitola rozdélena na dvé
podkapitoly a to na podkapitolu totalniho diferencidlu prvniho fadu a podkapitolu totalniho

diferencialu vyssich adui. I zde jsou zarazeny ukazkové fesené ptiklady.

Tteti kapitola ukazuje geometricky vyznam totdlniho diferencialu. Na obrazku je

pak geometricky vyznam jasn¢ znazornén.

Obsahem posledni, ¢tvrté, kapitoly jsou vybrané aplikace totalniho diferencialu.
Setkavame se zde s podkapitolou, kterd ukazuje, jak vypocitat ptibliznou hodnotu vyrazu
bez pouziti kalkulacky. Dalsi podkapitola ukazuje nékolik prikladii na vypocet rovnic rovin
a normal. Obsahem tfeti podkapitoly jsou tzv. ptiklady z praxe, tedy piiklady, se kterymi

bychom se mohli setkat i v realném zivot¢.

V bakalatské praci jsou feSeny vybrané piiklady ze Sbirky uloh a cviceni

z matematické analyzy od B.P. Démidovice



Bakalarska prace je doplnéna grafy funkei, které jsou vytvorené v programu

Gnuplot. Tento program jsem si vybrala, jelikoZ je volné dostupny.



Seznam pouzitého znaceni

R mnozina realnych ¢isel
R" kartézsky sou¢in RxRx - xR
n—krat
Dy defini¢ni obor funkce f
D defini¢ni obor parcialni derivace funkce f podle proménné x
Dg defini¢ni obor parcialni derivace druhého fadu funkce fpodle

proménnych xx

D £y defini¢ni obor smisené parcidlni derivace funkce fpodle proménnych xy
fe (x,9) parcialni derivace funkce fpodle proménné x

fex (6, 7) parcialni derivace druhého fadu funkce f podle proménnych xx

fxy (x,y) smisSené parcialni derivace funkce fpodle proménnych xy

df (x,y) totalni diferencial prvniho fadu funkce f'v bodé¢ (x, y)
df (A) totalni diferencial prvniho fadu funkce f'v bodé¢ A = (x4, yo)
d?f (x,y) totalni diferencial druhého ¥adu funkce /v bodé (x, y)

d2f (4) totalni diferencial druhého fadu funkce f'v bodé A = (xy, Vo)



Vzorce pro vypocet derivaci

Pti vypoctech parcialnich derivaci se vyuzivaji vztahy jako pro vypocet derivace funkce

jedné proménné.

Uvedeme zakladni vzorce:

Funkce Derivace funkce Podminky
¢ (c je konstanta) 0 c €ER
X 1 x € R
x“ ax® ! a € Rx >0
a”* a“lna x € Ra >0
e e’ x € R
log ,x 1 x >0a>0a+*1
xlna
Inx 1 x >0
x
sin x cos x x €R
cos x —sinx x €R
T
g x ! x # Ck+ 1D ke
cos? x 2
cotg x B 1 x # kn kel
sin? x
arcsin x 1 x € (-1,1)
V1 — x?
arcos x B 1 x € (-1,1)
V1 — x?
arctg x 1 x € R
1+ x?
arccotg x 1 x €R
1+ x?




1 Parcialni derivace

1.1 Parcialni derivace 1. radu

Nejdiive uvedeme zakladni definice, vlastnosti a vztahy pro vypocet parcidlnich

derivaci funkce podle proménnych x a y.

V této praci nejsou uvedeny vSechny definice a véty, které se tykaji diferencialniho
poctu funkce dvou a vice proménnych. Jsou zde uvedeny jen ty, které budou potiebné
k vypoctlim v dalsi ¢asti bakalarské prace.

V této kapitole budou citovany definice a véty z [3], [S] a [8].
Definice 1 Nech? funkce f: R® — R je definovand v bodé [x,, Vo] a néjakém jeho okoli.

Polozme @(x) = f(x,y,). Ma — li funkce @ derivaci v bodé x,, nazyvdame tuto derivaci

parcidlni derivaci funkce f podle proménné x v bodé [x,, yo| a oznacujeme f,.(xy, ¥o),

af 4
event. Ix (%0, Y0)» fr (X0, ¥0)-

To znamena, Ze

f.(x Y= lim @ (x) — ¢ (%) — lim f (6, y0) — f (x0,¥0)

xXo, Yo X — X X — Xo X = X X — Xo '

Podobné, ma — Ii funkce Y (x) = f(xo,y) derivaci v bodé y,, nazyvame tuto derivaci

parcidlni derivaci funkce f podle proménné y v bodé [xo, yo| a oznacujeme f,,(xo, yo),
af .

event. a (xo, yO), fy(xO, yo)

Poznamka 1 Pri vypoctu parcialni derivace derivujeme danou funkci jako funkci jedné

promeénné (vzhledem k té, ke které mame vypocitat derivaci). Ostatni proménné soucasné

povazujeme za konstanty.

Véta 1 Necht funkce f, g : R" — R maji parcidlni derivaci podle proménné x;, i €
{1, 2, ...,n}, na oteviené mnoziné M. Pak jejich soucet, rozdil, soucin a podil mda na M

parcialni derivaci podle x; a plati

@ 19 = 2= f(0) £ 5= g(x), (1.1)



@@= - f() g+ 5 9@ f @,

0 3
KB (f (x)) _ a—,cif(x)g(x)—f(x)a—,qg(x)

dx; \g (%) g% (x) ’
pricemz tvrzeni o podilu derivaci plati jen za predpokladu, ze g (x) # 0.

Duitkaz: Ditkaz této véty je mozny najit v [5].
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1.1.1 ReSené ukazkové priklady

Spocitejte prvni parcidlni derivace funkce f.

Priklad 1

f (x,y) =3x%+ 4y — 2xy

ReSeni

Nejprve urCime defini¢ni obor této funkce, coz jsou vSechna redlna Cisla - Dy = RZ.

Nyni si spoc¢itame parcialni derivaci funkce f'podle proménné x, proménna y je pro nas
tedy v tomto piipad¢ konstantou. Jak jiz bylo zminéno dfive, pfi parcialnich derivaci
uzivame vzorce jako pro derivovani funkce jedné proménné. V tomto piipad€ pouzijeme
vzorce dva, a to vzorec (x*) = a x*~ 1 a derivaci konstanty (¢) = 0 a vyuZijeme vztahu

(1.1) z véty 1.
Pouzitim téchto vzorcu dostaneme:
fi(x,y)=3-2-x140-2-1-y=6x—2y

Jako druhou si spocitdme parcidlni derivaci funkce f podle proménné y. Nyni proménna x

bude konstanta. Vyuzijeme stejnych vzorcii jako v predeslém parcidlnim derivovani.
fr(ty)=0+4-1-2-x-1=4-2x
Definiénim oborem parcialni derivace funkce /' podle proménné x je D, = R?

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménné y je ny' = R2?,

11



24Ty 25Ky

BEX-2Ty ——
4-2"x%

600
500
400
300
200
100

-100

510
0

5
=1 =3 i) 5 Th-10
Obr 1: Graf funkce f (x,y) = 3x% + 4y — 2xy (erveng) a prvnich parcialnich derivaci

této funkce (podle proménné x — zelen€ a podle proménné y — modie)

Piiklad 2

f (x,y) = sinx- cosy

Reseni

Op¢t si nejprve ur¢ime defini¢ni obor Dy = R?

Spocitame parcidlni derivaci funkce f'podle proménné x, proménnd y je pro nas tedy
v tomto piipadé konstantou. V tomto piipadé pouzijeme vzorec (sinx) = cos x, cos y je

pro nds konstanta. Pouzitim téchto vzorcti dostaneme:

fr (. ¥) = (cos x) - (cosy)

Pfi vypoctu parcialni derivace funkce fpodle proménné y musime znat vzorec

(cosy) = —siny, sin x je konstanta.
fy (6 y) = (sinx) - (=siny)
Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f podle proménne x je D, = R?

Defini¢nim oborem parcialni derivace funkce f'podle proménné y je ny' = R2,

12



Priklad 3

X
fxy) = ——
Jx?% + y?

ReSeni

Dy = {(x,y) € R:x* + y*>0}

Jako prvni spoc¢itame parcidlni derivaci funkce f'podle proménné x, proménna y je pro nas
tedy v tomto piipadé konstantou. V tomto piipadé pouzijeme vzorec (x*) = ax®!

a vyuzijeme vztahu (1.3) z véty 1.

Pouzitim téchto vzorcu dostaneme:

1
1+ x2 + y? _x.%.(xZ_i_yZ)_j. 2x

fx(x'y): x2 + yZ =

1
[x2 4+ y2 — x2 + ——
3 Y V2 +y? x4+ y? — x? 1
B x2 + y? o fxZ+y? 2+
yZ

%2 +y2 - (x2 + y?)

Jako druhou spocitdme parcialni derivaci funkce f podle proménné y, promeénna x je tedy
v tomto pfipadé€ konstantou.

1
1 N
, 0- x2+y2—x-%-(x2+y2)_§- 2y x Vx2+ y?
fy(x:y) = x2 + y2 = X2+ y2 =

/x2 + yZ . (x2 + yZ)

Df;; =Df3; = {(x,y) € RZ%:x% + yz >0}

13



(=T N =Y R =

,Eooo oooo

x/sqri(x*F2+y**2)

-1y

X

iy

Obr 2: Graf funkce f (x,y) =

proménné x (vpravo)

Priklad 4

y
— 4 .72 . z
f(x,y)=x-y* -arctg (x)
ReSeni
D = {(x,y) € R:x#0}

V tomto piipadé vyuzijeme vzorec (arctg)

IR TY (eSS D AT et 2 g4 AT —

1
+x2

a vztahu (1. 2).

(vlevo) a jeji prvni parcidlni derivace podle

. y
- 2. Y 2, C(=1) -2 =
fe (,y) = y*-arctg (x)+ xy " (X)z D=
x
= y?-arct y_ ¥ ! = y?-arct y_y._* =
y 9" % Zrqyz Y 957 % X2 + y2
x2
3
y3x
= 2 tg — —
y? - arctg pER
: y " 1 y y?
fy (y)= 2yxarctg -+ x -y ey AXyarctg T e s
1+(E) x2
2 2,2
— gy Yiyz. X o, Yy Xy
=2-xy-arctg ~+y x2+y2_2xy arctgx+x2+y2

fx

Dy, :Df}; = {(x,y) € R2:x # 0; x?2 +y2¢0}

14



Xy =2 * atan(y/x)

800
600
400
200
o b
-200
-400 =55
-600
-800 |
- 5 10
-1f =% T 5 16-10
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. 3
-1f =5 T 5 10-10

Obr 3: Graf funkce f (x,y) = x - y? -arctg (%) (nahote) a prvni parcialni derivace podle

proménné y (dole)
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1.2 Parcialni derivace vysSich radu

Definice 2 Necht [xy, Yol € D (fy). Existuje — li parcidlni derivace funkce f, (x,y) podle

proménné x v bodé [xy, Vo), nazyvame tuto derivaci parcidalni derivaci 2. ¥adu podle x

2
funkce v bodé (x4, Vo] a znacime ji f, . (xq, ¥o), event. % (%0, Yo)-

Existuje — li parcidlni derivace funkce f, (x,y) podle proménné y v bodé [x,, Yol

nazyvame tuto derivaci smiSenou parcidlni derivaci 2. Fadu podle x funkce f'v bode

vy . 8%f
[x0, Yol a znacime ji f, ,(x0, yo), event. 5x5y (%0, Y0)-

Poznamka 2 Obdobné definujeme parcialni derivace 2. radu ji f,, x(xo, Vo) aji
fy y(X0,¥0)- Parcidlni derivace n — tého radu(n = 3) definujeme jako parcialni derivace

derivaci (n — 1) radu.

Véta 2 (Schwarzova) Necht funkce f ma v okoli bodu [xq,y,] parcidlni derivace f, fa
smiSenou parcialni derivaci f ,, kterd je v bodé [xg, o] spojitd. Pak existuje také smiSend

parcidlni derivace f, , (xo,Y,) a plati

fxy (xOryO) = fyx (XO'J’O)-

Diitkaz: Diikaz je mozno najit v [3].

16



1.2.1 Res$ené priklady

Jestlize chceme spocitat druhé parcidlni derivace, musime nejdiive spocitat prvni

parcidlni derivace podle proménnych x a y. Poté mizeme spocitat druhé parcialni derivace.
Urcete vSechny druhé parcidlni derivace:
Piiklad 5

f (x,y) = 6x3 + 5y% + 10xy

Reseni
Dy = R?
fi (,y) =18x* + 10y £, (x,y) =10y + 10x
frx (,y) =36 x fyy (x,¥) =10
fey (x,¥) = 10 fox (6,y) =10
Dy, = Dy =Dy = Dy = Dy = Dy = R®

EFFFI+5FYEF2410% Yy
18Fx*T2+10%y
367%x%

1 —

8000
6000
4000
2000

-2000
-4000
-6000
-8000

510

-1 =5 fr 5 I§D

Obr. 4: Graf funkce f'(Cerven¢), prvni parcidlni derivace podle proménné x (zelen€), druha
parcialni derivace podle proménnych xx (modie) a smiSend parcidlni derivace podle

proménnych xy (rizove)
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Priklad 6

f,y)=In (x) - arctgy
ReSeni

Dr = {(x,y) € R*: x>0}

, 1 . 1
fe (,y) = ~ arctgy fyey)=In (x) © =

” 1
fxx (er) = - X2 arctgy

. _ o 1 5 _ _ 2yln()
fy (oy)=In (x) - (- 1) (1+ y?)2 2y = (1+y2)2
. 1 1
fxy (x,y) = X 1+ y2
. 1 1
fyx (x,y) =; ’ 1+ y2
Dy, = Dy, = Dy, = Dy, = {(xy) € R:x #0},
Dy = Dp = {(x,y) € R?: x> 0}

log(x)*atan(y) ——
log(x)/(1+y="2) ——
(2%y~log(y))/ (1+y==2)*=2
(1/x)"1/(1+y==2}

(O OO O R |
L2 T R R~ i =R FE R S |

510

=5 i 5 + Igu

Obr. 5: Graf funkce f'(Cerveng), prvni parcialni derivace podle proménné y (zelen¢), druha
parcidlni derivace podle proménnych yy (modie) a smiSend parcialni derivace podle

proménnych yx (rizove)
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Piiklad 7

x+y
1—xy

f (x,y) = arctg

D = {(x,y) € R*:xy # 0}

Reseni
£ Goy) = 1 1oy - Gety) ()
x ’ 1+(X+}’)2 (1_xy)2
1—xy
B 1 l—xy+y-(x+y)
A -—x)?+ (x+y)? (1 —=xy)? -
(1 —xy)?
3 (1 —xy)? 1—xy+xy+ y?
T 1-2xy+ x%y? + x2+2xy + y? (1 —xy)? B
B 1+ y? B 1+ y? 3
T4 x2y2+ x2+ y2 x2(14+ y)+ 1+ y2)
3 1+ y? B 1
A+ y)+ A+ x2) 1+ x2
£ ey = 1oy @Y n
y ’ 1+(X+y)2 (1_xy)2
1—xy
B 1 1 —xy+x-(x+y)
T At Gy -7
(1 —xy)?
3 (1 — xy)? 1—xy+xy+ x*
1—2xy+ x%2y? + x2 +2xy + y? (1 —xy)? B
B 1+ y? B 1+ x2 B
Cl+ X2y 4 a2+ ¥ y2(1+ 22+ (14 x2)
1+ x2 1

T+ )+ A+ 22 1+ y2

. _0-(x*+1)—-2x  —2x
f;cx (fo) - (xz + 1)2 - (xZ + 1)2

19



0-(y?+1) -2y =2y

£y (6, y) =

(y2+1)2  (y2+1)?
fey (6, ¥) =0
fre(x,¥) =0
, = , = P . — — 2
D, =Dp = Dp = Dpr Dp = Dy =R
Piiklad 8

f,y)=x-sin(x+7y)

Reseni

Df:RZ

fo,y)=1-sin (x+y)+ x-cos (x+y)+ 1=sin (x+y)+ x -cos (x +y)
fy'(x+y)=x ~cos (x+y)

fox (t,y) = cos (x+y)+ 1-cos (x+y)+ x- [— sin(x+y)]-1
=2cos(x+y)—x-sin(x+y)

fyy (£, ) = —x sin (x + y)

fey(x,¥) = cos (x+y)+ x-[— sin(x+y)] = cos (x+y) — x-sin (x+y)

frx(x,¥) = cos (x+y)+ x - [ sin(x+y)] = cos (x+y) — x -sin(x+7y)

. = R?

fyx

20



Piiklad 9
Vypocitejte pozadovanou parcidlni derivaci: fx';z (x,y,z) = e™*
ReSeni
Dy = R?
Mame tedy spocitat tfeti parcialni derivaci podle proménnych x, y, z v potadi x, y, z.
Prvni parciélni derivace bude tedy podle proménné x:
fi Gy, 2) = e - yz

Nyni, abychom ziskali druhou parcidlni derivaci, budeme prvni parcialni derivaci derivovat

podle proménné y:
foy (,y,2) = % -xz-yz+ €7 -z= X7 -xyz® + 7 -z
Jako posledni spocitame tfeti parcialni derivaci podle proménné z:

feyz (0, ¥,2) = €Y% -xy-xyz? + eV - xy-2z+ e -xy-z+ 7 1=
= e - (xy-xyz?+ xy-2z+ xy-z+1) =
= W7 - (x%y?z® + 3xyz + 1)

21



2 Totalni diferencial

2.1 Totalni diferencial 1. Fradu

Diferencialem funkce fjedné proménné v bodé x, rozumime ptirtstek funkce na te¢né

vedené ke grafu funkce v bodé [x,, f (x)].
Pro vypocet diferencidlu pro danou funkci je nezbytné znat parcidlni derivace.

V této kapitole budou citovany definice a véty z [3], [5], [6] a [8].

Definice 3 Rekneme, Ze funkce f : R* — R definovand v okoli bodu [xo, v, je v tomto bodé

diferencovatelnad, jestlize existuji redlnd cisla A, B takovad, Ze plati

lim f (xo + h,yo + k) — f (x0,¥0) — (Ah + Bk) _
(hJ) = (0,0) N

Linedrni funkce Ah + Bk proménnych h, k se nazyva diferencidl funkce fv bodé [x,, y,]
a znaci se df (xq,vo)(h, k), prip. df (xg, yo)-

Poznamka 3 Ekvivalentni zapis definice diferencovatelnosti funkce dvou promennych:

existuji A,B € Ra funkcet: R* - R tak, Ze plati
f (o +hyo+k)—f (x0,y0) = (Ah + Bk) + 7 (h, k),
kde

lim T (h, k)
h0 > 0O VRZ ¥ KZ

Véta 3 Je — li funkce diferencovatelna v bode [x,, yyl, pak je v tomto bodé spojita.
Diikaz: Z diferencovatelnosti funkce f'v bodé [x,, y,| plyne

(hk) (0 0)[f (xo + h,yo + k) — f (x0,¥0)] = (hk)n%o )[Ah + Bk + t (h, k)] =0,

Nebot podle poznamky 3 je 1imy, x)0,0)T (h, k) = 0.
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Odtud je

(h,kl)lirgo,o)f (X0 + h,yo + k) = f (x0,¥0),

Funkce fje tedy spojitd v bodé [xy, Vo] u

Véta 4 Je — li funkce diferencovatelnd v bodeé [x,, vy, pak ma v tomto bodé parcialni

derivace a plati A = f, (xo,¥0), B = f, (x0,¥0), 1.
df (x0,¥0) = fx (x0,¥0)h + f (x0,¥0)k. (2.1)
Diitkaz: Diikaz je mozno najit v [3].

Poznamka 4 Priristky h, k nezavisle promennych x, y v definici diferencidlu a ve veté 4 se

casto znaci dx, dy.

Poznamka S Je — li funkce diferencovatelna v kazdém bodé mnoziny M, ma v kazdém bodé
téeto mnoziny diferencial, ktery je funkci ctyr proménnych: x, y, h, k. Oznacime — li dx =

X — xo =h,dy =y — y, =k, dostavame, ze diferencial funkce f je

df (x,y) = f (6, y)dx + f, (x,y)dy. (2.2)

Poznamka 6 Jak bylo zminéno vyse, diferencial se vyuziva k vypoctu pribliznych hodnot.

Zanedbanim funkce t poznamky 4 plyne

fy) = f (xo,y0) + df (xo,0). (2.3)
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2. 1. 1 ReSené piiklady

Pti vypoctu diferencidlu 1. fddu musime nejdiive urcit prvni parcialni derivace, které
poté dosadime do rovnice pro uréeni diferencialu 1. fadu:

df (x,y) = fi (x,y)dx + f, (x,y)dy.

Piiklad 10

Urcete totalni diferencial 1. fadu funkce f (x,y,2) = xy + yz + zx.

Reseni

Df = R®

Abychom mohli urcit totalni diferencial, musime nejprve urcit prvni parcialni derivace
fi oy, z2)=y+z

fy(ty,z2)=x+z

f: xy,2)=y+x

=D. = R3

Dy, 5

5= Dy

fy
Dosazenim do (2.2) ziskavame totalni diferencial 1. fadu

df x,y,z2) =y +z)dx+ (x+2z)dy+ (x +y)dz

Priklad 11

Spocitejte prvni diferencial funkce f (x,y) = x3 4+ y?vbod¢ A = (—2,1):
ReSeni

Dy = R?

Pokud je zadan bod A o soufadnicich (x,, y,) dosadime ho do uvedené rovnice:
df (x0,¥0) = fx (x0,¥0)dx + f;, (x0,¥0)dy = fi (x0,¥0) * (x — x0) + f;, (x0,¥0) -
v = o)
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Ziskana linearni funkce je totalnim diferencialem 1. fadu.

Nejprve ur¢ime prvni parcidlni derivace funkce

fe (x,y) = 3x?
fy (x,y) =2y
, = , = 2
Dy, =Dg =

Nyni dosadime do vzorce pro diferencial
df (x,y) = 3x? -dx +2y -dy
Po dosazeni bodu 4 ziskavame

df (A =3- (=2 -[x— (=D]+2-1(y-D=
=12 - (x+2)+2 - (y—-1)=12x+24+2y -2
=12x + 2y + 22

Totalni diferencial 1. fadu v bodé 4 je df (A) = 12x + 2y + 22.

x::x3+y=ttz

12¥x42%y+22 ——

1500

1000

500

-500

1000 F

-1 =J o 3 10-10

Obr. 6: Funkce f (x,y) = x3 + y? (Cervend) a jeji diferenciél (zeleng)
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Priklad 12

Spocitejte prvni diferencidl funkee f (x,y) = x - sin*y vbodé A = (1, %)
ReSeni

Dy = R?

Nejprve ur¢ime prvni parcidlni derivace funkce

fr (x,y) = siny

fy (x,y) =x+4- sin®y -cosy = 4x - sin®y - cosy

Dy =D, = R?

fr ~ Tty
Nyni dosadime do vzorce pro diferencial
df (x,y) = sin*y -dx + 4x - siny -cosy -dy

Po dosazeni bodu 4 ziskavame

df(A)=sin4(%) c(x — 1)+4-1-Sin3(%) -cos(%) -(y— %):

- (B) - e (@)?@. (-1

2 2 2 4
4 4 T 1 1 T
—- . -1 .. )= 4, _ = _ =
g G~ D+4 ¢ (y 4) 23Ty

df A)=x+4y—-nm—1

Totalni diferencial 1. fadu v bodé 4 je df (A) =x +4y — m — 1.
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2.2 Totalni diferencial vysSiho Fadu

Jak bylo uvedeno v minulé podkapitole, pii hledani diferencialu 1. fadu jsme funkci

nahrazovali tenou rovinou. To ale nyni nemusi stacit, proto budeme muset funkci

vvvvvv

Definice 4 Necht funkce f: R> — R md v bodé [x,, Vo] spojité parcidlni derivace az do
Fadu m véetné. Diferencidalem m — tého iadu funkce v bodé [x,, Vo] rozumime homogenni

funkci m — tého stupné

d™f (xo, o) (h, ) = i( ) gty Gy

Poznamka 7 Pro pripad m = 1 je vzorec pro vypocet d™f totozny se vztahem z véty 4.
Uved'me si nyni pripady prom =2 am = 3. Pro m = 2 dostavame diferencial 2. radu a pro

m = 3 pak diferencial 3. radu.
m=2: dzf(xo' Vo) = frx (X0, ¥0) h* + foy (%0, Yo)hk + fyy (%0, Yo) k?,

m=3:d>f(x0,¥0) = frxx (X0,¥0) > + 3fxxy (x0, Yo)h?k + 3fxyy (xo, Yo)hk? +
+ fyyy (xO' 3’0) k3-
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2.2.1 ReSené piiklady

Priklad 13

Ix

Urcete totalni diferencial 2. fadu funkce f (x,y) =

D= {(x,y) € R*:y # 0}

Vzorec pro totalni diferencial 2. fadu je:

d*f(x0,¥0) = frx (X0, ¥0) A°X + 2y (X0, ¥0)dx - dy + f,,y (%0,¥0) d*y

Musime urcit vSechny druhé parcidlni derivace:

, 1
fx (x:y): ;
, - X
fy 0 y) = F
fix () = 0
. —x - (—2) 2x
foy (6, ¥) = E = y3
. -1
fxy (x,y)= ?
. -1
fyx (x,y)= ?
= Do=D =D =D = 2,
Dy = Dp= Dpp =Dg =Dp = {(x,y) € R®:y #0}

Dosazenim do vzorce ziskavame totalni diferencial 2. fadu
) ) -1 2x ) 2 2x )
d“f(x,y)= 0+ d°x+2 <F>dx-dy+ Fd y = —Fdx-dy+ Fd y =
2 dy (dx+ = ay)
= - —Zayax—- —ay
y? y

Diferencial 2. fadu zadané funkce je d?f (x,y) = — 3% dy (dx + 5 dy).
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Priklad 14

Urgete totalni diferencial 2. fadu funkce f (x,y) = sin(3x + y?) vbodu 4 = (0, \E)
Reseni

Dy = R?

Urc¢ime vSechny druh¢ parcidlni derivace

fe(x,y) = cos(3x + y?) -3 =3 cos(3x + y?)

fy' (x,y) = cos(3x + y?) -2y =2y - cos(3x + y?)

for 0, ¥) =3 + [=sin(3x + y?)]-3 = —9sin(3x + y?)

fyy (x,¥) = 2cosBx + y*) + 2y - [-sin(Bx + y?)]-2y =
= 2cos(3x + y?) — 4 y?-sin(3x + y?)

fiy 0, y) =3 [=sin(Bx + y»)] -2y = —6y - sin(3x + y?)
fy;c (x;}’) = 2}/ ' [_ Sin(3x + yZ)] -3 = —6y . Sin(3x + yZ)
by, = Dp, = Dy,

Dosadime do vzorce:

d?f(x,y) = —9sin(3x + y?)d?x + 2 - (—6y) - sin(3x + y?) dxdy
+ [2cos(3x + y?) —4y?-sin(3x + y?)] d?y
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d?f(A) = —9sin(Bx + y?) (x — xg)? + 2 - (—=6y) -sin(Bx + y?) - (x — x;) -
(¥ = ¥o) +[2cos(Bx + y*) —4y?-sin(Bx + y*)] - (y — yo)* =

3.0+<g>2 - ooz [
s (B} -0 (- B)-

wor () -+ () <nlr-o+ (5)

= —9-sin

- sin

+ |2 - cos

—9x2 — 6xV2m - (y— \E>+ (—2m) - <y2—2y- g+g>:

= —9x? — 2mwy? — 6xyV2m + 6xT + 4yT - \/; — m?

| |

T
d?f (A) = 9x? + 2my? + 6xyV2m — 6xTT — 4yTT - \/%+ w? =

T
= 9x2+2n-<y2—3x—2y\/;+i>+6xyv2n

Diferencial 2. fddu zadané funkce je 9x2 + 27 - (yz —3x — Zy\/g + g) + 6xyV/ 2.
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3 Geometricky vyznam totalniho diferencialu

Nyni si ukdZeme geometricky vyznam totalniho diferencialu, ktery budeme

ilustrovat na grafu funkce 2 proménnych.
V této kapitole budou citovany definice a véty z [3], [5].

Rovina v R® z = Ax + By + C se nazyva tecnou rovinou ke grafu funkce z = f (x,y)

vbodée T = [XO:YO»f (xO, yo)], plati -1

f(x,y)—Ax—By—C

@y)=>&oyo) \[(x — x0)2 + (y — ¥o)?

Ma — li tato rovina prochazet bodem 7, musi tento bod vyhovovat rovnici roviny, tj.

f (x0,¥0) = Axy + Byy + C,odkud z = A(x — x4) + B(y — yo) + f (%0, ¥0).

Tato rovina je te¢nou rovinou, jestlize existuje diferencial funkce v bodé [x,, y,1, tj. podle

vétydje A = f, (x0,¥0), B = f, (X0,¥0). Rovnice te¢né roviny ma tvar
z=f (x0,¥0) + fx (X0, y0)(x — x0) + fy (%0, ¥0) (Y — ¥0)- (3.1
Diferencial funkce v daném bodé¢ je pfirtstek funkce na tecné roviné.

Véta 5 Ma — li funkce f'v bodé [xy, Vo] spojité parcialni derivace 1. radu, pak ma v tomto

bode také diferencidl.
Porovname — li rovnici te¢né roviny funkce z = f (x,y) v bod¢ Py (xq, Vo, Zo)
Z— Zy = fx (Po) (x — xo) + fy (Po) v — yo)
se vzorcem totalniho diferencialu v bodé P, (x,, vo)
df (Po) = fi (Po)h+ fy (Po) k,kde h = x — x0,k =y — o,
dostavame z — z, = df (P,).

Je vidét, ze totalni diferencial funkce z = f (x,y) v bodé P, ptedstavuje
ptirtstek soufadnice bodu D na te¢né rovin piejdeme — li z bodu P, (xg, yo) do bodu

A(xg+h, yo+ k).
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Na nasledujicim obrazku je pfirtstek funkce znazornén tise¢kou CE a totalni

diferencial znazornén useckou CD.

L8]

z=fxy

v

obr. 7: Graf funkce 2 proménnych
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4 Aplikace totalniho diferencialu

Totélni diferencial ma velmi Siroky rozptyl vyuziti.

Miizeme ho vyuzit na ziskavani ptiblizné hodnoty vyrazi, rovnic te€en, rovin ¢i normal.
Totalni diferencial mizeme vyuzit i v Taylorové polynomu ¢i v ,,praktickych ptikladech,
kdy po zméné velikosti rozmért pottebujeme zjistit zménu objemu ¢i povrchu nebo
relativni a absolutni chybu.

V nasledujicich podkapitolach je uvedeno nékolik vybranych piikladi na vyuziti
totalniho diferencialu.
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4.1 Urcovani pribliZzné hodnoty

Urcovani pfiblizné hodnoty je uZite€né zejména pti ur€ovani hodnot vyrazii bez

pomoci kalkulacky.

Piiklad 15

Pomoci totalniho diferencialu vypoététe piibliznou hodnotu 1,02*%.

ReSeni:

Nejprve si zvolime vhodny bod 4 = [x, Vo], tak abychom byli schopni vypo¢itat
funkéni hodnotu funkce f (x,y) v bod¢ [x,, V,]. Aby pii vypoctu nedoslo k pfilis velkému
odchyleni od skute¢né hodnoty, musi byt tento bod blizko bodu [1,02; 3,07]

K vypoctu pouzijeme diferencial funkce f (x,y) = x¥ vbodé A = [xy, Yo] s diferencemi

dx a dy.

bod A = [xg, Yol = [1,3]

fxy) = xY
dx=0, 02
dy =0, 07

Spocitame prvni parcialni derivace dané funkce

fr G, y) = yx¥

fy(x,y) = x¥Inx

Uréime funkéni hodnoty funkce a parcialnich derivaci v bodé 4 = [1, 3]:
F(1,3)=13=1

fi(1,3)=3-131=3-1=3

f(x,y)=1In1=1-0=0
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Nyni dosazenim do (2.2) ur¢ime diferencial funkce
df (x,y) = yx¥ ldx + x¥Inx dy
tj.df (1,3) =3-0,02+0-0,07 = 0,06
tedy ptiblizna hodnota zadaného vyrazu podle (2.3) je
1,023%7 = £ (1,3) +df (1,3) = 1+ 0,06 = 1,06
Skutecna hodnota 1,023°7 = 1,063

Ptiblizna hodnota daného vyrazu je 1, 06.

Priklad 16

Pomoci totalniho diferencialu vypoctéte piibliznou hodnotu \/ (2,06)% + (4,95)?
Reseni:
K vypoctu pouzijeme diferencial funkce f (x,y) = \/m v bodé A = [xg, Vo]
s diferencemi dx a dy.

bod A = [xg,yo] = [2,5]

foy) = x*+ y?

dx =0, 06

dy =-0,05
Spocitame prvni parcialni derivace dané funkce

X

y

Nz

Uréime funkéni hodnoty dané funkce a parcialnich derivaci v bodé A = [2, 5]

) 1
fe = -(x2+y2)§-2x:

’ 1 2 2l
fyZE'(x + y9)z -2y =

35



f(2,5) =22+ 52=+/29

. 2 2
K@D = e = 7
£@5) = = —
@0 = e T W

Nyni dosazenim ur¢ime diferencial

x dx d
+ yday

df (x,y) =
Jxz+ y? o Jx2 4+ y?
; - 2. _>. _ 012 025 013 013-¥29
. df (2,5) = 25006 — =005 = = - 2= 22 = =

tedy ptiblizna hodnota zadaného vyrazu je

0,13 - /29

J(2,06)2 + (4,95)2 = f (2,5) + df (2,5) = V29 =5

= 5,361

Skutecnd hodnota \/ (2,06)% + (4,95)% = 5,362

Ptiblizna hodnota dané¢ho vyrazu je 5, 361.

Priklad 17

Vypocitejte ptibliznou hodnotu vyrazu 1,0154(-)—\/'_3??)93 .
ReSeni:
L ... . . Uz L
K vypoctu pouzijeme diferencial funkce f (x,y,z) = oAl bodé A = [xg, Vo, Zo]
s diferencemi dx, dy a dz.
Vx
fyz)= T

bOdA = [xo,yo,ZO] == [1, 1, 1]
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dr=-0,11
dy= 0,01
dz=-0,07

Spocitdme prvni parcialni derivace funkce

1 1
Revd=g =
fyn =z (-4 %

1 1
£ .2 = £(_§)r

Uréime funkéni hodnoty funkce a parcialnich derivaci v bodé¢ A = [1,1,1]

Vi 1
f(1,1,1)=14.%:1 1:]_
, 1 1
FA= 1175
fr)= =4

) = 1-1 1
2 - 3-1 3

Nyni dosazenim uré¢ime diferencial

1 Vx

df (v,y,2) = = dx+—-(—4)-yl

5\/_y\/_§/5

. df (LL1) =2+ (0,11 + (—4) -001+ (= 3) - (-0,07) = — =2

— 0,044 27— _ 050
15

Ptiblizna hodnota zadaného vyrazu tedy je

Y0, 89
1,014 - /0,93
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3/0,89

—————=0,962
1,014 - 3/0,93 ’

Skutecna hodnota

Ptiblizna hodnota daného vyrazu je 0,961.

Priklad 18
Vypocitejte ptibliznou hodnotu vyrazu sin 29° - tg 46°.
ReSeni:

. LN v .7 e a1 . .
Nejprve si pfevedeme stupné na radidny. PouZijeme vzorec a = T80 kde a je velikost

uhlu v radidnech a a je velikost uhlu ve stupnich.
Tedy pro a = 29°:

291
180

pro a = 46°:

461
180

K vypoétu pouZijeme diferencial funkce f (x,y) = sin x- tgy vbodé A = [xg, Vo]

s diferencemi dx a dy.
fy)=sinx-tgy

bod A =[xy, Vo] = [

30m 45m] _ [Tr n]
180 180 6’4

s
dy ==
Y~ Ts0
Spocitdme prvni parcialni derivace funkce

,

fy =cosx -tgy
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1
cos?y

fy = sinx -

Urcime funk¢ni hodnoty funkce a parcidlnich derivaci v bod¢ A = E , g]

f(n n) _ T . T = 1
6'2) e 94T 27 T3
L M T T T V3 V3
flgg)=cosgtoz=51=%
f’ (n n) T 1 1 1 1 4 1
— — ) =sin— - — — . — — = =
Y \6’ 4 6 2L 2 22 2
cos? 7 <Q>
2
Nyni dosazenim ur¢ime diferencial
df (x,y) = t dx + si 1 d
f(x,y) = cosx "tgy -dx + sinx cosZy y
CdfF(EE =B L (- LT M3,
tj'df(g’Z) T2 ( 180)+1 180 360 T 180
Ptiblizna hodnota zadané¢ho vyrazu je
T T T T 1 V3 T
in29°- tg 46° = - —=)+df (=,-)== - — + — = 0,502
sin g f (6 IR (5 7 =3 360 T 180

Skutecna hodnota sin 29° - tg 46° = 0,502

Ptiblizna hodnota daného vyrazu je 0, 502.
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4.2 Tecné roviny, normaly

Priklad 19
Napiste rovnici te¢né roviny funkce z = 3x + 2y2 —xy vbodé A = [2,1,7]
Reseni
Nejprve dopo¢itime f(2,1) =3:1+2-12-2-1=3
Bod 4 ma tedy soutadnice [2, 1, 3]
Rovnice te¢né roviny k plose z = f (x,y) ma tvar
22— Zg = fx (X0, Y0) = (x — x) + fy (X0, Y0) = (v — ¥o)
Ur¢ime prvni parcidlni derivace
fry)=3-y
fy (o y) =4y —x
Nyni zjistime funkéni hodnotu téchto parcidlnich derivaci v bodu A4:
fr@=3-1=2
frA)=4-2=2
Po dosazeni ma rovnice te¢né roviny tvar
T:z—-3=2-(x—-2)+2-(y—1)
T:z—3=2'x—4+2y-2
T:z—3=2x+2y—6

T: 2x+2yv—2z—-3=0
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Najdéte rovnice te¢né roviny a normaly k nasledujicim plocham v danych bodech:
Piiklad 20
z= x?+ y?vbodé A = [1,2,5]
ReSeni
Rovnice tecné roviny k plose z = f (x,y) ma tvar
12— 2o = fy (%0, ¥0) " (x — %) + f, (%0, %0) * (¥ — ¥o)
Nejprve tedy uré¢ime prvni parcialni derivace
fe (t,y) = 2x
fy (t.y) =2y
Nyni zjistime funk¢ni hodnotu téchto parcidlnich derivaci v bodu A4:
fe (@) =2
fy (A) =4
Po dosazeni ma rovnice tecné roviny tvar
T:z—5=2-(x—1)+4- (y—2)
T:z—5=2x—2+4y —8

T:2x+4y—2z—-5=0

Parametrické rovnice normaly:
n:x= Xo+ fx (%0, ¥0) " t
Y= Yo+ fy (xo,¥0) -t

zZ=2zZy—t
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Po dosazeni jsou tedy parametrické rovnice normaly:

nx=1+2t
y=2+4t
z=5—t

Priklad 21
— y X 4 — T
Z = arctg ” vbodé 4 = [1, 1, 4]

Nejprve tedy ur¢ime prvni parcidlni derivace

' 1 y _ -y _x° -y
fx(x’Y):—z(_l)_zz 2 ' 2 2: 2 2
1+ X) X X x“+y x“+y
X
£ (uy) 1 1 x? x
y \X%Y) = 2 LT L2 2= 2 2
y X x x4y x“+y
1+ (3)

Nyni zjistime funk¢ni hodnotu téchto parcidlnich derivaci v bodu A4:

) = -1 1
fx 12412 2

, 1
A = = —
fy (4) 124+ 12 2

Po dosazeni ma rovnice te¢né roviny tvar

T 1
nz—,=-g (x—1)+§- -1
m_ 1,111
A R R A
T 1 +1
T Z i Zx Zy

T:dz—m=—-2x+2y

T 2x—2v+4z—n =0
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Parametrické rovnice normaly:

n:x=1+(—%)t
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4. 3 Priklady z praxe

Priklad 22

Urcete, o kolik se zméni délka diagonaly a obsah obdélnika o stranach délek x = 6 m a

y = 8 m, jestlize se strana x zvétsi o 2 mm a strana y zmens$i o 5 mm?

ReSeni

dx =2 mm x=6m

Obr. 8: Obrazek znazornuje plivodni (¢erny) obdélnik a obdélnik se zméné€nymi stranami
(Cerveny)
Nejprve si musime prevést vSechny jednotky na stejnou jednotku (mm):

x=6m=6000mm

y=8m =8000mm

dx = 2mm
dy = =5mm
a) Diagonéla

Zde vyuzijeme Pythagorovy véty: ¢ = a? + b?

Tedy pro tento pfipad plati u = /x2 + y?
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Urc¢ime prvni parcialni derivace

. 1 1 X
= — 2 2 2 2 = —
. 1 1 y
fey)=5- &P+ y)2-2y= ——
Y 2 [x2 + y?
Dosazenim ziskavame
' (6000,8 000) = 6 000 6000 6 3
Jx ' ~ V60002 + 80002 10000 10 5
' (6000,8 000) = 8000 8000 8 4
fy ’ ~ V60002 + 80002 10000 10 5
Totélni diferenciél je
d (60008000)—3 2+4 (=5) = 4= 1 2,8
/ ’ 5 5 5 5 7
Diagonala se tedy zmensi o —2, 8 mm.
b) Obsah
Vzorec pro obsah obdélnikuS =a -b=x-y
frxy) =y
f}', xy) =x
Dosazenim ziskavame
f. (6000,8000) = 8 000
f, (6000,8 000) = 6 000
Totélni diferencial tedy je
df =ydx+xdy
df (6000,8000) =8000 -2+6000 - (—5)=16000—-30000= —14000

Obsah se zmensil o 14 000 mm?, tj. 140 cm?.

Diagonala se zmensila o 2,8 mm a obsah se zmensSil o 140 cm?.
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Piiklad 23
Pti deformaci valce se jeho polomér » zmensil ze 3 m na 2, 7 m a vyska se zmenSila

z 15 m na 14, 5 m. Urcete zménu objemu a povrchu vélce.

ResSeni

r=3m
dr=-03m

Obr. 9: Na obrazku je ptivodni (¢erny) valec a zmenseny (vinovy) valec
a) objem
vzorec pro objem valce V = m- r? - v

uvazujeme tedy funkce o dvou proménnych V = f (r,v)

r=3m
v=15m
dr=—0,3m
dv=-0.5m

Pro totalni diferencial plati AV = dV = V. dr + V, dv
V., (r,v) = m-2r-v=2mrv
V, (r,v) = m-r?-1=mnr?
Dosazenim ziskavame
V. (3,15) =2m -3-15=90m
V,(3,15) =m-3%=9n
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Totélni diferencial tedy je

av = V. dr+ V,dv=90m-(-0,3) +9m-(-=05) = —27m—45m
= —31,5m = —98,96 m3

Objem se zmensil pfiblizné 0 98,96 m3.

b) Povrch
Vzorec pro povrch vélce S = 2nr - (r + v)

uvazujeme tedy funkce o dvou proménnych V = f (r,v)

r=3m
v=15m
dr=—0,3m
dv=-0.5m

i
v
Dosazenim ziskavame

V. (3,15) = 4nr +2nv = 4w -3+ 2m- 15 = 420

V, (3,15) =2m -3 =6m

Totalni diferencial je
df (3,15) =42n-(-0,3) + 6w - (—0,5) = —12,6m — 3w = —15,67
= —49m?

Povrch se zmensil o 49 m2.
Priklad 24

Urcete zménu objemu rota¢niho elipsoidu o poloosdch a = 3m, b = 1.5 m, jestliZe se ob&
poloosy zmensi o 0,05 m.
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da=db=-0,05m
Vzorec pro objem rotacniho elipsoidu V = g m-a-b?

. 4
V, (a,b) = §7T'b2

. 4
V, (a,b) = §Tr-a-2b
, 4
v, (3;1,5) = §7T'1,52=37T

, 4
V, 3;15) = g m-3-2-15 =12z

dV =3m- (- 0.05)+ 127 - (- 0,05) = —0,157—0,6 t = —0,757 =
=~ —2,356m3

Objem se zmensil pfiblizné o 2,3562 m3.

Priklad 25
Meéfenim poloméru podstavy R a vysky H valce se ziskaly nésledujici vysledky:

R=2,5m+0,1m;H =4,0m + 0,2 m.S jakou absolutni chybou A a relativni chybou
6 muze byt spocitan objem tohoto valce?

ReSeni
Postupujeme jako v piikladu 2: vzorec pro objem valce V = m- r? - v

uvazujeme tedy funkce o dvou proménnych V = f (7, v)

r=2,5m

v=40m
dr=+0,1m
dv=40.2m

Pro totalni diferencial plati AV = dV = V. dr + V, dv
V. (r,v) = m-2r-v=2nrv

V,(r,v)=m-r?-1=mnr?
Dosazenim ziskavame

V. (2,5; 4,0) =2m -2,5-4=20m
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V, (2,5; 4,0) = m2,5% = 6,251
Totélni diferencidl tedy je

AV =V, dr+ V,dv=20mr-0,14+6,251-0,2= 2n+1,25m = 3,25m =
=~ 10,21 m3

Abychom zjistili relativni chybu, musime znat skute¢ny objem vélce:

V=m-25%4= 78,54m3

Relativni chyba pak je
Yoa X2 2013 5139
v vV 7854

Absolutni chyba je asi 10,21 m3 a relativni chyba je 13 %.

Piiklad 26

Strany trojihelniku maji rozméry a = 200 m + 2m,b = 300 m + 5 m a uhel mezi nimi
jeroveny = 60° % 1°. S jakou absolutni chybou lze vypocitat délku treti strany
trojuhelnika c?

ReSeni

A c B

Obr. 10: Trojuhelnik se zadanymi velikostmi stran a thlu

Vyuzijeme kosinovou vétu pro stranu c: ¢2 = a? + b? — 2ab cosy

Tedy ¢ = /a2 + b2 — 2abcosy

49



a=200m

b =300m
T
y=60°=
da=2m
db=5m
dy =1°= —
V=27 180
i L (2a - 2bcos )
== * (2a —2bcosy
' Jaz+ b%z—2abcosy
p 1 1 (2 — 2 )
== : — 2acosy
b2 Ja%+ b2 —2abcosy
f=a ! (2absiny)
= = * (2absiny
o2 Jaz+ b2 —2abcosy
Po dosazeni hodnot dostavame:
, 1 T
fo==- -(2-200—2-300-cos§)=
\/2002 + 3002 —-2-200-300- cos%
_ 1 ! (400 — 300) = >0
2 /70000 V70000
, 1 1 T
fo= 5 -(2-300—2-200-cos§)=
\/2002 + 3002 —2-200-300 - Cos%
= ! ! (600 — 200) = 200
2 /70000 V70000
| 1 V3
f, == (2 -200-300- —| =
2 T 2
2002 + 3002 —2-200-300" Cos§
30 000 -3

1 1
= =+ ———-60000-V3 =
2 /70000 V70 000

Absolutni chyba (totalni diferencial) ma tvar:
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200 30000-V3 7

50
2+ -5+
\70 000 \70 000 V70000 180
100 1000 30000-V3 7

V70000 /70 000 \V/70000 180

AV = fyda+ f,db+ f,dy =

= 7,585m

Tteti stranu trojuhelnika lze vypocitat s absolutni chybou 7, 585 m.
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Z.avér

Bakalarska prace je zamétena na totalni diferencial. Ukazuje jak jeho geometricky
vyznam, tak i feSené piiklady s pouzitim totalniho diferenciélu.

Cilem bakalarské prace bylo ukazat geometricky vyznam a na piikladech ptiblizit
pouziti totalniho diferencialu.

Bakalaiska prace je rozd¢lena na Ctyfi kapitoly. Prvni kapitola se zabyva
parcialnimi derivacemi, které jsou nezbytné pro pochopeni dalsich kapitol: Z tohoto
divodu je této kapitole vénovana znacna pozornost.

Druha kapitola se zabyva totalnim diferencidlem. Totéalni diferenciél je zde
definovan a jsou zde obsazeny dulezité véty a podminky, které pro totalni diferencial plati.

Prvni i druhé kapitola je doplnéna vzorovymi feSenymi piiklady.
Tteti kapitola ukazuje geometricky vyznam totalniho diferencidlu

Ctvrta kapitola obsahuje nékolik ptikladii na pouZiti totalniho diferencialu. Jsou zde
obsazeny pfiklady na urceni ptiblizné hodnoty vyrazu .bez pouziti kalkulacky, pak
ptiklady na urc¢eni rovnic normal a rovin a nakonec ptiklady, se kterymi bychom se mohli
setkat v redlném Zivoté.

Vybrané ptiklady jsou vyobrazeny na grafech, které jsou tvofené v programu
Gnuplot. Tento program je volné€ dostupny z internetu a i z toho diivodu jsem se rozhodla
grafy vytvofit pravé v tomto programu.

52



Referen¢éni seznam

[1] Adams, R. 1991. Calculus: A complete course. Department of mathematics. Canada:
University of British Columbia, Addison — Wesley Publishers. 942 s. ISBN 0 — 201 —
50944 — X.

[2] Démidovic, B. P. 2003. Sbirka uloh a cviceni z matematické analyzy, Brno: Fragment.

461 s. ISBN 80 — 7200 — 587 — 1.

[3] Dosla, Z., Dosly, O. 2006. Diferencialni pocet funkci vice proménnych. 3. Vydani.
Brno: Masarykova univerzita. 144 s. ISBN 80 —210 —4159 - 5.

[4] Dosla, Z., Plch, R., Sojka, P. Diferencidlni pocet funkci vice proménnych s

programem Maple [online]. [cit. 2014 — 20 - 03]. Dostupné¢ z:
http://www.math.muni.cz/~plch/mapm/hlavni.pdf

[5] Jarnik, V. 1974. Diferencidlni pocet (I). 6. vydani. Praha: Academia. 392 s. BEZ ISBN.
[6] Jarnik, V. 1976. Diferencidlni pocet (II). 3. vydani. Praha: Academia. 671 s. BEZ ISBN

[7] Kreml, P., VI¢ek, J., Volny, P. Matematika II. [online]. [cit. 2014 — 30 - 03]. Dostupné
z: http://homen.vsb.cz/~kre40/esfmat2/

[8] Rektorys, K. a spol. 1963.Pfehled uzité matematiky, Praha: Statni nakladatelstvi
technické literatury. 1136 s. BEZ ISBN

[9] Ostravsky, J. 2009. Diferencialni pocet funkce vice proménnych, Nekonecné ¢iselné

fady. Zlin: Univerzita Tomase Bati ve Zling. 158 s. ISBN 978 — 80 — 7318 — 856 — 6.

53



Seznam obrazku

Obrézek 1. Graf funkce f (x,y) = 3x2 + 4y — 2xy a prvnich parcidlnich derivaci této

Obrazek 2.Graf funkce f (x,y) = a prvni parcialni derivace podle proménné x. 14

x2 +y2

Obréazek 3. Graf funkce f (x,y) = x - y? -arctg (%) a prvni parcidlni derivace podle

PTOMEBINE I oeeeniiieeiiieeeitie et ee et te et ee ettt e sttt e ssat e e e bt ee s bt eesaseeesabeeesabeeessseesanseeennseesnnseesnnseeans 15

Obrazek 4. Graf funkce f, prvni parcialni derivace podle proménné x, druha parcialni
derivace podle proménnych xx a smiSena parcialni derivace podle proménnych xy.......... 17

Obrazek 5. Graf funkce f, prvni parcialni derivace podle proménné y, druhd parcialni

derivace podle proménnych yy a smiSend parcialni derivace podle proménnych yx.......... 18
Obrazek 6. Funkce f (x,y) = x3 4+ y? ajeji diferencidl ........ococoooeeeccecucccccccnan, 25
Obrazek 7. Graf funkce 2 promeénnych ..o 32

Obrazek 8. Obrazek znazoriiuje plivodni obdélnik a obdélnik se zménénymi stranami ... 44

Obrazek 9. Na obrazku je ptivodni véalec a zmenSeny VAIEC ........ccccevviriinerienienienieneens 46

Obrazek 10. Trojuhelnik se zadanymi velikostmi stran a Ghlu..........ccccooceeiiiiinininennn. 49

54



Anotace

Jméno a prijmeni:

Petra Nemcova

Katedra:

Katedra matematiky

Vedouci prace:

Doc. RNDr. Jitka Laitochova, Csc.

Rok obhajoby:

2014

Nazev prace:

Geometricky vyznam totalniho diferencidlu

Nazev v angli¢tiné:

Geometric meaning of the total differential

Anotace prace:

Hlavnim cilem bakalarské prace je ukdzat geometricky
vyznam totalniho diferencidlu a jeho vyuziti v ptikladech.
Bakalaiska prace je doplnéna grafy programu Gnuplot.
Bakalaiska prace obsahuje kapitolu o parcidlnich derivacich,
jejichz znalost je nezbytna pro vypocet totalniho
diferencialu.

Klic¢ova slova:

Parcidlni derivace, totalni diferenciél, geometricky vyznam,
vyuziti totalniho diferencialu

Anotace v angli¢tiné:

The content of the bachelor’s thesis is to show the geometric
meaning of the total differential and to show its using in the
exercices. The bachelor’s thesis includes graphs which are
made in the programm Gnuplot. The bachelor’s thesis
includes a chapter about partial derivatives which are
necessary for calculation of the total differential.

Kli¢ova slova
v angli¢tiné:

Partial derivative, total differential, geometric meaning,
using of the total differential

Prilohy vazané v praci:

Rozsah prace:

54 stran

Jazyk prace:

Cesky jazyk




