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ABSTRAKT

Prace se vénuje bezsitovym metoddm, piedevsim SPH metodé. Vyhradné se prace
zabyva problémem konvergence v blizkosti hranice definicniho oboru tlohy a
jeho naslednym ftesenim v podobé pouziti tzv. fiktivnich castic jakozto okrajové
podminky. Dale je zde uvedeno vhodné nastaveni parametru pro shock tube 2D
ulohu, které bylo ziskano na zdkladé mnoha testu a softwarovych tuprav.

KLICOVA SLOVA

SPH metoda, konzistence, fiktivni castice, virtualni ¢astice

ABSTRACT

This thesis deals with meshfree methods, especially the SPH method. It is focused
on the question of convergence near the boundary of the problem domain and its
following solution in the form of using the so-called ghost particles as a boundary
condition. There is also presented a suitable setting of parameters for a shock tube
2D problem based on many tests and software modifications.
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UVOD

V dnesni dobé se k feSeni tloh vypocetni dynamiky tekutin pouzivaji predevsim
tradi¢ni numerické metody, jako napiiklad FDM, FVM a FEM. Spoletnym znakem
téchto metod je pouziti prislusné sité (mfizky) pii diskretizaci definiéniho oboru. I
pres velkou oblibu téchto metod existuji nékteré typy tloh, se kterymi se tyto me-
tody ,Spatné“ vyporadavaji. Jedna se zejména o typy uloh, kde dochézi k extrémni
deformaci modelovaného objektu a kde dochézi k pohybu hranice definicniho oboru.
Déle se jedna o tlohy s volnou hladinou. Problémy vznikajici pii feSeni téchto tloh
jsou spojeny s pouzitim mftizky, nebo sité.

Velmi pfirozenym zptisobem se tedy vyviji myslenka bezsitovych metod, které
byly poprvé pouzity v r. 1977 (Lucy L.B., Gingold R.A. & Monaghan J.J.). Jednalo
se konkrétné o metodu SPH aplikovanou na astrofyzikalni tlohy pii modelovani
pohybu hvézd a vesmirnych objekti.

Hlavni myslenka téchto metod spociva v modelovani definiéniho oboru pomoci
uzlovych bodu bez predepsané vazby. Samotna aproximace funkce se poté provadi
pomoci uzlovych bod v lokdlnich oblastech. Bezsitové metody jsou vsak vzhledem
ke své kratké existenci stale ve fazi vyzkumu a vyvoj novych pristupt je stale velmi
aktualni.

Prvni kapitola nds seznamuje s bezsitovymi metodami z obecného hlediska, tj. je
zavedena definice, zékladni procedura v porovnani s FEM a rozdéleni bezsitovych
metod vzhledem k tvorbé tvarovych funkci, které jsou také v této c¢asti zavedeny.

Ve druhé kapitole se vénujeme metodam lokalni integralni reprezentace. Do této
kategorie patii metoda SPH, které je vénovana podstatna cast kapitoly. Prace se
zabyva vlivem okrajovych podminek na konzistenci SPH aproximace, kterda mé
vliv na konvergenci metody. Déle je zde popsan zpusob diskretizace Navierovych-
Stokesovych rovnic popisujicich dynamiku tekutin. V zavéru kapitoly je pojednano
o ruznych numerickych aspektech souvisejicich s implementaci SPH metody.

Treti kapitola se zabyva fesenim konkrétni shock tube 2D tlohy. Hlavni duraz
je kladen na testovani ruznych parametru a modifikaci SPH zdrojového kédu tak,
aby se vysledky tlohy co nejvice priblizily pfesnému feseni. V této souvislosti byla
do kédu implementovana okrajovd podminka ve formé tzv. fiktivnich céstic, kterd

zlepsuje konzistenci SPH aproximace v blizkosti hranice.
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1 BEZSITOVE METODY (MFREE METODY)

V dalsim textu budeme bezsitové metody oznacovat jakozto MFree metody (z angl.
Meshfree). Nékdy se v literatufe muzeme setkat i s ozna¢enim Meshless metody.
Tato kapitola bude vénovana MFree metoddm v obecném slova smyslu. Uvedeme

definici, zakladni proceduru a rozdéleni téchto metod.

1.1 Uvod

Uvodem se sezndmime s hlavni myslenkou MFree metod.

1.1.1 Myslenka MFree metod

Metoda kone¢nych prvku, dale jen FEM, je vyvinuta pro statické i dynamické,
linearni i nelinearni ulohy pevnych téles, struktur a pro proudéni tekutin. Nicméné

zde existuje nékolik nasledujicich omezeni této metody.

e Vysoké naklady, zejména casové, pti tvorbé FEM sité, ktera je pii pouziti této
metody nezbytnd. U problému se slozitou geometrii je pii generovani sité casto
nutny lidsky zdsah za tcelem zvyseni kvality procesu sitovani.

e Pii manipulaci s velkymi deformacemi se vyraznym zpusobem ztréci presnost
této metody. Tento jev je zpusoben deformaci FEM prvku.

e Je velmi slozité simulovat nékteré fyzikalni jevy jako napt. siteni trhliny, fazové
premeény a rozbiti materialu na velké mnozstvi fragmentu.

e K zajisténi presnosti feseni je casto potiebnd adaptivni analyza. Je zde vsak
nutné presitovani, coz ptisobi znaéné komplikace. Jednou z nich je pozadované
zobrazeni proménnych mezi puvodni a nové vytvorenou siti v jednotlivych
fazich analyzy. Tento proces vede k dalsim vypoctum a tim ke zvySeni ¢asovych

naroku i ke snizeni pfesnosti feseni.

Spolecnym zakladem vyse uvedenych obtizi je pouziti prvku, a tedy sité, s pred-
definovanou konektivitou. Z tohoto divodu se velice ptrirozené vyviji myslenka MFree
metod, ve kterych je definiéni obor reprezentovan pouze mnozinou libovolné roz-
lozenych uzlovych bodu. Proto tyto metody maji velky potencidl pii feseni vyse
zminénych problému. Navic mohou byt snadno vyvijena adaptivni schémata, protoze
neni zapotiebi zadna a priori informace o vazbach mezi uzlovymi body. Toto ndm
béhem vypoctu poskytuje jistou miru flexibility v pridavani nebo odebirani uzlovych

bodu v potfebnych mistech definicnitho oboru, ktery budeme znacit symbolem (2.
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Muzeme tedy celkem volné pridavat uzlové body do oblasti koncentrace napéti (napf.
¢elo trhliny) bez obav o jejich vazbu s ostatnimi jiz existujicimi uzlovymi body.

S ohledem na snadnou implementaci adaptivnich algoritmu neni rozhodujici
pocatecni rozlozeni uzlovych bodu. V mnoha aplikacich je tedy zcela dostacujici
rovnomérné rozdéleni uzlovych bodu, coz muze byt provadéno vypocetni technikou

zcela automatickym zpusobem.

1.1.2 Definice MFree metody

Nyni uvedeme definici MFree metody dle (G.R.Liu, 2002, [8]).

Definice 1.1. Metoda, uzivana k vytvoreni systému algebraickych rovnic pro ce-
1y definiéni obor tlohy bez pouziti preddefinované sité pro diskretizaci definiéniho

oboru, je definovana jakozto MFree metoda.

Upfesnéme tuto definici zavedenim minimélniho a idedlniho pozadavku pro
MFree metody:

e Minimélni pozadavek: Preddefinovans sit neni pouzita pro aproximaci pro-

ménnych (napf. hustoty).

e Idedlni pozadavek: Neni zapotiebi Zddn4 sit béhem celého procesu formulace

a TeSeni problému daného libovolnou geometrii a popsaného systémem dife-

rencialnich rovnic v zavislosti na vSech typech okrajovych podminek.

1.2 Procedura MFree metody

V této casti si uvedeme zékladni kroky procedury feseni MFree metod a porovnani
s FEM.

1.2.1 Zakladni kroky
1: Reprezentace defini¢cniho oboru

U MFree metod se defini¢ni obor  a jeho hranice 02 modeluje a reprezentuje (ni-
koliv diskretizuje!) pomoci libovolné rozlozenych uzlovych bodu v defini¢nim oboru
a na jeho hranici (obr. I). Tyto uzlové body se ¢asto nazyvaji cédstice a ,ne-
sou“ hodnoty proménnych (Lagrangeuv popis). Hustota rozmisténi téchto uzlovych
bodu zavisi na pozadované presnosti a na dostupnych vypocetnich prostredcich. V
pripadé pouziti adaptivniho algoritmu neni dulezité pocatecni rozlozeni uzlovych
bodu. MFree metoda by méla byt schopna pracovat s libovolnym rozlozenim uz-

lovych bodu.
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uzlové body

Obr. 1.1: Reprezentace definicniho oboru pomoci uzlovych bodu

2: Aproximace funkce

Z duvodu neexistence sité proménnou funkci w v libovolném bodé x = (z,y, 2)
uvnitt nebo na hranici definicnitho oboru aproximujeme pomoci funkénich hodnot
v uzlovych bodech uvnitt malé lokalni oblasti (obr. [2) piislusné bodu x (v lit.

support domain), kterou budeme znacit symbolem Q. Tedy

lokalni oblasti

Obr. 1.2: Tvary lokalnich oblasti uzivané ke konstrukei tvarovych funkei (nejcastéji

kulovy)

u(x) = ¢i(x)u; = " (x)U,, (1.1)
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kde n je pocet uzlovych bodu obsazenych v lokalni oblasti €, u; je uzlovy parametr
proménné v i-tém uzlovém bodé Q, U, je vektor uzlovych parametru proménnych
v uzlovych bodech €y, ¢;(x) je tvarovd funkce (obr. [23) v i-tém uzlovém bodé (),

vypoctend pomoci uzlovych bodu obsazenych v €.

tvarove funkee

Obr. 1.3: Tvarové funkce

Poznamenejme, ze lokalni oblast bodu x urcuje pocet uzlovych bodu, které
jsou pouzity pii aproximaci/podpore (z angl. support) funkéni hodnoty v bodé x.
Tvar lokalni oblasti byvéa nejcastéji kruhovy pro 2-dimenziondlni tilohy a kulovy
pro 3-dimenziondlni tlohy. Mtuzeme se také setkat s jinymi tvary, napf. elipticky a
obdélnikovy pro 2D 1lohy, nebo elipsoidni a kvadrovy u 3D tloh.

Déle poznamenejme, ze koncept lokédlni oblasti pro urceni uzlovych bodu k apro-
ximaci funkéni hodnoty bodu x funguje dobte, pokud se hustota rozmisténi uzlo-
vych bodu v definicnim oboru tlohy nelisi ptilis vyrazné. V opacném piipadé, tj.
pri tzv. nevyvazeném rozlozeni uzlovych bodu, muze dojit ke vzniku ,Spatné“ tva-
rové funkce. Predstavme si extrémni situaci, kde jsou vSechny uzlové body uvnitt
Q situovany pouze na jedné strané od bodu x. Takto vytvorené tvarové funkce
mohou zpusobit vyraznou chybu feseni. Z tohoto duvodu se u tloh s vyrazné nerov-
nomérnym rozlozenim uzlovych bodu uziva tzv. koncept oblasti vlivu, tj. ke tvorbé
tvarové funkce prislusné bodu x uzijeme uzlové body x;, jejichz lokalni oblast (2

obsahuje bod x.

3: Sestaveni systému rovnic

Diskretizované rovnice mohou byt formulovany pomoci tvarovych funkei a klasické
nebo slabé formulace tlohy. Vzniklé rovnice jsou zpravidla zapisovany v maticové
formeé a zatazeny do globalnich matic pro cely definiéni obor tlohy.
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Pro statické tlohy jsou globdlni rovnice ve tvaru soustavy algebraickych rovnic.
U dynamickych problému se jedné o soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic.
4: Reseni globalnich rovnic

Forma teseni se lisi dle typu ulohy:

e Staticka uloha: Pro feSeni linearni algebraické soustavy rovnic mizeme vyuzit

standartni fesi¢ linedrnich algebraickych rovnic, napt. Gaussovu elimina¢ni
metodu. V pripadé nelinearni tlohy uzijeme vhodnou linearizaci, napi. New-
tonovu metodu.

e Dynamickd tloha: Soustavu obycejnych diferencialnich rovnic fesime nejcastéji

explicitni metodou (vhodné pro rychlé déje, napf. srazka, exploze atd.), nebo
implicitni metodou (vhodné pro relativné pomalé déje).

Poznamenejme, ze u uloh vypocetni dynamiky tekutin, dale jen C'FD tlohy
(z angl. Computional Fluid Dynamics), jsou diskretizované rovnice v zésadé

nelinearni.

1.2.2 Porovnani s FEM

Nasledujici schéma (obr. [4) ukazuje zdkladni proceduru MFree metod a jeji po-

rovnani s FEM. Za zminku stoji nasledujici body.

1. Metody se zacinaji lisit ve fazi generovani sité u FEM a generovani uzlovych
bodu u MFree metod.

2. U FEM jsou tvarové funkce konstruovany na prvcich triangulace pomoci pred-
definovanych referenc¢nich prvku, zatimco u MFree metod se tvarové funkce
konstruuji pro konkrétni uzlovy bod x pomoci uzlovych bodu z lokalni oblasti
Q.

3. Ve chvili, kdy je sestaven globalni diskretizovany systém rovnic, se obé metody

fidi stejnou procedurou.
Vidime tedy, ze mezi FEM a MFree metodami existuje mnoho spole¢nych rysu,

a proto je vhodné uvazovat o vyuziti nékterych ¢asti FEM, kterd je robustni a zcela

vyvinutd, do MFree metod, které jsou stale ve fazi vyvoje.

1.3 Tvarové funkce

Konstrukece tvarovych funkei zavedenych vztahem (1.1) je jednim z hlavnich témat

MFree metod. Uvedeme si nutnou podminku pro tvarové funkce a nékteré vhodné
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Tvorba geometrie

FEM /\ MFree

Generovan{ sité

Konstrukce tvarovych
funkci zalozena na
preddefinovanych

prvcich

Generovani uzlovych

bodu

Konstrukce tvarovych
funkci zalozena na
uzlovych bodech v
lokélnich oblastech

\/

Diskretizace systémovych rovnic

Reseni globélnich rovnic

l

Post-processing

Obr. 1.4: Ukéazka

pozadavky, které by mély ,, dobré* tvarové funkce splnovat.

Nutnou podminkou, kterou musi tvarova funkce spliovat, je tzv. podminka nor-

Z ¢i(x)

mality

L,

kde n je pocet uzlovych bodu obsazenych v ).

Splnénim nasledujicich pozadavki na tvarové funkce je zajisténa snadnd imple-

mentace a rozumna piesnost MFree metod.

libovolné rozlozeni uzlovych bodu
stabilita
konzistence

kompaktni nosic¢

A e

kompatibilita
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6. vlastnost Diracovy delta funkce
7. efektivnost

Jednotlivé vlastnosti si nyni ozfejmime.

add 1: Pozadavek libovolného (nejen rovnomérného) rozlozeni uzlovych bodu je
zésadni pii fedeni praktickych problémi. Casto je nutné v urcitych mistech

zvysit pocet uzlovych bodu k dosazeni pozadované presnosti.
add 2 : Stabilitou rozumime, ze numerické feseni bude ohranicené a bez oscilaci.

add 3 : Pozadavek konzistence je zasadni pro presnost a konvergenci feseni. Ro-
zumime tim schopnost aproximac¢niho schématu reprodukovat polynomy stu-
pné k (C* konzistence, viz dale v sekci Z223).

add 4 : Tvarova funkce piislusna uzlovému bodu x je nenulové jen v malé lokalni
oblasti Q.

add 5 : Kompatibilita tvarové funkce pfislusné bodu x vyjadiuje hladkost (spoji-
tost v hodnotach a pripadné i v derivacich) jejtho prodlouzeni nulou z €2 do

Q.

add 6 : Vlastnost Diracovy delta funkce vyjadiuje, ze tvarova funkce ptislusna uzlo-

vému bodu x je rovna jedné v uzlovém bodé x, jinak je rovna nule.

add 7: Pozadavek efektivnosti poskytuje prevenci pred prili§ ndkladnym konstru-
ovanim tvarovych funkei. Vyvoj efektivnich metod ke konstrukei tvarovych

funkci u MFree metod je stale ve fazi vyzkumu.

1.4 Rozdéleni MFree metod

Existuje nékolik cest, jak konstruovat tvarové funkce. Dle tohoto hlediska se MFree
metody déli do nésledujicich ti{ skupin (G.R.Liu a Y.T.Gu, 2005, [9]).

1. Metody lokalni integralni reprezentace
e Smoothed particle hydrodynamics metoda (SPH)
e Reproducing kernel particle metoda (RKPM)
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2. Metody rozvoje do konecné rady
e Moving least squares metoda (MLS)
e Point interpolation metoda (PIM)
e Finite point metoda (FPM)

3. Metody lokalni diferencidlni reprezentace
e General Finite difference metoda (GFDM)

Pro jednotlivé metody budeme v dalsim textu pouzivat oznaceni uvedené v

zavorce.

U metod lokdlni integrdlni reprezentace (obr. [H) je funkce reprezentovana svy-
mi hodnotami v lokalni oblasti pomoci vazené integralni operace. Konzistence je

zarucena vhodné zvolenou vahovou funkei. Do této kategorie patii ¢asto uzivana
SPH metoda [10] a jeji modifikace, tj. RKPM [I1].

\

cul@)>= [u(©)W(z — & h)de

'Y

\)

Obr. 1.5: Lokalni integralni reprezentace

Metody rozvoje do konecné fady (obr. 8) byly zcela vyvinuty pro FEM a nyni
nachéazeji vyuziti i u MFree metod, zalozenych na libovolné rozlozenych uzlovych
bodech bez vazeb. Konzistence je zajisténa tplnosti bazovych funkei, viz [4]. Do
této kategorie patii MLS metoda [6], kterd patii mezi nejcastéji uzivané pristupy.
Casté je i pouziti PIM metody, uzivajici radidlni bazovou funkci (RBF), tj. RPIM
metoda [I5]. Do této kategorie spadd i FPM metoda [I3], ktera k aproximaci vektoru
neznamych vyuzivd metodu nejmensich ¢tvercu s vahou (WLSQ - Weighted Least
SQuares).

Metody lokdlnd diferencidlni reprezentace (obr. IZ0) byly vyvinuty a pouzivany u
metody kone¢nych diferenci (FDM - Finite Difference Method). Konzistence vychézi
z teorie Taylorovych fad. Do této kategorie patii GFDM metoda [14] uzivajici ne-

pravidelnou miizku.
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Obr. 1.6: Rozvoj do konecné tady
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Obr. 1.7: Lokalni diferencialni reprezentace
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2 MFREE METODY VE VYPOCETNI DYNA-
MICE TEKUTIN

2.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

Pfi popisu dynamiky tekutin budeme uzivat tzv. Lagrangeuv pristup a s nim souvi-

sejici pojem Lagrangeuv kontrolni objem (obr. PZI). Tento piistup je charakteristicky

proudnice

.

Obr. 2.1: Lagrangeuv kontrolni objem

tim, ze hodnoty veli¢in (hustota, rychlost, energie atd.) jsou piimo spjaty s jedno-
tlivymi ¢asticemi. Tedy, jinak feceno, kazda céstice si s sebou nese svoji hustotu,
rychlost, energii atd. Rovnice popisujici dynamiku tekutin vychéazeji z nasledujicich

t¥{ zédkonu zachovani.

1. Zéakon zachovani hmoty
2. Zakon zachovani hybnosti

3. Zakon zachovani energie

Prvni zakon nam tika, ze casova zména hmotnosti, uzaviené uvniti Lagrangeova

kontrolniho objemu, je nulova. Tedy mame

D(ém)

=0 2.1

oy, (2.)
pricemz

dm = pdV, (2.2)

kde dm, p a 6V je hmotnost, hustota a objem Lagrangeova kontrolniho objemu a %

je tzv. materidlovd derivace (derivace podél trajektorie pohybujici se ¢astice), viz

[8]. Dosazenim rovnice (2.2) do (2.1) a derivaci souc¢inu obdrzime vztah

D 1 D(6V
Dp 1 DY)

bt T Psv e Y (2:3)
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Tuto rovnici muzeme piepsat do tvaru (viz [I0])

Dp
v = 2.4
o TPV V=0, (2.4)

kde V - v je divergence rychlosti, ktera je interpretovana jako mira ¢asové zmény

jednotkového objemu. Vztah (24) byva oznacovan jako rovnice kontinuity.

Zakon zachovani hybnosti, neboli 2. Newtonuv zakon, tvrdi, ze celkova sila
pusobici na Lagrangeuv kontrolni objem je rovna souc¢inu hmotnosti a zrychleni

tohoto kontrolniho objemu. Tedy plati
F = dma. (2.5)

Celkova sila se sklada z vnitinich (gravitaénich, magnetickych atd.) a vnéjsich (tla-
kovych, smykovych atd.) sil.

Pravou stranu rovnice (23), ve sméru osy x, muzeme piepsat nasledujicim zpu-
sobem
dv, dv, dv,

— 05 — pdrdydz 2" 2.
a ~ POV = pdwdydz—o (2.6)

kde dx, dy a dz jsou rozméry Lagrangeova kontrolniho objemu. Pfi rozepisovani levé

oma, = om

strany rovnice (23), ve sméru osy x, uvedeme pusobici sily jiz v upraveném tvaru.

Podrobnéjsi postup je uveden v pramenu [I0].

By = B — P anayae+ 27 anayds + 07 dudydz+ 07 dudydz 4+ B, (2.7)
ox Ox dy 0z

kde F? (F?) znaéi celkovou vnéjsi (vnitini) silu ve sméru osy x (z. angl. surface
force, body force), p vyjadiuje tlak a 7;; znaci napéti ve sméru j pusobici na rovinu
kolmou k ose 1.

Po dosazeni upravenych tvaru (28), (220) do x-ové slozky rovnice (E33) a vydéleni

vyrazem dxdydz obdrzime nasledujici vztah

Du, B @ OTsa n OTye n OT.n
P Dt ox ox dy 0z

+pFy, (2.8)

ktery byva oznacovan jakozto pohybovd rovnice ve sméru osy x. Obdobnym zpu-
sobem obdrzime pohybové rovnice ve sméru osy y a z. Uvazujeme-li Newtonskou
tekutinu, pak je tenzor napéti T ptimo umérny tenzoru rychlosti deformace, ktery
budeme oznacovat symbolem e. Materidlovou konstantou této tmery je dynamicka

viskozita p. Tedy méme

Tij = [€ij, (2.9)
kde 9 9 5
(%] V;
= 27 _Z(v. ) 21
€ij = + 9 S(V v)dij, (2.10)
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kde 4;; je Kroneckeruv symbol.

Zakon zachovani energie odpovida 1. zdkonu termodynamiky, ktery tvrdi, Ze
casova zmeéna vnitrni energie, kterou budeme znacit symbolem e, uvniti Lagrangeova
kontrolniho objemu je rovna souctu celkového tepelného toku timto kontrolnim obje-
mem a praci vykonané vnitinimi a vnéjsimi silami pusobicimi na kontrolni objem.
Jinak TecCeno, energie v izolované soustavé nemuze samovolné vznikat ani zanikat.
V pripadé zanedbani tepelného toku a vnitfnich sil se ¢asova zména vnitini ener-
gie uvnitt Lagrangeova kontrolniho objemu skldada z prace vykonané izotropickym

v/

viskoznimi silami. Tedy obdrzime tzv. rovnici energie v nasledujicim tvaru

%__ %+%+8vz N 8vm+ 8vx+ 8vx+
Poi = 7P\ ar oy = Oz TaeTgy T Ty T Ty,

v, v, v, v, v, v,

TGy TTwyy T, Ty Ty, T

(2.11)

Shrnut{:

Obdrzeli jsme tedy systém parcialnich diferencialnich rovnic v Lagrangeové tvaru
popisujicich dynamiku tekutin, které jsou znamé jakozto Navierovy-Stokesovy rov-
nice. Tyto rovnice si nyni uvedeme v komprimovaném tvaru, kde indexy «, 3, v
vyjadiuji souradnicové smeéry. V této praci budeme uzivat tzv. Einsteinovu sumacni
konvenci pouze v pripadé opakujicich se indexu «, 3, ,v. Mame tedy nasledujici

systém rovnic.

1. Rovnice kontinuity

Dp ove

—_— = 2.12

Dt P oxa ( )
2. Pohybové rovnice (v piipadé F° = 0)

Dv® 100

—_— = - 2.13

Dt p OxP (2.13)
3. Rovnice energie

De 0“8 Ov®

—_— = — 2.14

Dt p OxP (2.14)
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Ve vyse uvedenych rovnicich symbol ¢ znac¢i tenzor napéti, pricemz
o = —p§B 4 798 (2.15)

kde (uvazujeme Newtonskou kapalinu)

7 = pe*?, (2.16)
kde ovP ove 2 [ovT
or I OV 2 (@) 5o (2.17)
Tlak p se v pripadé stlacitelné tekutiny vypocte ze stavové rovnice
p=(A—1)pe, (2.18)

kde A je tzv. Poissonova konstanta. U nestlacitelnych tekutin se casto zavadi tzv.

uméld stlacitelnost (viz déle v sekci EZ23).

Vztahy (218),(218), (214) resp. (ZI8) byvaji oznacovany jako konstitucni vzta-
hy resp. stavovd rovnice. Uzitim téchto konstituénich vztahu je mozné pro konstantni
p prevést pohybové rovnice (Z13) a rovnici energie (214) do tvara

Dv* 1 dp 0P
Dt poxe  p OxB’

(2.19)

De POVY U a5 ap
R L gb 2.20
Dt p Ox° * 2p8 ° (2:20)

ve kterych je oddélena tlakova a viskézni slozka.

2.2 SPH metoda

Smoothed Particle Hydrodynamics, neboli SPH metoda, je zakladnim zastupcem
MFree metod a patii do kategorie metod lokalni integralni reprezentace. Pouziva
se k Teseni parcialnich diferencialnich rovnic aproximaci neznamych funkei a jejich
prostorovych derivaci, coz produkuje systém obyc¢ejnych diferencialnich rovnic, ktery

nejcastéji fesime explicitnimi metodami.

2.2.1 Formulace
Aproximace funkce

Formulace SPH metody vychézi z nésledujici integralni reprezentace. Uvazujme

funkei u(x) v libovolném bodé x € RY, kde N je znaci dimenzi prostoru. Pak
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) = [ ul@)ix— e 2.21)
RN
kde 6(x — &) je Diracova delta funkce.
Integrélni reprezentace funkce u(x), uvedend v rovnici (2221), je ptesnd, ale ne-
pouzitelnd pro numerické reseni.
Z tohoto duvodu se uziva nasledujici lokalni integralni reprezentace funkce, ktera
vznikne nahrazenim §(x — &) funkei W (x — &, h). Tedy

u(x) = [ u(©W (x - & e, (222)
Qx
kde W(x — &, h) je vdhovd funkce (vyhlazovact funkce, jadrovd funkce), pticemz h je
vyhlazovaci délka, kterd uréuje velikost lokaln{ oblasti 2, C RY takovym zptsobem,
ze Qx = { & | |x — €| < kh}, kde £ je vhodné zvolend konstanta.

Poznamenejme, ze vztah (2222) je aproximaci funkce u(x). Dale budeme uzivat
aproximacni operator znaceny symboly <> a tedy aproximaci (2222) pomoci ného
zapiseme do tvaru

<u(x)>= /U(S)W(x — &, h)dE, (2.23)
Qx
ktery byvéa konvencné oznacovan jako jdadrovd aprozimace funkce u(x).

K praktickému vypoctu je nutné aproximaci (2223) diskretizovat do tvaru nésle-

dujici sumace (pripominajici numerickou integraci na €)y)
<u(x)> =Y ul€)W(x - &, hAV;, (2.24)
j=1

kde n znaci pocet ¢dstic v lokdlni oblasti (2 a AVj reprezentuje objem castice §;

aproximovany vztahem
AV, = 4. (2.25)
Pj
kde m; znac{ hmotnost cdstice §; a p; je hustota céstice §;.
Substituci (ZZ29) do (E224) obdrzime vztah

n

<u(x)>= > ul€)W(x - &, h)%j, (2.26)

J=1

ktery byva ¢asto oznacovan jako cédsticovd aprorimace funkce u(x).

Poznamenejme, ze aproximace (228) odpovida aproximaci (1) zavedené pro

obecnou MFree metodu, kde funkce ¢;(x) ma tvar

¢;(x) = W(X—ﬁj,h)%. (2.27)

J
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Aproximace derivace funkce

P#i odvozeni aproximace prostorové derivace V - u(x) vyjdeme ze vztahu (2223), kde

vyraz u(x) nahradime vyrazem V - u(x). Tedy méme

<V ul)> = [ % ul€) Wi~ & e (2.28)

Ox

kde na integrand aplikujeme vzorec o derivaci soucinu a dostavame vztah

<V -u(x /vE W(x — &, h) dg/ )W (x — & h)dE.  (2.29)

Prvni integrél pravé strany rovnice (E229) prevedeme pomoci Greenovy véty na in-

tegral pres hranici 0€), t]

/Vg Wi(x — &, h)|d€ = / u(&)W(x — &, h) - ndoSy, (2.30)
0
kde n je jednotkovy vektor normaly k hranici 0€).
Za predpokladu, ze vahova funkce W je na hranici 02, nulova, muzeme integral
ptes hranici 0€)y, na pravé strané rovnice (2230), polozit roven nule. S vyuzitim

tohoto predpokladu a po dosazeni do rovnice (2229) dostavame vysledny vztah

<V -u(x)>= —/u(ﬁ) -ViW(x — &, h)d€ (2.31)

Qx
pro aproximaci prostorové derivace. Muzeme si rovnéz povSimnout, ze aproximace
prostorové derivace funkce u se urci pouze pomoci hodnot funkce u a derivaci vahové
funkce W nikoliv pomoci derivaci samotné funkce u. Je tedy vhodné volit vahové
funkce, u kterych snadno obdrzime jejich derivaci, napt. polynomické funkce, po

¢éastech polynomické funkce (splajny) atd.

Poznamka 2.1. Vahové funkce je mozné zapisovat ve tvaru
Wi(x —& h) =W(R,kh) = ag(kh) - Wr(R) = agq - Wk,

kde oy = ag(kh) je funkce vyhlazovaci vzdédlenosti kh, ktera je konstruovana tak,
aby byla splnéna podminka normality dand vztahem (2234), symbol R znaci relationd
vzdalenost bodu x od bodu &, tj.

k¢

d kh '

kde 7 je vzdalenost téchto dvou bodu a d = kh reprezentuje ,,velikost* lokalni oblasti

R:

Q. Je-li napt. €2 koule, pak xh je jeji polomeér.
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Pii diskretizaci vztahu (E231) budeme postupovat obdobnym zpusobem jako v

predeslé casti. Casticova aproximace prostorové derivace funkce u je tedy

n

<Voux)>= > ul€;)VW(x &, h)%, (2.32)
j=1 J
kde
VXW<X - Ej? h) = _VEW(X - 57 h)’ - %X — Ej WI/%(R)7 (233)

=g doTy

pricemz 7; = [x — &;].

Ze vztahu (E228), (2332) obdrzime numerické hodnoty funkce u a také hodnoty
jejich prostorovych derivaci pomoci tzv. ¢asticové aproximace. Tento typ aproximace
je charakteristicky tim, ze k aproximaci funkce u v bodé x vyuzivame pouze ¢astice
lezici uvnitt malé lokalni oblasti €y, pficemz body x mezi sebou nemaji zadnou
preddefinovanou vazbu, tj. netvoii sit. Toto je podstata SPH metody a také hlavni

rozdil v porovnani s tradicnimi numerickymi metodami.

2.2.2 Vahové funkce

Viahové funkce patii k nejdulezitéjsim tématum MFree metod. Nejenze urcuji sa-
blonu pro funkéni aproximaci, ale ur¢uji také stupen konzistence (viz dale v sekci
73) a tim i celkovou presnost aproximace. Navic konvergence lokélni integralni
reprezentace zavisi pouze na vlastnostech vahovych funkci W, které v této casti

uvedeme spolecné s piiklady nejcastéji pouzivanych vahovych funkei.

Vlastnosti

Mezi minimalni pozadavky pro konstrukci vahové funkce patii tzv. podminka nor-

mality
/W(x £ h)dE = 1. (2.34)
Qx
Dalsim minimalnim pozadavkem je podminka kompaktnosti
W(x—-€&h)=0 pro V& ¢ Q, (2.35)

kterd ndm zaruéi, ze aproximace <wu(x)> zavisi pouze na hodnotich funkce u v
uzlovych bodech uvniti lokalni oblasti €2.. Poslednim minimélnim pozadavkem je
vlastnost Delta funkce, tj.

lim IW(x — €, h) = 3(x — ). (2.36)
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Tato podminka slouzi vyhradné k explicitnimu sledovani, zda-li metoda konverguje.

Déle si uvedeme pozadavky, které maji spiSe fyzikdlni vyznam a zajistuji smy-

sluplnou interpretaci zkoumaného jevu. Jednd se predevsim o podminku pozitivity

W(x—&h)>0 pro V¢ € €, (2.37)

napft. hustota nemuze nabyvat zapornych hodnot. Déle se jedna o pozadavek, ktery
vyjadiuje, ze pusobeni ¢astice na jinou ¢astici klesd se vzrustajici vzddlenosti mezi

témito casticemi. Tedy vahova funkce W je ryze klesajici funkci, tj.
v£17€2 € QX; ‘X - 51‘ < ’X - €2| = W(X - €17 h) > W<X - 527 h)> (238>

kde |x — &| znaci Fuklidovskou vzddlenost bodu x od bodu &.

Dalsi pozadavky na vahovou funkci W, které si zde uvedeme, maji vést ke

zlepSeni aproximace. Jednd se predevsim o podminku symetrie, tj.
V€1 &y € O [x =&y =[x = & = W(x =&, h) =W(x =&, h). (2.39)

Posledni podminkou je pozadavek na dostatecnou hladkost vahové funkce. Obvykle

plati, ze hladsi vahova funkce vede k lepsim vysledkim.

Piiklady

Nyni uvedeme piiklady nejpouzivanéjsich vahovych funkei, které byly zkonstruovany
na zakladé vyse uvedenych vlastnosti. Poznamenejme, ze je velice obtizné sestrojit
vahovou funkei tak, aby splnovala vsechny vyse uvedené vlastnosti a zaroven meéla
dostatecné jednoduchy tvar k zajisténi efektivnosti celé metody.

Vahové funkce byly v ramci této prace prevedeny do tvaru pro obecny parametr
k. Volba tohoto parametru je velmi dulezita, protoze urcuje velikost lokalnich oblasti
a tim i pocet uzlovych bodu uréenych k aproximaci. Uvedeme si tedy doporucené

hodnoty k pro jednotlivé véhové funkce podle [§] a [I0].
Poznamka 2.2. V grafech vahovych funkei W bude vykresleno sudé rozsiteni
Wpg = WR(R) funkce Wi, tj.

Wr(R) =Wg(R) pro 0<R<I,
Wgr(R) = Wr(—R) pro —1<R<0.

V grafech jsou téz zobrazeny tvary prvni a druhé derivace funkce WR, tj. W;{, Wg,

které byly modifikovany tak, aby

max |Wp| = max [Wg| = 1.
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V dnesni dobé nejrozsitenéjsi vdhovou funkei je tzv. kubicky splajn (Monaghan
a Lattanzio, 1985), zndmy také jako B-splajn (obr. E2), dany vztahem

2
§—4R2—|—4R3 pro 0§R<%,
0 pro R>1,
kd 2 60 12 N =1,2,3.V literature [10] je d C 2
eqq = — ro N = . V literature e doporuceno Kk = 2.
47 wh’ Trnw2h?’ sk L o jedop
Wi
1t T
_Wé,
05F
WR ot
-0,5
_1,
a1 05 0 05 I
R

Obr. 2.2: B-splajn

Dalsi pouzivanou véhovou funkei je kvartickd funkce (G.R.Liu, 2002) znazornénd
na obr. Z23. Tvar této funkce je

29 19 5

SR+ —R*-ZR* pro 0<R<I,
W(R,h) =ag-{ 3 2 3 2 (2.41)
0 pro R >1,
2 60 315
kde ag = 5 T3 a5 PO N =1,2,3. Doporuceno x = 2, [I10].
K K K
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Obr. 2.3: kvarticka funkce

Pii porovnani téchto dvou vahovych funkei si muzeme povsSimnout nékolika

vyhod kvartické funkce oproti kubickému splajnu.

1. Kvarticka funkce ma mensi hodnotu druhého momentu Ms, coz obecné dava

presnéjsi vysledky, pficemz

My = / (x — €)W (x — £, h)dE.

Ox

ze kvarticka funkce ma hladsi druhou derivaci nez po ¢astech linearni druhé
derivace kubického splajnu.

3. Kvartickd funkce ma jednodussi tvar.

Jedinou nevyhodou kvartické funkce je nenulovost druhé derivace na hranici lokaln{
oblasti, viz obr. 3.

Dalsi moznosti je pouziti splajnu vyssich radu (kvarticky, kvinticky), které 1épe

RZ

aproximuji Gaussovu funkci e a jsou stabilnéjsi. Tedy kvinticky splajn (Morris,
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1996) na obr. 224 m4 tvar
(81

1 o
5(1_R)S_ﬁ@_BR)SJFE(l_gR)S pro 0<R <4,
g(1—R)5—i(2—3R)5 pro 1< R<?Z

W(R,h) =aq-{ 22 11 i v
81
ﬁ(l_R)B pro $<R<I,
\ 0 pro R>1,
(2.42)
33 2079 297

kde oy =

50rh 2397r2h2° 20mr3h8 PO N =1,2,3. Doporuceno x = 3, [I0].

Wh

1r WR,

— Wy
0,5
WR ok
-0,5t
_l -

-1 -0,5 0 0,5 1
R

Obr. 2.4: kvinticky splajn

Zastupcem tiidy Gaussovych funkef je nasledujici exponencidlni funkce (obr. 23)
dand vztahem
e~ (3R pro 0<R<1,
W(R,h) = ay - (2.43)
0 pro R>1,
3 9 27
VTR TR2h2 \/73K3h3
nejsou spojité na hranici 0§2 a tudiz nespliuji podminku hladkosti vahovych funkei.

7 tohoto duvodu je nutné volit k dostateéné velké tak, aby vahova funkce byla

kde ay = pro N = 1,2,3. Uvedme, Ze Gaussovy funkce

,skoro“ nulova na 0 a zaroven dostatecné malé, aby nedochézelo k nezadoucimu
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vyhlazovani. V literatuie [I0] se doporucuje volit k = 3 resp. v jiné knize [§] je

doporuéeno k = 3,3.

Wh
1r WR/ b

—— iy
0,5f i
W ol ]
_0'5 - .
_1 - .

-1 -0,5 0,5 1

O

Obr. 2.5: exponencialni funkce

K simulaci vysokorychlostnich narazu je vhodné pouzivat kvadratickou funkci

(Johnson, 1966) zndzornénou na obr. E4. Tato funkce je ddna vztahem

3 3 3

S _ZR+:ZR? pro 0<R<1,
W(R,h)=aq-{ 4 2 4 (2.44)

0 pro R>1,

2 8 10 -
—h, ThQ7 Th?’ pro N = 1, 27 3. Doporuéeno R = 2, [lU].
K TR TR

kde oy =

Vsechny vahové funkce jsou konstruovany tak, aby co nejlépe vystihovaly tvar
Gaussovy funkce, ktera je povazovana za tzv. ,zlatou“ volbu. Gaussova funkce vsak
konverguje velmi pomalu k nule, coz by mélo za néasledek velkou lokalni oblast €2,
a velky pocet aproximujicich ¢astic. Tento problém lze fesit vhodnym nastavenim
parametru s, viz (Z43). Pro nékteré tlohy je tedy mnohem vhodnéjsi pouzit vahové
funkce ve tvaru polynomu ¢ splajnt, zejména kubického splajnu (220) a kvartické
funkce (227).

2.2.3 Konzistence

Pod pojmem konvergence u MFree metod rozumime, stejné jako u FEM, Ze nume-

rické teSeni obdrzené MFree metodou se musi blizit k pfesnému feseni, pokud se
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Obr. 2.6: kvadraticka funkce

vzdélenost mezi uzlovymi body blizi k nule. K zajisténi konvergence u MFree metod
je zapotiebi, aby SPH aproximace spliovala jisty rad konzistence. Pojem konzistence
aproximace zce souvisi s reprodukei polynomu, pomoci niz si konzistenci zavedeme.

Pokud aproximace dokaze reprodukovat presné polynomy stupné k, tj.

< f(x)>= f(x), (2.45)

kde f(x) je polynom stupné k, pak fekneme, Ze aproximace je konzistentni radu k,

tj. C* konzistentni.

Konkrétné u metody SPH, kterd vychézi z lokalni integralni reprezentace (2223),
dostaneme podminku pro zaruéeni CY konzistence nasledujicim zpiisobem. Pozadu-
jeme, aby aproximace reprodukovala presné polynom 0-tého stupné tj. konstantni
funkei (&) = ¢, kde ¢ je konstanta. Dosazenim do (2223) obdrzime

<u(x)>= /CW(X — &, h)d€ = c, (2.46)

Ox

coz nam po vydeéleni konstantou ¢ dava vztah

/W(x — ¢ h)de =1, (2.47)
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ktery odpovidd podmince normality (P=34). Vidime tedy, ze SPH aproximace je
miniméalné C° konzistentni, protoze podminka normality pati{ mezi minimalni poza-
davky vahovych funkei W.

Nyn{ vySetifme, zda-li je SPH aproximace C! konzistentni. Pfedpoklddejme line-
arnf funkci u(€) = co+cl'€, kde ¢y je konstanta a ¢; je konstantn{ vektor. Substituci
do rovnice (Z223) obdrzime

<u(x)>= / (co+ &)W (x — &, h)dE. (2.48)
Qx
Pro zaruéeni C* konzistence musi platit
<u(x)>=co+clx. (2.49)
Porovnanim pravych stran rovnic (Z-48), (2249) dostavame

o+ dx= [ @+ W& nde (2.50)

Qx

coz ndm po nékolika tipravdch a uzit{ vztahu (2234) ddva podminku pro zaruceni C*

konzistence, tj.

/.’EW(X — &, h)d€ = x. (2.51)
Qx

Obdobnym zpusobem ziskdme podminky konzistence vyssich radu. Muzeme tedy

zavést nasledujici definici.

Definice 2.1. SPH aproximaci nazveme C* konzistentni pravé tehdy, kdyz vahové

funkce splnuji podminku

k. (2.52)

/SZW(X—E,h)dﬁle pro [ =0,1,...
Qx

K lepsimu porozuméni podminky (Z251), pro C' konzistenci, ndm dopomuze

nasledujici véta.

Véta 2.1. SPH aproximace je C! konzistentni pravé tehdy, kdyz je C° konzis-

tentni a zaroven prislusna vahova funkce W je sudou funkci.

Diikaz. ,="*: Piedpokldaddme platnost podminek pro C' konzistenci, tj. (EZ2),
(Z53). Tedy C° konzistence plyne ziejmé. Po vyndsobeni rovnice (241) vyrazem
x dostavame

/XW(X — &, h)dg = x. (2.53)

Qx
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Nyni ode¢teme rovnici (2251) od rovnice (2Z53) a mame

/ (x — &)W (x — & h)d€ = 0, (2.54)

Qx

kde dany integrél je tzv. proni moment vahové funkce W. Z rovnosti (Z354) plyne,
ze W musi byt suda funkce.

,<"“: Pfedpokladéme platnost podminky pro C° konzistenci (241) a platnost vztahu
(234), ktery zarucuje sudost vadhové funkce W. Obdobné jako v prvni ¢asti dukazu
vynéasobime rovnici (247) vyrazem x a obdrzime vztah (2233). Po odec¢teni rovnice
(Z54) od rovnice (Z53) ziejmé dostaneme vztah (Z1), ktery zarucuje C' konzis-

tenci SPH aproximace. O

Objasnili jsme si tedy duvod, pro¢ je vhodné volit vahové funkce W jakozto
sudé funkce. V pifpadé splnéni podminky pro C° konzistenci ndm ihned zaruci
C'! konzistenci SPH aproximace. Navic vidime, ze fad konzistence zdvisi pouze na

vlastnostech vahovych funkci.

2.2.4 Diskretizace Navierovych-Stokesovych rovnic

V této casti uvedeme zpusoby diskretizace Navierovych-Stokesovych rovnic zave-
denych v ¢dsti 2 pomoci ¢asticové aproximace funkce (2228) a ¢asticové aproximace
prostorové derivace funkce (2232).

Nejprve si zavedeme zjednoduseny zapis uvedenych aproximaci. Pro ¢asticovou

aproximaci funkce mame
— - m;
<wu> (= <u(x)>) =Y w;Wy—, (2.55)
=1 Pi
kde u; = u(§;) a vahova funkce

Wy = W(x; — &, h).

Casticovou aproximaci prostorové derivace budeme zapisovat nésledovné

8ui - an] m;
= w2 2.
<8x?> oxe (2:50)

kde
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Aproximace hustoty

Prvnim pristupem je tzv. sumacni metoda, kterd je odvozena primym aplikovanim

¢éasticové aproximace (2253) na hustotu, tj.
n
pi =Y m;Wi, (2.57)
j=1

kde p; znaci casticovou aproximaci hustoty i-tého uzlového bodu (i-té ¢astice) de-
finiéniho oboru 2, n je pocet castic v lokdlni oblasti i-té ¢astice (; = Qy, a m; znaci
hmotnost j-té castice.

Z rovnice (2357) je patrna podstata sumacni metody, tj. hustota ¢astice je aproxi-
movana pomoci vazeného prumeéru hustot ¢astic v lokalni oblasti této castice. Vyho-
dou tohoto ptistupu je, ze hmotnost je zachovana ptesné. Hlavni nevyhodou je vSak
tzv. ,edge® efekt, ktery zpusobuje nepresné vysledky v blizkosti hranice defini¢niho
oboru, coz lze tesit pomoci vhodné zvolené okrajové podminky (viz déle) a navic

tento efekt zpusobuje tzv. vyhlazovani na rozhranich latek s odlisnou hustotou.

Pf1i snaze odstranit negativni vlastnosti sumacni metody zacaly vznikat jeji mo-

difikace. Jednou z nich je normalizovand sumacni metoda danéd vztahem

o 2 =1 Wi
S (B) W

ktera zlepsuje presnost v blizkosti hranice defini¢nitho oboru a v blizkosti rozhrani

(2.58)

dvou latek, pokud je sumace brana pouze ptes c¢astice stejné latky.

Dalsim ptistupem je tzv. kontinuitni metoda, primo vychazejici z rovnice kontinu-
ity (2132). Existuje nékolik variant tohoto pristupu, z nichz nejpouzivanéjsi vznikne
aplikovanim vzorce o derivaci sou¢inu na pravou stranu rovnice (Z12), tj.

Pioxs ~ oOx¢ booxe )’

7

a pouzitim ¢dsticové aproximace (258) na kazdou prostorovou derivaci, tj.
n

8pix-o‘ apl - OW” m; an] m;
. i a - _ Y L o ; — 2.
< Ox? >+Vz <ax$> ]Z_;”]VJ oxt gy ].Z_;”J oxg gy O

Pravou stranu rovnice (259) muzeme upravit do tvaru
n
OW..
d v =V o2m (2.60)

7 oxy
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ze kterého jiz obdrzime vysledny vztah pro aproximaci ¢asové zmény hustoty

Dpl . - 8W2J
o7 = > v o ™ (2.61)

7j=1

kde v{; je relativni rychlost dand vztahem

Rovnice (E61) ukazuje, Ze ¢asovd zména hustoty ¢éstice je tzce spjata s rela-
tivnimi rychlostmi mezi touto ¢astici a ¢asticemi v jeji lokalni oblasti, pricemz gra-
dient vahové funkce urcuje prispévek téchto relativnich rychlosti. Vyhodou tohoto
pristupu je neexistence ,edge® efektu a také mensi vypocetni naroénost. Nicméné
hmotnost neni zachovana presné.

P1i simulovani obecného proudéni tekutin je pro aproximaci hustoty doporuco-
véna normalizovanad sumaé¢ni metoda (Z58) a pii simulacich jeva s velkou nespoji-

tosti (exploze, vysokorychlostni srazky) je preferovana kontinuitni metoda (E761).

Aproximace pohybovych rovnic

Pii odvozovani ¢dsticové aproximace pohybovych rovnic (Z13) se vychézi z upra-
vené rovnice (Z19) oddélujici tlakovou a viskézni slozku. Postup je obdobny jako u
kontinuitni metody a ruzné transformace mohou vést k ruznym aproximacim. Casto

pouzivané jsou nasledujici dvé varianty (G.R.Liu a M.B.Liu, 2003, [10])

Dy s Wy i€+ et oW
Vi _Zp TP OWij, . _I_Z“ Hi€ BJ’ (2.62)
Dt = pir; Ox} = e Ox
Dv¥ pj oW el :ujg?ﬁ oW
i L 2.63
Dt Z 8xm+;( P pﬁ)axf’ (2.63)
kde
- oW my; - oW, m; 2 — oW, m;
af __ B w1 a tg 1y ol v Y af
g, = V'i—a__'_ Vi—a— | 3 Vi 0. (264)
;]axi Pj ;]Gx’f Pj (3;]5&7 Pj)
Aproxuna(n # obdrzime obdobnym zpusobem.

Poznamenejme, ze Navierovy-Stokesovy rovnice jsou parcidlni diferencidlni rov-
nice druhého rddu (PDR2), obsahujici druhé derivace rychlosti podle prostorovych
proménnych. Pti diskretizaci si ovSem vystacime pouze s aproximaci prvni prosto-

rové derivace, kterou nejdifve vyuzijeme k uréeni e’ a poté k vypoctu Dv®/ Dt.
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Aproximace energie

Pii uvadéni ¢édsticové aproximace rovnice energie (2Z14) budeme opét vychézet z

N

nésledujici dvé varianty (G.R.Liu a M.B.Liu, 2003, [1(])

De; 1pi o W i ab o
& _1gp +ng§ R (2.65)
Dt 244 pipy 7 Ox; 2pi
Dei 1 - Pi Dj aWz Hi B _oB
- - (= + —j)vf‘- ajm- + —¢€,7¢;". (2.66)
Dt 2 ; pio Py oxy T 2p,

Ukazali jsme si mozné zpusoby aproximace Navierovych-Stokesovych rovnic a
poznamenejme, ze v piipadé zanedbani viskézniho ¢lene v rovnicich (E62), (263) a
(Z63), (268), obdrzime Eulerovy rovnice.

2.2.5 Numerické aspekty

V této casti si uvedeme casto pouzivané techniky slouzici predevsim ke zvyseni

stability a presnosti feseni.

Proménliva vyhlazovaci délka

Ptipomenme, ze vyhlazovaci délka h urcuje velikost lokalni oblasti kh, a tim i pocet
castic pouzitych pii aproximaci. Mala hodnota h zapti¢ini nizkou presnost. Na-
opak, pokud je hodnota h ptilis velkd, dochézi k vyhlazovani lokalnich vlastnosti,
coz rovnéz negativné ovliviiuje presnost feSeni a navic se zvysSuje casova naro¢nost
metody. Obvykle volime h tak, aby lokalni oblast obsahovala zhruba 5,21, 57 castic
pro dimenzi N = 1,2,3 v tomto potradi. Existuje nékolik ptistupu pro vypocet
vyhlazovaci délky tak, aby pocet ¢astic v lokalni oblasti byl po celou dobu feseni
zhruba konstantni. Poznamenejme, ze h = h(t).

Prvni variantou je vypocet h podle vztahu
%
h = ho <@) : (2.67)
P

kde ho = h(0) a py = p(0).
Vétsi oblibu mé vztah (Benz, 1989)

dh 1 hdp
_ _thap 2.68
it Npadt’ (2.68)

ktery muze byt aproximovan pomoci Casticové aproximace a vyhodnocovan para-

lelné s ostatnimi diferencidlnimi rovnicemi.
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Symetrizace vyhlazovacich délek

Symetrizace vyhlazovacich délek h ma za 1ikol zajistit platnost 3. Newtonova zakonu.

Tedy, pokud céstice ¢ pusobi na ¢astici j silou F;;, pak castice j ptsobi na ¢éstici

i silou Fj; tak, ze F;; = —F;; a |[F;;| = |Fi;|. Nejcastéji se pouziva nasledujic
symetrizace
hi + b
hij = 5 = (2.69)

kde h;, h; jsou vyhlazovaci délky piislusné ¢asticim ¢, j.

Tento piistup se vyuziva pii vyhledavani sousednich ¢astic (viz déle) a nasledné
pii vycisleni vdhové funkce W a jeji prostorové derivace tak, ze pouzijeme h;; misto
h.

Poznamenejme, ze vztah (E69) odpovidd aritmetickému prumeéru jednotlivych
vyhlazovacich délek. Daéle lze pouzit geometricky prumér a maximélni, nebo mi-

nimalni hodnotu z jednotlivych vyhlazovacich délek.

Uméla viskozita

Pti snaze simulovat rdzové viny je potieba zabranit nefyzikdlnim oscilacim v nume-
rickém teSeni, tzv. numerickym oscilacim. V1iv téchto oscilaci ¢asto znehodnoti celou
simulaci. Prvni z moznosti, jak tento problém tesit, je dostatecné zmenseni casového
kroku, coz podstatné zvysi ¢asovou narocnost vypoctu. Dale se k odstranéni nu-
merickych oscilaci pouziva tzv. uméld viskozita, kterd mé za kol rozsitit rdazovou
vlnu a regulovat timto numerickou nestabilitu zpusobenou nespojitosti. Nejcastéji se
ktery mimo jiné brani i nefyzikalnimu

pouzivd Monaghanuv typ umélé viskozity I1;;,

pruniku dvou pfiblizujicich se ¢astic (Monaghan, 1989). Méme

(Bubi; — ancij)bi;

— pro Vi - X5 <0,
0 pro Vi - X5 > 0,
kde
hijvij * Xij _ 1 _ 1
0i; = Pz i Sleite), piy = 5(pi+py),

pficemz x;; = X; — X, V;; = V; —V;j. a1, B jsou konstanty (obvykle aqp = i = 1),
n = 0,1h;; je faktor brénici singularité v piipadé |x;;|* — 0 a ¢ je rychlost zvuku.

Umeéla viskozita se obvykle ptidava do tlakového c¢lene Navierovych-Stokesovych
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rovuic (268), (Z63) nasledovné

n af B
p’ 8VVZJ Hi&; i€ 8VVZJ
=" i) 5 ams + + ,en
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Del p aaWi' Hi _aB _aB

Umeéla stlacitelnost

Uvazujeme-li stlacitelnou tekutinu, pak se tlak vypocte ze stavové rovnice pro idealni

plyn
p=(A—1)pe, (2.73)

kde konstanta A = Z—‘v’, pficemz c, resp. ¢, je meérnd tepelnd kapacita za konstantniho
tlaku resp. objemu. Pro vzduch klademe A = 1.4.

U nestlacitelnych tekutin ovSem nastava problém, jak urcit tlakovy ¢len z pohy-
bovych rovnic. Jednou z moznosti je predpoklad konstantni hustoty, coz neni prilis
vhodné. Mnohem efektivnéjsi postup je zavedeni tzv. umeélé stlacitelnosti, vychazejici
z predpokladu, ze kazda teoreticky nestlacitelna kapalina je prakticky ,témér stla-

¢itelna. Pri modelovani nestlacitelného proudéni se casto pouziva nasledujici vztah

p=3p, (2.74)

kde ¢ je rychlost zvuku.

Specialné u tloh s volnou hladinou je tlak vyjadien ze stavové rovnice vody

(Monaghan, 1994, [12])
_ P\’ _
p—B((W) Q, (2.75)

kde B je parametr (obvykle B = pg), po je referencéni hustota a A je konstanta

(vétsinou A = 7).

Okrajové podminky

Okrajové podminky jsou obecné v SPH metodé velky problém. Resfme otézku, jak
vhodné definovat okrajovou podminku, aby ¢astice ,neunikly“ z defini¢cniho oboru

ulohy. Déle se budeme zabyvat konzistenci v blizkosti hranice.

Prvnim piistupem je pouziti tzv. virtudlnich édstic (obr. 20).
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virtudlni castice
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Obr. 2.7: Virtudlni ¢éstice

Tyto ¢astice jsou situovany na hranici definicniho oboru a pusobi odpudivou silou

F" (z angl. repulsive force) na ¢éstice v blizkosti hranice. Mdme

P1 p2 .
() ) To oo ()=t
|51 x5 x5 %51

F/. = (2.76)

kde rg je vzdalenost urcujici oblast pusobnosti virtualnich castic. Tedy castice, které
maji od virtudlnich ¢éstic vzdalenost mensi nez ry, jsou odpuzovany. Pokud je hod-
nota ry prilis velka, ¢astice jsou odpuzovany jiz v pocatecnim rozestaveni a vzniklé
viny, postupujici od hranice, mohou znehodnotit celou simulaci. Naopak pokud je
hodnota rq prilis§ mald, muze dojit k iniku ¢éastic z definicniho oboru. D, py, ps jsou
vhodné zvolené parametry, které vyrazné ovliviiuji pusobeni hrani¢nich ¢édstic na
¢astice uvniti definiéniho oboru.

Vidime tedy, ze pouziti virtualnich c¢éastic je jakousi alchymii v nastavovéani
velkého mnozstvi parametru, které podstatné ovliviuji feseni. Navic tento pristup
porusuje podminku pro C! konzistenci aproximace v blizkosti hranice, coz je zptiso-
beno useknutim nosice vahové funkce na hranici definicniho oboru, kterd poté neni

sudou funkci, viz obr. 8.

Obr. 2.8: Priklad 1D tlohy, ¢éstice j lezi v blizkosti hranice
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Mnohem lepsi variantou je pouziti tzv. fiktivnich édstic, viz obr. 29, (v lit.

ghost particles). Na rozdil od virtudlnich ¢éstic, tento piistup vytvari dynamickou

fiktivni ¢astice

l Vi

|
M Vi
0N
o o o o o o o
A ALY U Y
|
o o o o
VT
o o o o o o o

Obr. 2.9: Fiktivni ¢astice

sténu, ktera je konstruovana v kazdém casovém kroku na zdkladé polohy a vlast-
nosti ,vnitinich® ¢astic v blizkosti hranice. Fiktivni cédstice se vytvaii symetricky
(vzhledem k hranici, neboli pevné sténe) k casticim v blizkosti hranice. Vlastnosti
fiktivnich ¢dstic zavisi na pozadovanych vlastnostech hranice, napf. nekluzka/kluzka
sténa (no-slip/free-slip condition) atd. Predpoklddejme rychlost castice v blizkosti
hranice v = (v7 v")7, kde v™,v" je tangencidlni a norméalov4 slozka rychlosti ¢dstice

vzhledem k pevné sténé. Pak v ptipadé pevné kluzké stény mame

v (2.77)
" (2.78)

v

Il
S

=y

()

I
|
<

kde vy = (v} v})" je rychlost fiktivni ¢astice piislusné k edstici v blizkosti hranice,
viz obr. ZZ9.

Pouzit{ fiktivnich ¢dstic zarucéuje C* konzistenci aproximace z dtivodu, Ze vnitin{
¢astice v blizkosti hranice jsou podporovany i fiktivnimi ¢asticemi v jejich lokalni

oblasti. Navic tento ptistup ve své formulaci neobsahuje zadné ,,podivné“ parametry.

Integrace v case

Pripomenme, ze diskretizaci Navierovych-Stokesovych rovnic vznikne soustava oby-
¢ejnych diferencidlnich rovnic 1. fddu (SODRI1). K feseni této SODRI se pouzivaji
predevsim explicitni metody, napt. Leap-Frog metoda (LF) a Rungeovy-Kuttovy
metody (RK). LF je metoda 2. fddu a prava strana se v kazdém casovém kroku

vyhodnocuje pouze jednou, coz je vyhoda z hlediska ¢asovych naroku. Konstantni
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nastaveni ¢asového kroku muze v nékterych tlohéch zpusobovat nestabilitu a proto
se také pouzivda RK s adaptivnim casovym krokem, ktery je volen tak, aby byla

splnéna CFL podminka (Courant-Friedrichs-Levy condition).

Vyhledavani sousednich ¢astic

Proces vyhledavéani sousednich ¢éastic (zkr. NNPS, z angl. nearest neighboring par-
ticle searching), které patii do lokalni oblasti uvazované ¢astice, je obecné velice
¢asoveé narocny. Musi se provadét v kazdém casovém kroku vypoctu z duvodu neexi-
stence vazby mezi jednotlivymi édsticemi (uzlovymi body).

Pii samotném vyhledavani sousednich ¢astic se vyuziva symetrizace vyhlazo-

vacich délek h;;. Rekneme, 7e Gastice j je sousedni s ¢astici i pravé tehdy, kdyz
Ty < /‘ihij, (279)

kde 7;; = |x;;| = |x; — x| je vzdélenost ¢éstic, tj. ¢astice navzdjem lezi ve svych

y,prumeérnych® lokédlnich oblastech.

Prvnim pristupem je all-pair metoda. Jedna se o implementacné nejjednodussi
metodu, kterd ke kazdé castici ¢ definiéniho oboru vypocte vSechny vzdalenosti r;;
pro j = 1,...,n, kde n je celkovy pocet ¢astic definicnitho oboru. Sousedni céstice
uréime dle vztahu (2229). Slozitost tohoto algoritmu je O(n?) a proto je pouZitelny

pouze pro tlohy s malym poctem castic.

Dalsi moznosti je linked-list metoda. Hlavni myslenka tohoto piistupu je na-
sledujici. Rozdélime definiéni obor na ¢tvercové (2D) resp. krychlové (3D) podob-
lasti vytvarejici pravidelnou miizku. Délka strany podoblasti je volena jako veli-
kost lokalni oblasti (prumérnd). Vysledné vyhleddvani sousednich ¢astic ¢astice i se
provadi pouze v podoblasti, kde dana castice lezi a v podoblastech, které s touto
podoblasti sousedi. Tedy vyhledavani je provadéno pouze pres 3,9, 27 podoblasti pro
N =1,2,3 v tomto poradi, kde N je dimenze prostoru. Slozitost tohoto algoritmu

je tddu O(n) a je efektivni pro tlohy s konstantni vyhlazovaci délkou.

Pro problémy s proménlivou vyhlazovaci délkou se pouziva tree metoda. Zakla-
dem tohoto ptistupu je vytvofeni stromové struktury nad definicnim oborem tlohy;,
ktery rozdélime na kvadranty a pokud néktery z nich obsahuje vice nez jednu ¢astici,
opét jej rozdélime na kvadranty. Cely postup opakujeme a ukoncime jej v ptipadeé,
kdy listy stromu obsahuji maximélné jednu ¢astici. Samotné vyhledavani sousednich
castic castice ¢ spociva v prohledavani jednotlivych vétvi stromu, které maji ne-

prazdny prunik s étvercem (2D) resp. krychli (3D) se stfedem v poloze Castice i a
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stranou délky 2kh = 2d, kde d je velikost lokalni oblasti ¢éstice i. Slozitost této
metody je fadu O(nlogn). Ukédzalo se, ze tree metoda je velice efektivni v tlohach

s velkym poctem castic a proménlivou vyhlazovaci délkou.

2.3 RKPM

Reproducing kernel particle metoda patii do kategorie lokalnich integralnich metod
a je modifikaci SPH metody zavedené v casti Z22. Tato metoda zavadi do SPH
formulace korekéni funkei zajistujici C* konzistenci aproximace, zejména vylepsuje
presnost SPH metody v blizkosti hranice. Lokalni integralni reprezentace funkce
u(x) mé tvar

<u(x)>= /u(ﬁ)C(x, EW(x — & h)dE, (2.80)

Q

kde C'(x, &) je korekénd funkce. V piipadé N = 1 méa korekéni funkcee nésledujici tvar

C(Xv é) = Cl(X) + CQ(X)(€ - X)v (281)
kde ¢;(x), co(x) jsou koeficienty, které byly zkonstruovény tak, aby byla zarucena
C" konzistence. Lze odvodit (W. K. Liu, 1995, [I1]), Ze

o mg(x)
) = I max) — ) (2:82)
ea(x) = m(x) , (2.83)

- mo(x)ma(x) — mi(x)
kde mg, m1, ms jsou momenty vahové funkce W, pricemz k-ty moment vahové funkce

W je definovan predpisem

my(x) = /EkW(x — &)d¢. (2.84)

Po diskretizaci lokélni integralni reprezentace (280) obdrzime ¢asticovou apro-
ximaci funkece u(x) ve tvaru

n

<u(x)>= Y u(€,)0(x, &)W (x &, h)%. (2.85)

j=1 J

Poznamenejme, ze aproximace (2283) odpovida aproximaci () zavedené pro

obecnou MFree metodu, kde funkce ¢;(x) ma tvar

6;(x) = C(x, &)W (x — €, h)f—j. (2.86)
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3 SHOCK TUBE 2D ULOHA

V této casti si ukdzeme vysledky tzv. shock tube dlohy ve 2D obdrzené pomoci
programu zalozeném na metodé SPH zavedené v sekci Z2. Jedna se o srovnavaci
numerickou ulohu, tzv. benchmark, ktery slouzi k ukazce schopnosti numerické me-
tody vyporadat se s nespojitosti. Navic zname presné feseni této tlohy v 1D a tudiz
jej vyuzijeme pii porovnani s obdrzenymi vysledky 2D ulohy.

Program slouzici k vypocetni ¢asti byl napsan v programovacim jazyku Fortran
(Intel(R) Visual Fortran Compiler Professional 11.1.067) ve vyvojovém prostiedi
MS Visual Studio 2008 pro .NET Framework verze 3.5. Jako podklad byl vyuzit
SPH zdrojovy kéd z knihy [10]. Post-processing, tj. vykreslovani grafu jednotlivych

proménnych, byl realizovan pomoci software matlab verze 7.11.0 (R2010Db).

3.1 Popis ulohy

Shock tube 2D tlohou rozumime zkoumani jevu, ktery nastane v nddobé po od-
stranéni tzv. ,pomyslné“ prepazky oddélujici dvé ruzné (hustota, tlak a energie)

tekutiny, viz obr. Bl Na pocatku je tekutina v obou ¢astech nddoby v rovnovazném

prepazka

e 6 6 6 06 ¢ O O OVO O O 0O O 0O O O O
® ¢ 6 ¢ @ 6 @ ®6 ®§ O O OO OO O OO
e 6 6 6 06 0 0 O .:O O O 0O 0O 0O O O Oo
e 6 6 6 06 0 0 O .:O O O 0O 0O 0O O O O
e 6 6 6 6 0 0 O .:O O O 0O OO0 O OO
e 6 6 6 ¢ 0 0 O .:O O O 0O OO0 O OO

Obr. 3.1: shock tube 2D uloha

stavu s konstantni hustotou, tlakem a energii. Po odstranéni prepazky budeme sle-
dovat siteni rdzové viny (shock wave), viny zredéni (rarefaction wafe) a kontakini

nespogitosti (contact discontinuity).
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3.2 Zadani dlohy
Pocatecni podminky byly prevzaty z (L. Hernquist, 1989, [5]) pro 1D tlohu, tj.

pr =1, pr =1, vy, = 0, pro z < 0;
pr = 0.25, pr = 0.1795, v =0, pro x > 0.

Predpokladdme, ze obé tekutiny spliuji vlastnosti idedlniho plynu, tzn. pocateéni
hodnotu vnitini energie e vypocteme ze stavové rovnice (ZI8) pro v = 1,4. Mdme
tedy

€ = 25,
ER = 1.795.

V simulaci bylo pouzito 3200 ¢éstic, konkrétné 320 v ose = a 10 v ose y. Rozmeéry
definiéniho oboru (nddoby) jsou x; = 0,8 a y; = 0,025. Rozestupy mezi jednotlivymi
¢asticemi jsou konstantni, tj. do = dy = 2,5 - 1073, Stied nadoby je umistén v
pocatku soustavy soutadnic, tj. x = 0, y = 0. Rozmisténi castic je patrné z obr. B2,
ktery je vzhledem k velkému poctu ¢astic pouze ilustrativni (zde 18 v ose z a 6 v

ose y).

- xl »
| |
B ® ¢ 6 6 6 ®6 ®# ®§ ®# O O OO OO O OO
® ¢ 6 6 6 ®6 ®# ®§d ®# O O OO OO O OO
® ¢ 6 6 6 ® ®¢ ®§ ®§ O OO O OO O OO _
Y ® ¢ 6 6 ¢ 6 ®¢ ®§ ®§ O O O OO O O O O VI
® ¢ 6 6 6 @6 ®# ®§d ®# O O OO OO O OO
® ¢ ¢ ¢ ¢ ® ®¢ ®§6 ®§ O OO O OO O OO
- T T T
[ | | \
do dx a0

Obr. 3.2: Pocateéni rozmisténi ¢astic

Okrajova podminka je nastavena jakozto pevna kluzka sténa, tj. v,, = 0. Koncovy
¢as simulace byl nastaven na hodnotu ¢t = 0,2 s.
Vzhledem k predpokladu, ze tekutiny jsou idedlni plyny, vystacime pii feSeni

tlohy s Eulerovymi rovnicemi, tj. rovnicemi (Z12), (Z19) a (2=20) bez viskdzni

slozky:.
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3.3 Nastaveni parametru

Shock tube tloha je obecné velmi rychly déj, tudiz 1ze usuzovat na velkou citlivost
vzhledem k volbé parametri, coz se prokazalo i testovanim. K dosazeni ,,spravného*
nastaveni téchto parametru, které zajisti dostatecné priblizeni k presnému teseni, je
obvykle zapotiebi mnoho usili.

Nyni si uvedeme volbu parametru pro shock tube 2D tlohu, kterou se podafilo

ziskat na zakladé mnoha testu.

Véhova funkce: Vlastnosti a ptiklady téchto funkei jsme si zavedli v ¢asti 2224, Pro

shock tube ulohu byla zvolena exponencidlni vdhova funkce (Z43). I pres velkou
nevyhodu ve formé globalni nespojitosti (nenulovost na hranici lokalnich oblasti)
spliiuje exponencialni funkce podminku hladkosti vSech fadu uvnitt lokalni oblasti
(spojitost vSech derivaci), kterd je pro tento typ tlohy prioritni. Pfipomenme, Ze
hladsi vahova funkce zajistuje vétsi stabilitu feseni. Pfi testovani dalsich vdhovych
funkei, tj. kubicky splajn (220) a kvinticky splajn (222), dochézelo ke znacénym

oscilacim v feSeni.

Zména vyhlazovaci délky: Testovali jsme obé varianty pro zménu vyhlazovaci délky

zavedené v sekci ZZ4. Prvni varianta dand vztahem (EZ64) byla pro ucely testovani
tohoto parametru doprogramovana do SPH kédu. K simulaci jsme nicméné vy-
brali druhou variantu danou vztahem (E68), protoze na zdkladé testovéni byla
prokazana vétsi presnost. Moznost ponechat vyhlazovaci délku beze zmény jsme

zamitli. Duvodem je zna¢na zména hustoty béhem simulace.

Vyhledavani sousednich c¢astic: Z duvodu popsanych v ¢asti 2223, tj. velké mnozstvi

castic a proménliva vyhlazovaci délka, byla k vyhledavani sousednich ¢astic pouzita

tree metoda.

Vypocet hustoty: Vzhledem k vlastnostem jednotlivych ptistupt popsanych v sekci

224 byla k vypoctu hustoty zvolena kontinuitni metoda (251). Pfi pouziti sumaéni
metody dochézelo k nezddoucimu vyhlazovani nespojitosti (,edge” efekt), coz jsme

ocekavali vzhledem k principu této metody.

Uméla viskozgita: K odstranéni oscilaci, které vznikaly v mistech nespojitosti, byla

pouzita umeéla viskozita zavedena v casti 2223,

Casovy krok: Z charakteru tlohy je patrné, Ze se jednd o velice rychly déj a tudiz je

k zajisténi stability nutny dostatec¢né maly ¢asovy krok. Po testech byl ¢asovy krok
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nastaven na hodnotu dt = 0,0005 a k dosazeni koncového casu simulace t = 0,2 bylo
tedy zapotiebi 400 kroku.

Okrajové podminky: V sekci 2223 jsme si ukézali, ze SPH metoda ve spojeni s

virtudlnimi ¢ésticemi nesplituje podminku C* konzistence v blizkosti hranice de-
finicniho oboru, coz je zpusobeno useknutim nosice prislusnych vahovych funkei,
které poté nejsou sudymi funkcemi, viz obr. ZR. Tento problém odstranuje prave
pouziti fiktivnich ¢astic, které se nachazeji za hranici definiéniho oboru a tim zarucuji
C'! konzistenci i v blizkosti hranice.

Nyni si zde uvedeme implementa¢éni obtize a zpusob jejich feSeni pii pouziti

téchto okrajovych podminek.

e Virtudlni castice: Zde jsme fesili problém, jak nastavit odpudivou silu do-

statecné velkou, aby ¢astice ,neunikly“ z definiéniho oboru a dostatecné ma-
lou, aby pusobeni virtuadlnich ¢astic neznehodnotilo feseni. Jedna se tedy o
jakysi kompromis, ktery se pro klasické rozestaveni téchto ¢astic (na hranici
defini¢ntho oboru) nepodarilo nalézt. Tento problém se podatilo vyfesit tak,
ze obdélnik tvoreny virtudlnimi ¢édsticemi se na kazdé strané zvétsil o dx/2

dle obr. B33. Tento pristup ndm umoznil nastavit odpudivou silu F7;, kterd

virtualni ¢éastice

SNeed

[ J /06 & o
[ J T [ J
° ° e O o °
° l °
e | o o 0 o | e
° | — °
EEEEEEEEEX
PRI ! de
1791 19

Obr. 3.3: Nova pozice virtualnich ¢astic

brani ¢asticim v tuniku z definiéniho oboru a zaroven je dostateéné mala.
Parametry odpudivé sily dané vztahem (PZ78) byly nastaveny na hodnoty
7o =2.5-1073, D =1073, p; = 9.5 a p, = 4.

Zvolili jsme tento piistup, protoze zachovava pocet ¢astic i jejich rozestupy.
Nicméné dojde ke zvétseni definiéniho oboru o dx v kazdém soutradnicovém

sméru. Pti striktnim pozadavku na zachovani definiéniho oboru by bylo nutné
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zménit rozestaveni Castic (pocet, rozestupy).

e Fiktivni castice: U tohoto ptistupu jsme tesili problém, jak nastavit vlastnosti

a pozice fiktivnich c¢éstic, které se vytvari k ¢asticim umisténym v ,rozich*
defini¢niho oboru. S vyuzitim [2] se podarila vytesit pozice fiktivnich ¢astic.
Tedy k ¢astici ¢ v ,rohu® definicnitho oboru se vytvoii vzdy tti fiktivni ¢astice

L, f7 a f} s rychlostmi vy, v} a v} dle obr. B4. Déle jsme fesili problém, jak

fiktivni ¢astice

t
|
N : o0
‘o o o o 0
Vch 777777 N S v
> |
| AN
| \\ |
777777 0140 o
fi i
(3
o o o o o

Obr. 3.4: Pozice a rychlosti fiktivnich ¢astic prislusnych k castici ¢

vhodné nastavit hmotnost téchto fiktivnich ¢éastic. Nejlepsi varianta byla zvolit

hmotnosti stejné, tj. mjy = m7 = m} = m, coz odpovidd i textu [1].

3.4 Vyhodnoceni simulace

Simulaci jsme provedli pro oba typy okrajovych podminek, tj. nejdiive jen pro
virtualni ¢éstice a poté jen pro fiktivni castice, které byly implementovany do SPH
kédu v ramci této diplomové prace. Obrazky B4, B8, B a BR znazornuji v hori-
zontalnim fezu (y = 0) prubéh rychlosti, hustoty, tlaku a vnitini energie obou si-

mulaci. Plna ¢ara udava presné feseni ptislusnych Eulerovych rovnic pro 1D tlohu.

Je videét, ze Teseni ziskané za pomoci fiktivnich ¢astic vystihuje tvar pfesného
feseni 1épe nez feseni, které vyuziva virtualni ¢éstice. Demonstrujeme tim vliv C*
konzistence SPH aproximace v blizkosti hranice definiécniho oboru. Pfipomenme, ze
pouziti fiktivnich ¢dstic zarucéuje C! konzistenci, piicemz pouziti virtudlnich ééstic

nikoliv.
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Obr. 3.5: rychlost, horizontalni fez, t = 0.2 s

7, obrazku rovnéz urc¢ime pozici cela razové viny, kterd je pozorovana okolo z =
0,3; vlna zfedéni je situovana mezi x = —0,3 a z = 0 a kontaktni nespojitost se
nachazi mezi x = 0,1 a z = 0,2. Nepatrné odchylky obou simulaci od pfesného feseni
zejména v oblasti vlny zfedéni jsou pravdépodobné zpusobeny pouzitim kontinuitni
metody (EB1) pii vypoctu hustoty, kterd nezachovavd hmotnost presné.

Obrazek B znazornuje konkrétni polohu ¢astic na konci simulace v ptipadeé
pouziti fiktivnich ¢astic. Muzeme si rovnéz povSimnout souvislosti mezi zménou
vyhlazovaci délky a poctem fiktivnich céstic. Pocet fiktivnich castic se zvysuje v
mistech, kde se vnitini ¢astice oddaluji. Tento fakt je zpusoben snizujici se hustotou,
coz ma za nasledek zvétseni vyhlazovaci délky, a tedy zvétSeni poctu castic, jejichz
lokélni oblast ,dosahne“ za hranici definicniho oboru tlohy. Obdobné dostaneme,
ze pocet fiktivnich ¢astic se snizuje v mistech, kde se vnitini ¢astice priblizuji. Na

obrazku BI0 je priblizena detailné oblast kontaktni nespojitosti kolem x = 0,13.

3.5 Softwarové upravy

K dosazeni uvedenych vysledku bylo nutné SPH zdrojovy kéd z knihy [10] znacné
modifikovat. V této casti si tedy uvedeme vycet zmeén, které byly provedeny v ramci
této prace. Poznamenejme, ze uvedené zmény byly provadény nejen za ticelem feseni

shock tube tlohy, ale i zrychleni celého vypoctu.
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presne reseni
l—t3 + SPH + virt. castice []
SPH + fikt. castice
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Obr. 3.6: hustota, horizontélni fez, t = 0.2 s

e Bylo provedeno kompletni zavedeni okrajové podminky v podobé fiktivnich
¢astic popsanych v ¢asti 223 a nésledné byly vyfeSeny implementaéni obtize
spojené s tvarem definicniho oboru, tj. jakym zpusobem definovat tuto okra-

jovou podminku v ,rozich“ defini¢niho oboru.

e Dadle jsme zavedli modifikaci okrajové podminky v podobé virtualnich ¢astic
popsané v ¢asti B33, Konkrétné byla provedena zména pozice téchto castic a
vyladéni parametri odpudivé sily tak, aby ¢astice neunikly z definiéniho oboru

a nedoslo k prilisnému znehodnoceni vysledku.

e Pro ucely testovani parametru zmény vyhlazovaci délky byla do SPH kédu do-
programovana varianta dand vztahem (2%67). Poznamenejme, ze nebylo ihned
ziejmé, ze tento piistup v kdédu neni implementovan. Popis kédu dokonce
pridéloval hodnotu parametru pro tuto variantu. Po provéreni vysledku simu-
lace bylo zjisténo, ze vyhlazovaci délka zustala beze zmény, a tudiz byl tento

nedostatek odhalen a opraven.
e Za tucelem zrychleni simulace byla do kdédu piidana if podminka tak, aby se

neprovadély ,zbytecné“ vypocty. V podprogramu pro urceni zmény celkové

vnitini energie byl vypocet provadén i pro virtualni ¢i fiktivni ¢éstice, ktery
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presne reseni
SPH + virt. castice [
SPH + fikt. castice
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Obr. 3.7: tlak, horizontalni fez, t = 0.2 s

se nasledné z principu obou pfistupu neuplatnil, tj. virtudlni castice maji po
celou dobu simulace konstantni energii a fiktivni ¢astice ,,prebiraji“ vlastnosti,
tedy i energii, od vnitinich ¢astic, ke kterym byly vytvoreny. Zavedenim této
podminky jsme snizili celkovy cas simulace priblizné o 6% v pripadé pouziti

fiktivnich c¢édstic.

Podprogram pro definovani poc¢atecnich vlastnosti ¢astic byl obohacen o moz-
nost pracovat se dvéma tekutinami béhem jedné simulace. Tato tprava je

nezbytna pro shock tube ulohu.

Mnoho usili bylo vynalozeno pfti testovani vhodnych parametri pro shock tube

2D tlohu, coz je popsano v ¢asti B3.

V puvodnim konceptu tohoto kédu byl cas jedné simulace méren od spusténi
programu az do spusténi dalsi simulace, nebo ukonceni programu. Tento pfi-
stup muze uzivatele zmast, protoze k ocekdvanému vyslednému ¢asu simulace
je pripocten i cas, ktery uplyne mezi spusténim programu a spusténim si-
mulace. Cas simulace je tedy nyni méfen od spusténi simulace do ukonéenf

simulace.
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——— presne reseni
25—t + SPH + virt. castice []
SPH + fikt. castice
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Obr. 3.8: vnitini energie, horizontalni fez, t = 0.2 s

Poznamenejme, ze SPH zdrojovy kdd ze kterého jsme v této praci vychéazeli, ma

pouze vyukovy charakter. Slouzi tedy predevsim k porozuméni celého principu SPH

metody.
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Obr. 3.9: poloha ¢éastic, t = 0.2 s
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Obr. 3.10: poloha castic - kontaktni nespojitost, t = 0.2 s
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ZAVER
V préaci jsme se zabyvali problémem konvergence SPH metody v blizkosti hranice
definiéniho oboru, ktery se podafilo vyfesit implementaci fiktivnich ¢astic jakozto
okrajové podminky. Pouziti fiktivnich ¢éstic, na rozdil od virtualnich ¢astic, zarucuje
C'! konzistenci SPH aproximace, a tim zvysuje pfesnost celé metody.

Popsana teorie byla demonstrovana na shock tube 2D 1loze, jejiz feSeni vyzado-
valo znacné softwarové tpravy a testovani nastaveni ruznych parametru. Ukéazalo
se tedy, ze SPH metoda s pouzitim fiktivnich ¢astic vystihuje tvar presného feseni

1épe, nez SPH metoda s pouzitim virtualnich ¢astic.
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SEZNAM PRILOH

1. CD

text diplomové prace ve formatu pdf

e program meshfree.exe

projekt meshfree (zdrojové kédy programu)

skript plt2.m (vykreslovani vysledku)

65






	Úvod
	Závěr
	Literatura
	Seznam příloh
	Úvod
	Závěr
	Literatura
	Seznam příloh
	Úvod
	Bezsíťové metody (MFree metody)
	Úvod
	Myšlenka MFree metod
	Definice MFree metody

	Procedura MFree metody
	Základní kroky
	Porovnání s FEM

	Tvarové funkce
	Rozdělení MFree metod

	MFree metody ve výpočetní dynamice tekutin
	Navierovy-Stokesovy rovnice
	SPH metoda
	Formulace
	Váhové funkce
	Konzistence
	Diskretizace Navierových-Stokesových rovnic
	Numerické aspekty

	RKPM

	Shock tube 2D úloha
	Popis úlohy
	Zadání úlohy
	Nastavení parametrů
	Vyhodnocení simulace
	Softwarové úpravy

	Závěr
	Literatura
	Seznam příloh

