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Anotace:

The diploma thesis focuses on solving functional equations that appeared in the problems of
Mathematical Olympiads. The thesis provides an overview of the best known and the most
commonly used methods to solve these mathematics problems. Specifically, it is the
substitution method, the variable symmetry method, the Cauchy method, and the fixed-point
method. The contribution of the diploma thesis are the summary Mathematical tasks
concerning the functional equations found from available years of both the Czech
Mathematical Olympiad and the Middle European Mathematical Olympiad, the European
Girls' Mathematical Olympiads, and the International Mathematical Olympiads. In addition,
the summary of Mathematical tasks from the Czech Mathematical Olympiad provides a
detailed written procedure of their solutions. Also, some of the several tasks of functional
equations are solved in detail in each method. The work also brings a chart, which compares
the success of the Czech representatives with other countries in problems containing

functional equations in the above types of Mathematical Olympiads.
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Seznam pouzitych zkratek a znaceni:

EGMO — European Girl’s Mathematical Olympiad, Evropska divéi matematicka olympiada
IMO - International Mathematical Olympiad, Mezinarodni matematicka olympiada

MEMO - Middle European Mathematical Olympiad, Stfedoevropska matematicka
olympiada

MO — Matematické olympiada

LL — the longlisted problems, zaslané navrhy tloh pro IMO

SL — the shortlisted problems, ulohy z uzsiho vybéru IMO

D(f) — defini¢ni obor funkce f

H(f) — obor hodnot funkce f

N — mnoZina pfirozenych Cisel, mnoZina kladnych celych ¢isel

N, — mnoZina nezdpornych celych ¢isel, mnoZina ptirozenych cisel véetné nuly

Q — mnozina racionalnich ¢isel

Q* — mnozina kladnych racionalnich &isel
Q¢ — mnozina nezapornych racionalnich &isel
R — mnozina realnych ¢isel

R* — mnoZina kladnych redlnych ¢isel
R¢ — mnoZina nezapornych realnych &isel

Z — mnozina celych ¢isel
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1. Uvod

Diplomovéa prace se zamétuje na funkcionalni rovnice, které se vyskytly v tlohdch
matematickych olympiad, jichz se ucastni Cesti stiedoskolsti studenti. Tato prace uvadi
piehled nejznaméjSich a nejcastéji pouzivanych metod, které vedou k vyfeSeni téchto
prikladii. Na téma funkciondlnich rovnic jiz nékteré zavéreCné prace vznikly, napf.
bakalaiska prace Funkciondlni rovnice (Beniskova, 2020; Konopecky, 2008), diplomova
prace Funkcionalni rovnice v piikladech matematické olympiady (Peskova, 2012)
a Funkcionalni rovnice s vice proménnymi (Vitovec, 2005) a diserta¢ni prace Elementarni
metody FeSeni funkcionalnich rovnic (Satny, 2018).

Piinosem této diplomové prace je souhrnna sbirka nalezenych tloh tykajicich se
funkcionalnich rovnic z dostupnych ro¢niki, jak ceské Matematické olympiady (MO), tak
Sttedoevropské matematické olympiady (Middle European Mathematical Olympiad
— MEMO), Evropské divéi matematické olympiddy (European Girls” Mathematical
Olympiad — EGMO) a Mezinarodni matematické olympiady (International Mathematical
Olympiad — IMO). Sbirka ptikladd z MO navic u vSech poskytuje podrobné rozepsany
postup jejich feSeni, stejné¢ tak je vradmci kazdé metody feSeni funkciondlnich rovnic
podrobné vyieSeno nckolik uloh. Prace rovnéz piinasi tabulky porovndvajici Uspesnost
Ceskych reprezentantii S ostatnimi staty Vv prikladech obsahujicich funkcionalni rovnice
v uvedenych typech matematickych olympiad.

Teorie teSeni funkciondlnich rovnic se fadi mezi nejstar$i odvétvi matematické
analyzy. Nejvetsi rozvoj vSak zaznamenala v poslednich staletich a k jejimu rozpracovani
podstatné piispéli znami matematici jako Euler, d’Alembert, Cauchy, Gauss, Abel a dalsi
(Kuczma 1964). Ulohy vedouci na funkciondlni rovnice vznikaji nejéastdji pii feSeni
problémt z geometrie, mechaniky, aerodynamiky apod (Davidov 1984). V pfirodnich,
spoleCenskych a behaviordlnich védach (stejné¢ jako v matematice samotné) jsou casto
vlastnosti neznamé funkce popisujici n&jaky proces objasnény a lze je zapsat ve tvaru
funkcionalnich rovnic (Aczél 2001).

Studium funkciondlnich rovnic se dfive klasifikovalo spiSe jako univerzitni
matematika, pravdépodobné pro zjevnou piibuznost s diferencidlnimi a integralnimi
rovnicemi. Existuje ale fada funkcionalnich rovnic, které Ize vyfesit bez pouziti matematicky
propracovaného aparatu a bez odvolavani se na slozité koncepty (Small 2007), proto jsou
vhodné i pro stiedoSkolské studenty. Prestoze uvedend problematika vyrazné piekracuje

ramec vzdé¢lavacich programi pro vyuku matematiky na stfednich Skolach, cesti studenti se



spolu s jejich uciteli setkavaji s feSenim funkciondlnich rovnic jak v ramci olympiad, tak
I v dalsich matematickych soutézich (Matematicky klokan, Matematicky korespondencni
seminai atd.) (Calabek a Svréek 2013). Nejen soutéze, ale i mnohé asopisy vyzyvaji
k feSeni matematickych problému s elementarnimi (stfedoSkolskymi poptipad¢ zakladnimi
vysokoskolskymi) znalostmi bez pokro¢ilé teorie (Small 2007).

V Ceské republice probiha kazdorot¢né od roku 1951 Matematicka olympiada
(MO — http://lwww.matematickaolympiada.cz/), ktera si klade za cil napomahat vyhledavani
talentovanych zakt a systematicky podporovat a rozvijet jejich odborny rast. V ramci
stiednich skol probiha domaci, Skolni, krajské a ustfedni kolo ve tfech kategoriich A, B, C
podle veéku. Priklady tykajici se funkcionalnich rovnic se vyskytuji pouze v kategorii A pro
3. a 4. ro¢nik. MO nabizi zdjemcum o matematiku nejen pfilezitost k feSeni naroénych
problému, ale vytvari rovnéz soustavu odbornych c¢innosti, které vedou k popularizaci
kola kategorie A potada tustfedni komise MO kazdoro¢né ptipravné soustiedéni pro dalsi
ro¢nik a vybéroveé soustiedéni pied Mezinarodni matematickou olympiadou.

V roce 1959 se setkalo 7 evropskych statii véetné Ceskoslovenska, aby porovnaly své
sily v prvnim ro¢niku Mezindrodni matematické olympiady. Postupné se piipojovaly dalsi
zem¢ ze vSech kontinentl a dnes se IMO ucastni vice nez sto zemi. IMO se tak pravem
kterd soutézicim umoznuje nejen porovnat své schopnosti se zbytkem svéta, ale i navazat
pratelstvi s budoucimi kolegy na poli odborné a védecké matematiky (Djuki¢ et al. 2011).

Vybér soutéznich piikladia sestdva z n€kolika krokll. Zucastnéné zemé zasilaji své
navrhy (the longlisted problems — LL), z nichz komise vybere krat$i seznam (the shortlisted
problems — SL), ze kterého porota slozena z vedoucich tymi vybere Sest problémi pro dany
ro¢nik (Djuki¢ et al. 2011). Pro jednoznac¢nost a snadné dohledéani v ptislusnych zdrojich

zavedeme ndsledujici znaceni uloh: napt. (LL67-50) odkazuje na 50. piiklad ze zaslanych

A4

(13. IMO), po ni nasledovala v letech 1996 (37. IMO), 1993 (34. IMO) a 1999 (40. IMO);
vitézny tym ziskal nejnizsi skore v roce 1977 (19. IMO), nasledné v letech 1960 (2. IMO)
a 1999 (40. IMO) (Djuki¢ et al. 2011). Z vySe uvedenych jen roky 1960 (2. IMO) a 1971
(13. IMO) neobsahovaly priklady na funkcionalni rovnice, proto je mizeme povazovat za

Jako pokracovani rakousko-polské matematické soutéze vznikla Stfedoevropska

matematicka olympiada (MEMO - https://www.memo-official.org/MEMOY/). Iniciatofi jejiho
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http://www.matematickaolympiada.cz/

vzniku se snazili umoznit dal§im studentim zemi stfedni Evropy porovnat své znalosti
z matematiky v mezindrodnim méfitku. Zaci poslednich roénikil nemaji nrok byt soucasti
soutézniho tymu MEMO za ucelem pomoci mlad$im studentim pfipravit se na néjakou
budouci IMO.. Podobné jako v IMO kazda zemé& vysila maximalné Sestici studentt a dva
vedouci tymu. Ulohy odpovidaji ostatnim olympiadam a jsou rozdélené do &tyt oblasti:
algebra, kombinatorika, geometrie a teorie ¢isel. Ulohy zahrnujici funkcionalni rovnice se
vyskytuji pfedeviim v oblasti algebry. Ucastnici mezi sebou soupefi nejen sami za sebe, ale
iza svij tym, coz dodava velmi zvlastni atmosféru. Tymova ¢ast existovala i Vv ramci
rakousko-polské matematické soutéze, ale jinak je v matematickych klanich raritou. Nyni se
MEMO u¢astni deset zemi véetné Ceské republiky

V Matematické olympiadé Ceské republiky i ostatnich evropskych zemi soutéZi
chlapci 1 dév¢ata vyhradné spolecné. Nejlepsi umisténi ovSem s pfevahou ziskavaji chlapci,
ktefi proto tvofi i vétsi ¢asti narodnich tymi pro celosvétovou IMO. Aby i divky ve vétsi
mife mohly zazit atmosféru mezinarodnich soutézi, né€ktefi organizatoii matematickych
olympiad pfisli s mySlenkou pofaddni Evropskych div€éich matematickych olympiad
(EGMO - http://www.matematickaolympiada.cz/cs/evropska-divci-mo), které by svym
pojetim a priabéhem byly podobné tradi¢nim olympiadam. EGMO se kona kazdoro¢né od
roku 2012 za 1ucasti nejlepSich ucastnic nejvyssich kol narodnich matematickych olympiad.

Cesky tym se EGMO zucastnil poprvé v roce 2016.


http://www.matematickaolympiada.cz/cs/evropska-divci-mo
http://imo-official.org/

2. Klasifikace funkcionalnich rovnic

Ve stifedoskolské algebie se studenti uci o algebraickych rovnicich zahrnujicich jedno
¢i vice neznamych realnych ¢isel, funkcionalni rovnice jim do jisté miry velmi odpovidaji,
ale neznamou veli¢inou jsou funkce oproti realnym ¢islim (Small 2007). Pojem funkcionalni
rovnice puvodné zahrnoval veskeré rovnice, za jejichZ nezndmou se povazuje né¢jaka funkce,
¢ili rovnice diferencidlni, integralni apod. Dnes se toto oznaceni obvykle uziva v uz§im
smyslu (bez diferencidlnich a integralnich rovnic), nicméné rizni autofi predkladaji rizné
definice (Kuczma 1964). Bézné studium funkcionalnich rovnic stavi na vlastnostech limit
a spojitosti funkci. S témito oblastmi matematiky se ale studenti Casto setkavaji az na
univerzité, tudiz bychom pii feSeni funkcionélnich rovnic v ramci stfedoskolskych soutézi
nem¢li tyto pojmy piedpokladat (Small 2007). Presnou definici funkcionalni rovnice V ramci
stfedoSkolské matematiky nejsme sto podat, Ize ale fici, Ze se jedna o rovnici, u které
hleddme jistou nezndmou funkci (popfipadé vice funkci) na zdkladé jejich zadanych
vlastnosti (Davidov 1984).

Funkcionalni rovnice mizeme stejné jako rovnice, jejichz neznamou reprezentuje
néjaké Cislo, délit do riznych kategorii. Funkciondlni rovnice, ve kterych vSechny neznamé
funkce jsou funkce jedné proménné, nazyvame obycejné funkciondlni rovnice, pokud
alespon jedna hledana funkce je funkci vice proménnych, pak ji oznacujeme jako parcialni
funkcionalni rovnici (Kuczma 1964). Pti praci s funkcionalnimi rovnicemi bychom si méli
davat pozor na zaménu funkcionalnich rovnic v jedné, dvou ¢i vice proménnych s funkcemi
jedné nebo vice proménnych, napt. Cauchyova funkcionalni rovnice (5) dvou proménnych x
a y obsahuje funkci jediné realné proménné (Small 2007). Stiedoskolska troven vétSinou
zahrnuje zpravidla funkcionalni rovnice a funkce jedné realné proménné. Funkcionalni
rovnice maji ¢asto nekoneén¢ mnoho feseni (Kuczma, Choczewski, a Ger 1990), zaroven se
pfi jejich vySetfovani mohou objevit i dalsi feSeni, které nejsou skute¢nymi, proto je velmi
dulezité provést zkouSku. Rovnéz bychom neméli prestat, jakmile najdeme jedno feseni,
K Gplnému pochopeni problému dochazi ¢asto az v momenté, kdy vime, ze jsme nasli
kompletni sadu feseni (Small 2007). Nasledujici podkapitoly blize popisuji nejznamé;jsi

a nejcastéji se vyskytujici typy funkcionalnich rovnic v ulohach matematickych olympiad.



2.1. Poéatky studia funkcionalnich rovnic

Historie funkciondlnich rovnic vjedné proménné sahd az do starovéku

k Archimédovi, ale prvnim matematikem, ktery pouzil funkciondlni rovnice vice
proménnych za Géelem nepiimé definice linearni funkce, se zda byt Oresme (Aczél 2001).
Nicole Oresme, duchovni a matematik 14. stoleti, tak uéinil ve svém dile Tractatus de
configuratiionibus qualitatum et motuum (1352), kde stanovil definici funkéniho vztahu
mezi dvéma proménnymi a myslenku, Ze tento vztah lze vyjadfit geometricky pomoci toho,
co bychom dnes nazvali grafem (Small 2007). Oresme popsal kvadratickou funkci
funkcionalni rovnici v soucasnosti zapisovanou jako

s(n+1)t)—s(nt) 2n+1

s(nt) —s((n — 1)t) T n

pro vsechna kladné t a vSechna pfirozena Cisla n. Totozna rovnice se shodnymi feSenimi
(s téméft stejnym popisem) se znovu objevuje témef o tii stoleti pozdéji s Galileem, ale ani
jeden z nich nedokazali, ze s(t) = at? je jediné feSeni (Aczél 2001). Vlamsky jezuita
a matematik 17. stoleti Grégoire de Saint-Vincent pii praci s hyperbolou (konkrétné pti
vypoctech plochy pod kiivkou) implicitné vyuzival funkcionalni rovnici

fGy) =f)+ )
a zaroven byl povazovan za prikopnika logaritmti (Aczél 2001; Small 2007).

Doposud zmiflovani matematici funkciondlni rovnice spiSe pouzivali bez hlubsiho
porozuméni, ale jejich teorii a feSeni se vénovali az francouzsti matematikové Jean le Rond
d‘Alembert a Augistin Luis Cauchy. Posledni jmenovany se vice zabyval i propojenim
rovnic s logaritmy a piesné&ji definoval pfedmét funkcionalnich rovnic (Small 2007). Prvni
metodu feSeni funkcionalnich rovnic spocivajici v pfevedeni na diferencialni rovnici uvedl
vroce 1827 norsky matematik Niels Henrik Abel, pficemZz si povSiml pozoruhodné
skute€nosti, ze jedna funkciondlni rovnice muZe urcovat nékolik neznamych funkci
(Aczél 2001). Jednim zprvnich ceskych matematiki, ktefi se zabyvali funkciondlnimi
rovnicemi, byl Jan Vilém Pexider, jehoZ poznatky o funkciondlnich rovnicich vice rozvadi

nasledujici podkapitola.

2.2. Funkcionalni rovnice zakladni
Pexider (1900) spatfuje jako prvotni problém nalezeni takovych funkci f(x) realného

argumentu x, které jsou v libovolnych mezich proménné x spojité¢ a jednoznacné, aby pro

vSechny hodnoty x a y v onéch mezich vyhovovaly rovnici:



fQ)+f) = ox +y),
respektive
ff) = ox+y),
fQf ) = o(xy),
fQ) + f) = o(xy),
kde ¢ znaci jakoukoliv funkci. Autor rovnéz uvadi, Ze za jistych podminek I1ze dané rovnice

prevést na jednodussi tvary

fG)+f) =flx+y), (1)
respektive
fQOfW) =fx+y), )
fOOf () = fxy), 3)
fG)+ () = flxy), (4)

které studoval Cauchy a vice se jim vénuje nasledujici podkapitola. Tyto funkcionalni
rovnice, pravdépodobné pro jejich souvislost s elementarnimi funkcemi, oznacuje jako
zakladni funkciondlni rovnice ve své praci Petr (1923), ktery pii jejich feSeni dospél ke
stejnym vysledkim jako Pexider (1900). Funkce f(x) = ax (spojita pro kazdé realné x)
vyhovuje funkcionalni rovnici (1), resp. obecna exponencialni funkce f(x) = aA*

(pro A>0 a x realné, spojita a konecna Vkazdém uzavieném intervalu, v némz je
definovana) rovnici (2). Funkce obecnd mocnina f(x) = ax™ (spojita pro kazdé x > 0
a kone¢na v kazdém uzavieném intervalu, v némz je definovana) spliiuje rovnici (3) a funkce
obecny logaritmus f(x) = alog,sx (pro A > 0, kladna x, rovnéZ spojita a konecna na
uzavienych intervalech) odpovida rovnici (4), kde a, m, A znaéi libovolné konstanty. Pexider
(1900) navic uvadi feseni analogického problému i v roviné komplexnich &isel.

Mezi elementarni funkce souvisejici s funkcionalnimi rovnicemi spadaji také funkce
goniometrické, hyperbolické a cyklometricke, jelikoz vétSinu vztahl, které pro né plati,
miZzeme chapat jako funkcionalni rovnice. Napt. funkce F(x) = sinx, G(x) = cosx za
urcitych podminek spliuji funkciondlni rovnice

Flx+y)=F)Gy) +F(y)G(x)
Glx+y)=Gx)G(Y) - F(x)F(y)
(Hajek 1955). Funkce hyperbolicky kosinus Ch(x) = coshx vyhovuje funkcionalni rovnici
2Ch(x)Ch(y) = Ch(x +y) + Ch(x — y)

znamé z trigonometrie (Petr 1923).



2.3. Cauchyova funkcionalni rovnice a jeji modifikace
Bezesporu nejznaméjsi funkcionalni rovnici shledavame Cauchyovu rovnici ve tvaru

f+f) =flx+y) (5)
(Kuczma 1964), piestoze Cauchy nebyl prvni, kdo ji predestiel svétu. Uloha spodiva
Vv nalezeni vSech funkci s redlnymi hodnotami, které¢ splituji danou rovnici. Jakakoliv funkce
tvaru f(x) = ax, kde konstanta a je libovolné realné &islo, vyhovuje rovnici (5). Zbyva
vyiesit otazku, kdy jsou tyto funkce jedinym feSenim funkcionalni rovnice (5), tudiz musime
klast na hledanou funkci néjaké pozadavky (napi. jediné feSeni pro t¥idu funkci omezenych
na néjakém intervalu (—c,c) pro c¢ >0, nebo jediné feSeni ztfidy funkci spojitych
s realnymi hodnotami na realné ose) (Small 2007). Podrobny postup feseni Cauchyovy
rovnice obsahuje podkapitola 3.3 Cauchyova metoda, str. 24.

Funkcionalni rovnice

fOfQ) = flx+y), (6)
fOf) = fxy), (7
f)+ ) = fxy), (8)

rovnéz nazyvané jako Cauchyovy lze snadno pievést na zakladni typ (5) a jejich obecna
feseni jsou funkce:
fx)=e“, f(x) =0;
fO) =1x|5 f&x) = |x|°sgnx, f(x) =1, f(x) =0;
f(x) =cloglx|, f(x)=0;
kde c znaci libovolnou konstantu (Kuczma 1964). Dosazenim lze vysledky snadno ovéfit,
napf. pro rovnici (6) pfi dosazeni f(x) = 0 mame 0 = 0 a pti f(x) = e“* dostaneme
L = eXpCY = gCx+cy — pc(x+y) — p.

Pozorny ¢tenat si jisté povSimne podobnosti se zdkladnimi funkciondlnimi rovnicemi
Vv ptedchozi kapitole, zde se jedna o nov¢jsi a podrobnéjsi poznatky.

Specialnim piipadem Cauchyovy rovnice je tzv. Jensenova rovnice

f(x;ry) _f™ erf(y)

steSenim f(x) =ax+b (Small 2007). Zobecnénim Cauchyovych rovnic vznikaji

Pexiderovy rovnice:
a(x+y) = &) +yy),
alx +y) =Bx)yy),
a(xy) = By (y),
a(xy) = B(x) +y(y)
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s obecnym feSenim pro prvni a ¢tvrtou rovnici:
a(x) =f(x)+a+b, p(x) =f(x) +a, y(x) = f(x) + b;
pro druhou a tieti rovnici:
a(x) = abf (x), B(x) = af (x), y(x) = bf (x);
kde a,b jsou libovolné konstanty a f(x) je feSeni odpovidajici pfislusnym Cauchyovym
rovnicim (Kuczma 1964; Small 2007). Dal§im zobecnénim vznikaji Vinczeho funkcionalni
rovnice
fGx+y)=gk(y) +h(y)
pro neznamé funkce f, g, h, k.

2.4. d‘Alembertova funkcionalni rovnice

Jednou z nejstar$ich funkcionalnich rovnic je rovnice tvaru

fa+y)+fx—y) =2f()f ) (9)
(Kuczma 1964). Jedna se o rovnici nesouci jméno d‘Alembertova po francouzském
matematikovi, ktery kni dospél pii zkoumani problémii z mechaniky (Davidov 1984,
Small 2007). Historicky d‘Alembert pfedchazi Cauchymu, avSak v kontextu funkcionalnich
rovnic se jevi pfirozenéjsi zafadit jeho ptispévky az po Cauchym (Small 2007). Pfi hledani
vSech funkci s realnymi hodnotami spliujici danou rovnici (9), narazime na vétsi obtiznost
ve srovnani s Cauchyovou rovnici, ponévadz funkce f(x) = cos x vyhovuje rovnici (9), ale
f(x) = sinx nikoliv (Small 2007). Cauchy dokazal ukazat, Ze cosx neni jediné feSeni,

nybrz Uplnad mnozina feseni d‘Alembertovy funkcionalni rovnice (9) se sklada z funkeci:

b* +b™*
f(x) =0, f(x) = cos ax, f(x):T

pro libovolné a a b > 0, pficemz posledni z nich lze pro b = e interpretovat jako cosh x
(Kuczma 1964; Small 2007).



3. Metody reSeni funkcionalnich rovnic

Obecné znama a pouzivand metoda spociva v prevedeni funkciondlnich rovnic na
rovnice diferencialni (Kuczma 1964). Tato metoda ale neni pfili§ vhodna pro stfedoskolské
studenty pro svoji naro¢nost. Pfi feSeni témet kazdé funkcionalni rovnice se vyplati nejdiive
uhodnout alespon nektera jeji feSeni, nebot’ jejich tvar mize napovedet, jaké vlastnosti 1ze od
jakéhokoliv fefeni odekavat (Satny 2016). K ¢&asto pouzivanym metoddm FeSeni
funkcionalnich rovnic patii rozsifeni funkce definované na dané Ciselné oblasti na mnozinu
feSeni dané rovnice, odvozeni tvaru feSeni (obvykle splitujiciho nékteré dalsi podminky)
z tvaru rovnice a aplikace teorie o pevnych bodech v prostorech funkci (Kuczma 1964).
Davidov (1984) uvadi, Ze neexistuje jedna univerzalni metoda pro vSechny funkcionalni
rovnice, ale za dvé zakladni povazuje metodu substituéni a Cauchyovu. Kromé téchto dvou
metod se pii vySetiovani funkcionalnich rovnic v ramci Gloh z matematickych olympiad
Casto objevuje také metoda vyuZzivajici symetrii proménnych a metoda pevnych bodt. Kazdé
z nich se vénuje samostatna podkapitola, pficemz jako prvni je vice popsana substitu¢ni
metoda, protoze ji ¢astecné zahrnuji i ostatni metody.

Nez ptejdeme ke konkrétnim metodam, dokaZeme 2 lemmata (pomocné tvrzeni), ktera
pozdéji vyuzijeme pii feSeni nékterych ptikladii tykajicich se funkciondlnich rovnic.
Lemma 1: M¢jme funkci f: A = B. Je-li funkce (f o f) injektivni (prosta), pak je prosta
i funkce f.
Diikaz: (f o f) je prostd, &ili Vz € B3x € A: (f o f)(x) =z, tj.f(f(x)) = z. Déle 3y €

(BNnA):y=f(x), z=f(y). Kdyby z; = f(f(x1)), 22 = f(f(x2)), z1 = z,, pak by 3y,
Y2 € (BNA)zy =f(y1), zo=f(yz) a Ixy,x; €Ay, = f(x1), y2 = f(x2). Z prostoty
(f o f) vime, Ze x; = x, a z toho, Ze f je zobrazeni plyne y; = f(x;) = f(x;) = y,, diky
tomu navic z; = z, pro libovolné y, a tedy f je prosta.

Lemma 2: M¢jme funkcei f: A — B. Je-li funkce (f o f) surjektivni (na), pak je na i funkce
f.

Diikaz: (feof) je na, &li Vze BIx € A:(fof)(x) =2z t.f(f(x)) =z Dile Iy €
(BN A):y = f(x), z= f(y). Cili viechna z maji pii zobrazeni f vzor y, tedy f je na.

Poznamka: Jeli-li funkce f prosta a zaroven na, pak je funkce f bijektivni.

3.1. Substitu¢ni metoda (metoda specifikace proménnych)

Pti feSeni funkcionalni rovnic substitu¢ni metodou predpokladame, ze dana rovnice uz

néjaké feSeni ma, vhodnymi zdménami proménnych a dosazovanim konkrétnich hodnot se
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snazime najit explicitni tvar tohoto feSeni, poté ovéfime, zda ziskand funkce skutecné
vyhovuje zadané rovnici (Davidov 1984). Specifikujeme-li nékteré proménné, tj. dosadime-li
specidlni hodnoty v argumentech proménné dané funkcionalni rovnice, pak muze dojit
K rozsifeni mnoziny piipustnych feSeni, proto ma tato metoda charakter disledkové upravy
apii jejim uziti je zkouska nutnou soudasti feSeni (Calabek a Svréek 2013). Substituéni
metoda nelze aplikovat v ptipadé rovnic s hodnosti h = 1 (hodnost funkcionalni rovnice h
definujeme jako pocet nezavislych proménnych vyskytujicich se v dané rovnici), ale obecné
lze fici, ze se nejCastéji pouziva pii feSeni funkcionalnich rovnic s hodnosti h = 2
(Kuczma 1964). Ve vétsin¢ piipadu se vsak proces specifikace proménnych musi nékolikrat
dimyslné€ opakovat.

Zpravidla najdeme hodnoty funkce ve vhodné zvolenych bodech defini¢niho oboru,
tim zjistime vlastnosti a tvar hledané funkce. Nasledné uréime dal§i potfebné hodnoty
a vlastnosti, pficemz pii vySetfovani funkciondlnich rovnic mizeme specifikovat nékolik
proménnych (parametrl) zarovei s cilem jejich podet snizit (Calabek a Svréek 2013).
Vhodnymi substitucemi muizeme danou funkciondlni rovnici redukovat na soustavu
jednodussich rovnic, ve kterych se v argumentu neznamé funkce vyskytuji pouze jednotlivé
proménné (a nikoli vyrazy sestavené z proménnych) (Kuczma 1964). Napi. Cauchyova
rovnice (5) lze zapsat jako

f@O=f)+fQ@), z=x+y

a d‘Alembertova rovnice (9) jako

fW+f) =2f)f@), u=x+y, v=x-y.

3.1.1. Priklady reSené substitu¢ni metodou

60. MO — 2010-2011 — kat. A, usti‘edni kolo, tiloha 6
(http://www.matematickaolympiada.cz/media/440775/A60iii.pdf)

Oznaéme R* mnozinu vSech kladnych realnych &isel. Uréete vSechny funkce f: R* —» R*

takové, ze pro libovolna x,y € R* plati

FOFO) = FOIF(ef () + % (10)

. 1
Reseni: Ukazeme, Ze jedina funkce f, kterd spliiuje podminky ulohy, je f(x) = 1 + o

Ze zadani plyne, ze f(y) # 0 pro libovolné y > 0, tudiz:
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1
f) =f(xf) + ofG)  TOYER
(<f ) = () —— 1
Ff @) = f0) - s (1
Oznaéme f(1) = a > 0. Volbou x = 1, resp. y = 1 v rovnici (11) postupné dostaneme
1 1 N
f(f(y))—f(l)—mnl—m, vy € R, (12)
flax) = f(x) — %, vx € RT. (13)
Volbou x = 1 v rovnici (13) obdrzime
1 1
f(a)=f(1)—a=a—a- (14)
Volbou x = a v rovnici (11) a uzitim (14) dostaneme
1 1 1
flafr @) = f(@) - ——— Vy € R*,

aof) T afo)

zatimco pomoci vztaht (13) a (12) muzeme prvni ¢len ptedchozi rovnice upravit na tvar
1 _ 1 1

af» YO ooy

Porovnanim pravych stran pfedchozich dvou rovnic vypocitame

flafr) =Ff(f») -

11 1 1
Ta wf o) ooy
1_1—a—y
a ayf®
l—a-y
—-f) —T,
o) =1 +a7_1, vy € R*. (15)

Pokud tedy existuje feSeni zadané funkcionalni rovnice (10), musi mit tvar (15). Nyni
dosadime do (10) a naslednymi Gpravami zjistime, ze pro vSechna kladna redlna x a y ma

platit (a — 1)? = 1. Tedy:

a—1 a—1 a—1 a—1 1
(1+ p )(1+ 5 ):(l-l- y ) 1+ﬁ +E,
x(1+—y )

)

(x+a—1)(y+a—1)=<1+a—1)xy(1+aT_1)+y(a_1) 1

xy y xy (1+221) "y

y
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x+a-1D)y+a-1)—x(y+a—-1)—yla—-1) =1,
a’—2a+1=1,
(a—1)?=1.
Vzhledem k ptedpokladu a > 0 je tato rovnice splnéna, pravé kdyz a = 2. Timto krokem

jsme zéaroven provedli zkousku spravnosti nalezeného feSenti, kterym je pro Vx € R* funkce

fa) =1+~

2. MEMO - 2008, #loha T-1 (https://kag.upol.cz/zmemo/texty/2sd_r_eng.pdf)

Necht’ R zna¢i mnozinu realnych ¢isel. Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze
xf (x +xy) = xf(x) + fAf () (16)
plati pro vSechna x,y € R.
Reseni: Polozime x = y = 0 v zadané rovnici (16) a dostaneme f(0) = 0. Stejné tak uZitim
y = —1 vrovnici (16) ziskame
xf(x)+ f(x)f(-1)=0, VxE€ER. (17)
Rozlisme dva ptipady f(—1) = 0a f(—1) # 0.
Pripad f(—1) = 0: Z (17) vyplyva
xf(x) =0, Vx € R,
tedy
f(x)=0, Vx #+ 0.
Jak jiz vime, pro x = 0 plati f£(0) = 0. Takto jsme obdrzeli nulovou funkci
f(x)=0, Vx € R,
ktera je zjevnym feSenim zadané rovnice (16).
Pripad f(—1) # 0: Dosazenim x = —1 do (17) dostaneme
—fED+HfOfFED =0,

f)=1,
a podobné pro x = 1 v (17) plyne
f-D=-1
Rovnici (17) Ize pak transformovat na
xf(x) = f(x?), Vx€R (18)
Nyni dosadime y = x — 1 do (16), ¢imz ziskame
xf (x?) = xf(x) + f(x*)f (x = 1). (19)

Seétenim (18) a (19) dostaneme rovnosti
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xf (x) + xf(x?) = f(x?) + xf () + f(x)f (x = 1),
fG?) + ) f(x — 1) —xf (x?) =0,
fEHfx—-1) - (x-1))=0. (20)
Ptedpokladejme, Ze f(a) = 0 pro n&jaké a # 0. Potom f(a?) = 0 dle (18) a tedy (16) pro
X = a znamena, ze
af(a+ ay) = af (@) + f(@®)f ),
af(a+ay) =0,
f(a+ay)=0.
Protoze y je zde libovolné, dostavame f(—1) = 0, coz je spor s piedpokladem f(—1) # O.
Proto pro libovolné x # 0 je f(x) # 0 i f(x?) # 0. Rovnice (20) pak podle (18) vede
k zavéru, ze
f(x—=1) = x — 1 pro libovolné x # 0,
tj. f(x) = x pro libovolné x # —1.
Protoze vime, ze f(—1) = —1, dostaneme identickou funkci f(x) = x pro vSechna realna x,
jejiz platnost snadno ovéfime dosazenim do ptiivodni rovnice (16):
x(x + xy) = x(x) + () ().

Resenim zadané funkcionélni rovnice (16) jsou tedy pro viechna realna x funkce f;(x) = x

af,(x) =0.

15. MEMO - 2021, #loha T-1
(https://memo2021.math.hr/wp-content/uploads/2021/12/Problems-and-Solutions-
Booklet.pdf)
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze nerovnost
FG?) = FOA) < F@ +3)(x - FO)) (21)

plati pro vSechna realna Cisla x a y.
Reseni: Snadno odhadneme, Ze fedenim jsou funkce f(x) = x, f(x) = —x, Vx € R.
Ovétime, Ze predpoklddand feSeni spliuji pozadovanou nerovnost pro vSechna x,y € R.
Nejprve ukazeme platnost pro ptipad f(x) = x:

x2—y? < (x+y)(x—y),
nyni pro f(x) = —x:

y:=x* < (y—x)( +x),
ob¢ nerovnosti zjevné plati pro vSechna redlnd ¢isla x a y.

Dosazenim x = y = 0 do zadané nerovnice (21) dostaneme
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0 < —-(f(0)%
f(0) =0.

Nyni polozenim y = 0 v nerovnici (21) obdrzime

f(x?) < xf (%),
Na druhou stranu pro x = 0 v (21) ziskame

—f?) < =yfO).
Pro vSechna reédlna x tedy plati
f(x?) = xf (x). (22)
Nahrazenim x za —x a porovnanim vyrazd dostaneme
—xf(=x) = xf (x),
f(=x) =—f(x), x # 0.
Vime také, ze to plati i pro x = 0, protoze jsme ukazali f(0) = 0, takze f je licha funkce.
Dosazenim x = y ay = —x v puvodni nerovnosti (21) obdrzime:
fO?) =) <O =)@+ f(x).
To spolu s (21) implikuje
fOH=fOH =@ +NE-f0), VYxyeER
Dale zjistime (pomoci (22)), ze
xf () =yf») = (F&@ +»(x =),
xf(x) =yf(y) =xf(x) = FOOf ) + xy = yf (),
0=xy—ff(», VvxyeR
PoloZenim y = 1 ziskdme
x=fx)f(), Vx € R.

Volba x = 1 znamena f(1) = 1.

Refenim zadané funkcionalni nerovnice (21) jsou tedy pro vsechna x € R funkce

i) = —xafo(x) = x.

1. EGMO - 2012, étloha 3 (https://lwww.egmo2012.org.uk/competition/solutions-day1.pdf)
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze

Ff+y)+f(x) = 4x + 2yf(x +y) (23)
pro vSechna x,y € R.
Reseni: Polozme y = 0 a ziskame

ff () = 4x, (24)
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z ¢ehoz odvodime, ze f je bijektivni funkce, protoze pro kazdé realné z mulzeme
jednoznacné vyiesit z = 4x, a tak ziskat praveé jedno x = z/4. Vidime ze funkce f(f(x)) je
prosta a zaroven na, tedy dle lemmat 1 a 2 na str. 9 je rovnéz funkce f prosta a zaroven na
¢ili bijektivni.
Podle (24) také plati
fQ0) = f(4-0) = f(f(f(0))) = 4f(0),
odkud f(0) = 0. Nyni dosadime x = 0 a y = 1 do (23) a znovu pouzijeme (24):
FF) +£(0)) = 4-0+2f(D),
4=f(f(D)=2f),
odkud £ (1) = 2, a tedy také £(2) = f(f(1)) = 4, protoze f(f(1) + £(0)) = f(2 + 0).
Nakonec do (23) dosadime y = 1 — x a obdrzime
F(A=0fD+f(x) =4x+2(1—-x)f(1), VxeR,
fRA-x)+f(x)=4x+4(1—x) =4 = f(2).
Z toho, ze f je injektivni (prosta), vyplyva, ze
20 —x)+f(x) =2,
fx)=2-2(1-x)=2x.
Snadno nahlédneme, Ze nalezena funkce f(x) = 2x spliiuje ptvodni rovnici (23), protoze
plati
2(y-2(x+y)+2(x))=4x+2y-2(x+y), Vx,y € R.

Jedinym feSenim (23) je tedy funkce f(x) = 2x definovana pro vSechna x € R.

52. IMO - 2011 — (SL11-3) (https://www.imo-official.org/problems/IMO2011SL.pdf)
Urcete vSechny dvojice funkci (f, g) Z mnoZiny redlnych ¢isel do sebe, které spliuji

gf(x+y)) =f)+ Cx+y)gy) (25)

pro vSechna realnd ¢isla x a y.

Reseni: Dosazenim y = —2x v dané funkcionalni rovnici (25) dostaneme
gf(=x)) = f(x). (26)
Pomoci této rovnice pii dosazeni —x — y za x ziskdme
f(x=y)=g(f(x+y)) = f(x) + 2x +y)g(¥). (27)

Nyni pro libovolna dvé realna Cisla a a b, pokud x = —b ay = a + b, obdrzime

f(=a) = f(=b) + (a—b)g(a +b).

Pokud ¢ oznacuje dalsi libovolné realné ¢islo, mame podobné
f(=b)=f(=c)+(-c)g(b+c)
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stejné jako
f(=c)=f(=a) + (c —a)g(c + a).
Sectenim vSech téchto tii rovnic dostaneme
O0=(a—-b)gla+b)+(b—-c)gb+c)+ (c—a)g(c+a).
Ziskany vztah upravime na tvar
((a+c)—(b+c)Hgla+b)+((a+b)—(a+c))gb+c)+((b+c)—(a+b))g(a+c)=0.
Nyni, kdyz jsou zadand jakakoli tii redlna Cisla x, y a z, mGzeme urcit tfi redlnd ¢isla a,b a c

takovd,zex =b+c,y=a+caz=a+ b, protoze

0 1 1
1 0 1/=0+14+1D)—-0+0+0)=2-0=2=0.
1 1 0

Pro takto zvolena ¢isla dostavame
=292 +(z-y)gx) + (x —2)g(y) = 0.
To znamena, ze tfi body (x, g(x)), (v,g(y)) a (z,g(z)) grafu funkce g jsou pro vsechna
x,y € R kolinearni (lezi v jedné piimce). Tento graf je tedy ptimka, tj. g je bud’ konstantni,
nebo linearni funkce. Napisme g(x) = Ax + B, kde A a B jsou dv¢ realna ¢isla. Dosazenim
(0,—y) za (x,y) v (27) a ozna¢enim C = f(0) mame
f) =C+(=»A(-y)+B)=A4Ay* - By + C. (28)
Dosad’'me podobné za g do (26):
fx)=g(f(=x)) = Af(=x) + B
a vyuzijme vztahu (28) pro y = —x, ze kterého
f(—x) = Ax*+ Bx +C,
a proto
f(x) =Af(—x)+ B = A(Ax* + Bx + C) + B = A*x?> + ABx + B + AC.
Zaroveni z (28) plyne f(x) = Ax? — Bx + C. Nyni srovname oba ziskané vztahy:
A?x%? + ABx + B+ AC = Ax? — Bx + C. (29)
Z porovnani koeficienti mame:
x?: A>=A = A=0nebo A =1,
x':AB = —B,
x%: B+ AC = C.
Jestlize A = 0, pak z (29) plyne B = —Bx + C pro vSechna realna x, atedy B = C = 0, coz
poskytuje prvni feseni, kdy f i g jsou identicky rovny nule.
Pro A = 1 mame z (29):
x>+Bx+C+B=x*>—-Bx+C,
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odtud B = 0. Tedy g(x) = x a f(x) = x? + C, ¢&imz jsme ziskali druhé feseni rovnice (25).
Tedy bud jsou f i g identicky rovny nule, nebo g(x) = x a f(x) = x? + C pro viechna

realna ¢isla x a realné ¢islo C.

3.2. Metoda vyuZivajici symetrii proménnych

Pti feseni funkcionalnich rovnic 1ze pomérn¢ Casto efektivné vyuzit symetrie nékterych
dvou proménnych pravé v jedné ze stran zadané rovnice (¢i nékteré jeji ¢asti), obvykle je
zapottebi predpokladat prostotu hledané funkce na daném defininim oboru (Caldbek
a Svréek 2013).

3.2.1. Priklady FeSené metodou symetrie proménnych
51. MO - 2001-2002 — kat. A, ustiedni kolo, priklad 6
(http://lwww.matematickaolympiada.cz/media/440643/A51iii.pdf)
Necht' R* reprezentuje mnozinu viech kladnych redlnych &isel. Najdéte vSechny funkce
f: R* > R* spliyjici pro libovolna x,y € R* rovnost
fxf () = flxy) + x. (30)

Reseni: Dosadime-li do (30) za x hodnotu f(x), dostaneme rovnici

FF@f®)) = FF@Y) + f(0),
ze které vyjadiime

fF@y) = fF(fOfO)) = f(0).
Jiné vyjadreni téhoz vyrazu f(f(x)y) obdrzime, kdyz v ptvodni rovnici (30) zaménime
navzajem hodnoty x a y. Vyjde nam

fU@y) = flyx) +y.

Porovnanim obou vyjadieni ziskame rovnici

FUFOfW) =fox) +y+f0),
jejiz leva strana se nezméni, zaménime-li navzajem hodnoty x a y. Stejnou vlastnost musi
proto mit 1 prava strana této rovnice, takze diky symetrii musi platit

fOx)+y+fE)=fGy)+x+f¥)
neboli
y+fx)=x+f).

Dalsi zfejmou upravou dostavame rovnici

f&)—x=f@) -y,
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kterda musi byt splnéna pro libovolnd x, y € R*. Fixujeme-li y, vidime, ze Vx € R*:
f(x) — x se rovna konstanté f(y) — y. Znamena to, ze funkce x = f(x) — x je na mnoziné
R* konstantni, tedy hledana funkce f musi byt tvaru f(x) = x + ¢ pro vhodné realné &islo

c. Po dosazeni tohoto ptedpisu do obou stran ptivodni rovnice obdrzime

f(xf(J’))=xf(y)+c=x(y+c)+c=xy+cx+c

fON+x=@xy+c)+x=xy+x+c, Vxe€R"
Tomu vyhovuje jediné ¢ = 1.

Hledana funkce f je tudiz jedina a je uréena piedpisem f(x) = x + 1 pro vSechna x € R*,

5. MEMO - 2011, #loha T-1
(https://memo2011.math.hr/documents/MEMO2011solutions.pdf)
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna x,y € R plati
V) +x*f () +xy = xyf(x +y) + x* +y?, (31)
kde R znac¢i mnozinu vSech realnych ¢isel.
Reseni: Nejprve dosazenim y = 0 do (43) zjistime, ze x2f(0) = x? plati pro viechna realna
x, coz implikuje f(0) = 1.
Nyni zavedeme novou funkci g: R - R danou vztahem g(x) = f(x) — 1. Ptvodni rovnice
(43) se tim padem zméni na tvar
Y2+ D+ 2@ + 1) +xy =xy(gCx+y) + 1 +x* +y2,
coz po zjednoduSeni da
y2g(x) +x*g(y) = xyg(x + ).
Volbou y = 0 obdrzime g(0) = 0, poté pro x,y # 0 mame

y X
glx+y)=—g(x) +;g(y)- (32)
Odtud dvojim uzitim této rovnosti vidime, ze pro vSechna nenulovd x,y a z, kde navic
z # —y plati
ytz _ytz X
gx+y+z)= —g(x) —g(y z)=——g()+ 20 +Z)g( z) + e +Z)g(y)-

V posledni rovnici je leva strana symetricka vx a z: g(x + (y +2)) = g((x +y) + 2).

TudiZ pravou stranu Ize vyjadiit dvoj im zpisobem:

yrz ——g(2) +

00 =2 g+ =2 g0 + 9

x(y +x) y(y+x)

Z( + z) y(y + 2)
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pro vSechna nenulova x,y,ztakova, ze y # —x a y # —z. V posledni rovnici polozime

y = z = 1 aobdrzime

29 +x9() = 2 0 + (3 + 14 ) 1)

1
x(x+1
pro vSechna x # 0, —1, tj. pro vSechna x # 0, —1 plati

(E—#)g(x)z(x+1+xi—x)g(1),

x x(x+1) +1
2x+1 2x+1
pream O Rl [O)

ztoho g(x) = g(1)x pro vSechna x # 0,—1,—1/2. Je zfejmé, Ze vySe uvedend rovnice
plati i pro x = 0. Pokud polozime x = 1 a y = —1 v dfive ziskané rovnici (32) dostaneme

g(—1) = —g(1), ajestlize dosadime x = y = 1/2, obdrzime

s =3(3)+9(3)

~g(-1) =-2g(~3),

Proto g(x) = g(1)x pro vSechna realna x. Takze g(1) = a mize byt libovolné, proto
vSechna feSeni (43) jsou funkce g(x) = ax nebo ekvivalentné f(x) = ax + 1 pro vSechna

realna x a libovolna realna a.

3. EGMO - 2014, étloha 6
(https://egmo2014.tubitak.gov.tr/sites/default/files/solutions-day2.pdf)
Urcete vSechny funkce f: R — R spliujici podminku

fy?+2xf () + f2(0) = (y + £F)) (x + () (33)
pro vSechna realnd ¢isla x a y.
Reseni: Nejprve ovéiime, Ze funkce
f=x  f@=-x f)=;-x
vyhovuji zadané podmince.
Prof(x)=x:L=y*+2xy+x*=@+x)>=W+x)(x+y)=P
Prof(x)=-—xL=-0*-2xy+x) =-(y—-x)?=@-0x-y) =P

1
Pro f(x) = 5~
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L= 242 (1 )+(1 )2—1 (2 2 +1+2)—2 22yl
=o Y\ my) g mx) =Y oAy Xt ) =2xy -yt —x

4
p— +(1 ) +(1 )_ +1 2+1 +1 1 ) 1+ _
—yzxxzy—xyzyy2x42yx2xxy—
1

=2xy—y2—x2+Z=L.

Nyni ukazeme, Ze to jsou jediné funkce, které splituji zadanou funkcionalni rovnici (33).
Necht' y = —f(x) v puvodni rovnici (33), pak
fU200) + 2xf (=f () + f2(0)) = (=f(x) + f)) (x + f(=f (x)))
£ (220 + 2xf (—f())) = 0

pro vSechna redlna x. Konkrétné, 0 patii do oboru hodnot funkce f.
Predpokladejme, ze u a v jsou takové, ze f(u) =0 = f(v). PoloZzenim x = u nebov
ay = u nebo v v rovnici (33) dostaneme

fh=vu?, f@H=w, [f@)=uw, [f@)=vi
Odvodili jsme, ze u? = uv = v?,tedy u = v. Tudiz 3'a € R: f(a) = 0,
a=y?+2xf(y)+ f?(x) a bud y =—f(x), nebo x = —f(y). Bez Gjmy na obecnosti
y = —f(x), tedy

a=(—f())* +2xf(=f(x)) + f2(x) = 2f?(x) + 2xf (—=f (X)),

a

F2x) +xf(-f(x) = 5 VXER (34)

Piedpokladejme, Ze f(x;) = f(x3) # 0 pro né&jaké x; a x,. UzZitim vztahu (34) ziskame
a
f2(xy) + x1f(_f(x1)) = f2(xy) + xzf(_f(xz)) =

X1 f(=f(x1)) = % f (= (x2) = x2f (=f (x1)),
(x1 = x2)f(=f(x1)) = 0,
tudiz bud’ x; = x,, nebo f(—f(x1)) =0, tedy —f(xy) = a, ¢ili —a = f(x;) = f(x).
Ve druhém piipadé polozime x = a a y = x;V rovnici (33) a obdrzime
fOf +2af (x1) + f2(@) = (61 + f(@)(a + f(x1)),
fOi + (=2a*) + f2(@)) = 0,
f(x? —2a?) =0, proto x? — 2a? = a.
Podobné xZ — 2a? = a, x? = x3, atedy v tomto ptipadé x; = x, nebo x; = —x,.
Uzitim symetrie pravé strany ptivodni rovnice (33) ziskame
fFE+y? +2xf ) = G+ fENEx+ ) =20 +x* +2yf(x))  (35)

pro vSechna realna x a y. Pfedpokladejme
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RO +y2+2xf) # f2() +x* + 2yf (x)
pro n&jaké x a y. Podle pozorovani vyse f(x1) = f(x2) © ((x1 = x3) V (x; = —x3)) plati
C+HfON@+fO)#0,  f200) +y*+2xf(y) == (F2(¥) + x> + 2yf (x)).
Ale tyto podminky jsou protichidné, druha lze pfepsat jako
@+ + () +x0* =0,
tedy f(x) +y=0=f(y) + x,cozjespors (x + f(¥))(y + f(x)) # 0.
Z (35) nyni vyplyva
PO +y2 +2xf(y) = f2(y) + x* + 2yf (%), (36)
(f) =y =) —x)?
pro vSechna redlna x a y.
Specialng, polozime-li y = 0, obdrzime f2(x) = (f(0) — x)? pro vSechna x € R.
Necht’ f(x) = s(x)(f(0) — x), kde s: R - {1, —1}. Casteénym dosazenim do (36) ziskame
(f(0) =) + y* + 2xs()(f(0) —¥) = (f(0) —¥)* + x? + 2ys(x)(f(0) — x).
Umocnénim kvadrati a zjednoduSovanim dostaneme
x(s) +f(0)A =s)) =yxs(x) +f(0)(A-s(x))), Vx,y€ER
Konkrétné:
f(0)2 = 2xf(0) + x* + y* + 2xs(¥)f (0) — 2xs(y)y
= £(0)2 = 2yf(0) + y? + x* + 2ys(x)f(0) — 2ys(x)x,
zjednoduSenim a vydélenim 2:
—xf(0) + xs(¥)f(0) —xs(y)y = —yf(0) + ys(x)f(0) — ys(x)x,
—xf(0) + xs(¥)(f(0) —y) = =yf(0) + ys(x)(f(0) — x),
x(=f(0) + s(¥)f(0) =s(¥)y) = y(=f(0) + s(x)(f(0) — s(x)x),
x(f(0) =sf(0) +s)y) = y(f(0) =sx)(f(0) + s(x)x),
x(ys(y) + f(0)(1 = s(y) = y(xs(x) + £(0) (1 = s(x))).

Vydélenim xy je vidét, ze funkce

s(x) +

F0)(1-5s(x))
X

musi byt konstantni pro x # 0. Jestlize f(0) = 0, pak s(x) je konstantni pro x # 0, a proto
bud’ f(x) = x, nebo f(x) = —x pro vSechna x. Tim jsme nasli prvni dvé feseni.
Piedpokladejme f(0) # 0. Pokud s(x) = —1 pro vSechna x # 0, pak

2f(0)

X

~1+

musi byt konstantni pro vSechna x # 0, coZ neni mozZné.

Na druhou stranu, pokud existuji nenulova x a y takova, ze s(x) = —1as(y) = 1, pak
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2£(0) _

1+ 1,
X
2f(0) = 2x,
f(0) =x.

To znamena, ze mize existovat jen jedno takové x, ze x = f(0). Tedy f(x) = f(0) — x pro
vSechna x. Dosazenim do plivodni rovnice (33) ziskame 2f2(0) = f(0) a tedy f(0) = 1/2.

Resenim zadané funkcionalni rovnice (33) jsou pro viechna realna x funkce:

1
f@=x  f@=-x fi)=5-x

48. IMO - 2007 — (SLO7-4) (Djuki¢ et al. 2011, str. 754)
Najdéte viechny funkce f: RT —» R takové, ze
fx+f)=fx+y)+f©) @37)
pro vSechna x,y € R*,
ReSeni: Viimnéme si, Ze f(x) > x pro viechna x. Opravdu, protoze f(y) > 0, pak z (37):
fx+f)#fx+y),

a jestlize f(y) < y pro n&jaké y, polozeni x = y — f(y) vede ke sporu, ponévadz z (37):
fO=fO+fON=FfO-fO+y)+ )
fN=f-=f»+y)+1H),
fO-—f»M+y) =0,

coZ je spor se zadanim f: R* - R™.
Nyni dokazeme, ze f(x) — x je injektivni neboli prosta. Pokud predpokladame, Ze
f)—x=fy)-vy
pro néjaké x # y, pak budeme mit
x+fy) =y+fx).
Aplikaci f na ob¢ strany a uzitim zadané rovnice (37) obdrzime
fx+y)+f)=fx+y)+fx),
z ¢ehoz vyplyva f(x) = f(y), coz neni mozné, protoze jsme predpokladali
f(x)—x=f(y)—y, ztoho pro f(x) = f(y) plyne —x = —y, ¢ili x =y, coz je spor
s ptredpokladem x # y.
Z (37), ve které pouzijeme f(x) misto x, dostaneme
fOE@Q+fOM)=fU@+)+f) =fx+y)+fx)+ ), (38)

proto usuzujeme, zZe
fE@+fO)) -+ ) =fx+y),
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tedy fO)+f)=f&N+f®"), pokud x+y=x"+y".  Specidln& pro
Xty
-2

! !

X =Yy

mame

e+ 1) = 2f (52 (39)

Dalsim cilem je dokazat, ze f je injektivni. Jestlize f(x) = f(x + h) pro n&jaké x € Rt
ah > 0, pak dosazenim y = x + 2h do (39) obdrzime
fO)+fx+2h) =2f(x+h) =2f(x),
fx) = f(x+2h)
a indukci f(x + nh) = f(x), vn € N. Protoze za piedpokladu, Ze plati f(x + nh) = f(x)

pro n&jaké n € N, dosazenim y = x + 2n do (39) ziskame

2x + 2nh
FO) + fOx + 2nh) = 2f (T) = 2f(x +nh) = 2f (),

f(x + 2nh) = f(x).
Dale protoze f(x) > 0 a f(x) > x pro vSechna x € R*, pak
0 < f(x+nh)—(x+nh)=f(x)—x—nh, vn €N,
coz neni mozné, a tedy f je injektivni (prosta).

Nyni z (38) a (39) mame

FFG) +FO)) = P +3) + fO) = 2f (@ + y)

a ze symetrie
fFF + 1) = 2f<@+y> =2f <@+x).

Z prostoty f potom
@ +y= @ + x,

fx)=2x=f(y) -2y,
a tedy f(x) — 2x = c pro né&jaké ¢ € R. Zadana rovnice (37) si vynuti ¢ = 0, ponévadz po
dosazeni f(x) = 2x + ¢ ma platit

2(x+2y+c)+c=2x+2y+c+2y+ec.
Snadno ovéfime, ze f(x) = 2x vyhovuje (37), protoze plati
2+ 2y) = 2(x + y) + 2y.

Resenim zadané funkcionalni rovnice (37) je tedy funkce f(x) = 2x pro viechna x € R™.
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3.3. Cauchyova metoda
Mezi dal§i moznosti, jak vyfesit n€jakou funkcionalni rovnici, patii tzv. Cauchyova

metoda. Davidov (1984) uvadi schéma, kterym se mizeme pii feSeni rovnic touto metodou
fidit. Nejprve vhodnym postupem (napi. metodou substituce) ur¢ime fteseni dané
funkciondlni rovnice na mnoziné pfirozenych cisel. Poté odvodime platnost nalezeného
feSeni i pro x = 0, celé zaporné hodnoty proménné x a pro vsechny jeji racionalni hodnoty.
Nasledné vyuzijeme hustoty raciondlnich Cisel a spojitosti nalezené funkce, abychom ukazali
platnost feSeni i na mnozin¢€ redlnych ¢isel. Cauchyovu metodu lze podle autora rozsifit i na
rovnice, jejichZ feSeni jsou definovana a spojita na néjakém intervalu ¢i sjednoceni intervali.
(Definice husté mnoziny: Mnozina A realnych Cisel se nazyva husta, jestlize kazdy interval,
ktery ma nenulovou délku (tj. ktery nezdegeneruje v jeden jediny bod), obsahuje prvky
mnoziny A (Davidov 1984).) Alternativni zpusob feSeni spociva v dosazovani rtuznych
hodnot za proménné do zadani s cilem naslednymi upravami dospét ke Cauchyové rovnici,

jejiz feseni tkvi pravé v pouziti Cauchyovy metody a je vSeobecné zndmo.

3.3.1. Priklady feSené Cauchyovou metodou
ReSeni Cauchyovy rovnice (Vodstrcil 2006, priklad 2)
Najdéte vSechny spojité funkce f: R — R splitujici rovnici
fG)+f) = flx+y). (40)

Reseni: Predpokladejme, Ze f je n&jaka funkce spliiujici zadanou rovnici. Volbou x =y = 0
obdrzime f(0) = 0. Matematickou indukci snadno ukdzeme, ze

f(nx) = nf(x), vn € N,vx € R. (41)
Pron = 1 je platnost vztahu trividlni: L = f(1-x) = f(x) =1-f(x) = P.
Dale ptedpokladejme, ze pro né&jaké k € N plati f(kx) = kf(x). Nyni odvodime platnost
vztahu pro k + 1: f((k + 1)x) = (k + 1)f (x),

L=f(k+1Dx)=flkx+x)=fkx) + f(x) = kf(x) + f(x) = (k + 1)f(x) = P.
Polozime-li y = —x v rovnici (40), zjistime, Ze f(x) + f(—x) =0, ¢ili —f(x) = f(—x),
tedy funkce f je licha. Odtud jiZz zjevné dostavame, ze vztah (41) plati pro vSechna cela n
arealna x.

Z téhoz vztahu rovnéz ziskame (pro libovolné piirozené m)
x 1
—)=— kazdé x € R. 42
f(m) mf(x)pro azdé x (42)
Necht nyni q reprezentuje racionalni Cislo, tj.
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n
q=—,kdemeN,n€eZ.
m
Ze vztahu (41) a (42) plyne

Fa0) = f(=x) =nf () =—f@ = af),  vxeR
Polozime-li x = 1 a f(1) = c, ziskame
f@=cq VqeQ
Protoze ptedpokladame, ze f je funkce spojita, plati podle Cauchyovy véty
f(x) = cx, Vx € R.
Zkouskou se muzeme piesveédCit, ze libovolna funkce tvaru f(x) = cx, kde ¢ € R spliuje
zadanou funkcionalni rovnici (40), tj. cx + cy = c(x + y).
Cauchyova veta: Necht f, g: R = R jsou spojité funkce vyhovujici vztahu f(x) = g(x) pro
vSechna x € Q. Pak plati rovnost f = g, t]. f(x) = g(x) pro kazdé x € R.
Poznamka: Kazda spojita funkce je tedy uréena funkénimi hodnotami v raciondlnich bodech

(v bodech néjaké husté podmnoziny).

10. EGMO - 2021, #loha 2 (https://www.egmo.org/egmos/egmol10/solutions.pdf)

Najdéte vSechny funkce f: Q — Q takové, Ze rovnice

fOf) +y) =fO) +x° (43)
plati pro vSechna racionalni ¢isla x a y.
Reseni: Ukazeme, ze danou funkcionalni rovnici splituji funkce f(x) = xa f(x) = —x.
Necht xf(x) = A ax? = B. Rovnice (43) se transformuje do formy

f(A+y) =f({)+B.
A také, jestlize polozime —A + y za y, dostaneme

f(A-A+y)=f(-A+y)+B,
tedy
f(=A+y)=f() - B.
Snadno se ptesvédcime, Ze pro néjaké celé ¢islo n dokonce plati

f(mA+y)=f()+nB. (44)
Platnost vztahu (44) je trivialni pro n = 0: f(y) = f(y). Dale pfedpokladejme, ze vztah

plati pro n¢jakeé celé ¢islo n, ovétime platnostpron +1an — 1:
f(n+DA+y)=f(A+y+nd)=f(nA+y)+B
=f(y)+nB+B=f(y)+(n+1)B
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f(m—DA+y)=f(-A+nd+y)=f(nA+y)—B
=f)+nB-B=f(y)+(®n-1B.
Rovnice (44) tedy plyne z indukce pro n.
Nyni mizeme fici, Ze pro n¢jaké celé Cislo n a libovolné x,y € Q plati
fnxf(x) +y) = f(y) + nx?. (45)
Pro dané y mize byt f(y) + nx? jakékoliv raciondlni &islo, protoze nx? mize byt
jakékoliv racionalni &islo p/q. Vime totiz, Zze pokud nx? = p/q, kde p,q € Z a q # 0, pak
mizeme vzitn = pq a x = 1/q. Podle (45) je f na Q surjektivni (na).
Lze tedy najit néjaké racionalni ¢islo ¢ takové, ze f(c) = 0, které ted’ budeme hledat. Pii
dosazeni x = ¢ do (43) obdrzime f(y) = f(cf(c) +y) = f(y) +c?, tudiz ¢ =0, tedy
f(0) = 0. Proto f(x) = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz x = 0.
Pro jakékoli celé &islo n a jakékoli raciondlni x, y na zakladé (45) pro n? a (43) pro nx plati
f2xf(x) +¥) = f) + n?x? = f(y) + (nx)? = f(nxf (nx) + y). (46)
Po dosazeni y = —nxf (nx) do rovnice (46) se prava strana zméni na 0, tedy
n?xf(x) — nxf(nx) =0, vneNax €R.
To zjednodusime na
nf(x) = f(nx) prox # 0,

ale vztah plati i pro x = 0. Proto pro jakékoli racionalni ¢islo x = p/q mame:

p 1 1 f(q%) p
= (0)=f(p-2)=pr () =p- ==L ) = 20

Takze f(x) = kx, pro n&jaké racionalni ¢islo k. Zjisténi dosadime do (43) a ziskame
k(xkx +y) = ky + x2,
tj.
k?x% + ky = ky + x?,
¢ili k? = 1.0dtud k = 1 nebo k = —1, a tedy feSenim funkcionalni rovnice (43) jsou pro

vsechna racionalni ¢isla x funkce f; (x) = x a fo(x) = —x.

43. IMO — 2002 — (IMO02-5) = (SL02-18) (Djukic et al. 2011, str. 697)
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna realnd x, y, z, t plati
F) +f@)UO) + () = flxy — zt) + f(xt + yz). (47)
ReSeni: Dosazenim x = z = 0 a t = y do zadané rovnice (47) dostaneme
2f(0)-2f(y) = f(0) +f(0), VyeR,
4f (Of () = 2£(0).
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Je-li £(0) # 0, odvodime f(y) = 1/2, tj. f je identicky rovno 1/2, coz je prvni feSeni.
Nyni pfedpokladejme, ze f(0) = 0. PoloZzenim z = t = 0 v rovnici (47) ziskame
fay)=ffQy), Vvxy€eR (48)
Pokud tedy f(y) = 0 pro n¢jaké y # 0, pak f je identicky rovno nule. Tim jsme obdrzeli
druhé feSeni zadané rovnice.
Dale tedy predpokladejme, ze f(y) # 0 vzdy, kdyz y # 0. Pozorujeme, ze f na mnoziné
kladnych realnych ¢isel striktné roste. Ve skute¢nosti z (48) vyplyva
f&x?) =f*(x)=0
f(x) =f2(¥x) =0, Vx >0,
takze z dané rovnice (47) pro t = x a z = y dostaneme
fG)+fON? = f(x* +y),
fx?+yH) =@ +fON* = f(x?,  Vx,y=0.
Volbou y = 1 v rovnici (48) mame
fG)=f)f(1), VxeER,
tedy f(1) = 1.
Nyni do (47) dosadime t = y a obdrzime
FE) + @)U+ ) = fxy —zy) + f(xy +yz)
2fU@) + (@) =fOU(x—2) + f(x +y))
2000+ f@)=f(x—2)+ f(x + 2), Vx,z € R. (49)
Specialné pro x = 0 a uzitim f(0) = 0 mame
2f() +f@) = f(-D +f(@), VzER
Odtud pro vsechna realna z plati f(z) = f(—z), tedy f je suda funkce.
Dale pomoci indukce z (49) dostaneme
f(nx) =n%f(x), VneL (50)
(a nasledné i pro vSechna raciondlni Cisla).
Nejprve zvolime z = x a ziskame
22f () = f(0) + f(2x),
4f (x) = f(2x).

Nyni z = 2x:
2(f () + f(2x)) = f(=x) + f(3x),
2(f(x) +4f () = f(x) + f(3%),
9f (%) = £ (3x).
Pro z = nx:
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2(f(x) + f(nx)) = f(x —nx) + f(x + nx),
2(f(0) +n*f(0) = f(x(n — 1) + f(x(n + 1)),
2(f () + n*f(x)) — f(x)(n— 1)? = f((n + Dx),

f(X)2+2n2—n?+2n-1) = f((n+ 1)x),
(n+ 1) f(x) = f((n + Dx).

2
Pro racionalni ¢isla: Chceme ukazat, ze plati f (g x) = (g) f(x), Vg € Q.

Polozme n =p/q, p € Z, q € N, podle (48) plati
P\ (P
F(5x)=r()reo.
Vime, ze f(1) = 1, atedy 1 = £(1) = (£(1))". Déle pomoci (48) a (50):

1= =1 (ca)=r(Q)r@=r()e  vaen

1

=f<—), Vq € N.

1
2 q

q
Podle (48) plati:

r(Ex)=r(C)re0 = zf@)r@,  wwen  veen

Dale dle (50)

1 1, p?
?f(P)f(X) = 2P fx) = ?f(x), VpEZ  VqEN.

Mame tedy

F(2x) = mrore =L =) reo. viee

Odtud f(q) = q?%, Yq € Q, navic jsme vyse prokazali sudost f(z) = f(—z), Vz € R.
Proto
f@=f-a=q* VqeQ

Ale f je rostouci pro x > 0, takze musi platit f(x) = x2, Vx € R.
Snadno oveéiime, ze funkce f;(x) = 1/2, f5(x) = 0 a f3(x) = x? jsou fesenim zadané
funkcionalni rovnice (47).
Pro fi(x) = 1/2:1=1/2 + 1/2.
Pro f,(x) =0:0=0.
Pro f3(x) = x2: L = (x? + z2)(y? + t?) = x%y? + x%t% + z%y? + z%t% =

= x%y? — 2xyzt + z?t? + x*t* + 2xtyz + z%y? = (xy — zt)* + (xt + yz)* = P.

28



19. IMO - 1977 — (LL77-24) (Djuki¢ et al. 2011, str. 426)
Urcete vSechny realné funkce f(x), které jsou definované a spojité na intervalu (—1,1)
a spliuji funkcionélni rovnici

f)+fO)

1= D) 1)

fx+y) =

prox,y,x +y € (—1,1).

ReSeni (prevedeni na Cauchyho rovnici):

Do (51) dosadime x = y = 0 a obdrzime f(0) = 0. Polozme g(x) = arctan f(x). Zadana
rovnice (51) se diky znamému vzorci

tanx + y) = 1tan(x) + tan(y)

— tan(x) tan(y)
zméni na
tan g(x +y) = tan(g(x) + g(»));
proto
gx+y)=g(x) +g) +k(x,y)m,
kde k(x,y) je celociselna funkce. Ale f je spojita, tudiz i g a k jsou spojité, tedy k(x,y) je
spojita a k(0,0) = 0, proto k(x,y) = 0. Ziskame tak Cauchyovu funkcionalni rovnici
gx+vy)=g(x)+ g(y) naintervalu (—1, 1),
jejiz vSechna spojita feSeni maji pro néjaké realné a tvar g(x) = ax. Navic g(x) € (—m, )
implikuje |a| < m/2. Proto f(x) = tan ax pro n&jaké |a| < /2, coz je skutenym feSenim

zadané funkcionalni rovnice (51).

31. IMO — 1990 — (IMO90-4) = (SL90-25) (Djuki¢ et al. 2011, str. 547)
Necht Q* je mnoZina kladnych racionalnich &isel. Zkonstruujte funkci f:Q* —» Q™

takovou, Ze

fxf(y) = % Vx,y € Q*. (52)

ReSeni (prevedeni na Cauchyho rovnici):

Dosazenim x = 1 do (52) ziskame

1
fUH) = 9 ,  VyeQh (53)

a proto f(y,) = f(y,) implikuje y; = y,, tj. funkce f je injektivni (prostd). Ukazeme, ze

funkce f je také surjektivni (na), a tedy i bijektivni (vzajemné jednozna¢na). (f o f) je na,
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protoze f(1)/y je libovolné &islo z Q* pro libovolné y € Q. Na zakladé lemmatu 2 ze
str. 9 plyne, ze f je na. Zaroven vime, Ze f je prosta, a proto je f bijektivni.
Polozime y = 1 v zadané rovnici (52) a obdrzime
flxf(D) =fx), vxeQt,
z prostoty f:
xf(1) = x, vx € QF,
f(1) =1.
Z (53) dosazenim f(1) = 1 plyne

1
fd) = 5 e Q. (54)

Dale polozime y = f(z) a dostaneme
1

: f(lz) F(r@)=r(3)

f(lz) - f(%)

Nyni dosadime y = f (%) do (54) a nasledné do ptivodni rovnice (52), tim ziskame

ror=r(r()-1-
t

f(X) f(?i) f(x) _FOOf©),  VayteQt

f(3) f(t)
Naopak jakéakoliv funkce na Q* spliujici pro vSechna x,t € Q*
(i) f(xt) = FOf (D,
(i) f(F(x)) = 1/x

také vyhovuje zadané funkcionalni rovnici (52). Staci tedy najit funkci splnujici (i) a (ii).

fOf®) =flxt) =

Poznamenejme, Ze vSechny prvky g € Q* jsou ve tvaru q = [~ p;*, kde p; jsou prvogcisla

a a; € Z. Podminka (i) implikuje

r@o=f([]_p)=T1_rooe

Staci tedy definovat funkci na vsech prvocislech. Aby funkce splnila podminku (ii), je nutné
a postacujici, aby pro vSechna prvocisla p platilo f(f(p)) = 1/p. Necht' g; oznacuje i-té

nejmensi prvocislo. Hledanou funkci f definujeme nasledovné:
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1
f(@2k-1) = @2k f(qz) = p , k € N.

2k-1

Takova funkce spliuje (ii) a spolu s doplnkovou podminkou f(xt) = f(x)f(t) je dobie

definovana pro vSechny prvky Q*, tudiz fesi piivodni funkcionalni rovnici (52).

3.4. Metoda vyuziti pevnych bodi

Ptiklady fesené¢ metodou pevnych bodl se v matematickych olympiadach nevyskytuji
prilis Casto, ba dokonce z dostupnych ro¢nikl pouze v ulohdch IMO, proto se jimi zabyva az
posledni ¢ast této kapitoly.
Definice (Satny 2016): Pevnym bodem funkce f nazyvame kazdé &islo x z definiéniho

oboru D(f) funkce f, pro které plati f(x,) = x, a mnozinou pevnych bod budeme rozumét

Pr={x € D(f); f(x) = x}.

3.4.1. Priklady FeSené metodou pevnych bodi
55. IMO — 2015 — #iloha 5 (Satny 2016)
Necht' R oznac¢uje mnozinu vSech realnych ¢isel. Uréete vSechny funkce f: R — R spliujici
rovnici

flot fe+y) + ) =x+ flx+y) +yf(x) (55)
pro vSechna redln4 ¢isla x a y.
Zadny z Sestice Geskych reprezentantti nedovedl funkcionalni rovnici (55) zcela vyfesit.
Neobjevili Zadné vyznamné vlastnosti vyhovujicich funkci f, které by vedly k nalezeni
viak, e zadna jina feSeni neexistuji. Tento netispdch nasich mladych matematikt Satny
pfipisuje jejich nedostate¢né zkuSenosti s tvahami o pevnych bodech funkci, bez kterych
patrné nelze funkcionalni rovnice (55) vyfesit.
Pozorovani:
Pokud ,,odstranime* v§echna f z obou stran rovnice (55), ztstane na nich po tpravé totozny
vyraz 2x + y + xy, z toho plyne, ze prvnim feSenim dané funkcionalni rovnice bude funkce
f(x) = x.
Dale hledame vSechny linearni funkce f(x) = ax + b vyhovujici dané funkcionalni rovnici,
tudiz obecnou linedrni funkci dosadime do obou stran rovnice a jejich hodnoty pak

porovname rozdilem:
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L=f(x+alx+y)+b)+axy+b=alx+ax+ay+b)+b+axy+b
= axy + (a®> + a)x + a’y + ab + 2b
P=x+alx+y)+b+ylax+b)=axy+(a+1x+(@a+b)y+b

L—P=(a*-1Dx+ (a®*—a—-b)y+b(a+1).
Rovnost L — P = 0 plati pro vSechna realna x,y, pravé kdyz se vSechny tii koeficienty
Z posledniho odvozeného vyrazu rovnaji nule tj.

a’?—1=a*—a—-b=b(a+1)=0.

Tuto podminku ziejmé spliiuji dvé dvojice ¢isel (a, b) rovné (—1,2) a (1,0). Tim jsme
ovefili, Ze funkcionalni rovnici (55) vyhovuji pravé dvé linearni funkce fi(x) = —x + 2
a f>(x) = x, jejichz mnoziny pevnych bodt jsou: Pr, = {1} a P;, = {R}.
Reseni: Piedpokladejme, Ze f je libovolna funkce, ktera splituje danou funkcionalni rovnici
pro vSechna realna x, y. Volbou y = 1 v ptivodni rovnici (55) dostaneme

Flx+fx+D)+fx) =x+fl+ 1D+ f(n),

flx+fx+1D)=x+f(x+ 1.

Z posledni rovnosti vycteme, ze hodnota x + f(x + 1) je pevnym bodem funkce f pro
jakékoliv realné x. Zaménou x za x — 1 ziskdme poznatek o mnoZiné€ pevnych bodl funkce
fix =1+ f(x) € P pro kazdé x € R. Vime tak, Ze mnozina Py je neprazdna.
Nalezeni vSech pevnych bodii: Vezmeme libovolny prvek y, € Pr, tedy libovolné cislo

Yo € R s vlastnosti f(y,) = ¥, pak volbou x = 0 ay = y, v zadané rovnici (55) ziskame:

f(f(YO)) + £(0) = f(yo) + yof (0),
Yo + f(0) =y + o/ (0),
f(0)(A —yo) =0.

Za podminky f(0) # 0, kdy z posledni rovnosti vychazi 1 —y, = 0, ma funkce f jediny
pevny bod y,=1, neboli Pr={1} Zpoznatku x—1+ f(x) € P musi Dplatit
x—1+f(x) =1, ¢ili f(x) =2—x pro kazdé realn¢ x. Tim jsme odhalili pfedpis pro
jedno z obou feseni funkce f, které jsme objevili jiz v sekci pozorovani, a tak jsme jej
ovetili.
Dale budeme fesit pfipad pro f(0) = 0. Volbou y = —x v rovnici (55) diky rovnosti
f(0) = 0 obdrzime

fG) + f(=x?) = x — xf (x). (56)
Pro x = —1 tak zjistime, Ze plati

f(=1) + f(=1) = =1 + f(=1), neboli f(-1) = -1
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aprox =1 mame
f()+f(=1)=1-f(1),neboli f(1) = 1.
Zjistili jsme tak, ze pevnymi body funkce f jsou (kromé piedpokladané nuly) i ¢isla —1 a 1.
Druhy vyznamny dusledek pfedpokladu f(0) = 0 ziskame volbou y = 0 v rovnici (55).
Dostaneme vztah
f(x +f(x)) =x+ f(x),
podle kterého rovnéz hodnoty x + f (x) patii k pevnym bodim funkce f: x + f(x) € P pro
kazdé x € R. Pevny bod x + f(x) funkce f je o 1 vétsi nez jeji pevny bod x — 1 + f(x).
Ukazme, ze plati zaver: je-li pro n&jake y, € Pr rovn€Z y, + 1 € Pf, pak také y, + 2 € Py.
Skuteéné, zrovnosti f(yo) =y @ f(yo+1)=yo+1 pii volbé x=1 a y =1y,
Vv pivodnim zadani (55) obdrzime (s ohledem na piedchozi vysledek f(1) = 1):
fF(L+fA+y0) +f0o) =1+ fA+y0) +¥of (D),
fA+1+y0)+yo=1+(1+y0)+ o
fo+2)=y,+2,
jak jsme chtéli ukazat. Pravé dokazand vlastnost vede k zavéru, Ze mezi pevné body funkce
f patfi hodnota x + 1 + f(x), protoze jsme diive zjistili, Ze plati x — 1 + f(x) € P¢ pro
vSechna redlnd x a x + f(x) € P pro viechna realna x.
Po dosazeni x — 1 za x do x + 1 + f(x) obdrZime dalsi pevny bod x + f(x — 1) € P pro
kazdé x € R. Ziskany poznatek uplatnime tak, Ze odpovidajici rovnost
f(x+f(x—1)) =x+f(x—1)
vyuZzijeme pii upravach v nasledujicim kroku.

V ptuvodni funkcionalni rovnici polozime y = —1. Tedy
fla+fa=D)+f(=0)=x+flx-1~f(x),
x+fx-D+f(=x)=x+flx-1—f),
f(=x) = =f ().

Protoze posledni rovnost plati pro vSechna redlna x, odvodili jsme (cestou uvah o mnozin¢
pevnych bodl) rozhodujici vlastnost hledané funkce f, kterou je lichost. Nyni snadno
zjistime jeji predpis.
Nahrazenim x opa¢nou hodnotou —x ve vztahu (56) ziskame s ohledem na lichost
f(=x) + f(=x?) = —x + xf (—x),
—f0) + f(=x?) = —x — xf (x)

a odecétenim obdrzené rovnosti od rovnosti (56): f(x) + f(—x?) = x — xf (x)

33



dostaneme
2f(x) = 2x
f(x) =x, Vx € R.
To je druhé feSeni zadané funkcionalni rovnice, které se stejné jako to prvni f(x) =2 — x,
shoduje s poznatky z pozorovani. Protoze podle uvedeného postupu zadna jina vyhovujici

funkce f neexistuje, je tim celé feseni tlohy u konce.

15. IMO - 1973 — (IMO73-5) = (SL73-17) (Djuki¢ et al. 2011, str. 405)
Necht' G je mnozina funkci f:R = R ve tvaru f(x) = ax + b, kde a, b jsou realna cisla
a a # 0. Pfedpokladejme, Ze G spliuje nasledujici podminky:
(1) Jestlize f, g € G, pak (g ° f) € G, kde (g ° f)(x) = g(f (x)).
(2) Jestlize f € G, pak inverzni funkce f~1 k funkci f nélezi do G, pro f(x) =ax + b je
inverzni funkce f~1(x) = (x — b)/a.
(3) Pro kazdé f € G existuje Cislo x; € R takové, Ze f(xf) = x.
Dokazte, ze existuje Cislo k € R takové, ze f(k) = k pro vSechny funkce f € G.
ReSeni: Necht' f,(x) = ax + b a f,(x) = cx + d jsou dvé funkce z mnoziny G. Definujeme
9(x) = (fi° f2)(x) = acx + (ad + b),
h(x) = (f2 ° f1)(x) = acx + (bc + d).
Podle podminky pro G patii jak g(x) tak h(x) do G. Navic existuje

x — (bc+d)
ac

h=1(x) =

a také

acx+(ad+b)—(bc+d)_x+(ad+b)—(bc+d)

h_1 o =
(A" e g)(x) o =
patfici do mnoziny G. Pak podle podminky (3) existuje n&jaké x € R takové, ze plati
(h™Yo g)(x) = x, aproto

(ad+b)—(bc+d)_0

ac
Nyni z toho plyne ad + b = bc + d pro kazdé f, f, € G, coz je ekvivalentni s
b = d = konstanta = k
1 — - 1_¢_ konstanta = k.

Ale tyto vzorce presné popisuji pevné body funkcei f; a f5:
x = fi(x) = ax + b, x=f(x) =cx+d
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Protoze plati f(k) = k, je nalezené k jedinym spole¢nym pevnym bodem vsech funkci f
zG.

37. IMO - 1996 — (IMO96-3) = (SL96-8) (Djukic et al. 2011, str. 608)
Necht' N, reprezentuje mnozinu vSech nezapornych celych Cisel (vSech piirozenych cisel
vcetné nuly). Najdéte vSechny funkce f: N, = N, takové, ze
fm+fm) =ffm)+f(), VmneN,. (57)
Reseni: Polozenim m = n = 0 obdrzime
fF(0) = F(f(0)) + f(0),
f(0)=0

fFm) =fm),  VneN,. (58)

Ziskané poznatky aplikujeme na zadanou rovnici a dostaneme:
fm+fm) =ffMm)+f(n) =fm)+f(mn),  f(0)=0.
Nyni Ize snadno odhadnout a ovéfit, ze prvnim feSenim zadané rovnice (57) je funkce
f(n) =0, vn € Ny,

protoze plati:

L=f(m+fn)=f(m)=0,

P=f(f(m)) +f(n) = f(0) =0,

L=P.
Dale predpokladejme, ze f neni nulova funkce. Z (58) plyne, ze funkce f ma nenulové
pevné body.
Necht' a zna¢i nejmensi nenulovy pevny bod f. Indukci je pevnym bodem také kazdé ka,
k€N, tj. f(ka) =ka. Pro a=1 je platnost tvrzeni trivialni. Ukazeme, Ze jestlize je
pevnym bodem ka, pak je jim i (k + 1)a:
f((k+Da) = f(ka+a) = f(f(ka) + f()) = f(ka) + f(a) = ka +a = (k+ Da.
Tvrdime, Ze vSechny pevné body f maji tvar ka, k € N.
Predpokladejme, ze b = ka + i je pevny bod, kde i < a. Pak
b=f(b)=f(ka+i)=f(i+f(ka)) = f()+ f(ka) = f() + ka =ka+1,
f@) =1

Proto i = 0.
Protoze obor hodnot funkce f se shoduje s mnozinou jejich pevnych bodu (H(f) = Py),

vyplyva z toho, ze proi = 0,1,...,a — 1 plati
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f(@) = an;
pro né&jaka celd ¢islan; = 0, ny = 0.
Konkrétné Py = {ka, k € Ny} = H(f), a je nejmensi pevny bod, a > 0. Mnozina vzori
{0,1,2,3,...,a — 1} se zobrazi na pevné body, tj. 0 » 0a, 1 - 1a, 2 » 2aq, ...
Necht' n = ka + i je libovolné pfirozené Cislo, Vk € N, 0 < i < a. Zadana funkcionalni
rovnice (57) nam za pouziti poznatku, ze ka je pevnym bodem, dava vztah
fm)=flka+i)=f({)+ka=an; +ka=n;+k)a.
Kromé nulové funkce se jedna o obecné feSeni dané funkcionalni rovnice. Abychom to
ovétili, dosadime m = ka + i, n = la + j do (57) a ziskame
L=f(m+fm)=f(ka+i+fla+))=f(ka+i+an;+la)
=f((k+l+nj)a+i)=(ni+k+l+nj)a
P=f(fm)+f(m)=fm)+f(n)=f(ka+i)+ f(la+j)=ka+ an; +la+ an;
P=1L

Resenim zadané funkcionalni rovnice (57) jsou funkce fi(x) = 0 a f5(x) = (x; + k)a, kde

ke Nax €eN,.

54. IMO - 2013 — (SL13-3) (https://www.imo-official.org/problems/IMO2013SL.pdf)
Necht’ Q* je mnozina kladnych racionalnich ¢isel. Necht’ f: Q* — R je funkce splfiujici pro
viechna x,y € Q* nasledujici podminky:
fOf ) = fxy) (59)
fx+y)=fx)+ Q) (60)
Dale pro zadanou funkci f existuje pevny bod a € Q*, tj. f(a) = a, a > 1.
Dokazte, ze f(x) = x pro vSechna x € Q*.
Reseni: Ozna¢me N mnoZinu p¥irozenych &isel. Dosazenim x = 1, y = a do (59) dostaneme
f(1) = 1. Déle snadno pomoci indukce pro n dostaneme z (60), ze
f(nx) = nf(x) pro viechnan € Nax € Q*. (61)
Pro n =1 jasné€ plati: f(x) = f(x). Dale ptedpokladejme, Ze plati f(nx) = nf(x) pro
néjaké n € N, na zakladé toho ukazeme, Ze vztah plati i pro n + 1, protoze
f((n+1Dx) = f(nx +x) =2 f(nx) + f(x) = nf(x) + f(x) = (n+ D)f(x).
Specialné z (61) mame
f(nx) =2nf(x) =nf(1) =n, vn € N, vx € QY. (62)
Z (59) opét mame
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fm/n)f(n) = f(m),
takze
f@>0, VvqeQ™.
Nyni (60) implikuje, ze f je strikiné rostouci; tato skutecnost spolu s (62) dava
f)=fxh =[xl >x—-1, Vx > 1. (63)
(Symbol |x| znaci funkci dolni cela ¢ast ¢isla x, ktera Cislu x ptifazuje jeho nejblizs$i mensi
celé ¢islo.)
Indukci z (59) dostaneme
f(x) = f(x™), vn €N, Vx € Q.
Pron =1: f(x) = f(x).
Dale piedpokladejme, Ze plati f™(x) = f(x™) pro néjaké n € N, na zaklad¢ toho ukaZzeme,
ze vztah plati i pro n + 1, protoze
) = fref () = fMf ) = f(x™ - x) = f(x™).
Tedy diky (63)
f'(x) = f(x™) >x™ -1,

f(x) = Vxn—1, vn € N, vx € QF, x> 1. (64)
To dava
f(x) = x, vx € QY, x> 1. (65)

Vskutku,prox >y >1lan €N je
=yt = =ETT X"y + e+ YD) > nlx - ),
rozdily x™ — y™ rostou s rostoucim n, takze pro dostatecné velké n pierostou 1, ¢ili mame
x™—1 > y™ atedy podle (64) f(x) > y. Jelikoz y € (1, x) bylo libovolné racionalni ¢islo,
plyne z piedchoziho platnost (65): f(x) = x, Vx € Q*, x > 1.
Nyni (59) a (65) davaji pro x = a:
a" =f"(a) 2 f(a") =z a",
f(a") = a™

Protoze podle ptedpokladu je a > 1, najdeme pro kazdé x > 1 vhodné n € N tak, Ze
a™ — x > 1. Potom pomoci (60) a (65) dostaneme

a=f"a) = f(x)+f(@a*—x)=x+ (@a*—x) =a", x> 1, (66)

z ¢ehoz plyne
f(x) =x, vx € QT, x> 1.

V rovnici (66) jsou vSude rovnosti protoze a" =...= a™ a z (65) vime, Ze
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f(x) =x, Vx € Q, x>1,
¢ili
f)+fl@a—x)=x+a"—x>0,
f(x) = x, f@@a" —x) =a" —x.
Vime
fx)y=zx>1, f(@a"—x)=a"—x>1,
f)+ f@a"—x)=x+a"—x>1,
= fx)=x, f@"—-x)=a"—x
= fx)=x, VxeQ*, x>1
Nakonec pro kazdé x € Q* akazdé n € N z (59) a (62) dostaneme
nf(x) = f(M)f(x) = f(nx) = nf(x),
f(nx) = nf (x).

Proto

n

—, vm,n € N,
n n

f(m)=f(m)=m

a tedy
fG)=x, VvxeQ",
coz jsme méli dokazat.
Komentdi. Podminka f(a) = a > 1 je zasadni. Pro b > 1 totiz funkce f(x) = bx? spliiuje

(59) a (60) pro vSechna x,y € Q a ma jediny pevny bod 1/b < 1.
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4, Sbirka reSenych uloh z ¢eské Matematické olympiady

- ptiklady v&etné feseni jsou pievzaty z internetovych stranek Matematické olympiady (MO)

50. MO - 2000-2001 — kat. A, domaci kolo, priklad 5
(http://lwww.matematickaolympiada.cz/media/440630/A50i.pdf)
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna reédlna ¢isla x, y plati

X +y? +2f () = fx +3) - (f@) + F0)).
Reseni: Metodou substituce podrobné piiklad fesi Peskova (2012, str. 14), fesenim je funkce
f(x)=x, Vx€R.

50. MO - 2000-2001 — kat. A, krajské kolo, piiklad 4
(http://www.matematickaolympiada.cz/media/440631/A50ii.pdf)
Urcete vSechny funkce f: R = R takové, Ze pro vSechna realna ¢isla x a y plati

fP+f)) =& =y?* flx+y). (67)
Reseni: Predpokladejme, Ze f je libovolna z hledanych funkci. V§imnéme si, Ze levé strana
zadané rovnice (67) je suda funkce proménné x. Pii zaméné Cisla x opa¢nym Cislem —x se
proto nezméni ani hodnota pravé strany rovnice:

= flx+y)=(x—-y)?* f(-x+),
(x=y)? flx+y)=x+y? fly—x.
Dosad'me sem pii libovolném t € Rhodnoty x = (t —1)/2 a y = (t + 1)/2, které jsou
zvoleny tak, aby platilo x + y = t ay — x = 1. Dostaneme vztah
f)=t*-f(1), VteR

Funkce f je tedy nutné tvaru f(x) = cx?, pfitom neznamy koeficient c zjistime tak, Ze
dosadime do (67) (a tak vlastné soucasné provedeme i zkousku):

c(x? +cyH)?=(x-y)? - cx+¥)?

c(x* + 2cx?y? + c?yh) — c(x? — 2xy + y?*)(x? + 2xy + y?) =0,
c(x* + 2cx?y? + c?y* — x* — 2x3y — x%y? + 2x3y + 4x%y? + 2xy3 — x%y? — 2xy3
-y =0,
c(2cx?y? 4+ 2x2y? + y*(c? = 1)) = 0,
cy?(2cx? + 2x2 +y%(c? - 1)) =0,
cy?(2x2(c+ D +y%(c+ D(c— 1) =0,
c(c+ 1)y2(2x%2 + (c — 1)y?) = 0.

Posledni odvozena rovnice je splnéna pro libovolna x a y, pravé kdyz ¢ = 0 nebo ¢ = —1.
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(Napft. dosazeni x = y = 1 vede k podmince c(c + 1)? = 0, takze nutné ¢ € {0, —1}.)

Uloha mé pravé dvé feseni: nulovou funkci f; (x) = 0 a funkei f,(x) = —x2.

51. MO - 2001-2002 — kat. A, ustiedni kolo, piiklad 6
(http://lwww.matematickaolympiada.cz/media/440643/A51iii.pdf)
Necht R* zna¢i mnozinu vSech kladnych redlnych ¢&isel. Najdéte vSechny funkce
f: R* > R* splyjici pro libovolna x, y € R* rovnost

fxf) = flxy) + x.

ReSeni: v ramci kapitoly 3.2.1 Priklady Fesené metodou symetrie proménnych, str. 17.

53. MO - 2003-2004 — kat. A, ustiedni kolo, piiklad 6
(http://Iwww.matematickaolympiada.cz/media/440670/A53iii.pdf)
Najdéte viechny funkce f: RY - R*, které pro libovolna kladna ¢isla x, y splfiuji rovnost:
() +f) = (x + NfFF ). (68)
Reseni: Necht f je libovolna z hledanych funkci. Oznaéme f(1) =p, vzhledem
k podminkam ulohy plati p > 0. V zadané rovnici (68) polozme x = 1, y = 1. Po upravé
(F@ + F(D) = 2 (f(D)
dostaneme p = f(p). Do (68) dale dosadme x = p, y = 1. Potom
p*(f®) +p) = @+ Df(f®)),
dle p = f(p) vyjde
2p® = (p + Dp.
Ukéazeme, Ze ziskana algebraicka rovnice ma tfi redlné koreny {— 1/2,0,1}.
2p° - (p+Dp=0
p2p*—-p-1)=0 = p; =0

1+v1+4-2 143 1

= e 1 _ ——
P23 2 4 = D2 ) p3 5

Jediny koten vyhovujici podmince p > 0 jep = 1, tedy f(1) = 1.
Necht' t je libovolné kladné realné &islo. Polozme v (68) x =1, y = t, takze vzhledem
k f(1) = 1 dostaneme
1+f®=0Q+0f®)
1=0+DfO-fO=fOA+t-1) = f(Ot
f() =1/t

Dosazenim snadno ovétime, ze funkce f(t) = 1/t vyhovuje rovnici (68), protoze plati
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1 1 1
xz-(—+—)=(x+y)-—1
Xy Sy
X
x2 (x+y)
Xy

Funkce uréend vztahem f(x) = 1/x, Vx € R* je feSenim dané funkcionalni rovnice (68).

x
—(x+Y)';

54. MO —2004-2005 — kat. A, domaci kolo, piiklad 6
(http://www.matematickaolympiada.cz/media/440681/A54i.pdf)
Najdéte viechny funkce f: Ry — R, které vyhovuji soucasné tfem podminkam:

a) pro libovolna nezdporna ¢isla x, y takova, ze x + y > 0, plati rovnost

FFONFO) = £ (75): (69
b) f(1) = 0;
c) f(x) > 0 pro libovolné x > 1.
Reseni:
Do (69) dosadime y = 1 a dostaneme
fefO)F =f (=), ve=o.

Vzhledem k tomu, ze f(1) = 0 podle podminky b), posledni rovnost znamena, ze

f (x _T_ 1) =0, Vx = 0. (70)

Vidime, ze funkce f nabyva hodnoty nula ve vSech bodech defini¢niho oboru, které mizeme

vyjadtit ve tvaru zlomku ﬁ s vhodnym x > 0. Kazdy takovy zlomek lezi v intervalu (0,1),

naopak pro kazdé realné ¢islo t € (0,1) ma rovnice
t x r oM W r t
= nezéporné feSeni x = ——.
x+1 P 1-t

Zjistény poznatek spolu s podminkou c) ze zadani Glohy vede k zavéru, Ze rovnost f(t) =0

plati, pravé kdyz t € (0,1). Abychom ur¢ili (kladnou) hodnotu f(t) pro pevné t > 1,
uvazime na zaklad¢ rovnic (69) a (70) dvé rovnice s takovym parametrem ¢t a neznamou Xx,

totiZ rovnice

FefF®)F®) =0, f("—t) ~ 0

x+t

Protoze ze zadani (69) se levé strany obou rovnic rovnaji a f(t) > 0, musi mit ob& rovnice
stejné mnoziny feSeni. Pro prvni z nich je tato mnozina urcena soustavou nerovnic

0<xf(t) <1,
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takze tvoii interval (0,1/f(t)).

Druha rovnice je ekvivalentni se soustavou nerovnic
xt
0< <
x+t

)

jejiz feseni (s ohledem na x + t > 0) tvoii interval (0, i).

Z totoznosti obou intervalt plyne rovnost

1 t

FO t-1
t—1

f(t)=T-

Nasli jsme hodnotu f(t) pro kazdé t > 1. Mlzeme tedy shrnout, Ze hledand funkce f musi

mit tvar
0, 0<t<1,

f©) = {g

) t>1.
t

V druh¢é casti feSeni ukdzeme, ze funkce f urcend poslednim piedpisem mé skutecné

vlastnost a) ze zadani ulohy (vlastnosti b) a ¢) jsou ziejmé). Rovnosti obou stran rovnice (69)

L=f(xfM)fy), P=f (x?y)

dokdzeme v kazdém ze Ctyt ptipadi rozliSenych podle moznych hodnot proménné y

a zlomku

(Hy=0 x>0 (i)0<y<1,

Xy . Xy
>1, —<1, >1, —>1.
i)y >1, Wy>1

Piipad (i): Zy = 0 plyne f(y) =0a

L=f(f O =0, P =f(Z2)=f(0)=0

Ptipad (i1): Z 0 < y < 1 plyne < 1, takze

x+y

L=fGroNfO =0, P=f({75)=0

L=0=P.

X _
Piipad(iii): Zy > 1, % < 1plynex < " { I’ takZe s ohledem na hodnotu f(y) = yT

plati nerovnost xf (y) < 1, tudizopét L = 0 = P.
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X -1
Piipad (iv): Zy > 1, % > 1 plyne x > % , takZe s ohledem na hodnotu f(y) = yT

plati nerovnost xf (y) > 1, tudiz

xy_l—l
y y-1 xy—x-y
L: X = . =
FefMFB) =1y pay
y
Xy
_ (xy)_x+y _xy—x—y.x+y_xy—x—y_P
T \x+y) T XY x4y xy Xy B
x+y

Rovnost L = P je tak dokazana ve vSech ptipadech.

Resenim zadané funkcionalni rovnice (72) je tedy funkce
0, 0<x<1,

f&) = {E

X

, x> 1.

56. MO - 2006-2007 — kat. A, domaci kolo, piiklad 6
(http://www.matematickaolympiada.cz/media/440709/A56i.pdf)
Urcete vSechny funkce f: Z — Z takové, Ze pro vSechna cela ¢isla x, y plati
fGG) +y) =x+f(y+2006). (71)
ReSeni: Necht' f je libovolna funkce poZzadovanych vlastnosti.
Dosadime-li do zadani postupné y = 0 a y = 1, dostaneme
f(f(x)) =x + f(2006), VxE€ Z,
f(f(x)+1) =x+ f(2007), Vx € Z (72)
a jejich vzajemnym odectenim
f(F) + 1D = f(f(x) = £(2007) — £(2006).
Posledni vztah l1ze zjednodusené zapsat pro f(x) = z jako
fz+1) - f(z) = f(2007) — f(2006) (73)
pro kazdé takové z € Z, které patii do oboru hodnot funkce f. Timto oborem je ovSem
mnozina Z, jak lIze odvodit z kterékoli z rovnosti (72). Z (72) vidime, ze (fof) je
surjektivni (na) na Z a tedy dle lemmatu 2 nastr. 9 jei f na Z.
Rovnost (73) platna pro kazdé z € Z znamena, ze funkce f na Z je (oboustranné nekonecna)
aritmeticka posloupnost, takze jeji predpis musi byt tvaru
f(z) =az+b,

kde a, b jsou vhodné konstanty ze Z.
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Jejich mozné hodnoty zjistime dosazenim do obou stran zadané rovnice (71) (¢imzZ zaroven
provedeme i zkousku):
ff@+y)=a(f(x)+y)+b=a’*x+ay+ab+b,
x+ f(y+2006) =x+a(y +2006) + b = x + ay + 2006a + b.

Takové dva vyrazy maji tutéz hodnotu pro vSechna x,y € Z , pravé kdyz zaroven plati

a’ =1, 2006a = ab,
¢ili

a=*1, b = 2006.

Resenim ulohy jsou tedy pro viechna x € Z dvé funkce uréené piedpisy

fi(x) =x+ 2006,  f(x) =—x + 2006.

56. MO — 2006-2007 — kat. A, ustiedni kolo, pFiklad 3
(http://lwww.matematickaolympiada.cz/media/440711/A56iii.pdf)
Ozna¢me N mnozinu vSech ptirozenych ¢isel a uvazujme vSechny funkce f: N — N takové,
ze pro libovolna x,y € N plati

fxf ) = yf (). (74)
Ur¢ete nejmensi moznou hodnotu f(2007).
Reseni: Uvazujme libovolnou funkci f pozadovanych vlastnosti. Nejprve ukazeme, Ze je
prosta. Jestlize f (y;) = f(y2), pak plati

yif(x) = f(xf(J’1)) = f(xf(J’z)) = y,f (x), Vx € N.
Ponévadz f(x) je ptirozené Cislo, plyne odtud y; = y,, coZ znamena, Ze funkce f je prosta.
Volbou x = 1 v dané rovnici (74) dostaneme
fF®M) =yf(1), VyeN,
coz pro y = 1 predstavuje vztah
@) = f.
Protoze f je prosta, plyne odtud (1) = 1, takze pro vSechna piirozena ¢isla y navic plati
fEM) =y (75)
Z pravé odvozeného vztahu zaroven plyne, Ze oborem hodnot funkce f je celd mnoZzina N,
protoze z (75) plyne (f o f) je surjektivni (na) N, tj. obor hodnot H(f o f) = N, a tedy
i H(f) = N, protoze f je podle lemmatu 2 na str. 9 také na N.
MiiZzeme tedy pro libovolné pfirozené ¢islo z najit y, pro néz y = f(z) a zaroven f(y) = z,
takze podle vztahu ze zadani pak plati
fxz) = fx(f) =yfx) =f(@f(x), Vx,zeN.
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Odtud odvodime matematickou indukci, Ze pro v8echna piirozena ¢isla n, x4, x5, , ..., X, plati
fOaxy oxy) = fO)f(x2) ... f (). (76)
Pro n=1: f(x;) = f(x;). Dale pfedpokladejme, Ze pro né&jaké n €N plati
[z o xn) = f ) f(x2) oo f (),
ukéazeme, ze vztah plati i pron + 1:
[y v XpXng1) = f((12xg o Xp)Xng1) = f(x12x5 0 20) f (1) =
= f ) f(x2) o f Cen) f (nyn)-
Ukazeme, Ze obraz f(p) libovolného prvoéisla p je také prvocislo. Pro dikaz sporem
predpokladejme, Ze
f(p) = ab, Va,b €N, a,b>1.
Podle (75) a (76) plati
f@) = f(f(®) = f(ab) = f(a)f (b).
Protoze funkce fje prosta a f(1)=1, plati f(a)>1, f(b)>1, coz je spor
s ptedpokladem, ze p je prvocislo, proto f(p) musi byt prvocislem.
Jelikoz 2007 = 32 - 223 je rozklad ¢&isla 2007 na prvoéinitele, dostaneme podle (76)
£(2007) = f2(3)f(223),
kde obé ¢isla f(3) a f(223) jsou prvocisla.
Jestlize f(3) = 2, pak dle (75) plati f(2) = 3 a nejmensi mozna hodnota f(223) je 5, takze
f£(2007) = 20.
Pokud f(3) = 3, pak nejmensi hodnota f(223) je 2 a plati
f(2007) > 18.
Pro kazdou jinou volbu hodnot f(3) a f(223) plati
f(2007) > 18.
Ukazeme, Ze existuje funkce vyhovujici zadani, pro kterou plati f(2007) = 18. Definujme
funkci f nasledujicim zptsobem:
Pro libovolné piirozené ¢&islo x, které lze zapsat jako x = 28223™q, kde k a m jsou celd
nezaporna Cisla a q je pfirozené ¢islo nesoudéIné s Cisly 2 a 223, zadame hodnotu f(x)
vztahem
f(2k223™mq) = 2m223kyg.
Pak plati
f(2007) = f(223-3%)=2-32=18.
Ovéiime, Ze tato nalezena funkce f ma pozadovanou vlastnost.

Necht’

45



x =2k223Mgq,,  y=2k223Mq,
jsou libovolna piirozena Cisla zapsana vyse uvedenym zpiisobem. Potom
fxf ) = f(2:1223™q, f(2"2223™2q,)) = f(2K1223™1q,2M2223%2q,) =
= f(2fa¥me223M*2q, q,) = 2ke*™M223Me g, g,
a soucasné
yf(x) = 2k2223M2q, f(2k1223™1q,) = 2k2223™2q,2™223k1q, =
= 2ke¥mip3mathag, q,.

Proto funkce f spliiuje (74) a nejmensi mozna hodnota ¢isla £(2007) je 18.

60. MO — 2010-2011 — kat. A, ustiedni kolo, piiklad 6
(http://Iwww.matematickaolympiada.cz/media/440775/A60iii.pdf)

Urcete v8echny funkce f: R* — R* takové, Ze pro libovolna x, y € R* plati

FOFO) = FOF(f ) + %

ReSeni: v ramci kapitoly 3.1.1 Priklady FeSené substitucni metodou, str. 10.

62. MO — 2012-2013 — kat. A, domaci kolo, piiklad 4
(http://lwww.matematickaolympiada.cz/media/440808/A62i.pdf)
Najdéte viechny funkce f: R\ {0} — R takové, Ze pro vSechna nenulova &isla x, y plati
xf(xy) + f(=y) = xf (). (77)
Reseni: Dosazenim x = 1 dostaneme
f+f=») =1, Vy=#0
Oznac¢ime-li f(1) = a, mame
f(y)=a-fQ@), Vy=#0.

Dosad’'me do (77) jesté y = —1, takze

xf(=x) + f(1) = xf (x),

x(a — f(x)) +a=xf(x),

xa—xf(x) +a=xf(x),

a(x+1) =2xf(x),

a(x+1)_a

fO) =—— §<1+%>, vx # 0.

Zkouskou ovéfime, ze pro libovolné realné c vyhovuje zadané rovnici (77) kazda funkce

f(x)=c(1+1/x):
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L=xf(xy)+f(—y)=xc(1+$)+c(1+_iy)=c(x+§+1—%>=

=c(x+1) =cx(1+%>=xf(x) = P.

Resenim zadané funkcionalni rovnice (77) je tedy pro viechna nenulova ¢&isla x funkce tvaru

f(x)=c<1+%),cE]R.

66. MO — 2016-2017 — kat. A, ustiedni kolo, piiklad 3
(http://www.matematickaolympiada.cz/media/3494940/a66iii.pdf)

Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna realnd Cisla x, y plati

fliy—xy) =)y + (x— D2 f(y). (78)

Reseni: Dosazenim x = 1 dostaneme

f(0)=f(1)y, VyeR,

tedy nutné
f(0) =f(1) =0

Dosazenim y = 1 do zadané rovnice (78) pak pro kazdé x dostaneme

fA—x)=f(Kx).

Necht’ t je libovolné realné ¢islo, dosazenim x = 1 — t do (78) dostaneme

fity) =fA -y +t*f(y) = f(O)y +t*f(y), VyeR

Zaménou proménnych t a y dale ziskadme
fMt+y* @) = fyt) =fey) = f@Qy +t°f (), Vy,tER,
fOO? =) =fME* -0,
cozproy = 2 dava
f) = %f(Z)(tZ —t), vt € R.
Konstantu f(2)/2 ozna¢me a, a € R.
Nyni ovéfime, Ze ziskany predpis f(x) = ax(x — 1) vyhovuje zadané rovnici (78):
fO)y + (x =D () = ax(x — Dy + (x - D?ay(y — 1) =
= a(x—l)y(x+(x— 1)(y—1)) =alx—Dylx+xy—x—y+1) =
=a(x - Dy(x— Dy +1) =a(l —0y((1 -2y -1) = f(A - 2)y) = fr — xy).

Resenim zadané funkcionalni rovnice je tedy funkce f(x) = ax(x — 1), Vx € R, kde a je

libovolné realné ¢islo.
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5. Uspésnost Eeskych reprezentantii a Eetnost tiloh

- data pro jednotlivé olympiady jsou Cerpana z ptislusnych internetovych stranek

UspéSnost Ceskych reprezentantii v tilohdch IMO obsahujicich funkciondlni rovnice:

- data jsou uvedena od r. 1983, protoze diive nebyl konstantni pocet soutézicich v tymu

- data ze starSich ro¢nikti mohou byt nepiesna z divodu nedochovani veskerych informaci

- maximalni bodovy zisk tymu je 42 bodu

rok konani IMO 1983 1986 1990 1992
uloha P1 P5 P4 P2
bodovy zisk ¢eskoslovenského tymu 28 35 31 19
pramérny bodovy zisk 19 24 17 16
nejvyssi bodovy zisk 28 42 42 42
rok konani IMO 1993 1994 1996 1998 1999
uloha P5 P5 P3 P6 P6
bodovy zisk ¢eského tymu 27 19 26 4 6
bodovy zisk slovenského tymu 33 33 30 0 7
pramérny bodovy zisk 19 18 13 4 6
nejvyssi bodovy zisk 42 42 37 36 29
rok konani IMO 2002 | 2008 | 2011 | 2012 | 2015 | 2017 | 2019
uloha P5 P4 P3 P4 P5 P2 P1
bodovy zisk ¢eského tymu 15 29 7 17 7 26 35
bodovy zisk slovenského tymu 13 33 0 31 5 4 36
prumérny bodovy zisk 13 24 6 21 8 13 28
nejvyssi bodovy zisk 37 42 36 42 28 39 42
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Uspésnost ceskych reprezentantii v tilohdach MEMO obsahujicich funkciondlni rovnice:

- maximalni bodovy zisk tymu je 8 bodt a v kategorii jednotlivei 48 (6x8) bodi

rok konani MEMO 2008 2011 2013 2015 2016 2021
uloha Tl Tl Tl T2 T2 Tl
bodovy zisk ¢eského tymu 2 2 0

prumérny bodovy zisk 4

nejvyssi bodovy zisk 8 8 8

rok konani MEMO 2009 2010 2018 2019
uloha 11 11 12 11
bodovy zisk ¢eského tymu 5 6 7 12
pramérny bodovy zisk 12 6 25 18
nejvyssi bodovy zisk 20 15 38 33

UspéSnost Ceskych reprezentantii v illohdch EGMO obsahujicich funkciondlni rovnice:

- Ceska republika se EGMO tgastni az od roku 2016

- maximalni bodovy zisk je 28 (4x7) bodi

rok konani EGMO 2017 2021
uloha P2 P2
bodovy zisk ¢eského tymu 2

pramérny bodovy zisk 6

nejvyssi bodovy zisk 28 28

Cetnost tiloh obsahujicich funkciondlni rovnice v jednotlivych typech olympidad:

olympiada MEMO EGMO IMO MO
pocet rocnikil 15 10 62 poslednich 22
pocet uloh 10 4 23 10
procentudlni zastoupeni 66,67 % 40 % 37,10 % 45,45 %
posledni vyskyt 2021 2021 2019 2016-2017

Cetnost tiloh obsahujicich funkciondlni rovnice v jednotlivych kolech MO za poslednich

22 rocnikii (50.-71. roénik):

kolo MO domaci kolo krajské kolo ustiedni kolo
pocet uloh 4 1 5
procentualni zastoupeni 18,18 % 455 % 22,73 %
posledni vyskyt 2012-2013 2000-2001 2016-2017
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6.  Diskuse

Pti vySetfovani funkciondlnich rovnic se nejvice uplatiluje substitucni metoda,
protoze ji castecn¢ zahrnuji i metody ostatni, a tak ji lze vyuzit alesponl na pocatku feSeni
kazdého piikladu. Ulohy obsahujici funkcionalni rovnice fe$ené metodou specifikace
proménnych se vyskytuji ve vSech typech zahrnutych matematickych olympiad. Rovnéz
ptiklady, pfi jejichz feSeni se pouzivd metoda symetrie proménnych, se objevuji ve vSech
olympiadach.

Naopak piiklady feSené Cauchyovou metodou se v dostupnych roénicich ¢eské MO
a MEMO nevyskytuji. Pouze (Peskova 2012) uvadi jeden ptiklad z 30. roéniku MO (1980-
1981), kde vysettuje Cauchyovou metodou soustavu dvou funkcionalnich rovnic. Tato prace
ptredstavuje v ramci Gloh z EGMO jediny piipad z 10. ro¢niku (2021). Dalsi tlohy jsou
Cerpany z IMO, kde se vyskytuji funkcionalni rovnice feSené Cauchyovou metodou castéji.
Nejméné frekventovana se zdd byt metoda pevnych bodii, ponévadz funkciondlni rovnice
feSené touto metodou se objevuji pouze v IMO. Pravé mald zkusenost s ivahami o pevnych
bodech pravdépodobné zpisobuje ¢eskym reprezentantim vV mezinarodni konkurenci zna¢né
obtize pfi feSeni funkcionlnich rovnic vyzadujicich metodu pevnych bodi (Satny 2016).

Téméf nulova cetnost funkciondlnich rovnic feSenych Cauchyovou metodou
a metodou pevnych bodil v ¢eské MO a MEMO miize mit vice pii¢in. Ulohy mohly byt
pritomny ve starSich ro¢nicich MO, které nejsou dostupné. Oficialni stranky MO pocinaji
u kategorie A domacim kolem 43. ro¢niku (1993-1994), dale chybi ro¢niky 44-46, kompletni
sady zadani jsou dostupné az od 47. ro¢niku (1997-1998). Dalsi potencialni pfi¢ina spociva
v lidském faktoru, tj. v neodhaleni danych metod v dostupnych tlohach. Piipadné se ulohy
feSené Cauchyovou metodou a metodou pevnych bodli opravdu nemusi v MO a MEMO
vyskytovat.

Tato prace uvadi pouze metody nejznaméjsi a nejcastéji uzivané V ulohach
matematickych olympidd. V ramci kazdé metody je uvedeno nékolik tuloh s podrobné
rozepsanym postupem feSeni, stejn¢ tak jsou vyieSeny 1 priklady ve sbirce z Ceské MO.
Nekteré ulohy z pfilozenych sbirek tkvi ve vyuziti dalSich vlastnosti funkei a ¢iselnych
obord. Existuji i dalsi metody feSeni funkcionalnich rovnic, pfi jejichz aplikaci je vsak
zapotiebi znalost polynom ¢i teorie grup.

Z vyse uvedenych tabulek vyplyva, Zze na mezinarodni trovni jsou Cesti stiedoskolsti
studenti v prikladech obsahujicich funkcionalni rovnice spiSe primérni az podprimérni
s vyjimkou nékterych ro¢nikd IMO a jednoho ro¢niku MEMO. Minimalni schopnost nasich

reprezentantli vyrovnat se nejlepSim mitize pramenit z malé Cetnosti uloh na funkcionalni
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rovnice Vv jednotlivych kolech ¢eské MO. Zaroven se priklad s touto problematikou v MO
vyskytl naposledy v 66. ro¢niku (2016-2017), pfi¢emz v ostatnich olympiadach se vyskytuji
ulohy na funkcionalni rovnice 1 v mladsSich ro¢nicich (60. IMO — 2019, 15. MEMO - 2021
a 10. EGMO - 2021). Tato prace by tedy mohla pomoci ¢eskym stiedoskolskym studentim
a jejich ucitelim pfi pfipravé na dalsi rocniky matematickych olympiad, jelikoz v ramci
kazdé metody feSeni funkciondlnich rovnic poskytuje nékolik podrobné vytesenych tloh,

stejné tak Cini 1 ve sbirce ptiklada z ¢eské MO.
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7. Zavér

Teorie feSeni funkciondlnich rovnic se fadi mezi nejstarSi odvétvi matematické
analyzy. Nejvétsi rozvoj vsak zaznamenala v poslednich staletich a k jejimu rozpracovani
podstatné prisp€li zndmi matematici jako Euler, d’Alembert, Cauchy, Gauss, Abel a dalsi
(Kuczma 1964). Prestoze uvedena problematika vyrazné piekracuje ramec vzdélavacich
programu pro vyuku matematiky na stfednich Skolach, ¢esti studenti se spolu s jejich uciteli
setkavaji s feSenim funkciondlnich rovnic nejen v ceské Matematické olympiade, ale
i v dalSich matematickych soutézich a v olympiadach na mezinarodni urovni.

Diplomova prace se zamétuje piredevS§im na funkciondlni rovnice, které se vyskytly
Vv ulohach matematickych olympiad, jichz se ucastnili ¢esti stiedoskolsti studenti. Pfinosem
této diplomové prace jsou dvé souhrnné sbirky nalezenych tuloh tykajicich se funkcionalnich
rovnic z dostupnych ro¢niki jak ¢eské Matematické olympiady (MO), tak Stiedoevropské
matematické olympiady (MEMO), Evropské divéi matematické olympiady (EGMO)
a Mezinarodni matematické olympiady (IMO). Sbirka ptikladi z MO navic u vsech
poskytuje podrobné rozepsany postup jejich feseni, stejné tak je v ramci kazdé metody feSeni
funkcionalnich rovnic podrobné vyfeseno nékolik uloh.

Diplomova prace uvadi pouze nejznaméjsi a nejcastéji uzivané metody v ulohach
matematickych olympiad. Nejvice frekventovanou metodou se jevi substitu¢ni metoda
ametoda vyuZzivajici symetrii proménnych, ponévadz ulohy jimi feSené¢ se vyskytuji ve
vSech typech zahrnutych matematickych olympiad. Naopak piiklady feSené Cauchyovou
metodou se v dostupnych rocnicich ¢eské MO a MEMO neobjevuji a tlohy vySetfované
metodou pevnych bodl lze nalézt pouze v ramci IMO. Nékteré piiklady z ptilozenych
sbirek, spocivaji ve vyuziti dalSich vlastnosti funkei a ¢iselnych obort.

V prikladech obsahujicich funkcionalni rovnice jsou cesti stiedoskolsti studenti na
mezinarodni Urovni spiSe praimérni az podprimérni, coz vyplyva z vyse uvedenych tabulek.
Tato prace by jim a jejich vyucujicim mohla pomoci pii piipravé na dal§i rocniky
matematickych olympidd diky podrobné feSenym piikladiim, ptipadné miiZze poslouZzit
zvidavym a talentovanym studentlim jako nadstavba béZzného uciva matematiky stfednich

skol.
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8. Sbirka nereSenych uloh

8.1. Ulohy na funkcionalni rovnice ze Stfedoevropské matematické olympiady
- zadani 1 vysledky tuloh jsou pievzaty z internetovych stranek MEMO

(https://www.memo-official.org/MEMO/contests/previous/)

2. MEMO - 2008, i#loha T-1:
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna x,y € R plati

xf (x +xy) = xf () + fF(x>)f ).

3. MEMO - 2009, iiloha I-1.
Najdéte vSechny funkce f: R — R spliujici
Ff )+ FFO) +FD)) = yf ) + fx + F))

pro libovolna realna x, y.

4. MEMO - 2010, vloha I-1.

Urcete vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna x, y € R plati

f+»)+ffO)=fy)+ @ +Df(x)+ &+ 1DfQ).

5. MEMO - 2011, éloha T-1.
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna x, y € R plati

V) +x*f() +xy = xyf(x +y) + x* + y2.

7. MEMO - 2013, iloha T-1.

Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna reédlnd ¢isla x a y plati

fxfx)+2y)=f&)D+fy)+x+y—1.

9. MEMO - 2015, tloha T-2
Urcete vSechny funkce f: R\ {0} - R\ {0} takové, Ze

fOPyf) + f(D) = x*f(0) + f ()

plati pro vSechna nenulova realna ¢isla x a y.
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10. MEMO - 2016, #iloha T-2

Urcete vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna realna ¢isla x a y plati

fOOf W) = xf(f(y-2)) + xf (2x) + f ().

12. MEMO - 2018, #loha 1-1:
Oznaéme Q% mnozinu vSech kladnych raciondlnich &isel a uvazujme a € Q*. Urcete
viechny funkce f: Q" — (a, +) takové, Ze pro viechna x,y € Q* plati

P L@

a a

13. MEMO - 2019, #loha 1-1
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze rovnost

FGf ) +2y) = Feey) + xf () + F(fFO))

plati pro vSechna redlna Cisla x a y.

15. MEMO - 2021, dloha T-1
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze nerovnost
fG) = fOH < U@ +n(x—fO))

plati pro vSechna realna ¢isla x a y.

8.1.1. Vysledky

2. MEMO - 2008, d#loha T-1: f(x) =0, f(x) =x

3. MEMO - 2009, uloha I-1: bez vysledkii

4. MEMO - 2010, vloha I-1: f(x) =0, f(x) =x*+x, f(x) =3x

5.MEMO - 2011, tloha T-1: f(x) =cx+ 1, ceR

7. MEMO - 2013, iloha T-1: f(x) = x+ 1

9. MEMO - 2015, uloha T-2: f(x) = 1/x?, f(x) = —1/x?

10. MEMO - 2016, #loha T-2: f(x) =0, f(x) = 3x

12. MEMO - 2018, sloha 1-1: pro a # 2 feSeni neexistuje, pro a = 2
f(x)=Ax+B,kdeA>0aB >2neboA=0aB>?2

13. MEMO - 2019, dloha 1-1: f(x) =0, f(x) = 2x

15. MEMO - 2021, stloha T-1: f(x) = x, f(x) = —x
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8.2. Ulohy na funkcionalni rovnice z Evropské divéi matematické olympiady

- zadani 1 vysledky tloh jsou pfevzata z internetovych stranek EGMO

(https://www.egmao.org/)

1. EGMO - 2012, uloha 3
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze
Frf Ge+y) +f()) = 4x + 2yf (x + )

pro vSechna x,y € R.

3. EGMO - 2014, uloha 6
Urcete vSechny funkce f: R — R spliujici podminku
2 +2xf )+ f2(0) = (y + F)) (x + ()

pro vSechna realna ¢isla x a y.

6. EGMO - 2017, uiloha 2

Urcete nejmensi pfirozené Cislo k, pro které existuje obarveni ptirozenych ¢isel N pomoci k
barev, a funkci f: N — N s nasledujicimi vlastnostmi:

(1) Pro vSechna pfirozena ¢isla m, n stejné barvy plati f(m +n) = f(m) + f(n).

(11) Existuji pfirozena ¢isla m, n takova, ze f(m +n) # f(m) + f(n).

Pfi obarvovani mnoziny N pomoci k barev je kazdé ¢islo obarveno pravé jednou z téchto

barev. V obou ptipadech (i) a (ii) pfirozena Cisla m, n nejsou nutn¢ rtizna.

10. EGMO - 2021, uloha 2
Najdéte vSechny funkce f: Q — Q takové, Ze rovnice
fOf@) +y) =fO) +x?

plati pro vSechna racionalni ¢isla x a y. Symbol Q zna¢i mnozinu v8ech racionalnich Cisel.

8.2.1. Vysledky

1. EGMO - 2012, uloha 3: f (x) = x, f(x) = —x

3. EGMO - 2014, iloha 6: f(x) = x, f(x) = —x, f(x)=1/2 —x
6. EGMO - 2017, vloha 2: k = 3

10. EGMO - 2021, uloha 2: f (x) = x, f(x) = —x
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8.3. Ulohy na funkcionalni rovnice z Mezinarodni matematické olympiady
- nize uvedené priklady jsou pfevzaty od Djukic et al. (2011)

9. IMO - 1967 - (LL67-50)

Funkce ¢@(x,y,z), definovana pro vSechny trojice (x,y, z) realnych &isel je takova, ze pro

vsechny dvojice realnych ¢isel jsou definované 2 funkce f a g tak, ze
p(xy,z)=fx+y,2) =gy +2)

pro vSechna redlna x, y, a z.

Ukazte, Ze existuje funkce h jedné realné proménné tak, Ze plati

o, y,z) =h(x+y+2z)

pro vSechna redlna x, y, a z.

10. IMO — 1968 — (IMO68-5) = (SL68-26)

Necht’ a > 0 je redlné ¢islo a f(x) realnd funkce definované na R, ktera spliiuje pro vSechna

x € R,

1
fxta)=5+vfl) - f()?
(a) Dokazte, ze funkce f je periodicka, tj. existuje b > 0 takové, ze pro vSechna x,

f(x+b) = f(x).

(b) Uved’te ptiklad takové nekonstantni funkce pro a = 1.

11. IMO — 1969 — (LL69-8)

Najdéte vSechny funkce f definované pro vSechna x tak, Ze spliiuji podminku

xf(y) +yf(x) = (x +)f)f ),

pro vSechna x a y. Dokazte, Ze pravé 2 z nich jsou spojité.

14. IMO - 1972 — (IMO72-5) = (SL72-1)
Necht' f a ¢ jsou realné funkce definované na intervalu (—oo, +00) vyhovujici funkcionalni
rovnici
fx+y)+fx—y)=200)f (),
pro libovolné redlné x,y (uved'te ptiklady takovych funkci). DokaZzte, ze pokud f(x) neni

identicky rovna 0 a |f(x)| < 1 pro vSechna x, pak |¢(x)| < 1 pro vSechna x.
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15. IMO - 1973 — (IMO73-5) = (SL73-17)

Necht' G je mnozina funkci f: R — R ve tvaru f(x) = ax + b, kde a,b jsou realna Cisla
a a # 0. Predpokladejme, ze G spliuje nasledujici podminky:

(1) Jestlize f,g € G,pak g o f € G, kde (g o f)(x) = g(f(x)).

(2) Jestlize f € G, pak inverzni funkce f~1 k funkci f nalezi do G, pro f(x) = ax + b je
inverzni funkce f~1(x) = (x — b)/a.

(3) Pro kazdé f € G existuje Cislo x¢ € R takové, ze f(xf) = xf.

Dokazte, ze existuje Cislo k € R takové, ze f (k) = k pro vSechny f € G.

17. IMO - 1975 (IMO75-6) = (SL75-10)
Funkce f(x,y) je homogenni polynom n-tého stupné¢ v x a y. Pokud f(1,0) =1 a pro
vSechna a, b, c,
fla+b,c)+f(b+c,a)+ f(c+a,b)=0,
dokazte, Ze

FGy) = (= 29)Cx + 3

18. IMO - 1976 — (LL76-50)

Najdéte funkei f(x) definovanou pro vSechny realné hodnoty x tak, Ze pro vSechna x,
flx+2)—f(x) =x%+2x+4,

a pokud x € (0,2), pak f(x) = x2.

19. IMO - 1977 — (IMO77-6)
Necht’ f: N = N je funkce, ktera pro vSechna n € N spliluje nerovnost

fn+1) > f(f ().

Dokazte, ze f(n) = n pro vSechna piirozena ¢isla n.

19. IMO - 1977 — (LL77-24)
Urcete vSechny realné funkce f(x), které jsou definované a spojité na intervalu (—1,1)
a splnuji funkcionalni rovnici

(f) +f»)
1-ff)

fx+y) =

prox,y,x +y € (—1,1).
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19. IMO - 1977 — (LL77-31)

Necht f je funkce definovand na mnoziné dvojic nenulovych racionélnich c¢isel, jejichz
hodnotami jsou kladna redlna ¢isla. Predpokladejme, Ze f spliuje nasledujici podminky:

(1) f(ab,c) = f(a,c)f(b,c), f(c,ab) = f(c,a)f (c,b),

2 f(a,1—-a)=1.

Dokazte, ze f(a,a) = f(a,—a) =1, f(a,b)f(b,a) = 1.

20. IMO - 1978 — (LL78-28)
Necht' ¢, s jsou realné funkce definované na R\{0}, které nejsou konstantni na zadném

intervalu a spliuji
X

c (;) =c(X)c(y) —s(x)s(y)
pro jakékolivx # 0,y # 0.
Dokazte, ze:

(a) pro jakékoliv x # 0

(5) = 0. (3) = st
clz)=cl),s{-)=—s);

atakéc(1) =1, s(1) =s(—=1) =0;

(b) c a s jsou bud’ obé sudé nebo obé¢ liché funkce (funkce f je suda, jestlize f(x) = f(—x)

pro vSechna x, a licha pokud f(x) = —f(—x) pro vSechna x). Najdéte funkce c, s, které také

spliyji c(x) + s(x) = x™ pro v8echna x, kde n je dané piirozené ¢islo.

20. IMO - 1978 — (LL78-29)

Je dana nekonstantni funkce f: R* — R takova, ze

f(xy) = f(x)f (y) pro libovolné x,y > 0,
najdéte funkce ¢, s: R — R splijici

c (g) = c(x)c(y) — s(x)s(y) pro vSechna x,y > 0;

c(x) +s(x) = f(x) pro vSechnax > 0.

21. IMO — 1979 — (LL79-65)

Je dano f(x) < x pro vSechna realna x a

f+y) = f(x)+fO)

pro vSechna realna x, y. Dokazte, ze f(x) = x pro vSechna x.
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21. IMO - 1979 — (SL79-26)
Dokazte, ze pro vSechna redlna x a y jsou nasledujici funkcionélni rovnice ekvivalentni:
fx+y)=fx)+ )
fx+y+xy)=f)+ )+ fxy).

22. IMO - 1981 - (IM081-6) = (SL81-7)
Predpokladejme, ze funkce f(x,y) jsou definovany pro vSechna pfirozena Cisla x a y, a ze
jsou splnény nasledujici rovnice:
fQO,y) =y+1,
f(x+1,0) = f(x,1),
fx+1Ly+1) = fx f(x+1,)).
Urcete f(4,1981).

23. IMO - 1982 — (IM082-1) = (SL82-1)
Funkce f(n) je definovana pro vSechna pfirozena ¢isla n a nabyva nezapornych
celociselnych hodnot. Také pro vSechna m, n,
fm+n)— f(m)— f(n) = Onebo 1;
f(2)=0,f(3)>0,af(9999) = 3333.
Urcete f(1982).

23. IMO — 1982 — (LL82-34)
Necht’ M je mnozina vSech funkci f S nasledujicimi vlastnostmi:
(1) Funkce f je definovana pro vSechna realna Cisla a nabyva jen realnych hodnot.
(1) Pro vSechna x, y € R plati nasledujici rovnice:
fOf =fx+y)+flx—y)
(i) £(0) # 0.
Urcete vSechny funkce f € M takové, Ze
@ f(1) =5/2;
(b) £(1) = V3.

24. IMO - 1983 - (IM083-1) = (SL83-12)
Najdéte vSechny funkce f definované na kladnych realnych ¢islech, které nabyvaji kladnych

redlnych hodnot a splituji nasledujici podminky:
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() f(xf(¥)) = yf (x) pro vSechna kladna realna x, y;
(i) f(x) = 0 kdyz x — +oo.

25. IMO — 1984 — (LL84-38)
Urdete vSechny spojité funkce f takové, Ze V(x,y) € R?

fa+Nfx—y) =@ N

26. IMO — 1985 — (LL85-96)

Urcete vSechny funkce f: R — R spliujici nasledujici 2 podminky:
@ fx+y) + f(x—y) = 2f(0)f (¥) pro vSechna x, y € R,

() lim () =0,

27. IMO — 1986 — (IMO86-5) = (SL86-1)

Najdéte, s dikazem, vSechny funkce f definované na nezdpornych realnych Ccislech
a nabyvajici nezdporné realné hodnoty takové, ze

) fFf D) = fx + ),

(i) f(2)=0ale f(x) #0pro0 < x < 2.

27. IMO — 1986 — (LL86-19)
Necht’ f:[0,1] — [0,1] spliuje f(0) =0, f(1) =1a
fa+) —fE)=f) - f(x—y)

pro vSechna x,y = 0sx — y,x +y € [0,1]. Dokazte, ze f(x) = x pro vSechna x € [0,1].

28. IMO — 1987 — (SL87-1)

Necht f je funkce splitujici nasledujici podminky:

() Jestlizex >yaf(y)—y=v=f(x)—x, pak f(z) = v + z, pro n€jaké ¢islo z mezi x
avy.

(if) Rovnice f(x) = 0 ma alespon 1 feSeni a mezi feSenimi této rovnice je jedno, které neni
mensi nez vSechna ostatni fesSeni.

(i) £(0) = 1.

(iv) £(1987) < 1988.

W) fFOf () = fFxf(¥) +yf (%) — xy).

Najdéte f(1987).

60



29. IMO - 1988 — (SL88-19)
Necht' f(n) je funkce definovand na mnozin¢ vSech pfirozenych c¢isel a nabyva hodnot na
stejné mnozin€. Predpokladejme, ze

fFm)+f(m) =m+n

pro vSechna pfirozena ¢isla n, m. Najdéte v§echny mozné kladné hodnoty pro f(1988).

30. IMO — 1989 — (LL89-17)

Necht a, 0 < a < 1, je realné Cislo a f spojita funkce na [0,1] spliujici
fO=0 fM=1 f(x+y)/2)=0~-a)f()+af()

pro vSechna x,y € [0,1] sx < y. Urcete f(1/7).

30. IMO - 1989 — (LL89-54)
Necht’ f: R = R je funkce takova, ze
f(H =1, f(a+b) = f(a)+ f(b) pro vSechna a, b;
f(x)f(1/x) = 1provsechna x # 0.

Dokazte, ze f(x) = x pro vSechna reélna ¢isla x.

30. IMO — 1989 — (LL89-60)

Funkce redlnych hodnot f na Q spliiuje nasledujici podminky pro libovolné a, b € Q:
(i) f (0) =0,

(i) f(a) > 0 kdyz a # 0,

(iii) f (ab) = f(a)f (b),

(iv) f(a+b) < f(a) + f (D),

(v) f(m) < 1989 pro vsechnam € Z.

Dokazte, ze f(a + b) = max{f(a), f(b)} pro f(a) # f(b).

30. IMO - 1989 — (LL89-98)

Necht’ f:N — N je takova funkce, ze

(1) f je striktné rostouci;

(i) f(mn) = f(m)f(n) proVm,n € N;

(iii) jestlize m = nam™ = n™, pak f(m) = nnebo f(n) = m.
Urcete f(30).
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30. IMO — 1989 — (SL89-10)
Necht g:C > C,w € C,a € C, w3 =1 (w # 1). UkaZte, Ze existuje jedina funkce f:C - C
takova, Ze

f@)+fwz+a)=g(2), z € C.

Najdéte funkci f. (C zna¢i mnozinu komplexnich ¢isel.)

31. IMO — 1990 — (IMO90-4) = (SL90-25)
Necht Q* je mnoZina kladnych racionalnich &isel. Zkonstruujte funkci f:Q* —» Q7

takovou, Ze pro viechna x,y € Q* plati

flef ) = ’%x)

31. IMO - 1990 — (LL90-6)

Ptedpokladejme, Ze funkce f: (Z*)3 — N spliuje nasledujici podminky:

(i) £(0,0,0) = 1;

(") foyz)=fx-1Lyz)+f(x,y—12)+f(x,y,z—-1),

(111) Pfi opakovaném pouziti vySe uvedeného vztahu, je-li nékterd z x;y; z'zaporna, pak
f(xiy,z) =0.

Dokazte, Ze pokud x, y, z jsou délky stran trojihelnika, pak

(f (x,y, 2)"

f (mx, my.mz)

neni celoc¢iselnd pro libovolné celé ¢islok, m > 1.

31. IMO - 1990 — (LL90-66)

Najdéte vSechny spojité omezené funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna x,y € R plati

FEN? = (FO)? = flx+f(x =)

31. IMO - 1990 — (LL90-73)

Funkce f: Q — R spliuje nasledujici podminky:

(1) £(0) = 0 a pro vSechna nenulova a € Q, f(a) > 0;

(i) f(a+ b) = f(@)f (b);

(iii) f(a + b) < max{f(a), f(b)}.

Necht x je celé ¢islo, pro které f(x) # 1.

Dokazte, ze f(1 + x +--- +xn) = 1 pro kazd¢ ptirozené ¢islo n.
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31. IMO - 1990 — (LL90-80)

Funkce f:N x N — Q splnujici nasledujici podminky:

) f(11) =1

(i) f(e+1q) + f(p,q+1) = f(p,q) proviechnap,q € N;

() gf(p+1,9) =pf(p,q+ 1) pro vsechna p,q € N.
Najdéte £(1990,31).

32. IMO - 1991 — (SL91-23)

Necht’ f a g jsou 2 funkce celoc¢iselnych hodnot definované na mnozin€ vSech celych cisel
takové, ze

() fm+ f(f(n))) = —f(f(m + 1) — n pro vSechna cela ¢isla m an;

(if) g je polynomicka funkce s celociselnymi koeficienty a g(n) = g(f(n)) pro vsechna

cela ¢isla n. Ur€ete £(1991) a nejobecnéjsi tvar g.

33. IMO -1992 — (IM092-2) = (SL92-6)
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna x, y € R plati

fOE+fON =y + (0.

33. IMO - 1992 — (LL92-24)
Necht' Qg reprezentuje mnoZinu nezapornych racionalnich &isel. Ukazte, Ze existuje pravé
jedna funkce f: Qf — Q¢ spliujici nasledujici podminky:
N 1 q
(1) jestlize 0 < g < > pak f(g) =1+ f (m) ;
(i) jestlize 1 < q < 2,pak f(q) =1+ f(q + 1);

(i) f(q)f (%) = 1 pro vSechna q € Q.

Najdéte nejmensi racionalni ¢islo g € Qs takoveé, ze f(q) = 19/92.

33. IMO - 1992 — (LL92-48)
Najdéte v8echny funkce f: R* — R splfiujici identitu

FEOFM =y f(5)+x8-£(3), xyeR,

kde a, B jsou dana realna Cisla.
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33. IMO - 1992 — (SL92-2)
Necht’ R¢ je mnozina vSech nezépornych realnych ¢isel a jsou déana dvé kladna redlna &isla
a a b. Pfedpokladejme, Ze zobrazeni f: R — R spliiuje funkcionalni rovnici

ff(x)) +af(x) = b(a+ b)x.

Dokazte, ze existuje jediné feSeni této rovnice.

34. IMO - 1993 (IM093-5) = (SL93-6)

Necht N =(1,2,3,...). Urcete, zda existuje striktn¢ rostouci funkce f:N - N
S nasledujicimi vlastnostmi:

O f) =2

@) ffM)=f(m)+n neN.

35. IMO — 1994 — (IMO94-5) = (SL94-3)

Necht’ S je mnozina realnych ¢isel vétSich nez - 1. Najdéte vSechny funkce f: S — S takové,

v

VA

fa+fO) +xf)) =y + f(x) +yf(x)

provsechnaxayzs$S,a f(x)/x je striktné rostouci pro —1 < x < 0apro0 < x.

35. IMO — 1994 — (SL94-4)
Necht' R reprezentuje mnozinu vSech redlnych ¢&isel a RT podmnozinu viech kladnych
z nich. Necht’ jsou dany prvky a a b z R, ne nutné ruzné.
Najdéte viechny funkce f: Rt — R takové, ze
X y
—yaf(_ br (L
fEf ) =y°f (5) +x°F (3)

provSechnaxayzR".

36. IMO — 1995 — (SL95-5)

Necht’ R je mnozina vSech redlnych ¢isel. Existuje funkce f: R — R, ktera soucasné splniuje
nasledujici 3 podminky?

(a) Existuje kladné ¢islo M takové, ze —M < f(x) < M pro vSechna x.

(b) fF(1) = 1.

(c) Jestlize x # 0, pak f (x + xlz) = f(x) + <f (%))2
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36. IMO — 1995 — (SL95-28)
Necht' N reprezentuje mnozinu vSech pfirozenych ¢isel. Dokazte, Ze existuje jedind funkce
f:N — N spliujici

fm+f(m)) =n+f(m+95)

19

pro vSechna m,n € N. Jaka je hodnota z f(k)?
k=1

37. IMO - 1996 — (IMO96-3) = (SL96-8)
Necht’ N, reprezentuje mnozinu vSech nezapornych celych ¢isel. Najdéte vSechny funkce
f:Ng = N, takové, ze

fm+f(m) =ffm)+f(n), VmnéeN,.

37. IMO - 1996 — (SL96-7)
Necht je funkce f: R — R takova, ze pro vSechna x € R, plati |[f(x)| < 1a

(c+3) 100 = (r4g) 1 (x+3)
fx42 fx—fx6fx7.
Dokazte, Ze f je periodicka funkce (tj. existuje nenulové redlné Cislo ¢ takové, ze

f(x+c) = f(x) pro vSechna x € R).

37. IMO - 1996 — (SL96-23)
Necht N, reprezentuje mnoZinu nezapornych celych cisel. Najdéte bijektivni funkci
f:Ng = N, takovou, Ze pro vSechna m,n € N, plati

fBmn+m+n)=4f(m)f(n) + f(m) + f(n).

39. IMO - 1998 — (IM098-6) = (SL98-13)
Urcete nejmensi moznou hodnotu f(1998), kde f je funkce f:N — N takova, ze pro

vSechna m,n € N spliuje

f@*f(m) = m(f (m)*.

40. IMO - 1999 — (IMO99-6) = (SL99-19)
Najdéte vSechny funkce f: R — R spliujici
fx=fO)=fFO) +xf) +fx) -1

pro vSechna x,y € R.
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41. IMO - 2000 — (SL00-9)
Najdéte vSechny dvojice funkci f: R — R, g: R — R takové, ze
fx+g) =xf) —yfx) +g(x)

pro vSechna x,y € R.

42. IMO — 2001 — (SL01-4)
Najdéte vSechny funkce f: R — R spliiujici pro vSechna realna x, y rovnici

fFEU @) = fO) = & =nNfEfO).

43. IMO — 2002 — (IMO02-5) = (SL02-18)

Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna realnd x, y, z, t plati

) + f@UFO) + fO) = flxy — zt) + f(xt + yz).

43. IMO — 2002 — (SL02-15)

Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechna realna x, y plati

fUFE) +y)=2x+ f(f(¥) — %)

44, IMO - 2003 — (SL03-2)

Najdeéte vSechny neklesajici funkce f: R — R takové, ze
) fO =0 f(L=1,

(i) f(a) + f(b) = f(@)f (b) + f(a+ b —ab)

pro vSechna redlna ¢isla a, b takova, ze a < 1 < b.

44, IMO - 2003 — (SL03-5)
Necht' R* je mnozina vSech kladnych realnych ¢&isel. Najdéte viechny funkce f: RT —» R*¥,

které spliuji nasledujici podminky:

() fxyz) + F(x) + fO) + f(2) = f(Jxy)f (Jy2)f (Vzx) pro viechna x, y, 2 € R*.
(i) f(x) < f(y)provSsechna1l < x < y.

46. IMO — 2005 — (SL05-2)
Necht R*reprezentuje mnozinu vSech kladnych redlnych ¢isel. Urdete viechny funkce
f:R* - R*takové, Ze pro viechna kladna realna ¢isla x a y plati:

fOOf ) = 2f(x + yf(x)).
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46. IMO — 2005 — (SL05-4)
Najdéte vSechny funkce f: R — R spliujici pro vSechna realna x a y rovnici
fx+y) +fOf ) = flxy) +2xy + 1.

48. IMO — 2007 — (SL07-2)
Uvazujte funkce f: N — N, které splituji podminku

fm+n)=fm)+f(f(n) -1,

pro vSechna m,n € N. Najdéte vSechny mozné hodnoty f(2007).

48. IMO - 2007 — (SL07-4)
Najdéte vSechny funkce f: R* — R* takové, Ze pro vechna x,y € R plati

f+f)=flx+y)+ )

49. IMO - 2008 — (IMO08-4) = (SL08-1)
Najdéte vSechny funkce f: (0, +o0) — (0, +o0) takové, ze
Fw)’ +(F))° w2 +x2
fOD+f(ED  y2+2z2

pro vSechna kladna redlna ¢isla w, x, y, z spliyjici rovnost wx = yz.

49. IMO - 2008 - (SL08-6)
Necht' f: R = N je funkce spliujici

(4765 =1 0+ 79)

pro vSechna x,y € R. DokaZte, Ze existuje pfirozené Cislo, které neni hodnotou f.

50. IMO - 2009 — (SL09-5)
Necht’ f je néjaka funkce f: R — R. Dokazte, Ze existuji realna ¢isla x a y takova, ze

fG=f)>yf(x) +x

50. IMO - 2009 — (SL09-7)
Najdéte vsechny funkce f: R — R, které spliuji pro vSechna realna cisla x, y identitu

fxfCe+y) = FOf () +x2%
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Nasledujici priklady jsou Cerpany ze stranek Mezinarodni matematické olympiady (IMO).
51. IMO - 2010 - (SL10-Al)

Urcete vSechny funkce f: R — R tak, Ze rovnice

f(x]y) = fFIfF D]

plati pro vSechna x, y € R, kde [x] oznaCuje nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovno x.

51. IMO - 2010 — (SL10-A5)
Oznaéme QT jako mnozinu vSech kladnych racionalnich &isel. Urcete vSechny funkce
f: Q" - Q7, které splituji nasledujici rovnici pro vSechna x,y € Q™:

FUFC?y) = x°f(xy).

52. IMO - 2011 — (SL11-A3)

Urcete vSechny dvojice funkcei (f, g): R = R, které spliiuji pro vSechna redlna cisla x a y

g x+y) =fx)+2x+y)g).

52. IMO — 2011 — (IMO11-3) = (SL11-A6)

Necht f je funkce f: R — R spliiujici pro vSechna realna x a y rovnici

fGx+y) = yf(x)+ F(f(0).

Dokazte, ze f(x) = 0 pro vSechna x < 0.

53. IMO - 2012 - (IMO12-4) = (SL12-A1)
Najdéte vSechny funkce f:7Z — Z, pro které plati rovnost

f@? +f(B)? + f(©? = 2f(@f(B) + 2f (B)f (©) + 2f (O)f (@)

pro libovolna cela a, b, c¢ spliujici a + b + ¢ = 0. (Z zna¢i mnozinu celych Cisel.)

53. IMO - 2012 — (SL12-A5)
Najdéte vSechny funkce f: R — R splnujici pro vS§echna x,y € Ra f(—1) # 0 podminku
fA+xy) = fx+y)=fEfO).

54. IMO - 2013 — (SL13-A3)
Necht’ f: Q* — R je funkce spliiujici pro vSechna x, y € Q* nasledujici podminky

fOf = fxy),  flx+y)=f)+fO).

Vzhledem k f(a) = a pro n&jaké racionalni a > 1, dokazte, ze f(x) = x pro Vx € Q™.
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54. IMO - 2013 — (SL13-A5)
Necht’ N, je mnozina vSech nezapornych celych ¢isel. Najdéte vSechny funkce
f:Ny = Ny vyhovujici pro vsechna n € N, vztahu

fFEm) =frn+1)+ 1

54. IMO - 2013 - (SL13-N6)
Urcete vSechny funkce f: Q — Z spligjici

f<f(xz+ a> :f<x-llj-a)

pro vSechna x € Q, a € Z, b € N. (N zna¢i mnozinu pfirozenych ¢isel.)

55. IMO - 2014 — (SL14-A4)

Urcete vSechny funkce f: Z — Z splijici pro vSechna cela ¢islam an

ffm)+n)+f(m) = f(n) + f(3m) + 2014.

55. IMO - 2014 - (SL14-A6)
Najdéte vSechny funkce f:7Z — Z takové, ze pro vSechna n € Z plati

n? +4f(n) = f(f(M)*.

56. IMO — 2015 — (IMO15-5) = (SL15-A4)
Necht R oznacuje mnozinu vSech redlnych ¢isel. Urcete vSechny funkce f:R — R, jez
splituji pro vSechna realna x a y rovnici

fe+flx+y)+fly) =x+fx+y)+yf(x).

56. IMO — 2015 — (SL15-A2)

Urcete vSechny funkce f:Z — Z s takovou vlastnosti, ze pro vSechna x,y € Z plati

fa=fON=fF) - -1

56. IMO — 2015 — (SL15-A5)

Necht’ 2Z + 1 znaci mnozinu lichych celych ¢isel.

Najdéte vsechny funkce f:Z — 27Z + 1 spliujici pro kazdé x, y € Z rovnici
f+f+N+fx—f)-y)=fx+y)+f(x =)
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57. IMO — 2016 — (SL16-A4)
Oznaéme R* mnoZinu vSech kladnych realnych ¢&isel. Najdéte viechny funkce f: RT —» R*

takové, Ze pro vSechna kladna reélna ¢isla x a y plati

XfOAFFO) + fOFE) = FENGFGFED) + FFG).

57. IMO - 2016 — (SL16-A7)
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, ze

fO)#0,  flx+y)?*=2f()f () +max{f(x*) + f(?),f(x* +y*)}

pro vSechna realna Cisla x a y.

58. IMO - 2017 — (IMO17-2) = (SL17-A6)
Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna x,y € R plati

fFUHEfG) + flx+y) = f(xy).

58. IMO - 2017 — (SL17-A8)

Predpokladejme, ze funkce f: R — R spliiuje nésledujici podminku:

Pro vSechna x,y € R takova, ze (f(x) + ¥)(f(y) + x) >O0plati f(x) +y = f(y) + x.
Dokazte, ze f(x) + y < f(y) + x pro vSechna x > y.

59. IMO - 2018 — (SL18-Al)
Necht’ Q* zna¢i mnozinu v§ech kladnych racionalnich &isel. Uréete vSechny funkce
f: Q" - QF, které splituji

fO22f)?) = F* ()

pro viechna x,y € Q.

59. IMO — 2018 — (SL18-A5)

Urcete vSechna funkce f: (0, +90) — R spliujici pro vSechna x,y > 0 rovnici

(x+2)ro = +£ ()

60. IMO - 2019 — (IMO19-1) — (SL19-A1)
Necht' Z je mnozina vSech celych cisel. Urcete vSechny funkce f:7Z — Z takové, ze pro
vSechna cela ¢isla a a b plati
fQRa) +2f(b) = f(f(a+ b)).
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60. IMO — 2019 — (SL19-A7)

Necht' Z je mnozina celych ¢isel. Uvazujeme funkci f: Z — Z spliujici
fE+y)+y)=f(f(x) +y)

pro vSechna cela x a y. Pro takové funkce fikame, ze celé Cislo v je f — vzacné, pokud je

mnozina X, = {x € Z: f(x) = v} konecna a neprazdna.

(a) Dokazte, ze existuje takova funkce f, pro kterou existuje n¢jaké f — vzacné celé Cislo.

(b) Dokazte, ze z4dna takova funkce f nemtize mit vice nez jedno f — vzacné celé Cislo.

61. IMO — 2020 — (SL20-A6)
Urcete vSechny funkce f: Z — Z takové, Ze pro kazdé a, b € Z plati
f**"(a+b) = af (@) + bf (b).
f™ reprezentuje n-tou iteraci f, fj. f0(x) = x a f"**(x) = f(f™(x)) pro viechnan > 0.

61. IMO — 2020 — (SL20-A8)
Necht’ R* je mnozina v§ech kladnych redlnych ¢&isel. Urete viechny funkce

f:R* - R* takové, Ze pro vSechna kladna redlna ¢isla x a y plati

fx+fy) +y=ff )+ 1.

61. IMO — 2020 — (SL20-N5)

Urcete vSechny funkce f definované na mnoZziné vSech pfirozenych cisel, které nabyvaji
nezépornych celociselnych hodnot a spliiuji 3 podminky:

(1) f(n) # 0 pro alespon jedno n;

(i) f(xy) = f(x) + f(y) pro kazdé kladné celé ¢islo x a y;

(i) existuje nekonecné mnoho kladnych celych cisel n takovych, ze f(k) = f(n-k) pro

vSechna k < n.
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8.3.1. Vysledky
- ulohy do roku 2009 jsou pievzaty vcetné napoveéd od Djuki¢ et al. (2011), dalsi jsou
Cerpany ze stranek IMO (https://www.imo-official.org/problems.aspx), kde Ize snadno nalézt
i jejich feSeni, proto jsou zde uvedeny pouze jejich vysledky
9. IMO - 1967 - (LL67-50): Protoze

ox,y.z2)=fx+y,2) =90,x+y,2) =g0,x+y+2),
staci polozit h(t) = g(0,t).

10. IMO — 1968 — (IMO68-5) = (SL68-26): a) perioda f je 2a, f(x + 2a) = f(x)
b)

1
=, 2n<x<22n+1
fx)=4y 2
1, 2n+1< x<2n+2

pron=0,12,... .

11. IMO — 1969 — (LL69-8): bez vysledki

14. IMO - 1972 — (IMQ72-5) = (SL72-1): napovéda: M = sup|f(x)| < 1, x; posloupnost,
|f (xk)| = M,k — oo.

15. IMO - 1973 — (IMO73-5) = (SL73-17): g(x) = (fi° f2)(x), h(x) = (fz ° f1)(x),
(h™1 o g)(x) = x, pevné body funkce f

17. IMO - 1975 (IMO75-6) = (SL75-10): pro vSechna x,y,x + y =1, f(x,y) = x — 2y;
flx,y) =f(x,1—x) =F(z)jepolynomv z = x — 2y = 3x — 2;

proa=b=x/2, c=1—x:F(z)+2F(—z/2) =0,dile F(1) =1aF(z) = z,

pro vechna x,y,x + y # 0: f(x,y) = (x + y)" 1(x — 2y), totéz pro x + y = 0.

18. IMO — 1976 — (LL76-50): bez vysledki
19. IMO — 1977 — (IMO77-6): bez vysledki

19. IMO - 1977 — (LL77-24): g(x) = arctan f(x), pievedeni na Cauchyovu rovnici,
f(x) = tan(ax),|a| < /2

19. IMO — 1977 — (LL77-31): z (1) f(Lo)=1f(-L,c)=1,f(1,1) =1, a # 1:
fO™hy) = 1 (x,y), diky (1) a(2): 1 = f(a,—a)
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20. IMO — 1978 — (LL78-28), (LL78-29): bez vysledki:
21. IMO — 1979 — (LL79-65): bez vysledkii

21. IMO - 1979 — (SL79-26): dosazeni (x,—y) do 2. rovnice, seCteni s jejim ptvodnim
tvarem, t = y(x + 1): f(x —t) + f(x +t) = 2f(t); seCteni variant pro x # =1 ax # —1
véetné pouziti f(y) = —f(=y): f(xX)+ f(t) = f(x +¢), x,t #—1

22. IMO — 1981 — (IMO81-6) = (SL81-7): £(1,0) = £(0,1) = 2, f(1,y) =y + 2,y = O;
fR20)=3f2y+1D)=f2y)+2=f22)=7 f(30) =5,
FGBy+1) =23,y +3,f3,y) =2Y*3-3 proy = 3: £(3,3) = 61

F(4,0) = f(31) = 13, f(4y + 1) = 2F@N*3 _ 3, F(4,y) = 22 — 3, (y + 3 dvojky).

23. IMO — 1982 — (IMO82-1) = (SL82-1): f(1) =0, f(3) =1, f(3n) = n
= f(3n+3) =n+1=f(3n) >n, £(9999) = 3333 = f(3n) =n,
3f(n) < 3f(n) + 2 = f(n) = [f(3n)/3] = [n/3], £(1982) = [1982/3] = 660

23. IMO — 1982 — (LL82-34): bez vysledkut

24. IMO — 1983 — (IMO83-1) = (SL83-12): metodou pevnych bodd; f(2) = 7,z = xf (x):
z=a: f(a®) = f(af(a)) = a®> = f(a™) = a™, a > 1 spor s (ii);
a=f@=af)=>fD)=Laf(a)=faf(@)=fD)=1>fl@™) =a™
>a=1=2xf(x)=1=fx)=1/x

25, IMO — 1984 — (LL84-38): bez vysledki
26. IMO — 1985 — (LL85-96): bez vysledki

27. IMO — 1986 — (IMO86-5) = (SL86-1): w > 2V () x =w —2,y=2= f(w) =0
> f(x)=0prox>2,0<y<2,x=>20=f(x+y)=0jenproxf(y) =2
af(xf()f(y)=0jenprox+y=2;x=2/f(y)jenprox 22—y

2

=>f(y)={2—y’
0, y=2

0<y<2
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27. IMO — 1986 — (LL86-19): bez vysledki

28. IMO — 1987 — (SL87-1): z (ii) f(x) = 0 ma Feseni, x, nejvetsi z nich, z (v)

0 = f(0)f (x0) = f(xo(f (x) — x)) = xo = xo(f (x) — x); pro x, > 0 podle (i) a (iii)
f(x0) —x0 <0< f(0)—0=3Izmezi 0ax, ze f(2) = z;

podle (i) 0 = f(x0(f(2) —2)) = f(0) =1=>x, <0,

xo = xo(f(x) —x) = f(x) —x = 1= £(1987) > 1988 = £(1987) = 1988

29. IMO — 1988 — (SL88-19): f(n) + f(m) je funkei n + m, protoze

UM +n+m)=fF)+ () +f(m)) =1+ f(n) + f(m);

>fn+ D+ =fM+f@afn+1)—f(n)=,(2)—f(1)

= f(n) = An + B, jedinA moznostje A=1aB =0= f(n) =n = f(1988) = 1988

30. IMO — 1989 — (LL89-17), (LL89-54), (LL89-60), (LL89-98): bez vysledkii

30. IMO - 1989 — (SL89-10): dosazeni wz + a za z

= fwz+a)+ f(w?z+wa+a)=gwz+a);znovuwz +a zaz
= f(w?z+wa+a)+ f(z) = gw?z + wa + a);

feSenim soustavy ziskanych rovnic a zadané rovnice je funkce

g(2) + gw?z+wa + a) — g(wz + a)
2

f(2) =

31. IMO - 1990 — (IMO90-4) = (SL90-25): dosazeni x =1 = f je bijektivni, dosazeni
y=1=f(1) =1 = f(f(»)) = 1/y, dosazeni y = f(z) = 1/f(z) = f(1/z), dosazeni
y = f(1/t) do zadani => Cauchyova rovnice f(xt) = f(x)f(t), staci najit funkci splitujici
(i) Cauchyowvu rovnici a (i) f(f(x)) = 1/x

prvky g € Q" tvaru q =], p;*%, kde p; jsou prvocisla a a; €Z; z (i) = f(q) =
fUTE=1pi®) = 1=, f ()™, f na vsech prvocislech; pro (ii) f(f (p)) = 1/p, p — prvodislo;

q; — i-té nejmensi prvocislo, definice f:

1
fQ2k-1) = G2k f(q) = , keN
q2k-1

31. IMO — 1990 — (LL90-6), (LL90-66), (LL90-73), (LL90-80): bez vysledkii
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32. IMO - 1991 - (SL91-23): z (i) dosazenim f(f(m)) zam = f(f(f(m)) + f(f(n))) =
—fUFF(F(m)) + 1)) —n, analogicky f(f(f(m) +f(f(m)) =—-fUFUSF(M)+1)) -
m; = fFFFmM) +1)) = fFFFF M) + 1)) =m —n, opétz (i)

fOEGFFmM) + 1) = f(=m~=f(f(2)), FHUFU M)+ 1)) = f(=n—f(f(2)));pro
fO@)=k=f(=m—=k)-f(-=n—-k)=m-n=>f(m)=f(0)—m, f(f(m)) =m,
pouzitimv (i) = f(n) = —n—1= f(1991) = —1992;

z (i) gln) = g(—n — 1), g — polynomicka = g(x) = g(—x — 1), g jako polynom pro x +
1/2: g(x) = h(x + 1/2), h(x + 1/2) = h(—x — 1/2) = h(y) = h(—y), polynom v y2, =
g - polynom v (x + 1/2)? = nejobecngjsi tvar g: g(n) = p(n? + n), (p — polynom)

33. IMO — 1992 — (IM092-2) = (SL92-6): f — injektivni a surjektivni, f(x2 + f(y)) =
FI=02+ FO)) = f2(x) = f2(—x) = f(—x) = —f(x) zprostoty f; 3z € R: f(z) =0,
2 f(—2)=—f(@)=0=22z=0; f(x) =f(x*+f(0) =0+ f2(x) = f?(x) = f(x) =
f 2(\/@ > 0 pro vSechna x > 0 = f(x) < 0 pro x < 0 (f zachovava znaménko);

dosazeni x>0,y =—f(x) do zadéni = f(x—f(x))=Ff <\/§2 +f(—x)> =—x+

fz(\/}) =—(x—f(x)), ale f zachovavd znaménko = f(x)=x pro x >0, navic

f(—=x) = —f(x) = f(x) = x pro vSechna x
33. IMO — 1992 — (LL92-24), (LL92-48): bez vysledkii

33. IMO — 1992 — (SL92-2): ze zadani pro pevné realné x,, = f(x, — 1) Sxg = 0: x5 =
—aXnp41 + b(a + b)x,, obecné feSeni rovnice ve tvaru x, = A" + A,(—a — b)" pro
redlnd A4, A, spliwjici xg =+, ax; =4b—A,(a+b);x, =20=2>A,=0=>x=1
a f(xg) = x1 = A44b = bxq; x¢ —libovolné = f(x) = bx

34. IMO - 1993 (IMQ93-5) = (SL93-6): pro a = %g: a’n = an +n; f striktné rostouci
af(l) =2,zdefinice f: |f(n) —an| <1/2af(f(n)) — f(n) — n je celé cCislo;

IfFM) = f) —nf=1f(F() = f(n) —a2n +an| = |f(f(n)) — af () + af (n) —
aZn—f(n) +an| = [(a = D) —an) + (f(f (W) —af ()| < (¢ = DIf(n) —

an| +|f(f() = af M| < (@—1)/2+1/2=a/2<1 = f(f()=fm)—n=0;
= f(n) = [an + 1/2] (nejblizsi celé Cislo k an)

75



35. IMO - 1994 — (IMQ94-5) = (SL94-3): metodou pevnych bodi, f(x) = x ma nejvyse
jedno feseni v (—1,0) a v (0, o0); predpoklad: pro u € (—1,0), f(u) = u, polozeni x =y =
u Vzadini = f(u?+2u) =u?+2u; ue(-10) > u*+2ue(-10) =2 u>+2u=u
= u = —1 nebo u = 0 = spor; podobn¢ kdyz f(v) = v pro v € (0, ) = analogicky spor;
pro vSechna x€S: f(x+(1+x)f(x)=x+1+x)f(x) = x+A+x)f(x)=0

= f(x) = % pro véechna x € §

35. IMO — 1994 — (SL94-4): piedpoklad a = b, dosazeniy = x = f(x/2) = x %f%(x)/2;
1 1
= f)f ) = Exay_afz(Y) + Eyax_afz(x)

= (G ) - /2 f@) =0
= f(x)/x* = f(y)/y® pro vSechna kladna realna x,y = f(x) = Axa, dosazeni do zadani
=>1=27%nghbo A =0= f(x) =217%%%nebo f(x) =0
a# b, zaména x a y Vzadané rovnici a jejich odeéteni = (x% —x?)f(v/2) = (y* —
y))f(x/2) = pro 2 =>0 a x # 1. f(x/2) = A(x* — x?), dosazeni do zadani = 1 =0
= f(x) =0

36. IMO — 1995 — (SL95-5): ptedpoklad f existuje a n je nejmensi celé Cislo = f(x) < n/4
pro vSechna x; f(2)=2=>n2=>8; dal f(x) > nT_l = f(1/x)=f(x+1/x®) - f(x) <

n-—1

1/4 = f(1/x) > —1/2, ale = (T)Z <f2x)=f(/x+x*) - f(1/x) <n/4+1/2,

nemozné pron > 8 = f neexistuje

36. IMO — 1995 — (SL95-28): volba F(x) = f(x) — 95 prox > 1, zapis k pro m + 95
=> F(k+FMm)=F(k)+nprok >96,n>1= prox,z =96 alibovolné y: F(x +y) +
z=F(x+y+F2)=Fx+FF)+2)=Fx)+F(y)+z = F(x+y)=F(x)+
F(y) pro x=296; z F(x+y)+F(96) =F(x+y+96) =F(x)+ F(y +96) = F(x) +
F(y) + F(96) pro libovolna x,y = F(x +y) = F(x) + F(y) pro vsechna pfirozena x,y,
zindukce = F(n) = nc pro vSechna n, kde F(1) =c; z F(k+ F(n)) = F(k) +n pro
k>96,n>1=>ck+c’n=ck+n=>c=1=>F(n) =naf(n) =n+ 95 pro viechnan

= Y19 f(k) =96 +97 + -+ 114 = 1995
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37. IMO - 1996 - (IMO96-3) = (SL96-8): metodou pevnych bodd; pro m =n = 0:
f(0)=0 = f(f(n)) =f(n) pro vSechna n = zadana rovnice ekvivalentni s rovnici
f(m+ f(n)) = f(m) + f(n), £(0) = 0 = jedno feseni f(x) = 0 pro viechna x;

dal f nenulova funkce, f ma nenulové pevné body, a nejmensi nenulovy pevny bod f,
indukci kazdé ka (k € N) také pevny bod, vsechny pevné body f maji tento tvar;
piedpoklad b = ka + i pevnym bodem, kde i <a = b= f(b) = f(i + f(ka)) = f(i) +
flka)=f(@)+ka=f(i)=i=>i=0;

H(f) =P = proi=0,1,..,a—1: f(i) = an;, pro celad n_i=0 s ny = 0; pro libovolné

pfirozené n = ka +1i,0 < i < a, ze zadani = f(n) = (ni + k)a

37. IMO - 1996 - (SL96-7): dano f(x+a+b)—f(x+a)=f(x+b)— f(x), kde
a=1/6 ab=1/7,; soucet téchto rovnic pro x,x + b, ..., x +6b = f(x +a+1) — f(x +
a) = f(x+ 1) — f(x); soucet analogickych rovnic pro x,x + a,...,x +5a = f(x+2) —
fx+1)=f(x+1)—f(x); indukci f(x +n) — f(x) =n(f(x +1) — f(x)); pro f(x +
Df(x) = f(x+n)—f(x) ptekro¢i v absolutni hodnoté libovolné velké ¢islo pro

dostatecné velké n = spor s predpokladem: fje omezena = f(x + 1) = f(x) pro vSechna x

37. IMO — 1996 — (SL96-23): zadana rovnice je ekvivalentni s
3m+1)3n+1) -1
4f <( )( )

3 > +1=04f(m)+1DEf() +1);

zavedeni funkce g:3Nj+1 - 4Ny +1 jako g(x) = 4f (XT_I) + 1, g multiplikativni:

g(xy) = g(x)g(y) pro vsechna x,y € 3N, + 1; multiplikativni bijekce g:3N, +1 —

4N, + 1 dava f s pozadovanou vlastnosti: f(x) = @;
piiklad funkce g: g(1)=1 a pro n=p,p,..pm (p; se nemusi ligit) g(n) =

h(p1)h(p2) - h(Pm)

39. IMO - 1998 — (IMQ098-6) = (SL98-13): F — mnozina uvazovanych funkci, ptedpoklad
fEF, f(H)=a, pro n=1 a m=1 = f(f(2) =a?’z a f(az?) = f?(z) pro
vsechna pfirozend z = f2(x)f*(y) = f2()f (ay?) = fF(x*f(f(ay™)) = f(x*a’y?) =
fla(axy)®) = f2(axy) = f(axy) = f(x)f(y) pro viechna piirozend x,y = f(ax) =
af (x) = af (xy) = f(x)f(y) pro vsechna pfirozena x, y;
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f(x) je delitelna a pro kazdé ptirozené x, uvazeni funkce g(x) = f(x)/a na pfirozenych
¢islech = g(1) =1, gkxy)=g9gx)g(y), g(g(x)) =x pro vSechna pfirozend x,Yy;
g €EFag(x) < f(x) pro vsechna x = zaméfeni jen na funkce g; g — bijektivni a zobrazuje
prvocislo na prvocislo; obraceny piedpoklad g(p) =uv pro w,v>1 = g(uv) =p
= g(u) =1nebog(v) =1= g(1) =unebo g(1) = v = spor;

nejmensi moznd hodnota g¢(1998): g(1998) = g(2-33-37) =g(2)-g9(3)3-g(37)
a g(2),9(3),9(37) jsou odlidna prvodisla = g(1998) « 23 -3 -5 = 120; ale g nabyva
hodnoty 120 = g(1998) = 120

40. IMO — 1999 — (IMO99-6) = (SL99-19): A = {f(x); x € R} a f(0) = ¢, dosazeni

x=y=0 = f(-c)=f(c)+c—1 = c#+0;, pro x€A = x=f(y) a zadani

= f(x) = % - x; pro vsechna x € A4;

A—A={x; —x, x1,x, € A} =R, protoze zdosazeni y =0 do zadani = f(x —c) —

f(x)=cx+ f(c)—1, tedy vyraz zahrnujici vSechny realna cisla = kazdé x lze

reprezentovat jako x = x; — x,, kde x;,x, € A; dosazeni x = x; a f(y) = x, do zadani
x% + x5 x?

+ XX =C——
142 2

S f)=fx—x)=fx)+xx,+f(xz)—1=c—

>c=c+1/2=>c=1 = f(x) =1— x?/2 pro viechna realna x

41. IMO - 2000 — (SL00-9): ptedpoklad g(a) = 0 pro n&jaké a, dosazeni y = a = g(x) =
(@+Df(x) —xf(a), zadani = fx+g»))=(@+1-y)f(x)+FQ) - f(a)x,
dosazeni y=a+1 = f(x+n)=mx, kde n=g(a+1) a m=f(a+1)— f(a)
= f 1 g jsou linearni funkce;

dosazeni f(x)=ax+b a g(x)=cx+d do zadani, porovnani koeficienti

cx —c?
= f(x) = 1+c¢

dukaz existence takového a, ze g(a) =0; pro f(0) =0: dosazeni y =0 do zadani

, g(x) = cx — c?, c € R\{-1};

= f(x+g(0) =g(x) = a=—g(0); pro f(0) # 0: dosazeni x za g(x) do zadani
= fg)+9®) =9 f») —yf(g) +g(g(x)) a analogicky f(g(x)+g(y)) =

I (x) —xf(g)) + g(9(¥)); zadand rovnice pro x =0 = f(g(y)) = a— by, kde
a = g(0); = g — injektivni a f — surjektivni = 3¢ € R: f(c) = 0;
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gOf(y) —ay+g(@x) = g)f(x) —ax + g(g(y)), dosazeni y =c = g(g(x)) =
kf(x)—ax+d = g)fy)+kf(x)=g0)fx)+kf(y); pro y=0 = gx)b+
kf(x) =af(x) + kb= g(x) =a— kbf(x) +k;

g(0) =a # k = g(c) z prostoty g, ze surjektivity f = g surjektivni = nabyva hodnoty 0

42. IMO — 2001 — (SLO1-4): proy = 1 = f2(x) = xf (x)f (1), pro f(1) = 0 = f(x) = 0;
piedpoklad f(1)=C+#0, G={yeR; f(y) #0}=f(x)=Cx pro x€G, jinak
f(x) = 0; ur€eni struktury G: (i) 1 € G, protoze f(1) # 0

(iprox € G, y & G: zezadani = f(xy)f(x) =0 = xy &G

(iii) prox,y € G: x/y € G (jinak pomoci (ii): y(x/y) = x & G)

(iv) pro x,y € G: podle (i) x e G=>xy=y/x 1 €GC

= kazda takova mnoZina G obsahuje funkce spliujici zadani

43. IMO - 2002 — (IMO02-5) = (SL02-18): Cauchyova metoda; dosazenix =z =0at =1y
= 4f(0)f(y) = 2f(0), pro f(0) # 0= f(y) = 1/2 pro vSechna redlna y;

dale pro f(0) =0: dosazeni z=t=0 = f(xy) =f(x)f(y) pro vSechna redlna x,y
= f(y) = 0 pro vSechna y # 0;

dile f(y) # 0 pro y # 0; f — striktn& rostouci, f(x) = f?(¥x) =0 pro vSechna x > 0
= zadani pro t=xa z=y=>f(x2+y) =) +f¥))?*=f(x?) pro x,y=0
= f(1) =1, dosazeni t =ydo zadani = 2(f(x) + f(2)) = f(x —2) + f(x + z) pro
vSechna x,z = f(z) = f(—z) aindukci: f(nx) = n?f(x) pro vSechna cela n (i pro viechna
raciondlni &isla) = f(q) = f(—q) = q? pro viechna racionélni q, ale f — rostouci pro x > 0

= f(x) = x? pro viechna x

43. IMO - 2002 — (SL02-15): f — surjektivni, polozeni y = —f(x) = f(f(—f(x)) —x) =
f(0) —2x, kde PS muze nabyvat jakékoliv realné hodnoty; 3Ix,: f(x,) = 0, dosazeni

x = Xo do zadani = f(y) = 2xo + f(f(¥) —%0) = f(2) =z —x proz = f(y) — Xo;
ze surjektivity f = z nabyva vSech realnych hodnot = pro vSechna z: f(z) = z+ ¢ pro

néjakou konstantu ¢

44, IMO - 2003 - (SL03-2): (ii) jako —=(f(a) = D(fB) -1 =f(—(a—D(b—-1)+
1) — 1, polozeni g(x) = f(x+1)—1=> —g(a—1)gb—-1) =g(—(a—1)(b—1)) pro
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a<l<b = —gx)gly)=g(—xy) pro x <0<y, g— neklesajici a g(—1) = —1,
g(0) = 0, pro takové g je f feSenim zadani;

dosazeni y = 1do podminek g = —g(—x)g(1) =gx) pro x>0 = g(1)g(yz) =
g)g(z) proy,z > 0 = 2 ptipady:

1) g(1) =0 = g(z) =0 pro z> 0 = libovolna neklesajici giR—->R s g(—1) = -1
ag(z) = 0proz = 0 dava feseni: f —neklesajici, f(0) =0a f(x) =1prox > 1;

2) g()#0 = h(x)=g(x)/g(1) — neklesajici a h(0)=0, h(1)=1 a h(xy) =
h(x)h(y);

pro pevné a > 0 a h(a) = b = a” pro realné k = indukci: h(a?) = h9(a) = (a?)* pro
racionalni g, ale h — neklesajici = k > 0; mnozina {a%,q € Q} — husta v R* = h(x) = x*
pro x > 0; polozeni g(1) =c = g(x) =cxk pro x >0 = g(—x) = —x* pro x >0

c(x — 1% x> 1;
= f(x) = 1, x=1; kdec>0ak =0
1-1-xk x<1,

44. IMO — 2003 — (SL03-5): dosazeni x =y = z = 1do (i) = 4f(1) = f(1)? = z f(1) >
0: f(1) =2;dosazenix =y =t,z=1/t = f(t) = f(1/t) = f(t) = f(1) = 2 pro kazd¢
t = f(t)=c+c ! pro c=c(t)=1; polozeni (x,y,z)= (ts, t/s,s/t) v (i) =
fOFE) =fs)+f(t/s);pros =t fX) =f2@t)—2=proft) =c+c 1 f(t?) =
c? +c7?; zindukce: f(t") =c"+c"pro piirozenan = f(tV™) =M™ + Y™,
propevné t >laredlné l:c=tA= f(t) =tM+tM = f(x) =x* +x*prox €T =
{t%;q € Q}; ale T — hustd v R* a f — monotonni na (0,1] a [1,00) = f(x) = x* + x~* pro

vSechna x > 0 spliluje (1) 1 (i1)

46. IMO — 2005 — (SL05-2): pro dané y > 0: ¢(x) = x + yf(x),x > 0, ¢(x) — injektivni:
(1) = 9(x2) = fFx)f ) = o) = f@(x2)) = fF)f ) = f(x) = f(x2)

= x; =x, z definice ¢; pro x;>x, a f(x) <f(xy) = @(x1)=¢@(x,) pro
X1—X2

fx2)—f(x1)
2f(x) = f») =2 pro y>0 = f(x+yf(x)) = f(xy) = fy +xf(¥)) = f(2x) pro

libovoln¢ malé y > 0 = f — Konstantni na intervalu (x, 2x] pro kazdé x > 0 = konstantni

y = >0 = spor = f— neklesajici; zadani = f(x)f(y) = 2f(x +yf(x)) =

na R*; zadani = f(x) = 2 pro viechna x
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46. IMO - 2005 — (SL05-4): polozeni y =0 = (f(0) + D(f(x) —1) =0, f(x) =1 pro
vSechna x nemozné = f(0) = —1; dosazenix =lay =—-1= f(1) = 1 nebo f(—1) = 0;
dosazeni x = 1dozaddni= f(y+1) =2y +1 = f(x) =2x —1;

dal f(1) =a#1a f(—1) =0, dosazeni (x,y) = (z,1) a (x,¥) = (=2, —1) do zadani =
fz+D)=0A-a)f(z)+2z+1 a f(—z—-1)=f(2)+2z+1 = f(z+1)=1-
Af(—z—1)+az+1) = f(x) =1 —-a)f(—x)+a(2x — 1), analogicky f(—x) =
(1—a)f(x) +a(-2x —1) = (a® — 2a)f(x) = —2a%x — (a® — 2a);

—-2ax

a = 2 nemozné, pro a ¢ {0,2}: f(x) = — 1, tato funkce spliuje pozadavky jen pro

a-2
a=-2=f(kx)=—-x—-1,
pro a=0: f(x) = f(—x), dosazeni y = zay = —z do zad4ni a ode¢teni = f(2z) = 4z2 — 1

= f(x)=x%—-1

48. IMO - 2007 — (SL0O7-2): dosazeni n=1 = f(m+1) = f(m) = f — neklesajici;
ptedpoklad: ny — nejmensi celé ¢islo s f(ng) > 1a f(n) =n+ k pro k,n > 1 = z dosazeni
m=1: f(k) =1 = k <ngy; volba maximalni k,, aby In€N:f(n) =n+ky, = 2n+
ko= f(@2n) =2n+ 2kyg—1) = 2kq—1<ky nebo k<1 = f(n)<n+1
a f£(2007) < 2008; £(2007) miize byt libovolné z &isel 1,2, ...,2008:

fj(n) =1 pro n <2007 —j, jinak f;(n) =n+j—2007 pro j < 2007 a fyp0s(n) =n
pokud 2007 t na f,p05(n) = n+ 1 pokud 2007 |n

48. IMO - 2007 — (SLO7-4): metodou symetrie; f(x) > x, dukaz f(x) — x je injektivni;
ze zadani: f(f() +f) = (FO+ ) =flx+y) = )+ ) = fx) +f")
= f(x) + f(y) = 2f ("*Ty) ditkaz f — injektivni;

= fU@+fO)=fUF@)+y)+ ) =2f(f(x)/2+y) = ze symetrie: f(f(x)+
fO)=2f(f)/2+x)=>f(x)/2+y=f(y)/2+x = f(x)— 2x = c pro realné c, ze

zaddni=c=0= f(x) = 2x

49. IMO — 2008 — (IMO08-4) = (SL08-1): poloZeni x =y = z = w V zadani = f2(x) =

2 ¥ + 1 v ;. FwW)+f(x) _ w+x
f(x?) pro viechna x € R*, f(1) = 1; polozeni Vw, Vx, \/_,\/EV zadani = o = e

kdykolivwx =yz;volbaz=1=>w=y/xa f(y/x)+ f(x) = (y/x + x) %, dosazeni

y=x%2> f(x) = xm = (f(x) —x)(f (x) — 1/x) = 0; predpoklad: Ix,w € R*\{1}:

x2+1
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f(x)=xa f(w)=1/w, dosazeni y =z =+Jwx = 1/w+x=(Ww+x) -f(\/wx)/\/wx;
pokud f(¥wx)=+vwx = w=1, a pokud f(vwx)=1/ywx = x=1 = spor
s predpokladem = bud’ f (x) = x nebo f(x) = 1/x pro viechna x € R*

49. IMO - 2008 — (SL08-6): opa¢ny piedpoklad: f — surjektivni, existuje posloupnost Cisel
a,: f(a,) =n; pokud f(u) = f(v) = f(u+ 1/n) = f(v + 1/n) pro vSechna ptirozena n,
indukci: f(u + m/n) = f(v + m/n) pro vsechna piirozena m,n; aplikace na u = a;, v =
a; +1/f(a,—1) an=f(a;—1) = 1=f(a;) =f(a;+1/n)=f(a; +2/n) ==
fla; +1)= f(a; + q + 1) = f(a; + q) pro vSechna racionalni ¢isla q; pro pevné y:
ry)=+1/m:neN={fy+1/f()):xeR}={f(x+1/f(¥):x ER} =N
= I'(a;) = N = predpoklad: a,, as, ... vybrany z I'(a;) = pro kazdé n > 2 existuje k,, € N:
an = a; +1/ky = f(a; +1/n) = f(a; + 1/f(an)) = f(an + 1) = f(a1 + 1/kp + 1) =
f(a; +1/k,) = f(a,) =n; protoze I'(a; +1/3) =N = existuje d: f(al+1/3+
1/d) = 1; predpoklad: 1/3 +1/d = p/q pro relativni prvocisla p a q, protoze 1/3 +
1/d #1 = q > 1, volba celé k: kp = 1(modq) = 1 = f(a; +p/q) = f(ay + kp/q) =
f(ay +1/q) = q = spor

50. IMO — 2009 — (SL09-5): opaény piedpoklad: f(x — f(y)) < yf(x) + x pro vSechna
realnd x,y;, dosazeni y=0 a x=z+f(0) = f(z2)<z+f(0), pro x=f(y)
SfO)=yfCON+HfM=yfUGN+y+fO)=y(FfFE¥)N+1 =20=proy>0:
fGO) =z-Taproy <0: f(f(¥)) = -1,

pokud f(x)>0 = pro y<x—f(0): f()-fO)sy<x-f(0) = f(y)<x
= “1=sffx—fON=fx-fO)+fO)=yf(x)+x+f(0) a }’2_1%;;’(0)

= kazd¢ y < x — f(0) musi byt vétsi nebo rovno _1%;;(0)

= f(x) <0 = f(x) <x+ f(0) < x = pro libovolné z > 0: f(—=1) = f[(f(z) — 1) —
fAl=zf(f@D-D+f2)-1=z(f@-D+f@D-1=z+ D@ -D <

—z— 1= provsechnaz > 0:z < —f(—1) — 1 = spor

= spor

50. IMO - 2009 — (SL09-7): dosazeni x = 0 = f(0) = f(yf(0)) pro vSechna y = f(0) =
0 = fOf)=flf(x+0)=fOf(x)+x*=x* a 0=f(xf(x—x)=
f(=xf(x) + x%2 = f(—xf(x)) = —x% = f — surjektivni;

pokud f(z) = 0 pron&jaké z # 0 = 0 = f(zf(z)) = z% = spor;
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pedpoklad: f(x) = f(y) pro néjaké x,y €R = x? = f(xf(x)) = f(xf () = f((y —
Of)+x2= f(y—x)f(x)=0=f(x) =0nebox —y = 0 = x=y = f - prosta;
dukaz f(—x) = —f(x) pro vsechna realna x: pro x = 0 trivialni, dale x # 0, pokud f(x) >
0 = existuje z: f(x)=2z2 f — prosta a f(zf(2) =z? = x=2zf(2) > f(—x)=
f(—zf(2)) = —z% = —f(x); podobné ptipad f(x) < 0;

fOfG)) ==x*+flxf(x+y)) =—x*+ (x+y)? = [(x +* + f(=xf(x + y)] =
y2+2xy — f((x + ) = 2xy + [(=9)* + f((x + VfF (=y)] = 2xy + f(—=yf (x))
= f(xf(¥)) = xy; analogicky: f(yf(x)) = xy = xf(y) = yf(x) = f(x) = cx pro n&jaké
realné c; z rovnice f(xf(x)) = x?2=>c € {—~1,1} = f(x) = x nebo f(x) = —x

51. IMO - 2010 - (SL10-Al): f(x) = konst.= C,kdeC =0nebo1 < C < 2

51. IMO - 2010 — (SL10-A5): f(x) = 1/x

52. IMO - 2011 — (SL11-A3): f i g identicky rovny nule, nebo g(x) = xa f(x) = x? + C,
CeR

52. IMO - 2011 - (IMO11-3) = (SL11-A6): dtkaz

53. IMO — 2012 — (IMO12-4) = (SL12-Al): f;(x) = 0, f,(x) = kx?,

0 e 0, x = 0 (mod 4),
£i(x) = {k' ﬁihi £i0) =4k  x=1(mod2), k-nenulové celé &islo
) 4k, x = 2 (mod 4),

53. IMO - 2012 — (SL12-A5): f(x) =x—1
54. IMO - 2013 — (SL13-A3): dikaz, metoda pevnych boda
54. IMO - 2013 — (SL13-A5): fi(n) =n+1

n+1, n=0(mod4)nebon = 2 (mod4),
fo(n) ={n+5, n =1 (mod 4),
n—3, n = 3 (mod 4)

54. IMO - 2013 — (SL13-N6): vsechny konstantni funkce a funkce dolni a horni cela ¢ast
55. IMO - 2014 — (SL14-A4): f(n) = 2n + 1007
55. IMO - 2014 — (SL14-A6): fi(n) =n+1

n+1 n>0,
a>1, fz(n) = 0, n=0,
-n+1 n<o0

56. IMO — 2015 — (IMO15-5) = (SL15-A4): f,(x) = x, fo,(x) =2 — x
56. IMO — 2015 — (SL15-A2): f,(x) = —1, f(x) =x + 1
56. IMO — 2015 — (SL15-A5): f(md + i) = 2kmd + ¢;,d, m€ Z, i =0,1,...,d — 1,

n+1, n> —a,
fZ(n)_{—n+1, n<-a,

d — pevné ptirozené, k — celé, £; — suda cela
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57.
57.
58.
58.
59.
59.
60.
60.
61.
61.
61.

IMO — 2016 — (SL16-A4): f(x) = 1/x

IMO — 2016 — (SL16-A7): f,(x) = =1, f(x) =x — 1

IMO — 2017 — (IMO17-2) = (SL17-A6): f,(x) =0, f,(x) =x—1, fa(x) =1—x
IMO - 2017 — (SL17-A8): dukaz

IMO - 2018 — (SL18-Al): f(x) =1

IMO - 2018 — (SL18-A5): f(x) = C;x + C,/x, C; a C, — libovolné konstanty
IMO - 2019 — (IMO19-1) — (SL19-Al): fi(n) = 0, f,(n) = 2n + K, K — cela konstanta
IMO - 2019 — (SL19-A7): dukaz

IMO - 2020 — (SL20-A6): f1(x) =0, fLb(x) =x+1

IMO — 2020 — (SL20-A8): f(x) =x + 1

IMO — 2020 — (SL20-NS): f(n) = cv,(n), ¢ — celé nezdporné, p — prvocislo,

v, (n) — exponent prvocisla p v prvociselném rozkladu Cisla n
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