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Abstrakt

Tato prace se zabyva diferencidlni rovnici, kterd se objevuje v matematickém modelu
teplotné aktivovaného pohybu dislokaci. Zaméruje se na Sroubové dislokace v kubicky
prostorové stfedénych mifzkach. Resi predevdim odvozeni piislusné diferencidlni rovnice
a nasledné zkouma vlastnosti jejich feseni. K vysettovani téchto vlastnosti se vyuzivaji
poznatky a techniky kvalitativni teorie diferencialnich rovnic.

Summary

This thesis deals with the differential equation which appears in the mathematical model
by thermally activated motion of dislocations. It’s focused on screw dislocations in body-
centred cubic metals. Especially solves derivation of the pertinent differential equaiton
and then explores properties of their solutions. To research these properties are used
knowledges and techniques of qualitative theory of differential equations.
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L d
Uvod

K popisu mnoha procesii v technickych védach se vyuziva diferencialnich rovnic. Jinak
tomu neni ani v pripadé popisu pohybu dislokaci. Ke studiu diferencialnich rovnic lze po-
uzit rizné metody. V pripadé, kdy se z dané rovnice ziskava piimo funkéni predpis reseni,
mluvime o analytické metodé. Tu lze bohuzel vyuzit pouze u nékterych jednoduchych
typt rovnic. Pokud tuto metodu nelze pozit, prichazi v ivahu naptiklad numerické reseni.
Tato metoda je zalozeno na ziskavani pouze pribliznych hodnot reseni rovnic v urcitych
bodech. Dalsi moznosti, a zde pouzitou metodou, je kvalitativni analyza diferencialni rov-
nice. Tato metoda se zaméruje na vysetfovani urcitych vlastnosti reseni, aniz by byl zndm
jejich presny funkcni predpis.

Préce je ¢lenéna do tii ¢asti. Prvni ¢ast je zaméfena na strucny teoreticky zaklad, kde
je uveden zakladni aparat potiebny k feSeni nasi tlohy, jako jsou existencni véty, véty
o prodlouzitelnosti feseni a podobné.

V druhé ¢asti se nachazi sezndmeni s problematikou siteni dislokaci. Kratce jsou zmi-
nény priciny vzniku dislokace a jaké faktory ovliviuji jeji pohyb. Nasledné je odvozen
vztah pro aktivacni entalpii z termodynamického popisu dislokac¢niho skluzu. Minimali-
zaci tohoto funkcionalu se ziska hledany aktivovany tvar dislokace. Vyuziti Beltramiho
identity na lagrangian aktivacni entalpie vede na okrajovou tlohu pro obycejnou diferen-
cidlni rovnici 1. radu.

Posledni, tieti ¢ast, se zabyva jiz zminénou kvalitativni analyzou ziskané diferencidlni
rovnice. Pomoci matematického aparatu popsaného v prvni ¢asti se vysetiuje otazka exis-
tence Teseni dané okrajové lohy, jeho jednozna¢nost /nejednoznacnost a v neposledni radé
jeho kvalitativni vlastnosti. Na zavér je pro ziskany aktivovany tvar dislokace nalezena
hodnota aktivacni entalpie v zavislosti na aplikovaném zatizeni, ktera hraje dilezitou roli
v teorii plasticity.
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1. Teoreticky zaklad

Definice 1.1. Necht G C R? je neprdzdnd mnoZina a F : G x R — R je spojitd funkce.
Pak

F(z,y,y') =0 (1.1)

nazyvame obycejnou diferencidlni rovnici 1. rddu.

Definice 1.2. Resenim rovnice (1.1) na intervalu I C R nazgvdme takovou funkci
y: I — R, kterd je spojité diferencovatelnd na intervalu I a plati

[z, y(x)] € G pro kazdé x € I,
F(x,y(x),y (x)) =0 pro kaZdé z € I.

Poznamka 1.3. Specidlnim pripadem rovnice (1.1) je diferencidlni rovnice 1. rdadu v tak-
zvaném normdalnim tvaru

y' = fl(z.y), (1.2)
kde f . G — R je spojitd funkce.

Definice 1.4. Bud [z, yo] libovolng bod v G. Uloha urcit fesend rovnice (1.2), které spliiuje
pocdtecni podminku
y(@o) = wo, (1.3)

se nazyvd pocdtecni uloha (pocdtecni problém).

Pomoci néasledujicich dvou vét lze vysetifovat existenci a jednoznac¢nost pocatecni tlohy
(1.2), (1.3).

Véta 1.5 (Peanova véta, [2, Véta 1.1]). Necht funkce f definovand na otevrené mnoziné
G C R? je spojitd na okoli bodu [zg,yo] € G. Potom existuje § > 0 takovd, Ze pocdtecni
tloha (1.2), (1.3) md reseni y na intervalu (xo — 0, x0 + 9).

Druhé véta je silngjsi a zarucuje navic i jednoznacnost feseni. Budeme potfebovat
nasledujici pojem.

Definice 1.6. Necht Q C R? je neprdzdnd mnoZina. Rekneme, Ze funkce f : Q — R je
lipschitzovskd v druhé proménné na €2, jestlize existuje konstanta L > 0 takovd, Ze

|f(z,y2) — f(@,y1)| < Llyo —y1|  pro kazZdé [z, ], [x,y0] € Q.

Véta 1.7 (Picardova véta, [2, Véta 1.2]). Necht funkce f definovand na otevrené mno-
Ziné G C R? je spojitd a navic lipschitzovskd v druhé proménné na néjakém okoli bodu
[550790] €G.

Potom existuje okoli I bodu xo, na kterém existuje pravé jedno reseni pocdtecni ulohy
(1.2), (1.3).

Dikazy obou vét spoc¢ivaji v konstrukei posloupnosti pribliznych reseni. Dale se dokaze
jejl konvergence a skutecnost, ze jeji limita je feSenim zkoumané tlohy. Podrobné dikazy
jsou uvedené v [4].
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Poznamka 1.8 ([4, kapitola IV, Poznamka 2.3(iii)]). UZzitim véty o stredni hodnoté lze
dokdzat ndsledujici tvrzeni: Funkce f : Q — R, kde Q C R? je oteviend konverni mnoZina,
je lipschitzovskd v druhé proménné na €, jestlize existuje konstanta M > 0 tak, Ze plati

‘%‘zy)‘ <M pro kaZdé [z,y] € Q.

Definice 1.9 ([4, kapitola IV, ¢dst 5]). Necht y, je reseni rovnice (1.2) na intervalu Iy.
Existuje-li Tesent yo rovnice (1.2) na intervalu I, D Iy takovém, Ze I\ I # O a plati-li

yo(x) = y1(x) prox € I,

nazyvd se reseni ys prodlouzenim reseni yi. Maji-li navic intervaly I, I stejné levé
(resp. pravé) krajni body, mluvime o prodlouZeni reseni y1 napravo (resp. nalevo).

Reseni y rovnice (1.2) se nazjvd neprodlouZitelné (resp. napravo neprodlouZitelné,
resp. nalevo neprodlouzitelné), jestlize neexistuje reseni rovnice (1.2), které by bylo jeho
prodlouZenim (resp. prodlouzenim napravo, resp. prodlouZenim nalevo).

Poznamka 1.10. NeprodlouZitelngm (resp. napravo neprodlouZitelngm, resp. nalevo ne-
prodlouzitelngym) resenim pocdtecni ilohy (1.2), (1.3) rozumime neprodlouZitelné (resp. na-
pravo neprodlouzitelné, resp. nalevo neprodlouZitelné) reseni rovnice (1.2) splrujici pocd-
tecni podminku (1.3).

Poznamka 1.11. Misto pojmu neprodlouZitelné reseni se casto pouzivd také pojem upiné
resent.
Véta 1.12 (Véta o existenci uplného fesSeni, [4, Véta 5.2]). Bud f : Q — R funkce spojitd

na oblasti  C R2. Je-li y vesend rovnice (1.2), pak je bud 1iplné, nebo existuje 1iplné reseni
z, které je prodlouZenim reseni y.

Z dikazu této véty a uvah uvedenych v [4, kapitola IV, ¢ast 5] je patrné nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni 1.13. Necht Q C R? je oblast a f : Q — R je spojitd funkce. Reseni y rovnice
(1.2) definované na intervalu (xo, X) je napravo nerpodlouzitelné prave tehdy, kdyz nastane
jeden z téchto pripadi:

1. X = o0.

2. X < oo a existuje posloupnost {x}32, C (x¢, X), kde limy_,o v, = X, takovd, Ze
plati
lim |y(xy)| = co.
k—o0

3. X < 00 a ezistuje posloupnost {x}72, C (v, X), kde limy_,o 2, = X takovd, Ze
plati
lim d([z, y(zr)], 0Q) = 0,

k—o0

kde d znaci vzddlenost v R? a OQ znaci hranici mnoZiny Q.

LT, znadéf uzavér intervalu I .
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Podobné, pro nalevo neprodlouzitelné reseni rovnice (1.2) dostaneme nasledujici tvr-
zeni.

Tvrzeni 1.14. Necht Q C R? je oblast a f : Q — R je spojitd funkce. Reseni y rovnice
(1.2) definované na intervalu (X, zq) je nalevo neprodlouzitelné prave tehdy, kdyz nastane
jeden z téchto pripadi:

1. X = —o0.

2. X > —o0 a existuje posloupnost {x}52, C (X, o), kde limy_,o0 z, = X, takovd, Ze
plati

lim |y(xy)| = 0.
k—o0
3. X > —o0 a ezistuje posloupnost {x;}32, C (X, xo), kde limg_,oo x, = X takovd, Ze
plati
lim d([z, y(z1)], 09) =0,
k—o0

kde d znaci vzddlenost v R? a OQ znaci hranici mnoZiny .
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2. Odvozeni rovnice

Vétsina technologicky dilezitych materiali je tvorena krystaly, ve kterych jsou atomy
usporadany v krystalické mrizce symetricky, jako napriklad v kubické, hexagonalni, tetra-
gonalni apod. Atomy v idedlnich mrizkach jsou na mistech s nejmensi potencialni energii
a jejich vychyleni z téchto poloh vede ke zvyseni miizkové energie. Je znamo, ze plasticka
deformace u kovti s kubickou prostorove stredénou mrizkou je fizena teplotné aktivovanym
pohybem sroubovych dislokaci. Dislokace jsou defekty v krystalech zptisobeny konecnou
rychlosti tuhnuti, atomy totiz nemaji pri tuhnuti dostatek casu ziskat dokonalé miizkové
polohy. Kazda dislokace je charakterizovana takzvanym Burgersovym vektorem b a sméro-
vym vektorem u. RozliSujeme dva druhy dislokaci: hranova dislokace, kde b L a Sroubova
dislokace, kde b ||i. Pokud ani jedna z téchto podminek neni splnéna, hovofime o smisené
dislokaci.

Tato prace se zabyva takzvanou 1/2(111) sroubovou dislokaci v kubické prostorové
stfedéné mrizce. V tomto pripadé ma smérovy vektor « dislokacni ¢ary smeér télesové tihlo-
pricky. Zvolime skluzovou rovinu (viz obrazek 2.1a) a zavedeme vhodny souradny systém.
Pohyb sroubovych dislokaci v roviné skluzu je aktivovan teplotné. Pohybuji se vlivem
aplikovaného zatizeni reprezentovaného smykovym napétim & ve skluzové roviné a tento
pohyb je podporovan teplotnimi fluktuacemi.

X

skluzova rovina

I
|
: aktivovany
tvar
|
I / dislokace
|
/
1 —
dislokacni ¢ara : _J>
! Y
|
|
I
|
: ! pocéteéni
“ : tvar
a I dislokace

|

® O O 6—8) |

O @1® O
—0—0—--0-0—;
ol I
L JCNON WO

Peierlsova
bariéra

:/yd :‘UO :ch a Yy

(a) Soutadny systém (b) Peierlsova bariéra a tvar dislokace

Obrazek 2.1: Volba souradného systému, Peierlsova bariéra a tvar dislokace
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Dislokace se nejprve pohybuje vlivem smykového napéti ¢ jako primka z polohy y = 0
do pozice y = 19, kde hodnota yy je ddna vztahem

V'(yo) = ob.

Funkce V' zde oznacuje takzvanou Peierlsovu bariéru, kterd predstavuje odpor miizky
proti pohybu dislokace (viz obrézek 2.1b) a o (resp. b) znaci velikost smykového napéti
(resp. Burgersova vektoru). Energie systému v pozici y = yo je ddna vztahem

E, = /_00 V(yo)dz.

e e}

Vlivem tepelné energie atomy kmitaji kolem rovnovaznych poloh a dislokace tedy nezti-
stane primou, ale snazi se zaujmout vhodny tvar y = y(z). Pti tvaru dislokace y = y(z)
je energie systému rovna

B — / V) VI T @) Pde.

e e}

Préce vykonana pri premisténi dislokace ze stavu s energii £ do stavu s energii Es je

Wig = /_00 ob(y(x) — yo)dz.

Aktivaéni entalpie odpovidajici tvaru dislokace y = y(z) je tedy ddna vztahem
H = FEy — E; — Wiy a po dosazeni ziskavame tvar

Hw) = [ Vo)WV T@E - Viw) - ablole) - wl]de 2.)

e e}

(viz [1], pripadné [3, 5]). Aktivovanym tvarem dislokace (viz obrazek 2.1b) se rozumi tvar
dislokace odpovidajici minimu aktiva¢ni entalpie H, a urcuje tak hodnotu H} aktivacni
entalpie pro pohyb dislokace pri dané velikosti napéti o.

Budeme tedy tesit varia¢ni tlohu s pevnymi konci, tj. minimalizovat funkcional H,
dany vztahem (2.1) za podminek y(oo) = yg, y(—00) = yo. Lagrangian je v tomto pripadé

tvaru
Lz,y,y) =V(y)vV1+ [y]> = V(yo) — ob(y — o)

a pouzijeme-li Beltramiho identitu L — y’ oL _ konst, dostaneme po tpraveé
V(y)
= V(yo) — ob(y — yo) = konst.
1+ [y

Hledame spojité diferencovatelnou funkei y : R — R splnujici

Viy(z))

——— —V(yg) —oby(z) —yo) =c pro z€R, .
O (40) — ab(y(x) — wo) p € (2.2)
Jim y(e) =yo, - lim y(z) =yo, (2.3)

kde ¢ € R.
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Ukazme nyni, ze musi byt splnéna rovnost ¢ = 0. Vskutku, necht y : R — R je spojité
diferencovatelnd funkce splnujici (2.2) a (2.3). Prejdeme-li v (2.2) k limitdm pro x — fo0
a pouzijeme-li okrajové podminky (2.3), ziskdme

a—~itoo \ /1 + [y (z)]2 Viyo)

Odtud plyne, Ze existuji (konec¢né, nebo nekonecné) limity lim, 4. [y (z)]?. Proto existuji
také limity lim, ,4. ¢/ (x) a vzhledem k okrajovym podminkam (2.3) dostaneme

lim 3 (z) = 0.

T—F00
Prejdeme-li znovu v (2.2) k limitdm pro x — £00, zjistime, Ze nutné musi byt ¢ = 0.
Aktivovany tvar dislokace budeme tedy hledat jako nekonstantni feSeni diferencialni

rovuice )
V(y)

V(o) + ab(y — o) !

)" =

splnujici okrajové podminky (2.3).

18



3. Analyza okrajové ulohy pro
aktivovany tvar dislokace

V predchozi kapitole jsme ukazali, ze aktivovany tvar dislokace budeme hledat jako
nekonstantni feseni okrajové tlohy

n2 __ V(y) ?
v = vttt ) @1
lim_y(z) = o, lim y(x) = yo. (32)

Vzhledem k vlastnostem Peierlsovy bariéry diskutované v ¢lanku [1] budeme v celé
této casti predpokladat, ze a,b,0 > 0 a funkce V' spliuje

V:R — (0,00) je a-periodickd funkce spojita vcetné derivaci 1. a 2. radu, )
existuji yo € (0,a), y. € (Yo, a) takova, ze
V/(y()) = Ub> V/(yc) < Ub> (33)

V(y) > V(yo) + ob(y — yo) pro kazdé y € (0, y.)\{yo}
V(y) < V(yo) + ob(y — yo) pro kazdé y € (y., a).

/

Dokéazeme zejména nésledujici dvé tvrzeni. Prvni se tyka otazky existence nekonstant-
niho Feseni ulohy (3.1), (3.2).

Véta 3.1. Pro kazdé x1,x9 € R, x1 < x4, existuje teseni y ulohy (3.1), (3.2) takové, Ze

y'(x) >0 prox <z, (3.4)
y(@) =y prox € (z1,22), (3.5)
y'(z) <0 prox > zo. (3.6)

Odtud vidime, 7ze nekonstantni feseni tlohy (3.1), (3.2) neni jediné, avSak vsechna
feSeni jsou si v jistém smyslu podobna, jak vyplyva z nasledujiciho tvrzeni.

Véta 3.2. Necht y je nekonstantni teseni tdlohy (3.1), (3.2). Pak existuji x1,x2 € R,
x1 < xg, takovd, Ze Tesent y spliuje podminky (3.4)—(3.6). Navic:

A) y je na intervalu (—oo, x1) resenim diferencidlni rovnice

V() ] 1 (3.7)

/

y:

V(yo) + by — yo)

B) y je na intervalu (x4, 00) Tesenim diferencidlni rovnice

V(y) t
V(yo) + by — ?Jo)] . (3.8)

Yy ==

C) ylx) =y(x1 + a2 —2) prox <.
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Dikazy vét 3.1 a 3.2 odlozime na konec kapitoly, vySetiime nejprve nékteré vlastnosti

diferencialni rovnice (3.7).
V(wo)

Polozme yq 1= yo — —;~ a

V(t)

MO = Ty T ob = o)

] pro  t € (Ya, ye)- (3.9)

Rovnici (3.7) pak mizeme zapsat ve tvaru

vy =+/h(y) —1. (3.10)

Tvrzeni 3.3. Diferencidlni rovnice (3.10) md konstantni veseni y(z) = yo a y(x) = ye.
definovand na R.

Diikaz. Ovérime primym dosazenim do (3.10). Z predpokladu (3.3) totiz plyne, ze h(yg) =
h(ye) = 1.

Tvrzeni 3.4. Pro kaZdé [z, ap] € RX[(ya, Y0)U (Yo, Ye)| ezistuje § > 0 takovd, Ze pocatecni
tloha

]

y = h(y) =1, y(xo0) = g (3.11)

md na intervalu (xg — 6,z + &) jediné resend.

Dukaz. Lokalni existenci a jednoznacnost feseni pocatecni ilohy lze vysetrit pomoci Pea-
novy a Picardovy véty (viz véty 1.5 a 1.7).Vsimnéme si nejprve, ze funkce h dand vztahem
(3.9) je spojité diferencovatelna na intervalu (yq,y.) a h(t) > 1 pro t € (Y4, ye)-

Abychom dokézali existenci Feseni, staci posoudit spojitost funkce f(x,y) := y/h(y) — 1
v okoli pocateéni podminky. Ta je zfejmé spojitd na mnoziné R X (yq, ye)-

K diikazu jednoznac¢nosti ndm staci ukazat lipschitzovskost funkce f v druhé proménné
na néjakém okoli pocateéni podminky. Ziejmé

of (x,y)| R (y) o s
} dy }_}2\/W pro [z, 4] € R X [(ya, y0) U (%0, e)]-

Funkee 2L je v okolf podateéni podminky omezend, je tam totiz spojitd, a proto lipschit-
dy ]
zovskost funkce f v druhé proménné plyne z poznamky 1.8. O

Tvrzeni 3.5. Necht o € (Yo,y.). Pak md pocdtecni dloha
y'=vhy)—1, y0)=a (3.12)
resent y definované na R takové, Ze
Yo <y(z)<y. pro xzeR. (3.13)
Dukaz. Uvazujme diferencialni rovnici
y' = glz,y),

kde g(z,y) := v/h(y) — 1 pro [z,y] € @ := R X (yo,y.). Vzhledem k tvrzeni 3.4 existuje

0 > 0 takova, ze uloha
/

Y =g(z,y), y0)=ao
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ma na intervalu (—¢,9) jediné feseni y. Z véty 1.12 plyne, Ze existuje iplné prodlouzeni
feSeni y, které je definovano na intervalu (X, X3), kde —oco < X; < 0a 0 < Xy < o0
(ozna¢me ho opét y). Vsimnéme si, ze predpoklad (3.3) zarudi

h(t) >1 pro t€ (yo,¥ye), (3.14)

a proto
y'(z) >0 pro ze€ (X1, Xo).

Vzhledem k tvrzeni 1.13 je tedy splnéna praveé jedna z nasledujicich moznosti:
1. Xg = 00,
2. Xo <o0a lim,,x, y(z) =1y,

Je ztejmé, ze y je TeSenim diferencidlni rovnice (3.10) na intervalu (X7, X5).
Podle tvrzeni 3.3 je vsak funkce g(x) = y. pro = € R také feSenim rovnice (3.10),
a tudiz v pripadé 2 je funkce

v | y(z) proz e (Xy, Xs),
glw) = { Ye  proz € (Xy,00)

fesenim diferencidlni rovnice (3.10) splnujicim yo < y(x) < y. pro = € (X1, 00).
Podobné lze ukazat, ze v pripadé X; > —oo existuje feseni ¢ : (—oo, X5) — R rovnice
(3.10) takové, ze y(x) = y(x) pro z € (X1, X3) a
Yo < 9(x) <ye pro x € (—00, Xy).
Tim je tvrzeni dokazano. L]

Lemma 3.6. Plati

yQ;—yc 1 Ye 1
- dt =00, -t < x,
Y0 Vh(t) -1 vofve \/h(t) — 1
Yo 1
——_dt =00,
vatw \/R(t) — 1

kde h je ddna vztahem (3.9).

Dikaz. Vyuziji se vlastnosti Peierlsovy bariéry (3.3) a jednotlivé integraly se srovnaji
s vhodnymi konvergentnimi a divergentnimi integraly. Dikaz je technicky a prevysuje
ramec této prace, proto jej zde neuvadime. [

Véta 3.7. Necht ag € (Yo,y.). Pak pocatecni tloha (3.12) md jediné neprodlouZitelné
resent y. Toto reseni je definované na R a existuje x1 > 0 takové, Ze

o <y(x) <ye, Y (xr)>0 pro z<uxy, (3.15)
y(@) =y. pro x>, (3.16)
lim y(z) = yo. (3.17)

T——00
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Dikaz. Vzhledem k tvrzeni 3.5 existuje Feseni y pocatecni tlohy (3.12) definované na R
a spliujici (3.13). Z (3.9) a predpokladu (3.3) plyne (3.14), h(yo) = 1 a h(y.) = 1, a proto

Yy (z) >0 pro zeR (3.18)

Yy () >0 pro zeR, y(z) € (yo,ve)- (3.19)

Ukazme nyni, ze existuje & > 0 takové, Ze y(Z) = y.. Vskutku, pfipustme, zZe
y(r) <y. pro z>0.
Potom, vzhledem k (3.18) a (3.19), mame
y'(z) >0 pro x>0

a existuje 7 € (g, y.) takové, ze

Z rovnice (3.10) plyne

y'(z) =+h(y(z)) =1 pro x>0,

odkud, vzhledem k (3.14), dostaneme

— 2 (s = ds pro x>0
/0 Vh(y(s)) —1 0
a lze tedy psat
y(z)

1
a  Vh(t)—1 i

Prejdeme-li k limité pro x — oo, ziskame

=x pro x>0.

o0,

v 1
/ao NOOER =

coz je spor s (3.14) (je-li ¥ < y.) a tvrzenim lemma 3.6 (je-li § = y.). Dosazeny spor
dokazuje, Ze existuje > 0 takové, ze y(&) = y..
Polozme
ry =inf{z > 0:y(z) = y.}.

Z podminek (3.13), (3.18), (3.19) a pocéatecni podminky y(0) = «y okamzité plyne, Ze
plati (3.16) a
Yo < y(x) <ye, ¥ (x) >0 pro z € (0,zy).

Déle ukazeme, ze
y(z) >yo pro z <0. (3.20)

Pripustme, Ze (3.20) neplati. Pak, vzhledem k (3.18) a (3.19), existuje xo < 0 takové, Ze

Yo <y(z) <ag, y'(x)>0 pro x € (22,0),
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y(z2) = Yo.
Z rovnice (3.10) plyne

y'(x) =Vh(y(x)) =1 pro =z € (22,0),

a proto podobné jako vyse dostaneme

————dt=—x pro z € (x9,0).
/y(m h(t) -1

Prejdeme-li k limité pro x — x5+, dostaneme

= |1| < 0,

Yo V h(t) -1

coz je spor s tvrzenim lemma 3.6. Dosazeny spor dokazuje, ze plati (3.20). Z podminek
(3.18) a (3.19) proto plyne
y'(z) >0 pro <0

a existuje tedy g € (yo, ) takové, zZe

lim y(z) =y
r—r—00
Navic
y'(x) =+/h(y(x)) =1 pro x <0,
odkud

(674} 1
/ ——————dt=—x pro x<0.
y(@) /h(t) —1

Prejdeme-li k limité pro x — —oo, ziskdme

[
7 h(t) -1

a z nerovnosti (3.14) tudiz vyplyva, ze y = yo, tj. plati (3.17).
Jednoznacnost neprodlouzitelného feseni y plyne z tvrzeni 3.4 a vyse dokazanych vlast-
nosti (3.15)—(3.17). O

Tvrzeni 3.8. Necht oy € (ya,yo). Pak md pocatecni iloha (3.12) neprodlouZitelné reseni
y definované na intervalu (r3,00) takové, Ze

ya <y(z) <yo pro € (x3,00) (3.21)
a
bud x3 = —00, nebo —oo < x3 <0 a lim+y(x) = Yq. (3.22)
T—T3

Dukaz. Uvazujme diferencialni rovnici

/

Y =q(x,y),
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kde g(z,y) :== \/h(y) — 1 pro [z,y] € Q2 := R X (yq,%0). Vzhledem k tvrzeni 3.4 existuje
0 > 0 takova, ze uloha

Y =q(z,y), y(0)=a

ma na intervalu (—¢,9) jediné feseni y. Z véty 1.12 plyne, Ze existuje iplné prodlouzeni
feSeni y, které je definovano na intervalu (X3, X4), kde —co < X3 < 0a 0 < Xy < o©
(ozna¢me ho opét y). Vsimnéme si, ze predpoklad (3.3) zarudi

h(t) >1 pro t€ (yq,Y0), (3.23)

a proto
y'(z) >0 pro z€ (X3, Xy).

Vzhledem k tvrzeni 1.13 je tedy splnéna praveé jedna z nasledujicich moznosti:
1. X4 = 00,
2. Xy <ooa lim,,x, y(z)=yo.

Je zfejmé, ze y je Fesenim diferencidlni rovnice (3.10) na intervalu (X3, Xy).
Podle tvrzeni 3.3 je vsak funkce §(x) = yo pro = € R také fesenim rovnice (3.10),
a tudiz v pripadé 2 je funkce

oy (x) pro x € (X3, Xy),
ylx) = { zo II;ro x € (X, )

napravo neprodlouzitelnym fesenim diferencialni rovnice (3.10) spliujicim yy < 7(z) < yo
pro z € (X3,00). Navic, vzhledem k tvrzeni 1.14, X3 spliiuje pravé jednu z nésledujicich
moznosti :

1. X3 = —0Q0,
2. X3 > —o0a lim,x,+ y(T) = va.

Odtud plyne, Ze y je nalevo neprodlouzitelné feseni rovnice (3.10). Polozime x3 := X3
a tim je tvrzeni zcela dokazano. O

Véta 3.9. Necht oy € (yq,yo). Pak pocatecni tloha (3.12) md jediné neprodlouZitelné
reseni y. Toto resent je definované na intervalu (x3,00) a plati

ya <y(x) <wo, ¥y (xr)>0 pro z € (v3,00), (3.24)
lim y(x)=y4 lim y'(z) = oo, (3.25)
r—x3+ r—T3+

lim y(x) = yo, (3.26)

Xr—r00

pricemz
ag 1
rg = —/ - (3.27)
Yd h(t) -1
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Diikaz. Vzhledem k tvrzeni 3.8 existuje neprodlouZitelné feseni y pocatecni tlohy (3.12)
definované na intervalu (3, 00) a spliiujici (3.21) a (3.22). Z (3.9) a predpokladu (3.3)
plyne (3.23), h(yo) = 1, a proto

y'(x) >0 pro z € (r3,00) (3.28)
a
y'(x) >0 pro z € (x3,00), y(x) € (Ya,Yo)- (3.29)
Ukazme nyni, ze
y(r) <yo pro x>0. (3.30)

Pfipustme, Ze (3.30) neplati. Pak, vzhledem k (3.28) a (3.29), existuje & > 0 takové, Ze
ao <y(z) <yo, y'(xr)>0 pro ze€(0,2),

y(E) = Yo
Z rovnice (3.10) plyne

y'(z) = Vh(y(x)) =1 pro (0,2),
odkud, vzhledem k (3.23), dostaneme
x y/(S) /'9: .
———~——ds= [ ds pro z€(0,%)
/0 Vh(y(s)) =1 0
a lze tedy psat
dt =x pro xz € (0,2).

y(z) 1
/ao Vh(t) -1

Prejdeme-li k limité pro x — —, dostaneme

dt =& < o0,

L 7=

coz je spor s tvrzenim lemma 3.6. Dosazeny spor dokazuje, ze plati (3.30) a z podminek
(3.28) a (3.29) proto plyne
y'(z) >0 pro xz>0.

Existuje tedy ¢ € (ao, yo) takové, Ze

lim y(z) =9
Navic
y'(z) = Vh(y(z)) =1 pro x>0,
odkud

y(x)

1
a0 VR(t) =1 o

Prejdeme-li k limité pro x — oo ziskame

=z pro z>0.

o0

v 1
/ao VR — 1 it =
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a z nerovnosti (3.23) tudiz vyplyva, ze § = yo, tj. plati (3.26).
Dale ukazeme, ze
T3 > —00. (3.31)

Nejprve si vSimnéme, ze
Yqt+vo +y

/ dt < 00. (3.32)

Vskutku, dosadime za h(t) ze vztahu (3.9), tj

yq+tvo yq4tvo
2

1

/ydﬁ”

V(yo) +Ubt Yo)

dt

a po upravé, vzhledem k (3.3), ziskdme

yd+yo

(?JO) + ab(t — yo)

/yd V2 = [Vgo) + oblt — o)

¢imz je (3.32) dokéazéno. Pripustme nyni, ze x5 = —oo. Pak, vzhledem k (3.28) a (3.29),
existuje ¥ € (ya, ap) takové, ze

dt < o0,

lim_y(z) = .

r—r—00

Z rovnice (3.10) plyne

=+vh(y(z))—1 pro x<0,

odkud podobné jako vyse dostaneme

g 1
/ ————dt=—x pro x<0.
y@@) /() —1

Prejdeme-li k limité pro x — —oo, ziskame

:OO7

%) 1
/@ VAt —1 at

coz je ve sporu s (3.23) (je-li § > yq) a (3.32) (je-li ¥ = yq). Dosazeny spor dokazuje, ze
plati (3.31). Z (3.22) proto plyne

Navic
=Vh(y(z))—1 pro x € (x3,0),
odkud

(e7s) 1
/ ————dt=—x pro z € (x3,0).
y

(z) V h(t) -1
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Prejdeme-li k limité pro x — x3+, ziskdme

— dt = —x, (3.33)
Ya 'V h(t) -1

a x3 je proto jednoznacné urc¢eno vztahem (3.27).
Zbyva ukazat, ze plati

lim ¢ (z) = oo. (3.34)
T—x3+
Vskutku, z (3.3) a (3.9) plyne
: . V(t)
1 h(t) =1 = 3.35
>yt ®) et [V(yo) + ob(t — yo)} o (3.35)
a proto
. / _ : _ — 1 J— —=
Jim /(@) = tm VAGE) 1= lim /A 1= oo

Tim je dokézano, ze plati (3.34).
Jednoznacnost neprodlouzitelného reseni y plyne z tvrzeni 3.4 a vyse dokazanych vlast-
nosti (3.24)—(3.26). O

Dusledek 3.10. Rownice (3.7) md prave dvé, aZ na posunuti, nekonstantni neprodlouzi-
telnd reseni y; : R — R a yo : (0,00) = R, pricemz

Yo < yl(x) < Ye; yi(il?) >0 pro x < 07
vi(z) =y. pro x>0,

lim y(z) = wo,
T——00
yd<y2(x) <y0> yé(x) >0 pro l’>0,
. o . / _
JHm ya(2) =y, lim () = oo,

lim yo(z) = yo.
xr— 00

Diikaz. Nejprve zvolme ag € (yo, y.). Potom z véty 3.7 plyne, Ze existuje neprodlouzitelné
feseni y : R — R tlohy (3.12) a x; > 0 spliujici (3.15)—(3.17). Pak funkce

yi(z) =ylr+x1) pro z€R

je neprodlouzitelné feseni rovnice (3.7) spliujici (3.36)—(3.38).
Nyni zvolme ag € (yq4, o). Pak z véty 3.9 vyplyva, ze existuje x3 < 0 a neprodlouzitelné
feseni y : (x3,00) — R tlohy (3.12) splnujici (3.24)—(3.26). Pak funkce

yo(z) = y(x +x3) pro x>0

je neprodlouzitelné feseni rovnice (3.7) spliujici (3.39)—(3.41).

Déle necht 7 je libovolné nekonstantni neprodlouzitelné feseni rovnice (3.7) definované
na intervalu I. Potom existuje & € I takové, Ze §(2) € (ya, ¥o) U (Yo, Ye)-

Je-li §(z) € (yo,y.), pak z vlastnosti (3.36)—(3.38) vyplyva, Ze existuje x4 < 0 takové,

v

y1(za) = §(2).

27



Potom funkce

=gz +z) pro ze{z—1:2¢€l},
Yy

1
uz(x) 1(x+x4) pro xz€R

jsou neprodlouzitelnd feSeni tlohy v = \/h(y) — 1, y(0) = g(z&). Véta 3.7 potom zarudi,
ze l =R a
gx+z)=y1(r+x4) pro z€R,
7 je tedy posunutim reseni y;.
Je-li §(2) € (ya, Yo), potom, vzhledem k vlastnostem (3.39)—(3.41) existuje z5 > 0 tak,

v

7e
Yo(w5) = §(2).
Pak funkce

vi(z):=g(x+2) pro ze{z—2:2€l},
=y

1
va(x) o(x +x5) pro x> —x5

jsou neprodlouzitelnd feSeni ulohy y' = \/h(y) — 1, y(0) = g(&). Z véty 3.9 plyne, zZe
I =(%—m5,00) a
glx + ) =ya(r +x5) pro x> —us,

7 je tedy posunutim reseni ys. O

Dusledek 3.11. Rownice (3.8) md prdave dvé, aZ na posunuti, nekonstantni neprodlouzi-
telnd reseni ys : R - R a yy : (—00,0) = R, pricemz

Yo < Ys(x) < ye, ys(x) <0 pro x>0, (3.42)
ys(z) =y. pro x <0, (3.43)

Tim y3(z) = yo, (3.44)

Yya < ya(x) <yo, yi(x) <0 pro x<0, (3.45)
lim yy(z) = ya,  lim yy(z) = —o0, (3.46)
lim_ya(z) = yo. (3.47)

Diikaz. Diukaz tohoto dusledku plyne z dusledku 3.10 a faktu, ze y je fesenim rovnice (3.7)
na (a,b) pravé tehdy, kdyz funkce g(x) := y(—=z) je fesenim rovnice (3.8) na (—b, —a).
Tim tedy ziskame, Ze

yi(z) =ys3(—z) prozeR

ya2(x) = ya(—2x) pro z € (0,00).

Dokazme nyni vétu 3.1.
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Dikaz vety 3.1. 7 dusledku 3.10 plyne, Ze existuje FeSeni y; rovnice (3.7) spliujici
(3.36)—(3.38) a dusledek 3.11 zaru¢i existenci feSeni y3 rovnice (3.8) splnujiciho
(3.42)—(3.44). Pak funkce

y1(x —x1) pro x € (—o0, 1),
y(x) =9 Yo pro = € (z1,73),
ys(x — xa) pro x € (x3,00),

je Tesenim tlohy (3.1), (3.2) splnujici (3.4)—(3.6). O
Dale uvedeme diikaz véty 3.2.

Dikaz vety 3.2. Funkce y je nekonstantni feseni tlohy (3.1), (3.2), existuje proto & € R
takové, ze bud

y(&) € (Ya: Yo); (3.48)

nebo
Y(2) € (Yo, Ye)- (3.49)

Pripustme nejprve, ze plati (3.48). Potom z (3.2) plyne, Ze existuje zy € R takové, ze
y(xo) = min{y(z) : * € R}. Funkce y je spojité diferencovatelnd, a proto

y'(w) =0 a y(wo) € (Ya,y0)- (3.50)
Avsak y je feSenim rovnice (3.1), coz znamenéd mimo jiné, ze
[/ (20)]* = P(y(x0)) — 1,
kde funkce h je dana vztahem (3.9), coz je vzhledem k (3.23) ve sporu s (3.50). Dosazeny

spor dokazuje, ze plati (3.49).
Z (3.2) nyni plyne, 7Ze existuji ; < T < T2 takové, ze

Polozme

a=inf{z <y :y'(t) >0 prot e (x, i)},
xy =sup{x > &y : y/(t) >0 pro t € (%, )}

Vzhledem k (3.51) a (3.52) plati —oco <a < x; <00 a
y'(x) > 0 pro x € (a,zy). (3.53)
Navic, funkce y je spojité diferencovatelna, a proto plati
y'(z1) =0,
jinak se dostaneme do sporu s definici hodnoty z;. Z rovnice (3.1) a vztahu (3.9) plyne

h(y(x1)) = 1, ¢imz vzhledem k (3.14) ziskdme, ze y(x1) = y.. Vezmeme-li nyni v tivahu
(3.53), z rovnice (3.1) vyplyva, ze funkce y je na (a,z;) feSenim rovnice (3.7).

29



Ukazme, ze a = —oo. Vskutku, pripustme, ze a > —oo. Pak ze skutecnosti, ze funkce
y je spojité diferencovatelnd plyne y'(a) = 0, nebot jinak se dostaneme do sporu s definici
hodnoty a. Z rovnice (3.1) a vztahu (3.9) plyne h(y(a)) = 1, ¢imz vzhledem k (3.14)
ziskame
y(a) = Yo,

coZ je spor s tvrzenim disledku 3.10. Reseni y tedy spliuje (3.4) a y(x1) = y.. Navic je
dokazana platnost tvrzeni A).
Polozme

o =inf{z < 9 : y'(t) <0 prot € (x,19)},
b=sup{x > 12:y(t) <0 prot € (I2,7)}.

Potom, vzhledem k (3.51) a (3.52) plati —oo < 25 < b < 0 a
y'(z) < 0 pro x € (w9, b). (3.54)
Funkce y je navic spojité diferencovatelna, a plati tedy
y'(z2) =0,

jinak se totiz dostaneme do sporu s definici hodnoty zs. Opét, podobné jako vyse, z rovnice
(3.1) plyne h(y(xzs)) = 1, ¢imz vzhledem k (3.14) dostaneme y(z5) = y.. Vezmeme-li
v uvahu (3.54), z rovnice (3.1) vyplyva, Ze funkce y je na (z,,b) fesenim rovnice (3.8).

Ukazme nyni, ze b = oo. Pripustme, ze b < oo. Pak z faktu, ze funkce y je spojité
diferencovatelnd, plyne y'(b) = 0, nebot jinak se dostaneme do sporu s definici hodnoty b.
Tim opét podobné jako vyse ziskame

y(b) = vo,

coz je spor s diisledkem 3.11. Reeni y tedy splituje (3.6) a y(22) = .. Navic je dokdzana
platnost tvrzeni B).

Nyni z vyse uvedenych uvah plyne, ze ¢'(x) = 0 pro kazdé = € (x1,z5). Odtud a z vyse
dokazané vlastnosti, ze y(x1) = y(x2) = y., plyne platnost (3.5).

Zbyvéa dokézat tvrzeni C). Z tvrzeni B) a vlastnosti (3.6) a (3.5) vyplyva, Ze funkce

y(z) :=y(ry + 29 — ) pro x € (—o0,x1) (3.55)
je TeSenim rovnice (3.7) na intervalu (—oo, z1) splnujici
7' (x) >0 prox € (—oo,11), ¥Y(r1) = Ye.
Avsak y je také FeSenim rovnice (3.7) a spliuje
y'(x) > 0prox € (—o00,11), y(T1)=Ye.
Z dusledku 3.10 tedy dostaneme
y(x) =y(x) prox € (—o0,z1),

z ¢ehoz, vzhledem k (3.55), plyne platnost tvrzeni C). O
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Aktivovany tvar dislokace neni okrajovou tlohou (3.1), (3.2) dany jednoznacéné, avsak
kazdé Teseni tlohy (3.1),(3.2) urc¢uje stejnou hodnotu aktivacni entalpie H*.

Tvrzeni 3.12. Hodnota minima aktivacni entalpie pri daném o > 0 je rovna

_9 / " \/ V(yo) + ob(t — yo)]* dt. (3.56)

Diikaz. Oznacme y4 aktivovany tvar dislokace, tj. necht y4 je TeSeni ulohy (3.1), (3.2). Z
véty 3.2 plyne, Ze existuji x; < x5 tak, ze y spliuje (3.5) a A)-C). Potom integral

H: = Holua) = [ [Va@)1+ W@ = V) = obluato) - ) ds

e e}

lze rozdélit na dva samostatné integraly

1 = [ Va1 @ = Vi) = oblua(e) = ) o+

1

+2 /rl [V(?JA(IB)) 1+ [y, (2)]2 = V(yo) — oblya(z) — yo)} .

Po dosazeni vlastnosti (3.5) do prvniho integralu ziskdame
T2
| V) = Vi) obty. — ).
xr1

Z vlastnosti Peierlsovy bariéry a definice hodnoty y. plyne, ze V (yo) +ob(y. —v0) = V (y.),
a tim dostaneme

[ 10 - V() + oy~ voJao = [ V(00 - Vi) =o.
Hodnota minima aktiva¢ni entalpie je tedy rovna

m=2 [ Oo V(@) 1+ B @)P = (V(yo) + 0b(ya(a) = yo))|da
Za 'y (x) dosadime ze vztahu (3.7), tj

V(ya(z))
(o) + ob(ya(x) —yo)

m=2 [ Vi)

—00

— (V(yo) + oblya(w) - o)) dz.

a provedeme nékolik tiprav
;=2 [ V) + oot~ [l T b
o V(yo) + ab yA( ) — %)

- /—: [V(?JO) + ob(ya(x {\/{V R yjz)) ?Jo)r — 1} dz.
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Funkce 34 je FeSenim rovnice (3.7) na (—oo, z1), a proto dostavame

=2 [ [Vl + obuate) - ] {\/ ol | - 1}yg<x>dx-

Lze tedy psat

Yo

nebot y4 spliuje (3.2) a (3.5), odkud po uprave ziskdame

;=2 [ O] = V) + bl - w)]” e,

tj. plati (3.56).
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I v
Zaver

Cilem této prace bylo seznamit se se zaklady termodynamického popisu dislokac¢niho
skluzu v BCC kovech. Dale také s pouzitimm Beltramiho identity v termodynamickém
popisu dislokacniho skluzu a odvozenim okrajové tulohy pro aktivovany tvar dislokace.
Hlavnim cilem prace je vsak kvalitativni analyza ziskané okrajové tulohy a interpretace
jejich Teseni v souvislosti s aktivovanym tvarem dislokace.

Nejprve bylo potfeba odvodit vztah pro aktivacni entalpii z termodynamického popisu
disloka¢niho skluzu. Z néj jsme nasledné pomoci Beltramiho identity ziskali obyc¢ejnou
diferencialni rovnici doplnénou o dvé okrajové podminky. Kvalitativni analyza ziskané
diferencialni rovnice pfirozené vede na vysSetfovani vlastnosti dvou obycejnych diferen-
cidlnich rovnic 1. fddu v normalnim tvaru, o kterych jsme dokazali, Zze maji pravé dveé,
az na posunuti, nekonstantni feseni. Déle jsme dokazali, Ze tyto dvé rovnice maji v jistém
smyslu symetricka reseni.

Hlavni vysledky dokazané v bakalarské praci jsou véty 3.1 a 3.2. Véta 3.1 se tyka
existence Teseni studované okrajové tilohy. Mimo jiné z ni vyplyva, Ze hledané feSeni neni
jediné. Véta 3.2 vsak ukazuje, ze vSechna feseni studované okrajové tlohy jsou si v jistém
smyslu podobné. Na zavér, v tvrzeni 3.12, je odvozen vyraz pro hodnotu minima aktivacéni
entaplie pri daném smykovém napéti.
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