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A b s t r a k t 
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tep lo tně akt ivovaného pohybu dislokací. Zaměřuje se na šroubové dislokace v kubicky 
prostorově s t ředěných mřížkách. Reší předevš ím odvození příslušné diferenciální rovnice 
a nás ledně zkoumá vlastnosti jejích řešení. K vyšetřování těchto v las tnos t í se využívají 
poznatky a techniky kval i ta t ivní teorie diferenciálních rovnic. 

S u m m a r y 
This thesis deals wi th the differential equation which appears in the mathematical model 
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centred cubic metals. Especially solves derivation of the pertinent differential equaiton 
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Úvod 
K popisu mnoha procesů v technických vědách se využívá diferenciálních rovnic. Jinak 

tomu není ani v p ř ípadě popisu pohybu dislokací. K e studiu diferenciálních rovnic lze po­
užít různé metody. V př ípadě , kdy se z dané rovnice získává p ř ímo funkční předpis řešení, 
mluvíme o analyt ické me todě . T u lze bohužel využí t pouze u některých j ednoduchých 
t y p ů rovnic. Pokud tuto metodu nelze poží t , př ichází v úvahu např ík lad numerické řešení. 
Tato metoda je založeno na získávání pouze přibl ižných hodnot řešení rovnic v urči tých 
bodech. Další možnost í , a zde použ i tou metodou, je kval i ta t ivní ana lýza diferenciální rov­
nice. Tato metoda se zaměřuje na vyšetřování urči tých v las tnos t í řešení, aniž by by l z n á m 
jejich přesný funkční předpis . 

P ráce je členěna do t ř í částí . P r v n í část je zaměřena na s t ručný teoret ický základ, kde 
je uveden základní apa rá t po t ř ebný k řešení naší úlohy, jako jsou existenční věty, věty 
o prodlouži te lnost i řešení a podobně . 

V d ruhé části se nachází seznámení s problematikou šíření dislokací. Krá t ce jsou zmí­
něny příčiny vzniku dislokace a jaké faktory ovlivňují její pohyb. Následně je odvozen 
vztah pro akt ivační entalpii z t e rmodynamického popisu dislokačního skluzu. Min ima l i ­
zací tohoto funkcionálu se získá h ledaný akt ivovaný tvar dislokace. Využit í Beltramiho 
identity na lagrangián akt ivační entalpie vede na okrajovou úlohu pro obyčejnou diferen­
ciální rovnici 1. ř ádu . 

Poslední, t ř e t í část , se zabývá již zmíněnou kval i ta t ivní analýzou získané diferenciální 
rovnice. Pomocí ma tema t i ckého a p a r á t u popsaného v p rvn í části se vyšetřuje o tázka exis­
tence řešení dané okrajové úlohy, jeho j ednoznačnos t /ne jednoznačnos t a v neposlední řadě 
jeho kval i ta t ivní vlastnosti. N a závěr je pro získaný akt ivovaný tvar dislokace nalezena 
hodnota akt ivační entalpie v závislosti na apl ikovaném zatížení , k t e rá hraje důleži tou roli 
v teorii plasticity. 
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1. Teoretický základ 
D e f i n i c e 1.1. Necht G C R 2 je neprázdná množina a F : G x R —> R je spojitá funkce. 
Pak 

F(x,y,y')=0 (1.1) 

nazýváme obyčejnou diferenciální rovnicí 1. řádu. 

D e f i n i c e 1.2. Řešením rovnice (1.1) na intervalu I C R nazýváme takovou funkci 
y : i" —> R, Aľŕera je spojitě diferencovatelná na intervalu I a platí 

[x, y(x)] G G pro fcaždé x E I, 

F (x, y (x), y'(x)) = 0 pro fcaidé x E L 

P o z n á m k a 1.3. Speciálním případem rovnice (1.1) je diferenciální rovnice 1. řádu v tak­
zvaném normálním tvaru 

y' = f(x,y), (1.2) 

fcde / : G —> M je spojitá funkce. 

D e f i n i c e 1.4. 5uď[xo,yo] libovolný bod v G. Úloha určit řešení rovnice (1.2), /rferé splňuje 
počáteční podmínku 

y(x0)=yo, (1.3) 

se nazývá počáteční úloha (počáteční problém). 

Pomocí následujících dvou vět lze vyšetřovat existenci a jednoznačnos t počá tečn í úlohy 
(1.2), (1.3). 

V ě t a 1.5 (Peanova věta , [2, Vě ta 1.1]). Necht funkce f definovaná na otevřené množině 
G C R 2 je spojitá na okolí bodu [xo,2/o] £ G . Potom existuje ó > 0 taková, že počáteční 
úloha (1.2), (1.3) m á řešení y na intervalu (xo — ó,xo + S). 

D r u h á vě ta je silnější a zaručuje navíc i j ednoznačnos t řešení. Budeme po t řebova t 
následující pojem. 

D e f i n i c e 1.6. Necht Q C R2 je neprázdná množina. Řekneme, že funkce f : í l —> R je 
lipschitzovská v druhé proměnné na Q, jestliže existuje konstanta L > 0 taková, že 

\f(x,y2) - f(x,yi)\ < L\y2-yi\ pro každé [x, y i], [x,y2]eSl. 

V ě t a 1.7 (Picardova věta , [2, Vě ta 1.2]). Necht funkce f definovaná na otevřené mno­
žině GCR2 je spojitá a navíc lipschitzovská v druhé proměnné na nějakém okolí bodu 
[xQ,yQ] G G . 

Potom existuje okolí I bodu XQ, na kterém existuje právě jedno řešení počáteční úlohy 
(1.2), (1.3). 

Důkazy obou vět spočívají v konstrukci posloupnosti přibl ižných řešení. Dále se dokáže 
její konvergence a skutečnost , že její l imita je řešením zkoumané úlohy. Pod robné důkazy 
jsou uvedené v [4]. 
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P o z n á m k a 1.8 ([4, kapitola IV , P o z n á m k a 2.3(iii)]). Užitím věty o střední hodnotě lze 
dokázat následující tvrzení: Funkce f : í l —> M, kde í l C R2 je otevřená konvexní množina, 
je lipschitzovská v druhé proměnné na í l , jestliže existuje konstanta M > 0 tak, že platí 

< M pro každé [x, y] G íl . 

D e f i n i c e 1.9 ([4, kapitola IV , část 5]). Necht yi je řešení rovnice (1.2) na intervalu I\. 
Existuje-li řešení y2 rovnice (1.2) na intervalu I2 D h takovém, že I2 \ h 7̂  0 1 a platí-li 

ž/2 (x) = y! (x) pro x e h, 

nazývá se řešení y2 prodloužením řešení y\. Mají-li navíc intervaly l\, I2 stejné levé 
(resp. pravé) krajní body, mluvíme o prodloužení řešení y\ napravo (resp. nalevo). 

Řešení y rovnice (1.2) se nazývá neprodloužitelné (resp. napravo neprodloužitelné, 
resp. nalevo neprodloužitelné), jestliže neexistuje řešení rovnice (1.2), které by bylo jeho 
prodloužením (resp. prodloužením napravo, resp. prodloužením nalevo). 

P o z n á m k a 1.10. Neprodloužitelným (resp. napravo neprodloužitelným, resp. nalevo ne-
prodloužitelným) řešením počáteční úlohy (1.2), (1.3) rozumíme neprodloužitelné (resp. na­
pravo neprodloužitelné, resp. nalevo neprodloužitelné) řešení rovnice (1.2) splňující počá­
teční podmínku (1.3). 

P o z n á m k a 1.11. Místo pojmu neprodloužitelné řešení se často používá také pojem úplné 
řešení. 

V ě t a 1.12 (Věta o existenci úp lného řešení, [4, Vě ta 5.2]). Buď f : í l —> M. funkce spojitá 
na oblasti Q C R2. Je-li y řešení rovnice (1.2), pak je buď úplné, nebo existuje úplné řešení 
z, které je prodloužením řešení y. 

Z důkazu t é t o věty a úvah uvedených v [4, kapitola I V , část 5] je p a t r n é následující 
tvrzení . 

T v r z e n í 1.13. Necht í l C M 2 je oblast a f : í l —> M je spojitá funkce. Řešení y rovnice 
(1.2) definované na intervalu {xo, X) je napravo nerpodloužitelné právě tehdy, když nastane 
jeden z těchto případů: 

1. X = 00. 

2. X < 00 a existuje posloupnost {x^}^=1 C (x0,X), kde lim^^Xk = X, taková, že 
platí 

l im \y(xk) \ = 00. 
k—¥00 

3. X < 00 a existuje posloupnost {x^}^=1 C (x0,X), kde l i m ^ o o x f c = X taková, že 
platí 

l i m d([xk,y(xk)],dQ) = 0, 
k—¥00 

kde d značí vzdálenost v M.2 a <9íl značí hranici množiny í l . 

lI\ značí uzávěr intervalu I\. 

d f (x,y) 
dy 
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Podobně , pro nalevo neprodlouži te lné řešení rovnice (1.2) dostaneme následující tvr­
zení. 

T v r z e n í 1.14. Necht Q C R2 je oblast a f : Q —> M. je spojitá funkce. Řešení y rovnice 
(1.2) definované na intervalu (X,x0) je nalevo neprodloužitelné právě tehdy, když nastane 
jeden z těchto prípadu: 

1. X = -oo. 

2. X > —oo a existuje posloupnost {xk}k%1 Q (X,xo), kde l i m ^ o o xk = X, taková, že 
platí 

l im \y{xk) \ = oo. 
k—¥oo 

3. X > —oo a existuje posloupnost {xk}k%1 C (X,xo), kde l i m ^ ^ o o ^ f c = X taková, že 
platí 

l i m d([xk,y(xk)],dtt) = 0, 
k—¥co 

kde d značí vzdálenost v M.2 a dfl značí hranici množiny Q. 

15 



2. Odvození rovnice 
Větš ina technologicky důleži tých ma te r i á lů je tvořena krystaly, ve k terých jsou atomy 

uspo řádány v krystal ické mřížce symetricky, jako např ík lad v kubické, hexagonální , tetra-
gonální apod. Atomy v ideálních mřížkách jsou na místech s nejmenší potenciá ln í energií 
a jejich vychýlení z těch to poloh vede ke zvýšení mřížkové energie. Je známo, že plast ická 
deformace u kovů s kubickou prostorově s t ředěnou mřížkou je ř ízena tep lo tně akt ivovaným 
pohybem šroubových dislokací. Dislokace jsou defekty v krystalech způsobeny konečnou 
rychlostí t u h n u t í , atomy tot iž nemaj í při t u h n u t í dostatek času získat dokonalé mřížkové 
polohy. K a ž d á dislokace je charakter izována t akzvaným Burgersovým vektorem b a směro­
v ý m vektorem u. Rozlišujeme dva druhy dislokací: h ranová dislokace, kde b _Ľu a šroubová 
dislokace, kde b \\u. Pokud ani jedna z těch to podmínek není splněna, hovoříme o smíšené 
dislokaci. 

Tato práce se zabývá takzvanou 1/2(111) šroubovou dislokací v kubické prostorově 
s t ředěné mřížce. V tomto př ípadě m á směrový vektor u dislokační čáry směr tělesové úhlo­
příčky. Zvolíme skluzovou rovinu (viz obrázek 2.1a) a zavedeme vhodný souřadný systém. 
Pohyb šroubových dislokací v rovině skluzu je akt ivován tep lo tně . Pohybuj í se vlivem 
aplikovaného zat ížení reprezentovaného smykovým n a p ě t í m a ve skluzové rovině a tento 
pohyb je podporován tep lo tn ími fluktuacemi. 

skluzová rovina X 

• o o éb 
o m~o o 

počáteční 
tvar 
dislokace 

aktivovaný 
tvar 
dislokace 

y Peierlsova 
bariéra O • O < 

• o o • 
o 

o 

(a) Souřadný systém 

Vd Vo Ve a y 

(b) Peierlsova bariéra a tvar dislokace 

Obrázek 2.1: Volba souřadného systému, Peierlsova bar iéra a tvar dislokace 
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Dislokace se nejprve pohybuje vlivem smykového n a p ě t í a jako p ř ímka z polohy y = 0 
do pozice y = yo, kde hodnota yo je d á n a vztahem 

V'(y0) = ob. 

Funkce V zde označuje takzvanou Peierlsovu bar iéru, k t e rá předs tavuje odpor mřížky 
proti pohybu dislokace (viz obrázek 2.1b) a a (resp. b) značí velikost smykového napě t í 
(resp. Burgersova vektoru). Energie sys tému v pozici y — yo je d á n a vztahem 

/

oo 
V(y0)dx. 

-oo 

V l i v e m tepelné energie atomy kmita j í kolem rovnovážných poloh a dislokace tedy nezů­
stane př ímou, ale snaží se zaujmout vhodný tvar y = y (x). P ř i tvaru dislokace y = y (x) 
je energie sys tému rovna 

/

oo 
V(y(x))y/l + [y'(x)]*dx. 

-oo 

Práce vykonaná při přemís tění dislokace ze stavu s energií E\ do stavu s energií E2 je 

/

oo 
ab(y(x) - y0)dx. 

-oo 

Akt ivační entalpie odpovídající tvaru dislokace y = y (x) je tedy d á n a vztahem 
H = E2 — Ei — W12 a po dosazení získáváme tvar 

/

oo 
V(y(x)Wl + [y'{x)Y - V(y0) - ab(y(x) - y0) dx (2.1) 

-oo 

(viz [1], p ř ípadně [3, 5]). Akt ivovaným tvarem dislokace (viz obrázek 2.1b) se rozumí tvar 
dislokace odpovídaj ící minimu akt ivační entalpie Ha a určuje tak hodnotu H* akt ivační 
entalpie pro pohyb dislokace při dané velikosti napě t í a. 

Budeme tedy řešit variační úlohu s pevnými konci, tj. minimalizovat funkcionál Ha 

daný vztahem (2.1) za podmínek y{oo) = y0, y(—oo) = y0. Lagrangián je v tomto př ípadě 
tvaru 

L(x, y, y') = V(y) y/l + [yf - V(y0) - ab(y - y0) 

a použijeme-li Beltramiho identitu L — y'§^F = konst, dostaneme po úpravě 

V(y) 
, r = - V(y0) - ab(y - y0) = konst. 

V 1 + [VT 

Hledáme spoji tě diferencovatelnou funkci y : M —> M splňující 

_KW^-V(y0)-ab(y(x)-y0) = c pro i G l , (2.2) 

l im y(x) = y0, l im y(x) = y0, (2.3) 
x—>—oo x—>+oo 

kde c e l . 
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Ukažme nyní, že musí být sp lněna rovnost c = 0. Vskutku, nechť y : M. —> M je spojitě 
diferencovatelná funkce splňující (2.2) a (2.3). Přejdeme-l i v (2.2) k l imi tám pro x —> ± o c 
a použijeme-li okrajové p o d m í n k y (2.3), z ískáme 

l im c + V{y0) 

Odtud plyne, že existují (konečné, nebo nekonečné) l imity l i m - ^ i o o i y (x)] 2 . Proto existují 
t aké l imity \imx^,±00 y'(x) a vzhledem k okra jovým p o d m í n k á m (2.3) dostaneme 

l im y'(x) = 0. 
x—>±oo 

Přejdeme-l i znovu v (2.2) k l imi tám pro x —> ± o o , zjistíme, že n u t n ě musí být c = 0. 
Aktivovaný tvar dislokace budeme tedy hledat jako nekons tan tn í řešení diferenciální 

rovnice 
n 2 

[y 

splňující okrajové p o d m í n k y (2.3). 

V(y) 
V(y0) + ab(y - y0) 
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3. Analýza okrajové úlohy pro 
aktivovaný tvar dislokace 

V předchozí kapitole jsme ukázali , že akt ivovaný tvar dislokace budeme hledat jako 
nekons tan tn í řešení okrajové úlohy 

[y .'12 V(y) 
V (ž/o) + ab(y - ž/o) 

l i m y (x) ž/o, l im y (x) 

1, 

ž/o-

(3.1) 

(3.2) 

Vzhledem k vlastnostem Peierlsovy bar iéry diskutované v č lánku [1] budeme v celé 
t é t o část i p ředpok láda t , že a, b, a > 0 a funkce V splňuje 

V : K. —> (0, oo) je a-periodická funkce spoj i tá včetně derivací 1. a 2. řádu , 

existují Ž/O e (0, a), yc G (ž/o, o) taková, že 

V'(y0) = ab, V\yc) < ab, 

V (v) > v(yo) + crb(y - Ž/O) pro každé y e (0, yc)\{y0}, 

V(y) < V (Ž/O) + &b{y - ž/o) pro- každé y e (yc, a). 

(3.3) 

Dokážeme zejména následující dvě tvrzení . P r v n í se t ýká o tázky existence nekonstant-
ního řešení úlohy (3.1), (3.2). 

V ě t a 3 .1 . Pro každé X\, x2 G M., x\ < x2, existuje řešení y úlohy (3.1), (3.2) takové, že 

y\x) > 0 pro x < xi, (3.4) 

yc pro x G (xi,x2), (3.5) 

(3.6) 
y[x) 
y'(x) < 0 pro x > x2. 

Odtud vidíme, že nekons tan tn í řešení úlohy (3.1), (3.2) není jediné, avšak všechna 
řešení jsou si v j i s t ém smyslu podobná , jak vyplývá z následujícího tvrzení . 

V ě t a 3.2. Necht y je nekonstantní řešení úlohy (3.1), (3.2). Pak existují xi,x2 G M , 
X\ < x2, taková, že řešení y splňuje podmínky (3.4)-(3.6). Navíc: 

A) y je na intervalu (—oo, X i ) řešením diferenciální rovnice 

\ 
V{y) 

V(y0) + ab(y - y0) 

B) y je na intervalu (x2, oo) řešením diferenciální rovnice 

- 1. (3.7) 

A 
V(y) 

V (ž/o) + o~b(y - Ž / O ) 
1. (3.Í 

C) y(x) = y(xi + x2 — x) pro x < x\. 
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Důkazy vět 3.1 a 3.2 odložíme na konec kapitoly, vyšet ř íme nejprve některé vlastnosti 
diferenciální rovnice (3.7). 

v(yo) Položme yd:=y0- a b 

hit) := 
Vit) 

V(y0) + ab(t - y0) 

Rovnici (3.7) pak můžeme zapsat ve tvaru 

pro te(yd,yc). 

y = Vh(y) - 1 • 

T v r z e n í 3.3. Diferenciální rovnice (3.10) má konstantní řešení y (x) = yo a y(x 
definovaná na M . 

(3.9) 

(3.10) 

) = y c 

Důkaz. Ověříme p ř í m ý m dosazením do (3.10). Z p ředpok ladu (3.3) to t iž plyne, že h(y0) = 
/'(//,) 1- • 

T v r z e n í 3.4. Pro každé [xo, ao] G M x [(ya, yo)U(yo, yc)} existuje ó > 0 taková, že počáteční 
úloha 

V = Vh(v) ~ 1, y(x0) = a0 (3.11) 

má na intervalu (xo — ó,xo + ó) jediné řešení. 

Důkaz. Lokální existenci a jednoznačnos t řešení počá tečn í úlohy lze vyšetř i t pomocí Pea-
novy a Picardovy věty (viz věty 1.5 a 1.7).Všimněme si nejprve, že funkce h d a n á vztahem 
(3.9) je spoji tě diferencovatelná na intervalu (yd,yc) a h(ť) > 1 pro t G (yd,yc)-

Abychom dokázali existenci řešení, s tačí posoudit spojitost funkce f(x, y) := yjh(y) — 1 
v okolí počá tečn í podmínky. Ta je zřejmě spoj i tá na množině M x (jjd, yc). 

K důkazu jednoznačnos t i n á m stačí ukáza t lipschitzovskost funkce / v d ruhé p roměnné 
na nějakém okolí počá tečn í podmínky. Zřejmě 

pro [x,y] G R x [(yd,y0) U (yo,yc)\. 
df(x,y) h'{y) 

dy 2y/h(y) - 1 

Funkce | ^ je v okolí počá tečn í p o d m í n k y omezená, je tam tot iž spoj i tá , a proto lipschit­
zovskost funkce / v d ruhé p roměnné plyne z p o z n á m k y 1.8. • 

T v r z e n í 3.5. Necht «o £ (voiVc)- Pak má 'počáteční úloha 

y = V % ) - 1, y(o) = a 0 

řešení y definované na M. takové, že 

yo < y(x) < yc PR° x EM.. 

Důkaz. Uvažujme diferenciální rovnici 

y' = g(x,y), 

(3.12) 

(3.13) 

kde g(x,y) := \fh{y) — 1 pro [x,y] G íž := M x (y0,yc). Vzhledem k tvrzení 3.4 existuje 
5 > 0 taková, že úloha 

y' = 9(x,y), y(0) = a0 
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m á na intervalu (—S,S) jediné řešení y. Z věty 1.12 plyne, že existuje úplné prodloužení 
řešení y, k te ré je definováno na intervalu (Xi,X2), kde — oo < X i < 0 a 0 < X 2 < o c 
(označme ho opět y). Vš imněme si, že p ředpok lad (3.3) zaručí 

h(t)>l pro te(yo,yc), (3.14) 

a proto 

y'(x) > 0 pro x e (X1,X2). 

Vzhledem k tvrzení 1.13 je tedy splněna právě jedna z následujících možnost í : 

1. X2 = oo, 

2. X2 < oo a limx_,X2_ y(x) = yc. 

Je zřejmé, že y je řešením diferenciální rovnice (3.10) na intervalu (X\,X2). 
Podle tvrzení 3.3 je však funkce ý(x) = yc pro x G M. t aké řešením rovnice (3.10), 

a tudíž v p ř ípadě 2 je funkce 

y(x) 
y(x) pro x G ( X i , X 2 ) 
y c pro x G (X2, oo) 

řešením diferenciální rovnice (3.10) splňujícím y0 < y(x) < yc pro x G (Xi, oo). 
Podobně lze ukáza t , že v p ř ípadě X1 > —oo existuje řešení ý : (—oo, X2) —> K. rovnice 

(3.10) takové, že ý(x) = y(x) pro x G (X1,X2) a 

yo<ý{x)<yc pro x G ( - o o , X 2 ) . 

T í m je tvrzení dokázáno. • 

L e m m a 3.6. Platí 

vg+vc 

2 1 

:</o 

tZť 

.v. 
, = dt = oo, / — . d í < oo. 

y/h(t) - 1 d t ó ^ f t ( í ) - 1 

'm+m ^(í) - 1 

kde h je dána vztahem (3.9). 

Důkaz. Využijí se vlastnosti Peierlsovy bar iéry (3.3) a jednot l ivé integrály se srovnají 
s vhodnými konvergentními a divergentními integrály. Důkaz je technický a převyšuje 
rámec t é to práce , proto jej zde neuvádíme. • 

V ě t a 3.7. Necht a0 G (y0,yc). Pak počáteční úloha (3.12) má jediné neprodloužitelné 
řešení y. Toto řešení je definované naM. a existuje X\ > 0 takové, že 

y0 < y(x) < yc, y'(x) > 0 pro x < x1, (3.15) 

y(x) = yc pro x > xi, (3.16) 

l im y(x) = y0. (3.17) 
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Důkaz. Vzhledem k tvrzení 3.5 existuje řešení y počá tečn í úlohy (3.12) definované na R 
a splňující (3.13). Z (3.9) a p ředpok ladu (3.3) plyne (3.14), h(yo) = 1 a h(yc) = 1, a proto 

y'{x) > 0 pro x e R (3.18) 

a 

y' (x) > 0 pro x e R, y (x) G {y0,yc). (3.19) 

Ukažme nyní, že existuje x > 0 takové, že y (x) = yc. Vskutku, př ipusťme, že 

y (x) < yc pro x > 0. 

Potom, vzhledem k (3.18) a (3.19), m á m e 

y' (x) > 0 pro x > 0 

a existuje ý G ( a 0 , y c ) takové, že 
l im y (x) = ý. 

x—^oo 

Z rovnice (3.10) plyne 

y'(x) = \/h(y(x)) — 1 pro x > 0, 

odkud, vzhledem k (3.14), dostaneme 

y* U) fx 

ds — I ds pro x > 0 
o y/h{y{s)) - 1 Jo 

a lze tedy psá t 

dt = x pro x > 0. 

Přejdeme-l i k l imitě pro x —> oo, získáme 

dí = oo. 

což je spor s (3.14) (je-li ý < yc) a tv rzen ím lemma 3.6 (je-li ý = yc). Dosažený spor 
dokazuje, že existuje x > 0 takové, že y (x) = yc. 

Položme 
X\ = inf{x > 0 : y (x) = yc}. 

Z podmínek (3.13), (3.18), (3.19) a počá tečn í p o d m í n k y y(0) = a0 okamži tě plyne, že 
pla t í (3.16) a 

y0 < y (x) < yc, y'(x) > 0 pro x e ( 0 , x i ) . 

Dále ukážeme, že 

y (x) > yo pro x < 0. (3.20) 

Př ipusťme, že (3.20) neplat í . Pak, vzhledem k (3.18) a (3.19), existuje x<i < 0 takové, že 

ž/o < y{x) < a 0 , y'{x)>0 pro x e ( x 2 , 0 ) , 
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y(x2) = yo-

Z rovnice (3.10) plyne 

y'(x) = yjh(y(x)) - 1 pro x G (x 2 , 0 ) , 

a proto p o d o b n é jako výše dostaneme 

/ = dt = —x pro x G (x2, 0). 
yy(x) v / i ( í ) - 1 

Přejdeme-l i k l imitě pro x —> X 2 + , dostaneme 

" « 0 2 

.'/II 
dt — \X2\ < oo. 

což je spor s tv rzen ím lemma 3.6. Dosažený spor dokazuje, že p la t í (3.20). Z podmínek 
(3.18) a (3.19) proto plyne 

y'(x) > 0 pro x < 0 

a existuje tedy y G (yo, «o) takové, že 

l im = y. 
x—¥—oo 

Navíc 
y'(x) = y/h{y{x)) — 1 pro x < 0, 

odkud 
/•QO J 

/ = ŕit = —x pro x < 0. 
yy(x) V / i ( í ) - 1 

Přejdeme-l i k l imitě pro x —> — oo, získáme 

dt = oc 
V / i ( í ) - 1 

a z nerovnosti (3.14) tudíž vyplývá, že y — y0, tj. p la t í (3.17). 
Jednoznačnos t neprodlouži te lného řešení y plyne z tvrzení 3.4 a výše dokázaných vlast­

nost í (3.15)-(3.17). • 

T v r z e n í 3.8. Necht a0 G (yd, yo)- Pak má počáteční úloha (3.12) neprodloužitelné řešení 
y definované na intervalu (x 3 , oo) takové, že 

yd < y{x) < y0 pro x G ( x 3 , o o ) (3.21) 

buď x 3 = —oo, nebo — oo < x 3 < 0 a l im y (x) = yd- (3.22) 

Důkaz. Uvažujme diferenciální rovnici 

y' = q(x,y), 
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kde q(x,y) := yjh(y) — 1 pro [x,y] G fž := M x (yd,yo)- Vzhledem k tvrzení 3.4 existuje 
5 > 0 taková, že úloha 

y' = q(x,y), y(0) = a0 

m á na intervalu (—ó, ó) jediné řešení y. Z věty 1.12 plyne, že existuje úplné prodloužení 
řešení y, k teré je definováno na intervalu ( X 3 , X 4 ) , kde — o o < X 3 < 0 a 0 < X 4 < o c 
(označme ho opě t y). Vš imněme si, že p ředpok lad (3.3) zaručí 

Vzhledem k tvrzení 1.13 je tedy splněna právě jedna z následujících možnost í : 

1. X 4 = oo, 

2. X 4 < oo a \\mx^xA- y{x) = y0. 

Je zřejmé, že y je řešením diferenciální rovnice (3.10) na intervalu ( X 3 , X 4 ) . 
Podle tvrzení 3.3 je však funkce y(x) = yo pro x G K. také řešením rovnice (3.10), 

a tudíž v p ř ípadě 2 je funkce 

napravo neprodlouži te lným řešením diferenciální rovnice (3.10) splňujícím y^ < y(x) < yo 
pro x G ( X 3 , oo). Navíc, vzhledem k tvrzení 1.14, X 3 splňuje právě jednu z následujících 
možnost í : 

1. X 3 = - o o , 

2. X 3 > - o o a limx^x3+y(x) = y<i-

Odtud plyne, že y je nalevo neprodlouži te lné řešení rovnice (3.10). Položíme x 3 := X 3 

a t í m je tvrzení zcela dokázáno . • 

V ě t a 3.9. Necht a0 G {yd,yo)- Pak počáteční úloha (3.12) má jediné neprodloužitelné 
řešení y. Toto řešení je definované na intervalu (x 3 ,oo) a platí 

h{t) > 1 pro t G {yd, y0) (3.23) 

a proto 
y'(x)>0 pro x G ( X 3 , X 4 ) . 

y(x) pro x G ( X 3 , X 4 ) 
y Q pro x G ( X 4 , oo) 

yd < y(x) < y0, y'(x) > 0 pro x e (x 3 , oo), (3.24) 

(3.25) 

(3.26) l im y(x) = y0. 

pricemz 

(3.27) 
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Důkaz. Vzhledem k tvrzení 3.8 existuje neprodlouži te lné řešení y počá tečn í úlohy (3.12) 
definované na intervalu (£3,00) a splňující (3.21) a (3.22). Z (3.9) a p ředpok ladu (3.3) 
plyne (3.23), h(y0) — 1, a proto 

y'(x)>0 pro xe(x3,oo) (3.28) 

a 
y ( x ) > 0 pro x e (£3,00), G (ž/d, ž/o)- (3.29) 

Ukažme nyní, že 

z/(x) < y 0 P r o x > 0. (3.30) 

Př ipusťme, že (3.30) neplat í . Pak, vzhledem k (3.28) a (3.29), existuje x > 0 takové, že 

«o < y(x) < y0, y'{x) > 0 pro x e ( 0 , ž ) , 

y ( Ä ) - Ž / O -

Z rovnice (3.10) plyne 

= y/h(y{x)) - 1 pro (0 , f ) , 

odkud, vzhledem k (3.23), dostaneme 

ľx y'{s) r 
I — = ds = ds pro x G (0, x) 

Jo y/h(y(8)) ~ 1 A 

a lze tedy psá t 
<j(x) 

/ — dt — x pro x G ( 0 , ž ) . 
- Q 0

 _ 1 

Přejdeme-l i k l imitě pro x —> x—, dostaneme 

f2/0 2 

<>•(] 

dt — x < 00, 

což je spor s tv rzen ím lemma 3.6. Dosažený spor dokazuje, že p la t í (3.30) a z podmínek 
(3.28) a (3.29) proto plyne 

y'(x) > 0 pro x > 0. 

Existuje tedy ý e (ao, ž/o) takové, že 

l im y (x) = y. 

Navíc 
y'(x) = \Jh(y(x)) - 1 pro x > 0, 

odkud 

dt — x pro x > 0. 
Oto 

Přejdeme-l i k l imitě pro x —> 00 z ískáme 

dt — oo 
\ A w - 1 

2.5 



a z nerovnosti (3.23) tud íž vyplývá, že ý = y0, tj. p la t í (3.26). 
Dále ukážeme, že 

X3 > — 0 0 . (3.31) 

Nejprve si vš imněme, že 

dt < 0 0 . (3.32) 
íld y/h(t) - 1 

Vskutku, dosad íme za h(ť) ze vztahu (3.9), tj. 

. vd+yp . yd+yp 

2 
/ " 1 dt= ' <H 

hd \/h(t) - 1 Jyd v(t) 1 2 

V(y0)+<jb(t-y0) 
1 

a po úpravě, vzhledem k (3.3), z ískáme 

vd+yp ~t t / \ i i , \ 

V(y0)+aHt-y„) d f < 

U, I ^V(ty-[V(y0) + ab(t-yQ)]-

čímž je (3.32) dokázáno . P ř ipusťme nyní, že £ 3 = — 0 0 . Pak, vzhledem k (3.28) a (3.29), 
existuje ý G (ya, ctn) takové, že 

l im y(x) = ý. 
x—>—00 

Z rovnice (3.10) plyne 

y'(x) = yjh(y{x)) - 1 pro x < 0, 

odkud p o d o b n ě jako výše dostaneme 
rap 1 

/ —. dt = —x pro x < 0. 

Přejdeme-l i k l imitě pro x —> — 0 0 , z ískáme 

1 

VHt) - 1 
dt = 0 0 , 

což je ve sporu s (3.23) (je-li ý > y d) a (3.32) (je-li ý = ya). Dosažený spor dokazuje, že 
pla t í (3.31). Z (3.22) proto plyne 

l im y(x) = yd-
x—yx3 + 

Navíc 
y'(x) = y/h(y(x)) - 1 pro x E (x 3 , 0 ) , 

odkud 
c«0 /•c*o 1 

/ = (ií = —x pro x e ( £ 3 , 0 ) . 
Jy(x) y/h(t) - 1 
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Přejdeme-l i k l imitě pro x —> £ 3 + , z ískáme 

cřt = — £ 3 , (3.33) 

a x 3 je proto j ednoznačně určeno vztahem (3.27). 
Zbývá ukáza t , že pla t í 

l im y'(x) = 0 0 . (3.34) 

Vskutku, z (3.3) a (3.9) plyne 

l im h(t) = l im — — . ^ — 7 7 r = 0 0 , (3.35) 
t->yd+ t->Vd+LV(y0) + ab(t - y0)l 

a proto 
l im y'(x) = l im y/h(y(x)) — 1 = l im \/h{ť) — 1 = 0 0 . 

T í m je dokázáno, že p la t í (3.34). 
Jednoznačnos t neprodlouži te lného řešení y plyne z tvrzení 3.4 a výše dokázaných vlast­

nost í (3.24)-(3.26). • 

D ů s l e d e k 3.10. Rovnice (3.7) má právě dvě, až na posunutí, nekonstantni neprodlouži-
telná řešení y\ : M —> M a 2/2 : (0, 0 0 ) —>• M 7 přičemž 

yo<yi(x)<yc, y'1(x)>0 pro x<0, (3.36) 

2/1 (z) = 2/c pro x > 0, (3.37) 

l im y i (z ) = 2/0, (3.38) 
£—> — OO 

Vd < V2(x) < yo, y'2(
x) > 0 Pro x>0, (3.39) 

l im y2(x) = yd, l im y'2(x) = oo, (3.40) 

l im 2/2(z) = 2/0- (3.41) 

Důkaz. Nejprve zvolme ao G (2/0,2/c)- Potom z věty 3.7 plyne, že existuje neprodlouži te lné 
řešení y : M —>• M úlohy (3.12) a x i > 0 splňující (3.15)—(3.17). Pak funkce 

2/1 (z) := y(x + X\) pro x G K 

je neprodlouži te lné řešení rovnice (3.7) splňující (3.36)-(3.38). 
Nyní zvolme ao G (yd, 2/0) • Pak z věty 3.9 vyplývá, že existuje £ 3 < 0 a neprodlouži te lné 

řešení y : (x 3 , 0 0 ) —> M úlohy (3.12) splňující (3.24)-(3.26). Pak funkce 

y2(x) := y(x + x3) pro x>0 

je neprodlouži te lné řešení rovnice (3.7) splňující (3.39)-(3.41). 
Dále nechť y je libovolné nekonstantni neprodlouži te lné řešení rovnice (3.7) definované 

na intervalu I. Potom existuje x E I takové, že y(x) G (2/d,2/o) U (2/0, Ve)-
Je-li y(x) G (2/0,2/c), pak z v las tnos t í (3.36)-(3.38) vyplývá, že existuje £ 4 < 0 takové, 

žc 

2/1 (x 4 ) = 
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Potom funkce 

Ui(x) : = j/(x + x) pro x G {z — x : z G / } , 

U2(x) : = j/ i (x + x4) pro x G K 

jsou neprodlouži te lná řešení úlohy y' = \fh{y) — 1, j/(0) = y (x). Vě t a 3.7 potom zaručí, 
že J = M a 

y (x + x) = yi(x + x 4) pro x G M, 

y je tedy p o s u n u t í m řešení j / i . 

Je-li y (x) G (j/d, J/o), potom, vzhledem k vlastnostem (3.39)-(3.41) existuje x 5 > 0 tak, 
žc 

2/2(2:5) = ý (x). 

Pak funkce 

:= ý(x + x) pro x E {z — x : z E I}, 

v2(x) := y2(x + x 5 ) pro x > —x 5 

jsou neprodlouži te lná řešení úlohy y' = yjh(y) — 1, j/(0) = y (x). Z věty 3.9 plyne, že 
I — (x — X 5 , 0 0 ) a 

y (x + x) = y2(x + x 5) pro x > — X 5 , 

y je tedy p o s u n u t í m řešení y2. • 

D ů s l e d e k 3 .11. Rovnice (3.8) má právě dvě, až na posunutí, nekonstantni neprodlouži­
telná řešení y3 : 1 R a 1/4 : ( — 0 0 , 0) —> R, přičemž 

Ž/o < 2/3(2;) < j / c , j / 3 (x) < 0 pro x > 0, (3.42) 

j/3 (x) = yc pro x < 0, (3.43) 

l im j/3 (x) = j/o, (3.44) 

x—¥00 

yd < 2/4(2:) < j/o, J 4 ( X ) < 0 pro x < 0, (3.45) 

l im j / 4 (x) = yd, l im j / ^ x ) = - 0 0 , (3.46) 
x—¥0— x^-0— 

l im j/4 (x) = j/o. (3.47) 
x—>—00 

Důkaz. Důkaz tohoto důsledku plyne z důsledku 3.10 a faktu, že y je řešením rovnice (3.7) 
na (a,b) právě tehdy, když funkce j/(x) := y (—x) je řešením rovnice (3.8) na (—6,—a). 
T í m tedy získáme, že 

j/i(x) = j / 3 ( — x ) pro x G M 

a 
2/2(2;) = j / 4 ( - x ) pro x G (0, 0 0 ) . 

• 
Dokažme nyní vě tu 3.1. 
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Důkaz věty 3.1. Z důs ledku 3.10 plyne, že existuje řešení yl rovnice (3.7) splňující 
(3.36)-(3.38) a důsledek 3.11 zaručí existenci řešení y3 rovnice (3.8) splňujícího 
(3.42)-(3.44). Pak funkce 

{ yi(x — Xi) pro x G (—oo,X\), 
yc pro x G (xl,x2), 

y3(x-x2) pro x G (x2, oo), 
je řešením úlohy (3.1), (3.2) splňující (3.4)-(3.6). • 

Dále uvedeme důkaz věty 3.2. 

Důkaz věty 3.2. Funkce y je nekons tan tn í řešení úlohy (3.1), (3.2), existuje proto í 6 8 
takové, že bud 

y(x) G (yd,y0), (3.48) 

nebo 
y(x) G (yo,yc). (3.49) 

Př ipusťme nejprve, že p la t í (3.48). Potom z (3.2) plyne, že existuje xo G M. takové, že 
y(xo) = mm{y(x) : x G M}. Funkce y je spoji tě diferencovatelná, a proto 

y'(x0) = 0 a y (x 0 ) G (yd,yo)- (3.50) 

Avšak y je řešením rovnice (3.1), což z n a m e n á mimo j iné, že 

b ' ( * 0 ) ] 2 = h(y(x0)) - 1, 

kde funkce h je d á n a vztahem (3.9), což je vzhledem k (3.23) ve sporu s (3.50). Dosažený 
spor dokazuje, že p la t í (3.49). 

Z (3.2) nyní plyne, že existují x\ < x < x2 takové, že 

y(xi) G (y0,yc), > 0, (3.51) 

y{x2) G {y0,yc), y'(x2)<0. (3.52) 

Položme 

a = mf{x < Xi : y'(t) > 0 pro t G {x,Xi)}, 

X\ = sup{x > Xi : y'(t) > 0 pro t G (xi,x)}. 

Vzhledem k (3.51) a (3.52) p la t í —oo < a < X\ < oo a 

í / ( X ) > 0 pro x G ( a ,x i ) . (3.53) 

Navíc, funkce y je spoji tě diferencovatelná, a proto pla t í 

ž/(*i) = o, 

jinak se dostaneme do sporu s definicí hodnoty x\. Z rovnice (3.1) a vztahu (3.9) plyne 
h(y(xi)) = 1, čímž vzhledem k (3.14) získáme, že y(x\) = yc. Vezmeme-li nyní v úvahu 
(3.53), z rovnice (3.1) vyplývá, že funkce y je na (a,Xi) řešením rovnice (3.7). 
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Ukažme, že a = — oo. Vskutku, př ipusťme, že a > —oo. Pak ze skutečnost i , že funkce 
y je spoji tě diferencovatelná plyne y'(a) = 0, neboť jinak se dostaneme do sporu s definicí 
hodnoty a. Z rovnice (3.1) a vztahu (3.9) plyne h(y(a)) = 1, čímž vzhledem k (3.14) 
získáme 

y(o) = Vo, 

což je spor s tv rzen ím důsledku 3.10. Řešení y tedy splňuje (3.4) a y{x\) = yc. Navíc je 
dokázána platnost tvrzení A ) . 

Položme 

x 2 = inf{x < x 2 : y'(t) < 0 pro t G (x, x 2 ) } , 

b = sup{x > x 2 : y'(t) < 0 pro t G (£2, x)}. 

Potom, vzhledem k (3.51) a (3.52) pla t í — 0 0 < x 2 < b < 0 0 a 

y'(x) < 0 pro x G (x2,b). (3.54) 

Funkce y je navíc spoji tě diferencovatelná, a pla t í tedy 

y'(x2) = o, 

jinak se to t iž dostaneme do sporu s definicí hodnoty x 2 . Opět , podobně jako výše, z rovnice 
(3.1) plyne ^(y(x 2 ) ) = 1, čímž vzhledem k (3.14) dostaneme y{x2) = yc- Vezmeme-li 
v úvahu (3.54), z rovnice (3.1) vyplývá, že funkce y je na (x2,b) řešením rovnice (3.8). 

Ukažme nyní , že b = 0 0 . P ř ipusťme, že b < 00. Pak z faktu, že funkce y je spojitě 
diferencovatelná, plyne y'{b) = 0, neboť jinak se dostaneme do sporu s definicí hodnoty b. 
T í m opět p o d o b n ě jako výše získáme 

y(b) = y0, 

což je spor s důsledkem 3.11. Řešení y tedy splňuje (3.6) a y{x2) = yc- Navíc je dokázána 
platnost tvrzení B ) . 

Nyní z výše uvedených úvah plyne, že y'(x) = 0 pro každé x G (xi, x2)- Odtud a z výše 
dokázané vlastnosti, že y{x\) = y (x 2 ) = yc, plyne platnost (3.5). 

Zbývá dokázat tvrzení C ) . Z tvrzení B) a v las tnos t í (3.6) a (3.5) vyplývá, že funkce 

y(x) := y(xi + x 2 — x) pro x G ( — 0 0 , X\) (3.55) 

je řešením rovnice (3.7) na intervalu ( — 0 0 , X i ) splňující 

y(x) > 0 pro x G ( - 0 0 , X i ) , y{xi) = yc. 

Avšak y je t aké řešením rovnice (3.7) a splňuje 

y'(x) > 0 pro x G ( - 0 0 , X i ) , y(x1) = yc. 

Z důsledku 3.10 tedy dostaneme 

y(x) = y(x) pro x G ( — 0 0 , X i ) , 

z čehož, vzhledem k (3.55), plyne platnost tvrzení C ) . • 
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Aktivovaný tvar dislokace není okrajovou úlohou (3.1), (3.2) daný jednoznačně , avšak 
každé řešení úlohy (3.1),(3.2) určuje stejnou hodnotu akt ivační entalpie H*. 

T v r z e n í 3.12. Hodnota minima aktivační entalpie při daném a > 0 je rovna 

H* \/[V(t)}2-[V(y0) + ab(t-y0)}2 dt. (3.56) 
:</o 

Důkaz. Označme y A akt ivovaný tvar dislokace, tj. nechť y A je řešení úlohy (3.1), (3.2). Z 
věty 3.2 plyne, že existují X\ < x 2 tak, že y A splňuje (3.5) a A ) - C ) . Potom integrál 

V(yA(x))Jl + [y'A{x)f - V(y0) - ab(yA(x) - y0) dx 

lze rozdělit na dva samos ta tné integrály 

r-:ľ'2 

HZ 
XI 

+ 2 

V(yA(x))x/l + [y'A{x)Y - V(y0) - ab(yA(x) - y0) dx+ 

V(yA(x))^l + [y'A{x)f - V(y0) - ab(yA(x) - y0) 

Po dosazení vlastnosti (3.5) do prvn ího in tegrálu získáme 

[V(yc) - V(y0) - ab(yc - y0)]dx. 

dx. 

•'••2 

Z vlastnosti Peierlsovy bar iéry a definice hodnoty yc plyne, že V(yo) + ab(yc — yo) = V(yc), 
a t í m dostaneme 

/•X2 rX2 

/ [V{yc) - (V(y0) + ab(yc - y0))]dx = / [V{yc) - V(yc)]dx = 0. 

Hodnota minima akt ivační entalpie je tedy rovna 

fXl 

H* V(yA(x))Jl + [y'A{x)f - (V(y0) + ab(yA(x) - y0)) dx. 

Za yA(x) dosadíme ze vztahu (3.7), tj. 

V(yA(x)) 
H* V(yA(x)) 

V(y0) + ab(yA(x) -yQ) 
{V{y0) + ab{yA{x)-yo)) dx. 

a provedeme několik úprav 

H; = 2 H [V(y0) + ab(yA(x)-y0 

J — oo 

= 2 í 1 [V(y0) + ab(yA(x)-y0)] 
J — oo 

V(yA(x)) 
V(y0) + ab(yA(x) - y0) 

— 1 \dx 

V{yA{x)) 
V(y0) + ab(yA(x) - y0) 

1 > dx. 
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Funkce yA je řešením rovnice (3.7) na ( — 0 0 , xi), a proto dos táváme 

H*a = 2 í 1 [V(yo) + ab(yA(x)-yo) 
J—00 

V(yA(x)) 

Lze tedy psát 

El = 2 r [V(y0) + ab(t-y0 

_V(y0) + ab(yA(x) - y0) 

V(t) 

1 }y'A(x)dx. 

_V(y0) + ab(t - yo) 

neboť yA splňuje (3.2) a (3.5), odkud po úpravě z ískáme 

1 dt 

H*„ = 2 
Ur 

yo 

x![V(t)]2-[V(y0) + ab(t-y0)]2 dt, 

tj. p la t í (3.56). • 
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Závěr 
Cílem t é t o práce bylo seznámit se se základy t e rmodynamického popisu dislokačního 

skluzu v B C C kovech. Dále také s použ i t ímm Beltramiho identity v t e rmodynamickém 
popisu dislokačního skluzu a odvozením okrajové úlohy pro akt ivovaný tvar dislokace. 
Hlavním cílem práce je však kval i ta t ivní ana lýza získané okrajové úlohy a interpretace 
jejích řešení v souvislosti s ak t ivovaným tvarem dislokace. 

Nejprve bylo p o t ř e b a odvodit vztah pro akt ivační entalpii z t e rmodynamického popisu 
dislokačního skluzu. Z něj jsme následně pomocí Beltramiho identity získali obyčejnou 
diferenciální rovnici doplněnou o dvě okrajové podmínky. Kval i ta t ivní ana lýza získané 
diferenciální rovnice přirozeně vede na vyšetřování v las tnos t í dvou obyčejných diferen­
ciálních rovnic 1. ř á d u v no rmá ln ím tvaru, o k terých jsme dokázali , že maj í právě dvě, 
až na posunut í , nekons tan tn í řešení. Dále jsme dokázali , že tyto dvě rovnice mají v j i s tém 
smyslu symetr ická řešení. 

Hlavní výsledky dokázané v bakalářské práci jsou věty 3.1 a 3.2. Vě ta 3.1 se týká 
existence řešení s tudované okrajové úlohy. M i m o j iné z ní vyplývá, že h ledané řešení není 
jediné. Vě ta 3.2 však ukazuje, že všechna řešení s tudované okrajové úlohy jsou si v j i s tém 
smyslu podobná . N a závěr, v tvrzení 3.12, je odvozen výraz pro hodnotu minima akt ivační 
entaplie při d a n é m smykovém napě t í . 
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