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Anotace

Tato prace se zabyva vysvétlenim zakladi teorie grafu. Je rozdélend na dvé hlavni ¢asti.
Prvni ¢ast se vénuje teoretickému zakladu a ve druhé ¢asti jsou pomoci fesenych uloh
vysvétleny jednotlivé pojmy z teoretické Casti. Dale ulohy ukazuji, jaké rizné problémy se
daji pomoci teorie grafii fesit a je dan i1 prostor ¢tendfi, ktery ma moznost si sam vyiesit llohy

k procviovani. ReSenim téchto uloh je vénovéna pata kapitola.
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Abstract

This thesis describes the basics of the graph theory in two sections. One deals with the
theoretical basics of the topic and the other explains the terminology using related problems.
These problems also show how the graph theory may be applied to varios issues, as in chapter
4, where there are several problems available for practice. Solutions to these problems are

analyzed in chapter 5.
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shortest path, Hamilton problems.
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1 Uvod

Teorie grafli je jednim z obort diskrétni matematiky, ktery se zacal formovat v 18. stoleti.
Dtivodem vzniku byla uloha zndma pod ndzvem Problém sedmi mostt, ktera si kladla za cil
najit cestu v Kralovci tak, aby se po kazdém ze sedmi mostu proslo praveé jednou a skoncilo se
ve vychozim bodé¢. Tuto tlohu vytesil Leonhard Euler, ktery pomoci grafii dokazal, ze je

uloha nefesitelna.

Teorie grafii tedy zkouma a fesi ulohy pomoci rliznych typt grafl. Jednotlivé grafy slouzi
jako zjednoduSeny model skute¢nych struktur. Mohou zndzorniovat naptiklad zjednoduSenou
mapu, podetni algoritmus, rodokmeny, schéma Zelezni¢nich trati a dal3i. Reseni tiloh jsou
diky stru¢nosti grafii ndzornd a intuitivni, a proto plisobi velmi elegantné. Z tohoto diivodu
jsem se rozhodla tento obor pfiblizit studentim predméetu Diskrétni matematika na

pedagogickych fakultdch pomoci n€kolika jednoduchych zakladnich fesenych tloh.

Teoreticky zéklad obsahuje jen minimum znalosti z oblasti teorie grafi, které je nutné
k vyteseni vybranych uloh obsazenych v této préci. Je zpracovan predevsim podle publikaci

J. Necase a J. Demela, kter¢ jsou uvedeny v referenénim seznamu.

Vybrané feSené tllohy se zaméfuji jak na pochopeni teoretickych pojmi, tak na problémy

realného Zivota, a proto je jejich feSeni pro ¢tenate aplikovatelné na obdobnych situacich.

Cela prace je doprovazena obrazky grafl, které byly zpracovany v programu nanoCAD 5.



2 Cile

Hlavnim cilem této bakalaiské prace je vytvotfeni dopliikového ucebniho textu
k ucivu teorie grafu pro studenty predmétu Diskrétni matematika na Pedagogické fakulté
Univerzity Palackého. Dil¢im cilem je popsani zakladnich pojmil z teorie grafii tak, aby byl
¢tenaf schopen porozumét feSenym tlohdm této prace a nasledné vytesit ulohy urcené k

procvi¢ovani.



3 Teorie

3.1 Popis zakladnich pojmiu

Graf (oznacme jej G) je dan dvéma disjunktnimi mnozinami. MnoZinou U uzlii a mnoZinou
H hran. PiSeme G = UH (Necas, 1978). Kazda hrana spojuje dva uzly, ty se nazyvaji krajni
nebo koncové uzly hrany. Rikdme, Ze koncovy uzel u je incidentni s hranou, ktera je ddna
dvéma koncovymi uzly u, v. Pocet hran, které¢ jsou incidentni s uzlem u, nazyvame stupei
uzlu u. Je-1i stupen uzlu roven nule, pak fikdme, ze uzel u je izolovany. Graf, ve kterém je
stupeit kazdého uzlu roven &islu n, se nazyvéa pravidelny graf n-tého stupné. (Sisma, 1997).
Pokud je mnozina uzli grafu konecna (resp. nekonecnd), pak graf nazyvame koneény (resp.
nekonecny). Orientovana hrana spojuje pocatecni a koncovy uzel hrany. Graf, jehoz vSechny
hrany jsou orientované, se nazyva orientovany. Graf, jehoz vSechny hrany jsou
neorientované, se nazyva neorientovany. SmiSeny graf obsahuje orientované i neorientované
hrany. Graf, ktery neobsahuje Zzddnou hranu (zna¢ime G = UQ) nazyvame prazdnym grafem.
Podgrafem G' = U'H’ grafu G = UH rozumime graf, pro ktery plati, ze U’ [J U a zaroven
H’ U H (Necas, 1978).

3.2 Druhy hran

Hranu nazveme smy¢kou, pokud oba krajni uzly splyvaji. Je to hrana, ktera je incidentni
s jedinym uzlem. Hrany g, 4 U1 H se nazyvaji pFilehlé, pravé kdyz maji aspon jeden krajni

uzel spolecny (Necas, 1978).

3.2.1 Druhy hran neorientovaného grafu

Rovnobéznymi hranami nazyvame hrany g, # [1 H neorientovaného grafu takové, které

maji stejné krajni uzly (Necas, 1978).
3.2.2 Druhy hran orientovaného grafu

Hrany g, h U H (g # h) v orientovaném grafu G = UH nazyvame souhlasné, resp.
nesouhlasné rovnobézné, praveé kdyz pocatecni uzel hrany g je pocatecni uzel hrany 4
a koncovy uzel hrany g je koncovym uzlem hrany 4, resp. pocatecni uzel hrany g je

pocatecnim uzlem hrany /4 a koncovy uzel hrany g je koncovym uzlem hrany / (Necas, 1978).



3.3 Uplny graf

Neorientovany graf bez rovnobéznych hran se nazyvé jednoduchy a jednoduchy

neorientovany graf se nazyva uplny, pravé kdyz kazdé jeho dva uzly jsou spojeny hranou.

Orientovany graf se nazyva jednoduchy, pravé kdyz v ném k zZadné hrané neexistuje hrana
souhlasné rovnob&zna a jednoduchy orientovany graf se nazyva uplny, pravé kdyz kazdé dva
jeho uzly jsou spojeny asponl jednou hranou. Pokud jsou v tomto grafu kazdé dva uzly
spojeny dvéma nesouhlasné rovnobéznymi hranami, mluvime o silné iplném grafu

(Demel, 2002).

3.4 Bipartitni graf

Orientovany i neorientovany graf oznac¢eny jako bipartitni je takovy graf, jehoz mnozinu
uzli mizeme rozd¢lit na dvé disjunktni mnoziny tak, ze Zadné dva uzly ze stejné mnoziny

nejsou spojeny hranou (Sima, 1997).

3.5 Isomorfni graf

Definice. Rekneme, Ze graf G = UH je isomorfni s grafem G" = U'H’, pravé kdyz existuje

bijektivni (vzdjemné jednoznaéné) zobrazeni f/: V(G) = V(G") takové, Ze zachovava strukturu.

To znamend, Ze kazda dvojice uzli u, v 11 V(G) je spojend v grafu G hranou, pravé kdyz je
spojend hranou dvojice f(u), f(v) v grafu G". Z toho vyplyvaji nasledujici nutné podminky.
Grafy jsou isomorfni, pravé kdyz maji stejny pocet uzli a stejny pocet hran. Jsou to ,,stejné*

grafy, ale odlisné zakreslené. Tuto skutecnost zapisujeme G = G . (Demel, 2002).

3.6 Sled grafu

Necht' G = UH je neorientovany grafa ug, uy, ua, ..., ., u, J U, resp. hy, hy, ..., hy U H
jsou uzly a hrany takové, Ze u;.; a u; jsou krajnimi uzly hrany 4; pro vSechna ¢isla i U Ny, kde
N, je mnozina ptirozenych Cisel 1, 2, ..., n. Posloupnost & = (ug, hy, uy, ha, us, ..., tn1, hy, 1)

budeme nazyvat (neorientovanym) sledem mezi uzly uy a u, (Necas, 1978).

Necht' G = UH je orientovany graf a ug, u;, ua, ..., -5, u, 1 U, resp. hy, ha, ..., h, O H jsou

uzly a hrany takové, Ze u;.; je poc¢ate€nim a u; je koncovym uzlem hrany 4; pro vSechna

10



¢isla i [J Ny, kde N, je ekvivalentni s mnozinou 1, 2, ..., n. Posloupnost & = (ug, h;, us, ha, us,

eees U1, Ny, u,) budeme nazyvat (orientovanym) sledem z uzlu uy do uzlu u, (Necas, 1978).

Zkracené muzeme fict, Ze pokud vrcholy 1 hrany na sebe navazuji, jedna se o sled. Tyto

vrcholy 1 hrany se mohou opakovat. Délkou sledu nazyvame pocet hran sledu (Necas, 1978).

Necht’ u a v jsou uzly neorientovaného grafu G, mezi kterymi existuje alespoii jeden sled.
Sled S mezi uzly u a v nazveme nejkratSim (neorientovanym) sledem mezi uzly u a v, pravé

kdyz zadny sled mezi uzly u a v neméa mensi délku nez sled S (Necas, 1978).

Necht’ u a v jsou uzly orientovaného grafu G, mezi kterymi existuje alespon jeden sled. Sled
Sz uzlu u do uzlu v nazveme nejkrat§im (orientovanym) sledem mezi uzly u a v, praveé

kdyz zadny sled mezi uzly u a v nema mensi délku nez sled S (Necas, 1978).

3.7 Komponenta grafu

Nez ptistoupime k definici komponenty grafu, nejdiive se zminime o souvislosti grafu. Graf

je souvisly, pravé kdyz mezi kazdymi dvéma uzly existuje sled.

Definice. Komponentou grafu G = UH nazveme kazdy takovy podgraf K, pro ktery plati

nasledujici vlastnosti:

1) Je souvisly.

1) Je-1i P souvisly podgraf grafu G a K podgraf grafu P, pak K = P.

Kazdy souvisly a neorientovany graf mé jedinou komponentu (Demel, 2002) Graf o tfech

komponentdch mtlizete vidét na obrazku 1.

D

Obr. 1: Graf o tfech komponentach.

Prvni komponentou je izolovany uzel F, druhd komponenta je slozena z uzli G, H a I a tieti

komponenta je slozend z uzli A, B, C, D a E.

11



3.8 Cesta, kruznice, draha, cyklus

Neorientovany sled, v némz se kazda hrana vyskytuje nanejvyse jednou, se nazyva cesta.
Kdyz se v cesté vyskytuje kazdy uzel nejvyse jednou, hovotime o prosté cesté. Cesta, jejiz
prvni a posledni uzel splyvaji, se nazyva kruznice. Piiklady kruznic jsou na obrazcich 2a, 2b,

2c a 2d.

c D o D E D
E c
F
A B A B A B A B

Obr. 2a Obr. 2b Obr. 2¢ Obr. 2d

(@)

(Matousek a Nesettil, 2002, vlastni zpracovani)

Orientovany sled, v némz se kazda hrana vyskytuje nanejvyse jednou, se nazyva draha.
Kdyz se v draze vyskytuje kazdy uzel nejvyse jednou, hovotime o prosté draze. Draha, jejiz

prvni a posledni uzel splyvaji, se nazyva cyklus.

Jestlize v neorientovaném grafu G existuje sled z uzlu u do uzlu v, pak v grafu G existuje
prosta cesta. Jestlize v orientovaném grafu G existuje sled z uzlu u do uzlu v, pak v grafu G

existuje prosta draha (Necas, 1978).

3.9 Stromy

Neorientovany graf, ktery neobsahuje Zadnou kruznici, se nazyva les (obrazek 3a). Les,

ktery je souvisly, se nazyva strom (obrazek 3b) (Demel, 2002).

Obr. 3a: Les. Obr. 3b: Strom.
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Z definic vyplyva, Ze strom je komponentou lesa. MiZzeme fict, Ze les je sloZen ze stromt,
a ze strom je specialni ptipad lesa. Je to les slozeny z jedné komponenty. Dva stromy (les)

z obréazku 3a se jejich spojenim staly stromem na obrazku 3b (Necas, 1978).

Orientovany graf UH se nazyva orientovany strom, pravé kdyz neorientovany graf U H',
ktery vznikl z grafu UH dezorientaci vSech jeho hran, je stromem (Necas, 1978). Ptiklad

orientované¢ho stromu je nakreslen na obrazku 4a.

Obr. 4a: Orientovany strom.

Stromy se konstruuji dle trovni. Uzel, kterym za¢iname, nezveme ko¥en stromu. Je to uzel
0-té irovné. Pokud je hrana v incidentni s kofenem stromu, je incidentni i s uzlem 1. irovné.
Uzly dosazitelné z 1. Grovné, bez uzli predchozi urovné, oznacime uzly 2. drovné. Stejnym

postupem se dostdvame na uzly vysSich arovni (Necas, 1978).

Orientovany graf, v némz existuje uzel & (koten) takovy, Ze do n¢j nevede zadna hrana, do
kazdého jiného uzlu vede presné jedna a vSechny uzly jsou z uzlu & orientované dostupné, se
nazyva korenovy strom. PouZzivaji se zejména pti zndzornéni rodokmentl, riznych
hierarchickych vztaht a pfi programovani. Jeho ptikladem mize byt graf na obrazku 4b

(Demel, 2002).

Obr. 4b: Kotenovy strom.
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3.10 Kostry

Nez zavedeme pojem kostry grafu, je za potfebi prvné definovat faktor grafu. Méjme graf
G = UH a jeho podgraf G = U'H". Jestlize U = U’ (graf G " obsahuje vSechny uzly grafu G),
pak podgraf G’ je faktor grafu G (Necas, 1978).

Véta 1. Kazdy souvisly graf ma faktor, ktery je stromem.

Dtikaz véty je jednoduchy. Pokud graf obsahuje kruznici, odstranime z grafu libovolnou
hranu této kruznice. Graf pti tom zlstane souvisly. Opakovanym odstrafiovanim hran
dostaneme faktor ptivodniho grafu, ktery je souvisly, neobsahuje zddnou kruznici, a proto je

stromem (Demel, 2002).

Faktor grafu G, ktery je stromem, nazyvame Kostrou grafu G. Z ptedchozi véty vyplyva, Ze
kazdy souvisly graf ma kostru. Jejim ptikladem mtzou byt kostry na obrazcich 5b a Sc, které

vznikly z grafu, ktery je na obrazku 5Sa.

Obr. 5a: Graf G. Obr. 5b: Kostra grafu G. Obr. 5c: Kostra grafu G.
Z obrazkl vidime, Ze neorientovany graf miize mit vice koster.

Véta 2. Jestlize graf G ma n uzld, kostra grafu mad n — 1 hran. Tedy vSechny kostry jednoho
grafu maji stejny pocet hran (Necas, 1978).

Dtikaz provedeme matematickou indukci podle poctu uzli. Grafy s 1, 2 nebo 3 uzly se daji
dokazat ptimo. Predpokladejme platnost véty pro graf's k uzly a uvazme libovolny strom
0 k + 1 uzlech. Tento strom nutné musi mit uzel, jehoZz stupei je roven jedné. Kdyz tento uzel
odstranime spolu s hranou s nim incidentni, dostaneme mensi strom, ktery bude mit £ uzla
a podle indukéniho predpokladu k& — 1 hran. Pivodni strom mél tedy £ + 1 uzlii a £ hran
(Demel, 2002).

14



3.11 Hamiltonovska cesta a kruznice

Definice. Hamiltonovska cesta v grafu G je takova cesta, ktera obsahuje vSechny uzly
grafu G. Pfipomenime, Ze cesta obsahuje kazdou hranu pravé jednou, a proto i hamiltonovska

cesta obsahuje kazdy uzel pravé jednou (Demel, 2002).

Obdobné definujeme hamiltonovskou Kkruznici. Je to kruznice, kterd prochazi pres vSechny

uzly grafu (Demel, 2002).

V tlohéch, ve kterym budeme pouzivat pojem hamiltonovska cesta ¢i kruznice, budeme
potfebovat i znalost platonovych téles. Platonova télesa jsou pravidelné mnohostény. Jejich
stény tvofi pravidelné n-thelniky a v kazdém vrcholu se setkéva stejny pocet hran. Mezi tato
télesa patii pravidelny trojboky jehlan — Ctyi'stén, krychle, pravidelny osmistén, pravidelny
dvanactistén a pravidelny dvacetistén. Jejich piekresleni do roviny je vyobrazeno na

obrazcich 5a, 5b, 5¢, 5d a Se.

AN A K

Obr. 5a Obr. 5b Obr. 5¢

Obr. 5d Obr. 5¢
(Bondy, a Murty, 2008, vlastni zpracovani).

Tato télesa jsou zajimava tim, Ze pokud bychom na jejich povrchu hledali hamiltonovskou

kruznici, vzdy ji najdeme.

Obecné do dnesni doby neni zndma nutna a zarovein postacujici podminka existence
hamiltonovského grafu, ale zndme nékolik nutnych podminek. Jejich ptiklady si uvedeme

v nasledujicich vétach.
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Véta 3. Existuje-li v grafu G hamiltonovska cesta, pak graf G musi byt souvisly.

Véta 4. Existuje-li v grafu G hamiltonovské kruznice, musi mit kazdy jeho uzel stupeni

alesponi dva (Demlova a Pondélicek, 1997).

Hledani hamiltonovské cesty je vénovan prostor v podkapitole 4.4.1.

3.12 Ohodnocené grafy

Existuji ulohy, ve kterych je potieba pocitat s tim, Ze néjaka cesta z uzlu u do uzlu v je
naptiklad kratsi, levnéjsi, nebo rychlejsi. K zaneseni téchto informaci do grafu pouzivame
ohodnocené grafy. Tyto grafy maji u hran ptipsané ¢islo z oboru realnych ¢isel, kterému

fikame hranové ohodnoceni.

Vétsinou se k ohodnoceni hran pouzivaji kladna ¢isla, protoZe nejcastéji se ulohy zabyvaji
nejkratsi vzdalenosti a nejrychlej$im ¢asem, a tyto veli¢iny nemtizeme ohodnocovat
zapornymi ¢isly. Zaporna ¢isla se uzivaji naptiklad pfi feSeni tloh, ve kterych dostaneme

néjakou odmeénu pfi projiti po hrané. Tato hrana pak mlize byt zadporné ohodnocena.

V souvislosti s ohodnocenymi grafy miizeme pouzivat pojmy, které jsou popsany diive, ale
musime predefinovat délku sledu, cesty a drahy. Uvazujeme pfi tom jen kladné ohodnocené
grafy. Délkou sledu (cesty, drahy) nazyvame soucet ohodnoceni v§ech hran, které na tomto
sledu (cesté, draze) lezi. Délka nejkratSiho sledu mezi uzly u a v, resp. z uzlu u do uzlu v se
nazyva vzdalenost mezi uzly u a v, resp. vzdilenost z uzlu u# do uzlu v. Budeme ji znacit
d(u, v). Pokud mezi uzly u a v, resp. z uzlu u do uzlu v neexistuje sled, piSeme d(u, v) = o

(Necas, 1978).

3.13 Rovinné grafy
Rovinny graf je takovy, ktery miizeme nakreslit v rovin€ tak, aby se jeho hrany neprotinaly

(Bondy a Murty, 2008). Na obrazku 6a miizeme vidét tplny rovinny graf a na obrazku 6b

uplny graf, ktery rovinny neni (hrana mezi uzly A a C se ktizi s hranou mezi uzly D a B).
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~ T AN

A
A B
Obr. 6a: Uplny rovinny graf. Obr.6b: Uplny graf.
3.14 Mapy

Rekneme, Ze souvisly, rovinny graf G, ktery je dan uspotadanou trojici UHO, kde U je
mnozina uzld, A je mnoZzina hran a O je mnozina oblasti, je mapou. Piiklad mapy mtzete

vidét na obrazku 7a (Necas, 1978).

Obr. 7a: Mapa.

Poctu hran, které oblast ohraniCuji, fikdme stupen oblasti a tyto hrany nazyvame hranice
oblasti. Oblastem, které jsou pfilehlé, fikame sousedni. V piipadé obrazku 7a je stupen

oblasti @ roven ¢islu 3 a hranici oblasti @ tvoii hrany a, d a g. Sousednimi oblastmi jsou
oblasti © a @.

Ke kazd¢é mapé mizeme nakreslit dudlni mapu O 'H U’, kde O’ je mnoZinu uzli, H' je
mnozina hran a U’ je mnozina oblasti. Pfiklad dualni mapy k map¢ z obrazku 7a je na

obrazku 7b. Tvorbé dudlni mapy je v€novana podkapitola 4.7. (Necas, 1978).

17



Obr. 7b: Dudlni mapa grafu z obrazku 7a.

Vsimnéte si, Ze plati véta: Je-1i O 'H U’ duélni mapa k mapé UHO, pak i mapa UHO je
dualni mapa k map¢ O 'H'U’". Mapy jsou vzajemné dualni (Necas, 1978).

Grafy, které zobrazuji mapy se proslavily pii (iloze pojmenované Problém &ty barev. Uloha
se zabyvala otazkou, kolik je potfeba barev k obarveni mapy tak, aby kazd¢ dva sousedni
staty mély rliznou barvu. Dnes vime, Ze sta¢i pouze Ctyfi barvy. Dlikaz tvrzeni je dohledatelny
naptiklad v publikaci The four-color theorem od Rudolfa a Gerdy Fritschovych, ktera je

uvedena v referenénim seznamu.
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4 Resené ulohy
4.1 Nakresleni grafu

4.1.1 Nakreslete Uplny neorientovany graf G = UH, kde U = 8.

Jak vime z podkapitoly 3.3.2, Gplny graf mé kazdé dva uzly spojené hranou. Nejprve
nakreslime 8 uzli (obrazek 8a) a potom vSechny uzly spojime se vSemi ostatnimi.

Jednoznadné feSeni mizeme vidét na obrazku 8b.

A
B ¢ H
[ J [ J
Ce e G
[ ] [ ]
D ° F
E
Obr. 8a: 8 izolovanych uzli. Obr. 8b: Uplny neorientovany graf.

4.1.2 Nakreslete graf G = UH, kde U= 8 a H = 14.

Zde uz se situace méni, protoZe hran je méné nez maximalni pocet, a tak ma tato uloha vice

feSeni. Jejich ptikladem mohou byt grafy na obrazcich 9a a 9b.

Obr. 9a: G=8,14. Obr. 9b: G =8,14.
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4.1.3 Nakreslete uplny bipartitni graf G,, , = UH,kde m =4 an = 3.

Bipartitni graf, jehoZ popis je zminén v podkapitole 3.3.2 se kresli tak, Ze si nakreslime
zvIast dvé skupiny uzlt m, n. Do skupiny m v naSem ptipad¢ patiiuzly 4, B, Ca D ado
skupiny n patiiuzly E, F a G (obrazek 10a). Nasledné spojime uzel z jedné skupiny se vSemi

uzly skupiny druhé. Vysledek tlohy je zobrazen na obrazku 10b.

Ae ®E A E
Be B
®F F
Ce C
De oG D G
Obr. 10a: Skupiny uzlt m, n. Obr. 10b: Uplny bipartitni graf Gy 3.

4.2 Isomorfismy

4.2.1 Rozhodnéte, zda je graf G z obrazku 11a isomorfni s grafem G’

z obrazku 11b.

V.V

A

A B
Obr. 11a: Graf G. Obr.11b: Graf G

(Bondy a Murty, 1976, vlastni zpracovani).

Z podkapitoly 3.3.3 vime, Ze isomorfni grafy znadzoriuji stejné vztahy, jen jsou jinak
zakreslené. To znamen4, Ze nutné musi mit stejny pocet uzli a hran. Oba zkoumané grafy
maji deset uzli a patnact hran. Nésledné ovéfime, zda-1i grafy maji i totozné posloupnosti
stupniit uzIli. VSechny uzly obou grafi maji stupeni roven tfem. VSechny nutné podminky plati,
a proto mizeme hledat zptsob, jak bychom mohli piepsat graf G z obrazku 11a pomoci
oznaceni grafu G’z obrazku 11b tak, aby pro n¢j platily stejné vztahy jako v grafu G

Tomuto pfejmenovani fikdme bijektivni zobrazeni.
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Hledané zobrazeni vyse nakreslenych grafi je (G) - (G): A—> 8, B —3,C—4,D —5,
E—-6F—>10,G—2,H—7,1—-9,]— 1. Takto piejmenovany graf 11a je zndzornén na

obrazku 11c.

Obr. 11c: Pfejmenovany graf 11a.

Hledané zobrazeni jsme nasli, a proto miizeme fict, Ze graf G je isomorfni s grafem G .

Znacime G = G

Uloha k procviéeni 1: Rozhodnéte, zda jsou grafy zobrazené na obréazcich 12a a 12b

isomorfni. Jestli ano, najdéte jejich zobrazeni.

E D 4 5 6
F C
B 1 2 3
Obr. 12a: Graf G. Obr. 12b: Graf G

Uloha k procviéovani 2: Rozhodnéte, zda jsou grafy zobrazené na obrazcich 13a a 13b

isomorfni. Jestli ano, najdéte jejich zobrazeni.

E D
F C
A B
Obr. 13a: Graf G. Obr. 13b: Graf G".

(Anderson, Lewis a Saylor, 2004, vlastni zpracovani).
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4.3 Jednotazky

V tlohach, kde mame za tikol nakreslit obrazec jednim tahem, hledame tGplnou uzavienou
cestu. To znamena, ze se vratime do bodu, ze kterého vychazime, kazdou hranu nakreslime
pravé jednou, a pfi tom nezvedneme tuzku nad papir. Takovému tahu fikdme uzavieny

eulerovsky tah.

Véta 5: Necht' G = UH je neorientovany graf bez izolovanych uzl, v némz kazdy z uzIi ma
sudy stupen. Necht’ u [1 U je libovolny uzel. Pak v grafu G existuje alesponi jedna uzaviena

cesta prochdzejici uzlem u (Necas, 1978).

Dukaz této véty je nasledovny. Budeme konstruovat takovy sled & = (u, g, v, ...), v némz se
zadna hrana neopakuje. Hrana g nutné existuje, protoze uzel u neni izolovany. Ponévadz
vSechny uzly maji sudy stupeni, mizeme v konstrukci za libovolnym uzlem x # u (tedy
specialné za v, pokud v # u) pokracovat (kolikrat do uzlu ,,ptijdeme®, tolikrat z ného
,»vyjdeme*). Jedinym uzlem, v némz proces tvoteni sledu § mlize skoncit, je uzel u (z ného
jsme na zacatku sledu ,,vysli“, tak do néj musime zpét ,,pfijit*). Pocet hran je kone¢ny, proto
nutné proces tvoteni tohoto sledu musi skoncit a do uzlu u se po kone¢ném poctu krokii

vratime (Necas, 1978).

Véta 6: Jestlize v neorientovaném grafu G existuje uplna cesta, kterd neni uzaviena, pak je
graf G souvisly, pravé kdyz dva jeho uzly maji lichy stupeni a ostatni uzly maji sudy stupen

(Necas, 1978).

Pokud tyto uzly s lichym stupném oznacime u a v (u # v), doplnime graf G = UH o hranu
k # H, jejiz krajni uzly budou u a v. Nové vznikly graf ozna¢ime G = UH U {k}. VSechny
uzly grafu G " maji sudy stupeii, a tak v ném existuje Uplna uzaviena cesta. Pokud vynechame

na této cesté hranu &, dostaneme uplnou cestu mezi uzly u a v grafu G (Necas, 1978).

Z toho vyplyva véta 7: Je-li dany neorientovany graf souvisly a maji-li dva jeho uzly lichy
stupen a ostatni uzly sudy stupeii, pak v ném existuje tiplné cesta mezi uzly majicimi lichy

stupent (Necas, 1978). Takové cesté fikame otevieny eulerovsky tah.

4.3.1 Uloha postaka 1

Post’ak ma projit pfi roznaSeni posty kazdou ulici v ¢asti mésta tak, aby jeho trasa byla co
nejkrat$i. Proto pro n¢j bude vhodné, kdyz kazdou ulici projde prave jednou. Naplanujte jeho

trasu.
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Pro demonstraci této ulohy budeme hledat trasu postiaka v okoli ndmésti mésta Krométize.
Schéma nadmésti je zndzornéno na obrazku 13a. Zvyraznéné usecky znazornuji ulice, ve
kterych musi post'dk roznést postu.

SR .
we B gngmovni
G/ namasti

o i

Stojanovo
namesti

2
3
&
T
v 182y

Velké
namesti

7] °7) a Riegrovo 7]

Q Amasti -
Masarykovo > > namest - =]

namesti S Pl
-

Obr. 13a: Krométizské ndmésti s vyznacenymi ulicemi (Zdroj: Mapy.cz[online], 2017).

Nejdtive si na zaklad¢ mapy kroméfizského ndmésti nakreslime graf tak, Ze vSechny
ktizovatky, které musi post’dk projit, ozna¢ime pismeny. Tato pismena pfedstavuji uzly
naseho grafu. Uzly spojime tak, Ze kazda usecka reprezentuje existujici ulici na mapé. Chodci
se mohou pohybovat v ulicich obéma sméry, proto ulohu budeme fesit pro situaci

neorientovaného grafu. Tato ¢ast postupu je zndzornéna na obrazku 13b.

A

Obr. 13b: Schéma kromérizského nameésti.

Nyni aplikujeme vétu 5. Zjistime, jestli maji vSechny uzly grafu sudy stupeii. To v naSem
ptipad¢ plati, a proto existuje cesta, kterd zahrnuje vSechny hrany grafu (ulice) prave jednou
a vraci se do vychoziho bodu (kfizovatky), odkud postak vychazel. Ptikladem této cesty muiize
byt trasa, ktera je spojena po fad¢ vicholy A-B-C-D-E-A-B-C-D-E-A.

Poznamka: Touto metodou je feSena i znama uloha Problém sedmi mostt, o které byla dokonce slozena

Hymna teorie grafli. Vytvorili ji ¢esti matematici Zelinka a Ryjacek a je pfelozena do mnoha svétovych jazyku.
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Uloha je fesitelna i v piipadé, Ze se v grafu vyskytuji dva uzly lichého stupng, jak uz vime
z véty 6. Pokud se tak stane, post'ak musi vychéazet z jednoho z téchto uzli a vratit se do
druhého takového uzlu. V ptipadé, ze bychom vysli z uzlu se sudym stupném, nebylo by
mozné sestrojit otevieny eulerovsky tah a tiloha by nebyla fesitelna. Ulohu s dvéma lichymi

stupni si mizeme vyzkouset na dalsi tiloze.

4.3.2 Uloha postaka 2

Zadani Glohy zni stejné, ale s podminkou, Zze postdk vychdzi z posty (uzel P) a po rozneseni
posty ve vSech ulicich, které¢ jsou zndzornény grafem, se vraci domt (uzel U). V tloze se tedy
nyni bude vyskytovat neuzavieny graf. Graf znazornujici ulice, které musi projit, je na

obrazku 14.

H |
@ ®
P D E U
A B

Obr. 14: Schéma ulic obce.

Ze zadani a obrazku vidime, ze uzly s lichym stupném jsou dva. Jsou to uzly P a U.
Nasledné zjistime, jestli maji vSechny zbyvajici uzly sudy stupen. To v naSem ptipad¢ plati,
proto nutné v grafu musi existovat otevieny eulerovsky tah. Pikladem takového tahu mtize
byt trasa, ktera je dana po ftadé uzZlyP-D-H-I-E-F-J-I-G-F-C-B-E-D-A
-B-G-U.

4.4 Minimalni kostra

Ulohy na hled4ni minimalni kostry se tykaji souvislych grafii, které maji ohodnocené hrany.
Tomuto ohodnoceni budeme v piipadé minimalnich koster fikat cena. Rekneme, Ze kostra
grafu je minimalni, pravé kdyZ ma nejmensi cenu (je nejlevnéjsi). Bude mit nejmensi soucet

ohodnoceni hran.

Problém minimalnich koster se v praxi uziva naptiklad pti feSeni situace, kdy se v zimé

udrzuji jen ty komunikace, které jsou nutné k dosazeni vSech obci dané oblasti a rozhoduje se,
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jaké cesty bude ekonomicky nejvyhodnéjsi udrzovat. Tento typ tlohy vyfeSime v nasledujici

podkapitole.

4.4.1 Uloha pluhafe

Pluhat ve mésté¢ musi odhrnout snih z cest, které vedou ke vSem diilezitym ¢astem mésta
jako je $kola (S), 1ékaf (L), obchod (O), nadrazi (N) a dalsi tak, aby byly ze viech téchto mist
dosazitelné. Jeho ukolem je uSetfit co nejvice casu. Ulice jsou rtizné dlouhé, proto je jejich

délka ohodnocend. Schéma mésta je vyobrazena na nésledujicim obrazku 15a.

Obr. 15a: Schéma mésta.

Podminka dosazitelnosti mist ukazuje na skutecnost, Ze trasa, po které pluhat pojede
(vysledny graf), bude souvisld. Podminka co nejkratsi doby prace zase uptednostiiuje trasu ve

tvaru stromu, nikoliv kruZnice (trasa tak bude kratsi). Hleddme proto minimalni kostru grafu.

Prvni u¢ime, které ulice jsou nejlevnéjsi a nutné budou v trase pluhate figurovat. Jsou to
ulice mezi uzly O — L, dale O — E, dal3i nejlevn&jsi jsou ulice O — C a A — S. Se viemi témito
ulicemi budeme pocitat do kostry, jelikoz netvoti kruznici. Pokracujeme v hledani
nejlevnéjSich ulic dale. Ulice E — L s ohodnocenim 5 zatazovat nebudeme, protoze se do uzli,
které spojuje, dostaneme jinudy a vytvofila by se kruznice, ale zaradime ulici L — B. Dalsi
ulici je ulice O — B, kterou nezatadime, protoze tvoti kruznici. Ulici E — D do trasy ptidame.

Dalsi ulice s cenou 8 jsou A — B a C - N, které¢ také do kostry pridame.

Zbyvajici ulice uz udrzované byt nemusi, protoze se do vSech mist da dostat po jiz

odklizenych. Vyslednou kostru grafu vidime na obrazku 15b.
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Obr. 15b: Minimalni kostra grafu z obrazku 15a.

Dtikaz. Tento systém hledani kostry musi byt spravny, jelikoz kdybychom ptidali do
vysledné kostry néjakou hranu navic, vznikla by kruznice a museli bychom néjakou hranu
z této kruznice odstranit. Touto vyménou ale nelze snizit cenu kostry, proto je uvedeny postup

spravny (Necas, 1978).

4.5 Hamiltonovské ulohy

Hamiltonovské ulohy se déli na dva typy: existencni a optimalizacni. V existen¢nich
ulohach zjistujeme, jestli hamiltonovska cesta nebo kruznice existuje. V optimaliza¢nich
ulohéach pracujeme s ohodnocenymi grafy a hleddme nejkrat$i hamiltonovskou cestu nebo
kruZznici.

Pokud hleddme hamiltonovskou cestu, rozliSujeme tlohy, ve kterych mame zadan uzel, ze
kterého musime vychdzet, uzel, do kterého musime pfijit, oba tyto uzly, nebo nemame zadné

omezeni v hledani cesty.

Kdybychom tyto ulohy pozménily tak, Ze misto sledu, ktery obsahuje pravé jednou kazdy
vrchol, bychom hledali sled, ktery obsahuje pravé jednou kazdou hranu, dostali bychom

snadn¢ feSitelné tilohy na eulerovské tahy (Demlova a Pondélicek, 1997).

4.5.1 Hledani nejkratSi hamiltonovskeé cesty
Kazd4 hamiltonovska kostra grafu G je:

1) kostrou grafu G,

i) ve které ma kazdy vrchol stupeni nejvyse dva.

Téchto poznatkl vyuzijeme. V daném grafu G vyhledame nejlevnéjsi kostru K. Je-li kostra

K cestou, je problém vyieSen a tato kostra je nejkrats$i hamiltonovskou cestou grafu G.
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Pokud cestou neni (existuje uzel u stupné alespon tti), odstranime hranu incidentni s uzlem
u. Uloha se tak rozdé&li na x poduloh, kde x je stupefi uzlu u. Tyto podiilohy se fesi stejnym

zptisobem.

Cena ziskané hamiltonovské cesty je hornim odhadem délky nejkratSi hamiltonovské cesty.
Pokud je v n¢které poduloze délka minimalni kostry delsi nebo stejné jako délka doposud
zndmé hamiltonovské cesty, ulohu dal fesit nemusime, protoze nedostaneme cestu s mensi

délkou.

Tato metoda miize byt Casové velmi naro¢nd. V praxi se pracuje tak, ze si vytvotime ¢asové
omezeni, které pokud pfi feSeni tlohy ptekroc¢ime, spokojime se s doposud nejlepsim

feSenim, které zname (Demlova a Pondélicek, 1997).

Hamiltonovské ulohy se fesi pomoci mnoha slozitych algoritmu. Jsou podrobnéji popsany
naptiklad v literatute Grafy a jejich aplikace od Jifiho Demela, ktera je uvedend v referen¢nim

seznamu. My zde budeme fesit jen jednoduché tlohy.

4.5.2 Projdéte po hranach pravidelného dvanactisténu z obrazku 15:

G
A B

Obr. 15: Pravidelny dvandctistén v roving.

a) Tak, abyste prosli kazdym uzlem pravé jednou a cesta koncila v po¢atecnim uzlu.

Jedna se o existen¢ni ulohu, ve které hleddme hamiltonovskou kruznici. Z podkapitoly 3.3.6
vime, Ze musi existovat. Zacneme v libovolné uzlu, jelikoZ neni pocatecni uzel zadan.
Libovolné vybereme uzel A. Déle do kruznice vybirame takové hrany, které nevytvofii jinou
kruZznici nez hledanou hamiltonovskou. Tato kruznice miiZze napiiklad obsahovat hrany, které
jsou dany po fadé uzZly A-F-G-P-T-O-N-E-D-C-J-K-L-M-S-R-Q-
I-H-B-A.
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b) Tak, abyste prosli kazdym uzlem pravé jednou a cesta zac¢inala v uzlu A a koncila

vuzlu T.

Jedna se o existen¢ni ulohu, ve které hledaime hamiltonovskou cestu. Hledame ji stejnym
zpuisobem, jako jsme hledali hamiltonovskou kruznici. Vybirdme do cesty pouze takové

hrany, které nevytvoii kruznici.

Vysledna cesta mize byt tvofena napiiklad hranami, které jsou dany po fadé uzly A—B —H

-G-P-Q-1-J-C-D-L-K-R-S-M-N-E-A-F-0O-T.

Uloha k procviéeni 3: Zjistéte, zda existuje hamiltonovska kruznice v uplném bipartitnim

grafu Gs, ;.
4.6 Ohodnocené¢ grafy

4.6.1 Cesta na rozhlednu

Najdéte nejrychlejsi cestu z nadrazi na rozhlednu podle ohodnoceného grafu krajiny

vyobrazeného na obrazku 16.

Obr. 16: Schéma krajiny.

V této tloze hleddme nejkratsi vzdalenost mezi naddrazim (N) a rozhlednou (R). Dale
v obréazku figuruji ferraty (F), hospoda (H), kfizovatka (K) a lanovka (L1 a L2). Mezi

jednotlivymi rozcestimi jsou zobrazena Cisla, kterd udavaji casovou naroc¢nost.

Slovo vzdélenost pfipomina ohodnoceni na zaklad¢ délky, ale my se bavime o Casové
naroc¢nosti. Vzdalenost je pouzita z toho dliivodu, Ze se tento pojem v teorii pouziva

u jakéhokoli druhu ohodnoceni graft.
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K vyteSeni této ulohy si vyplnime tabulku zn4zorfujici rizné varianty trasy z nadrazi na

rozhlednu a v poslednim sloupci se¢teme ohodnoceni jednotlivych tras (tabulka 1).

Tabulka 1
trasa vz.1l vz.2 vz.3 vz.4 vz.5 soucet
N-F-R 4 9 - - - 13
N-F-L1-L2-R 4 2 3 2 - 11
N-F-L1-K-L2-R 4 2 3 5 2 16
N-F-L1-K-R 4 2 3 6 - 15
N-LI-F-R 5 2 9 - - 16
N-L1-L2-R 5 3 2 - - 10
N-LI-K-L2-R 5 3 5 2 - 15
N-LI-K-R 5 3 6 - - 14
N-H-L1-L2-R 3 4 3 2 - 12
N-H-L1-K-L2-R 3 4 3 5 2 17
N-H-L1-K-R 3 4 3 6 - 16
N-H-K-L2-R 3 5 5 2 - 15
N-H-K-R 3 5 6 - - 14

vz. — vzdadlenost mezi krizovatkami

cvwvr

ptipad¢ je nejrychlejsi trasa na rozhlednu takova, kterd vede z nadrazi (N) ptes lanovku

(L1 a L2). Je zvyraznéna tu¢nym pismem a jeji celkové ohodnoceni je deset.

Uloha k procvieni 4: Najdéte nejkratsi trasu z rozhledny (R) k lesnimu baru (LB). Graf

krajiny je zobrazen na obrdzku 17 a je ohodnocen na zéklad¢ vzdalenosti.

Obr. 17: Schéma krajiny k uloze 4.
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4.6.2 Uloha postaka v ohodnoceném grafu

Nyni feSme tlohu postidka z jiného mésta tak, Ze ulice, ve kterych musi postak roznést
postu, jsou ohodnoceny. Toto ohodnoceni je zvoleno na zékladé délky jednotlivych ulic a je

zobrazeno na obrazku 18.

Obr. 18: Schéma ulic, ve kterych postdk musi roznést postu.

Nejprve zkusime uvazit moznost, ze by stacilo projit kazdou ulici pravé jednou, jako tomu
bylo v loze z ¢lanku 4.2.1. Postup je stejny. Spocitame stupné vSech uzla grafu a zjistime,
zda jsou sudé¢. Vidime, Ze uzly 4, B, C a E maji lichy stupeii, a tak musi poSt’ak n¢kterymi
ulicemi projit vicekrat. Nyni musime vyhodnotit, které ulice mezi uzly s lichym stupném jsou
nejkrat$i, abychom urc¢ili, po kterych bude nejvyhodnéjsi projit vicekrat. Pro vSechny dvojice
téchto uzli vypocitame jejich vzdalenosti a pro ptehlednost je zapiSeme do tabulky

(tabulka 2). Zapisujeme vzdy tu nejkrat$si moznou vzdalenost.

Tabulka 2
A B C E
A 0 2 10 5
B 2 0 8 7
C 10 8 0 10
E 5 7 10 0

Nyni vytvotfime dalsi tabulku, abychom ur¢ili, kterymi dvéma ulicemi bude muset postak jit
dvakrat (tabulka 3). Vzdalenosti 1 a 2 dostdvame z tabulky 2 a celkova vzdalenost je jejich

soucet.
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Tabulka 3

vz. 1 | vz.2 soucet
(A,B)-(C,E) 2 10 12
(A,C)—(B,E) 10 7 17
(A,E)—(B, C) 5 8 13

vz. - vzdalenost

Zjistili jsme, Ze pro poStaka bude nejvyhodné;jsi projit dvakrat hranami (ulicemi) mezi uzly
A a B a mezi uzly C a E. Ptikladem takové trasy mize byt trasa ddna po fadé uzly D —E — A
-B-A-B-C-D-C-D-E-D.

Pro nalezeni vyhovujici trasy je vhodné si nakreslit rovnobézné hrany mezi témi uzly, mezi

kterymi ma jit poSt'dk dvakrat a pak si barevné znacit hrany, kterymi jsme uz prosli.

4.7 Tvorba dualnich map

Z kazd¢ oblasti X [ O mapy UHO vybereme libovolny bod X, ktery bude uzlem tvotené
dualni mapy. Mnozinu téchto uzlli X" oznac¢ime O". Ke kazdé¢ hranici 4 [ H, kterd odd¢luje
dvé oblasti X a Y, sestrojime hranu /" tak, ze bude spojovat uzly X a Y, bude obsahovat
prave jeden bod hrany 4 a vSechny jeji ostatni body budou lezet v oblastech X a Y. Timto
zpusobem ziskame ke kazdé hrané 4 pravé jednu hranu /. Mnozinu téchto hran ozna¢me H".
V kazdé z oblasti omezenych hranami z mnoziny H ' bude lezet praveé jeden uzel u [ U.
Oblast sestrojovaného grafu, v niz lezi uzel u, oznacime u " a mnozinu vSech takto vzniklych

oblasti oznac¢ime U’ (Necas, 1978).

4.7.1 Vytvoite dualni mapu k mapé M = UHO vyobrazené na obrazku 19a.

Obr. 19a: Mapa M. (Anderson, Lewis a Saylor, 2004, vlastni zpracovani).
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Po aplikaci vySe zminéného postupu vznikne mapa, kterd je nakreslend na obrazku 19b. Pro
vét§i nazornost je oznaceni grafu stejné jako u mapy M, ale nyni ¢isla v kolecku znazoriuji

uzly grafu. Nikoli oblasti.

Obr. 19b: Duélni mapa k mapé M.

4.8 Orientované grafy

4.8.1 Uloha o zménach stavu
Naésledujici tloha o nddobéch je zpracovana podle Necase (1978).

Adam, Bedtich a Cyril maji kazdy jednu sklenici, a to po fad¢ o objemech 5 dl, 3 dla 2 dl.
Adam dostane do své sklenice 4 dl vina s tim, Ze kazdému ze spole¢nikii da 1 dl a sdm si
ponecha 2 dl. Nema4 k dispozici zddnou odmeérku, a tak k odmétovani musi pouZit jen tyto tfi
sklenice. Premysli, jak vhodné vino pfelit, aby dospé€l k Zddanému cili, ale to se mu nepodafi.
Nakonec se rozhodl vymeénit si (pfed zahdjenim nového pokusu) s Cyrilem sklenice. Pak se
mu snadno (jak?) podafilo vino spravné rozd¢lit. Existuje viibec moznost, jak cile dosdhnout

s pivodnim rozdélenim sklenicek?

Uloha prestavuje systém, ktery se miize nalézat v riiznych stavech. V nagem piipadé je to
uspofadana trojice (p, ¢, r) nezapornych celych ¢isel (dale budeme psat stru¢né€ pqgr), kde p,
resp. ¢, resp. ¥ udava mnozstvi vina v dl v Adamové, resp. Bedtichové, resp. Cyrilové

sklenici.

Budeme hledat posloupnost elementarnich zmén stavu, kterd vede od vychoziho stavu ke
kone¢nému. Elementarni zménou stavu budeme uvazovat jedno pieliti vina. Tato zména bude

znazornéna orientovanymi hranami a stavy budeme vyjadiovat uzly.

Orientované hrany budeme uzivat z toho diivodu, Ze z nékterych stavil, se nebudeme moct
dostat zpét na vychozi. Napiiklad ze stavu 112 se mizeme dostat do stavu 022, ale zpét se

jednou elementdrni zménou stavu uz nedostaneme. Tento stav se nazyva nevratny.
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Nejprve do grafu zaneseme vSechny mozné stavy a hrany dokreslime postupné podle toho,
do kterych uzli se mizeme jednou elementarni zménou dostat. Timto postupem vznikne graf,

ktery je znadzornén na obrazku 20.

Obr. 20: Graf tlohy o nadobéach (Necas, 1978, vlastni zpracovani).

Z grafu vidime, ze do cileného stavu 211 (ani do stavu 121) se nelze dostat z zadného jiného
stavu. Adam si tedy musi vyménit sklenici s Cyrilem. Sled (dokonce prostou drahu)
z vychoziho stavu 400 do stavu 112 dle grafu snadno najdeme. Pfikladem feSeni mize byt

sled 400 —202 - 022 -031-301-310—-112.
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5 Vysledky tloh k procvicovani

5.1 Uloha1

Grafy nakreslené na obrazcich 12a a 12b jsou isomorfni. Jejich zobrazeni je nasledujici.

G)—»H:1-C,2—>A,3—-E, 4—-D,5—-B,6->F.

5.2 Uloha 2

Grafy nakreslené na obrazcich 13a a 13b nejsou isomorfni.

5.3 Uloha 3

V kazdém uplném bipartitnim grafu musi hamiltonovska kruznice sttidaveé prechazet z uzli
skupiny m na uzly skupiny n. Z toho plyne, ze aby hamiltonovska kruznice existovala
v Uplném bipartitnim grafu, musi mit obé skupiny m a n stejny pocet uzli. V daném grafu G

tedy hamiltonovska kruznice neexistuje.

5.4 Uloha 4

Nejkratsi trasou je trasa, kterd vede po fadé pfes uzly R—-G—-C —-E—-F - LB.
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6 Seznam pouzitych zkratek a znaki

U...mnozina uzl grafu,
H...mnoZina hran grafu,

O...mnozina oblasti grafu,

vvvvv

R

..isomorfismus grafi,

[...relace byt podmnozinou,
—...zobrazeni,

[...byt prvkem,

d(u, v)...vzdalenost mezi uzly u a v,

U...sjednoceni.
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7 Zavér

V této bakalaiské préci jsem se pokusila vytvotit dopliujici literaturu ke studiu zdkladt
s grafy uZivaji. Zahrnuji popis jednotlivych ¢asti grafu a popis riznych druht grafi.
V nésledujici kapitole jsem vytvofila n€kolik feSenych tloh, které s témito pojmy pracuji
a doplnila jsem je o obrazky grafli, pfipadné o tabulky, pro vétsi ptehlednost a nazornost
feSeni.

Myslim si, ze studenttim, ktefi jsou v oblasti teorie grafli zacatecniky, mize byt tato prace
uzite¢na k tomu, aby problematice vice porozuméli a také by v nich mohla probudit zajem

k dalsimu studiu této zajimavé problematiky.

Praci by bylo mozné rozsitit o dalsi teoretické pojmy a poznatky, na které by v ndvaznosti

mohly byt zpracovany feSené tlohy.

36



8 Referencni seznam

ANDERSON, James A., Jerome LEWIS a O. Dale SAYLOR. Discrete mathematics with
combinatorics. 2nd ed. Upper Saddle River, NJ: Prentice-Hall, c2004, xv, [910] s. ISBN
0130457914.

BONDY, J. A. aU. S. R. MURTY. Graph Theory with Applications. New Yourk, N. Y.:
Elsevier Science Publishing Co., Inc., 1976, 264 s. ISBN 0-444-19451-7.

BONDY, J. A. aU. S. R. MURTY. Graph theory. New York, N.Y.: Springer, c2008, xii,
657 s. Graduate texts in mathematics. ISBN 978-1-84996-690-0.

DEMEL, liii. Grafy a jejich aplikace. Praha: Academia, 2002. ISBN 80-200-0990-6.

DEMLOVA, Marie a Bediich PONDELICEK. Matematické logika. Praha: Vydavatelstvi
CVUT, 1997. ISBN 80-01-01683-8.

FIALA, Jifi a Martina SIMUNKOVA. Na slovicko s Bohdanem. Praha: MATFYZPRESS,
2012. ISBN 978-80-7378-202-3.

FRITSCH, Rudolf a Gerda FRITSCH. The four-color theorem. New York, N.Y.:
Springer, 1998, ISBN 978-1461272540.

GOODAIRE, Edgar G. a Michael M. PARMENTER. Discrete mathematics with graph
theory. 2nd ed. Upper Sadle River, NJ: Prentice Hall, c2002, xix, [545] s. ISBN 0130920002.

MATOUSEK, Jiti a Jaroslav NESETRIL. Kapitoly z diskrétni matematiky. 2., oprav. vyd.
Praha: Karolinum, 2002, 381 s. ISBN 80-246-0084-6.

NECAS, Jiti. Grafy a jejich pouziti. Praha: Statni nakladatelstvi technické literatury, 1978.
Polytechnicka kniznice (SNTL).

PELANEK, Radek. Jak to vyresit?: logické iilohy a hry. Praha: Portal, 2011. ISBN 978-80-
7367-872-2.

SISMA, Pavel. Teorie grafii 1736-1963. Praha: Prometheus, 1997. D&jiny matematiky.
ISBN 80-7196-065-9.

THOMAS, Joseph Miller. The four color theorem. Philadelphia, Pennsylvania: United
States of America, 1972.

37



Handbook of graph theory. Editor Jonathan L. GROSS, editor Jay YELLEN. Boca Raton:
CRC Press, 2004, 1167 s. ISBN 1584880902.

Mapy.cz [online]. Praha: Seznam.cz, 2017 [cit. 2017-03-20]. Dostupné
z: https://mapy.cz/zakladni?x=17.3932109&y=49.2983484&z=17.

38



