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Seznam pouzitych symboli

N={1,23, ...} mnozina vSech prirozenych ¢isel
No={0,1,2,3, ...} ..o, mnozina vSech nezdpornych celych cisel
Z=A..,-2,—-1,0,1,2)3, ...} ... mnozina vsech celych ¢isel
G E T prvek a nalezi mnoziné T
@D ¢islo a déli ¢islo b
A ¢islo a nedéli ¢islo b
D(a,b) o nejvétsi spolecny délitel cisel a, b
P konec Feseni piikladu (dikazu)
degP () o stupeni polynomu P(x)
min{a, b} ... minimum z ¢isel a, b
MO . Matematicka olympiada
M D . Matematicky duel



Uvod

Cilem diplomové prace Diofantovské rovnice a jejich soustavy byla sumari-
zace zakladnich metod feSeni diofantovskych rovnic a také jejich soustav s ohle-
dem na kompetence zaka stfedni skoly. Téma diofantovské rovnice neni obsazeno
v rdmcovych vzdélavacich programech (RVP), predstavuje tedy nadstandardni
¢ast skolské matematiky. Casto se pfitom vyuZzivd v mnoha matematickych sou-
tézich pro zaky stfednich skol. Tato prace miize slouzit mj. jako ucebni pomitcka
ve vybérovych seminafich na gymnéaziich a jinych strednich skolach ¢i miize posky-
tovat navrh pfipravy zéku fesicich Matematickou olympidadu (MO) a jiné mate-
matické soutéze. Diplomova prace predstavuje volné pokracovani mé bakalarské
prace Délitelnost v oboru celych cisel na strednich skolach. Jsou zde uvedeny fe-
sené priklady, které jsou modifikaci tloh z uvedené literatury, popripadné jsou
puvodni — autorské.

Diplomova prace je roz¢lenéna do Sesti kapitol. Prvni kapitola obsahuje (kromé
jiného) také zakladni historické informace o feckém matematikovi Diofantovi
z Alexandrie, podle néhoz byly pojmenovany diofantovské rovnice.

Druhéa kapitola je stézejni c¢asti prace. Je zde popsano 11 zakladnich metod
pro feseni diofantovskych rovnic a jejich soustav. Kazda metoda je teoreticky
objasnéna a prezentovana na nékolika fesenych piikladech.

Ve treti kapitole, ktera je pojmenovana ,Soustavy diofantovskych rovnic*,
jsou shrnuty poznatky z pfedchozi kapitoly a navic je zde uveden univerzalni
postup, jak Tesit soustavy diofantovskych rovnic na zakladé znalosti feseni jed-
notlivych rovnic dané soustavy.

Ctvrta kapitola piedstavuje vybér fesenych prikladii z MO tykajicich se dio-
fantovskych rovnic. Tyto priklady mohou slouzit jako pomiicka pii pfipravé na-
danych zaki pro uvedené stiedoskolské matematické soutéze.

V nasledujici, paté kapitole jsou uvedeny nékteré vybrané nefesené tulohy,
které lze tesit uzitim metod Teseni uvedenych v 2. kapitole. U kazdé z téchto uloh
je uveden navod, jak ji fesit, véetné spravného vysledku.

V zavérecné kapitole diplomové prace jsou pak prezentovany dva specialni

6



typy diofantovskych rovnic a také tzv. desaty Hilberttv problém, ktery je tzce
spjat s diofantovskymi rovnicemi.

Cela prace je vysazena systémem IHTEX.



1 Diofantovské rovnice

V této kapitole diplomové prace uvedeme nékteré definice a zékladni pojmy,
které jsou pro diplomovou praci nezbytné. Uvedeme zde také historické informace
o antickém (feckém) ucenci Diofantovi, podle néhoz je pojmenovan typ rovnic,

o nichz prace pojednava.

Recky matematik Diofantos, ktery zil v 3. stoleti (naseho letopoctu) v Ale-
xandrii, se zabyval feSenim rovnic, v nichz piipoustél feseni pouze v oboru celych
Cisel (¢i v nékteré specidlni podmnoZing mnoziny celych éisel). Zajimavosti je,
Ze neni presné znam rok narozeni, ¢i tmrti Diofanta, avsak diky textu na jeho

nédhrobku zname délku jeho zivota. Diofanttiv epitaf zni:

»Jeho mladi trvalo % jeho Zivota,
zZenat byl % Zivota,
vousy mu rostly dalsi % Zivota,
o pét let pozdéji se mu narodil syn,
syn Zil presné % déelky Zivota svého otce,

otec skonal po ctyrech letech od smrti syna.“!

Diofantovskymi rovnicemi se zabyvali i jini vyznamni matematici pfed i po Dio-
fantovi. Naptiklad Pythagoras, Euler ¢i Fermat. Pies veskeré snahy téchto ma-
tematikd neexistuje obecny algoritmus, ktery by fesil univerzalné vsechny typy
diofantovskych rovnic. V soucasnosti umi matematika resit spolehlivé diofantov-
ské rovnice nejvyse druhého stupné o dvou neznamych. U dalsich typt diofantov-
skych rovnic neni vzdy zcela jednoduché najit feseni v oboru celych ¢isel. Piesto
se vyplati zabyvat se témito rovnicemi, nebot vyuziti diofantovskych rovnic lze
nalézt napftiklad v fadé praktickych tloh vedoucich k rovnicim, v nichz pouze

celociselna feseni maji konkrétni interpretaci.

L Jestlize vék oznadime jako x, pak Diofanttv epitaf lze piepsat do tvaru rovnice:
T T T
—4+ -4+ —=+5+-+4=u.
6 + 7 + 12 + 9o+ 5 + T

Upravami zjistime, ze 2 = 84. Diofantos tedy zemiel v 84 letech.
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1.1 Linearni diofantovské rovnice

Definice 1.1.1

Rovnice ve tvaru

a1r1 + asxs + ...+ apx, = b,

kde ai,...,a,,b € Z (a; # 0 pro vSechna ¢ = 1,2,...,n), se nazyva linedrni

diofantovskd rovnice o celociselnych neznamych x4, ..., x,.

Definice 1.1.2
Resenim diofantovské rovnice ajxi + asxo + ... + a,x, = b nazveme kazdou
uspotradanou n-tici (cy, co, ..., c,) € Z", ktera splituje identitu

aicy + asCy + ...+ ayc, = b.

Umluva. Kvili prehlednosti budeme ¢asto znacit v nékterych konkrétnich tilohéch

neznamé ve tvaru x,y, z, ... namisto xy, xs, T3, ...

Definice 1.1.3

Necht a, b € Z. Rekneme, Ze ¢islo b déli ¢islo a, pravé kdyz existuje &islo
t € Z, pro néz plati a = tb. Symbolicky znacime b|a. Pokud neexistuje zadné
¢islo t € Z, pro néz plati a = tb, fikame, ze cislo b nedéli cislo a, coz symbolicky

zapisujeme b1 a.

Definice 1.1.4
Necht n € N, (n > 2), a dale a,b € Z. Rekneme, 7e ¢islo a je kongruentni

s ¢islem b podle modulu n (modulo n), pravé kdyz n | (a — b) a piSeme symbolicky

a=b (modn). (1)

Vztah (1) se nazyva ¢iselnd kongruence. Cisla a, b budeme nazyvat levou a pravou

stranou ciselné kongruence (1).

Pozndmka. Ciselné kongruence zavidime piedevsim z dfivodu jejich mozné apli-
kace pri feseni diofantovskych rovnic. Jak uvidime, jiz pii dikazu nésledujici
véty bude potfeba znalosti tohoto pojmu. Vzajemny vztah ¢iselnych kongruenci
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a diofantovskych rovnic je nasledujici: Libovolnou linearni diofantovskou rovnici
lze ekvivalentné prepsat do tvaru tzv. kongruencni rovnice 1. stupné popsané
v mé bakalaiské praci [15]. Piikladem mize byt linedrni diofantovska rovnice
o dvou neznamych 3x + 8y = 7, kterou lze prepsat napf. do tvaru kongruencni

rovnice 3z =7 (mod 8) nebo 8y =7 (mod 3).

Véta 1.1.5

Linearni diofantovska rovnice a;x1 + ... + a,x,, = b je Tesitelna, pravé kdyz

D(ay,...,a,)|b. Navic feSeni zavisi na n — 1 nezavislych celo¢iselnych paramet-
rech.
Dikaz.

a) Necht je diofantovskd rovnice ayz1 + ... + a,z, = b feSitelna. Potom existuji

¢isla ¢y, co, ..., c, € Z, ktera dle definice 1.1.2 spliuji identitu
a1C1 + aoCy + ... + anc, = b.

Z tesitelnosti dané diofantovské rovnice plyne existence D(ay, ..., a,) = d a tudiz
d|ay,...,d|a,. To znamend, ze d déli levou stranu ptvodni diofantovské rovnice

a tedy musi platit d|b.

b) V druhé ¢asti dikazu se snazime dokazat, ze z predpokladu D(ay,...,a,)|b
plyne fesitelnost dané diofantovské rovnice. Tuto ¢ast ditkazu vedeme pomoci

principu matematické indukce vzhledem k n.?

(i) Dokazeme platnost implikace pro n = 2, linedrni diofantovskou rovnici

dostaneme ve tvaru

121 + Qa9 = b. (2)
Podle definice 1.1.4 a poznamky na predeslé strané muzeme piepsat rov-
nici (2) ve tvaru kongruenc¢ni rovnice 1. stupné

ajz1 =0 (mod as). (3)

2Princip matematické indukce rozebereme v kapitole 2.9.
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Z predpokladu implikace vime, Zze d = D(ay,as) |b. Proto lze rovnici (2)
deélit ¢islem d. Na zakladé znalosti o feSeni tohoto typu rovnic (uvedenych

napf. v [9] nebo [15]) vime, Ze rovnice (3) ma pravé jedno FeSeni ve tvaru
r1=c (mod ay), tj. = =c +ak, k €Z.

Dosazenim z; do rovnice (2) dostaneme

b— ai1Cy
1‘2:——(11]{3262—0,1]{).
Q2

JelikoZ xo musi byt celé ¢islo, je tudiz i ¢, ¢islo celé. Reseni rovnice (2) zde

zavisi na 2 — 1 = 1 parametru.
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro urcité [ > 2. Dokazeme, ze plati i
pro [ + 1. Méjme rovnici

a1+ . T+ Ty =0 (4)
anecht p = D(ay,...,a;a;41)|b. Pokud si oznac¢ime ¢ = D(ayq,...,q;), pak
evidentné ¢ |b, p|q a q|(a1z1 + ...+ ax;). Proto plati

a1x1+ ...+ aqr; =0 (mod q), (5)

a tedy

a1z = b (mod g). (6)

Zjevné p = D(a;11,q) | b, z ¢ehoZ plyne, Ze rovnice (6) mé FeSeni ve tvaru

AQ)41T141 = b+ (]h, h e Z. (7)

Dosazenim rovnice (7) do rovnice (4) ziskdme

a1r1+ ... +aqx; =b—b—qgh=—qh.

JelikoZ ¢|qh méa vySe uvedend rovnice FeSeni a jeji feSeni zavisi (dle in-
dukéniho predpokladu) na [ — 1 parametrech. P¥iddnim parametru h k jiz
existujicim parametrtim zjistime, Ze rovnice (4) je FeSitelnd a jeji FeSeni
zéavisi na [ parametrech.
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Spojenim kroki (i) a (ii) médme dokdzanu platnost tvrzeni, ze z D(ay,...,a,)|b
plyne fesitelnost diofantovské rovnice ayxy + ...+ a,x, = b pro kazdé prirozené

éislo n > 2. O

V nasledujicich kapitolach jsou zkouméany diofantovské rovnice nejen linearni,
ale 1 vysSich fadd. S nimi se mizeme setkat predevsim pfi feseni tloh v matema-
tickych soutézich pro zéky stfednich skol. Prave z tohoto diivodu proto definujeme

v této kapitole uvedeny typ diofantovskych rovnic.

Definice 1.1.6

Rovnice ve tvaru

a17” + asx + azry + asy + asy® = b,

kde x,y jsou neznamé, aq,...,a5,b € 7Z a zaroven koeficienty ai,as,as # 0,

se nazyva kvadraticka diofantovskd rovnice o dvou nezndmgch.

Definice 1.1.7

Necht P(xy, 3, ..., x,) je nenulovy polynom s celo¢iselnymi koeficienty o m
(m > 2) neznadmych xq,xs, ..., Ty, kde degP(x1, z9,...,2,) =n > 1.
Pak rovnice

P(xl,xg,...,xm) =b

kde b € 7Z, se nazyva diofantovskd rovnice vdadu n.
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2 Metody reseni diofantovskych rovnic a jejich
soustav

V predchozi kapitole bylo jiz zminéno, Ze obecny algoritmus pro feseni obec-
nych typt diofantovskych rovnic neexistuje. Piesto k nékterym typtim diofantov-
skych rovnic o jistém poc¢tu neznamych existuje fada metod, jak nalézt feseni dané
rovnice. V této kapitole 1ze nalézt nekolik zdkladnich metod pro feseni diofantov-
skych rovnic a rovnéz zde najdeme objasnéni jednotlivych principti uvedenych
metod Feseni. Ve 4. kapitole pak aplikujeme zde popsané metody na nékterych

prikladech z MO.

2.1 Metoda reseni pomoci Eukleidova algoritmu

Dfive nez popiseme metodu feseni diofantovskych rovnic pomoci Eukleidova
algoritmu, uvedeme néekolik matematickych vét, které jsou zasadni pro tuto me-

todu.

Véta 2.1.1 (O déleni celych ¢isel se zbytkem)
Nechf a € Z, b € N jsou libovolné zvolené ¢isla, pak existuji jednoznacné
urcend Cisla g € Z, r € {0,1,...,b — 1}, ktera spliiuji vztah

a=qb+r.
Cislo r nazyvame zbytek pii déleni ¢isla a éislem b.
Ditkaz této véty lze nalézt napt. v [0].

Véta 2.1.2 (Eukleidtiv algoritmus)
Necht ay,ay € Z. Pro kazdé n > 3, pro néz a,_; # 0, ozna¢ime a, zbytek
pri déleni ¢isla a,_o Cislem a,_;. Pak po konec¢ném poctu krokt ap = 0 a plati

Qp—_1 = D(al, &2).

Dikaz. Podle véty 2.1.1 plati, ze as > a3 > ... Jelikoz jde o nezaporna cisla,

musi byt kazdé nasledujici ¢islo aspon o 1 mensi nez predchozi. Proto po urcitém
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poctu kroki ap = 0 a ax_; # 0. Podle toho, jak bylo definovano cislo a,,, plyne

existence cisel by, by, ..., by_o, kterd splniuji postupné rovnosti

ay = by - ag + as,

(Igzbg'(l3+a4,

ag—3 = by_3 - ap_2 + ax_1,

ap—2 = bp_o - ap_1.

Z posledni rovnosti plyne, Ze ay_1 | ag_2, z predposledni ay_; | ax_3 az postupné
ax—1|az a ag_1|a;. Spoleény délitel ¢isel aq,as je tedy ax_1. Libovolny délitel
téchto dvou ¢isel déli i ag a tedy i ayq az postupné i a;_;. Proto a1 = D(ay, az).

]

Véta 2.1.3 (Bézoutova)
Nechf a, b jsou libovolna celé ¢isla, pak existuje jejich nejvétsi spolecny délitel

D(a,b) a zaroven existuji ¢isla k, [ € Z takova, ze D(a,b) = ka + [b.

Dikaz. Bézoutovu vétu staci dokazat pro aq,ay; € N. Pokud je mozné vyjadrit
néjaka cisla t,s € Z ve tvaru t = tia;+1ts2a0 a s = Ss1a1+ Soas, kde t1,ts, 51, 89 € Z,

pak lze vyjadrit i jejich soucet a celociselny nasobek ve tvaru

t+s=(ti +s1) a1+ (t2 + s2) - as,

n-s=(n-s)-a+(n-sy)-as,

kde n € Z. Jelikoz ay =1-a; +0-ag, as = 0-ay + 1 - ay, pak vyplyva z dikazu

predchozi véty, ze ag = ay — bias, ..., ax_1 = ap_3 — by_3a,_o. Z véty 2.1.2 plyne
Ap—1 — D((ll, CLQ). O
Véta 2.1.4

Necht (z9,yo) je FeSeni diofantovské rovnice ax + by = ¢, pak vSechna FeSeni

této diofantovské rovnice lze zapsat ve tvaru
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b
D(a, b)p’

r = Xg —

y:yo—i-ﬁp, kde p € Z.

Eukleidtiv algoritmus lze vyuzit pfi feSeni linearni diofantovskych rovnic o dvou
neznamych ve tvaru ax + by = c. Podle véty 2.1.2 najdeme nejvétsi spoleény
nasobek D(a,b). Z véty 2.1.3 pak ur¢ime jedno feSeni rovnice au + bv = D(a,b),
kde u,v jsou neznamé. Pokud D(a,b)tc, pak nema rovnice ax + by = ¢ podle
véty 1.1.5 TeSeni. V opacném pftipadé staci celou rovnici nasobit cislem e € Z,
takovym, Ze ¢ = e- D(a, b), a dostaneme hledané feseni ptivodni diofantovské rov-
nice. Obecné Teseni lze pak vyjadrit za pomoci jednoho celoc¢iselného parametru.
Tato metoda je univerzalni, a proto jsme diky této metodé schopni vzdy najit
feSeni linearni diofantovské rovnice.

Cely postup feseni ilustrujeme pfi feSeni dvou nize uvedenych prikladi.

Priklad 1
V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici

13z — 25y =17.

Reseni. Pomoci Eukleidova algoritmu (véta 2.1.2) zjistime D(13,25):

25 =131+ 12,
13=12-1+1,
12=12-1.

Nejvétsi spolecny délitel ¢isel 25 a 13 je tedy ¢islo 1. Nyni nalezneme feSeni rovnice
13z — 25y = 1 podle Bézoutovy véty 2.1.3:
12=25-13-1,
1=13-12-1=13—-(25—-13)-1=(—-1)-25+2-13.

Jednim FeSenim rovnice 13z — 25y = 1 je usporddana dvojice ¢isel (2, 1). Jelikoz
1= D(13,25) |7, sta¢i vynasobit identitu 1 = (—1)-25+2-13 ¢islem 7 a ziskdme
feSeni ptivodni rovnice.
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Zaver. Obecné Teseni dané rovnice je tedy ve tvaru

xr = 14 + 25k,
y= T+ 13k, kde k € Z.

Priklad 2
V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici

82x 4 58y = 16.

Reseni. Uzitim napt. Eukleidova algoritmu (véta 2.1.2) uréime D(82,58):

82 =581+ 24,
58 = 24 -2 + 10,
24 =10-2+ 4,
0= 4-2+ 2,
4= 2.2

Je tedy D(82,58) = 2. Nyni najdeme feSeni rovnice 82z+58y = 2 podle algoritmu
véty 2.1.3. Plati:
24— 82581,
10 =58 —24-2 =58 — (82— 58)-2=(—2) 82 +3-58,
4=24-10-2=82—-58—(3-58—-2-82)-2=05-82—7-58,
2=10—-4-2=3-58—2-82—(5-82—7-58)-2=(—12)-82+17-58.
Jednim fesenim rovnice 82x+58y = 2 je usporadand dvojice celych ¢éisel (—12,17).

Jelikoz 2 = D(82,58) | 16, sta¢i vynasobit identitu 2 = 17-58 — 12 - 82 ¢islem 8 a

ziskame TeSeni ptivodni rovnice.

Zaver. Obecné Teseni je tedy ve tvaru
z = —96 — 29m,
y = 136 +41m, kde m € Z.
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2.2 FEulerova metoda

Eulerova metoda (nékdy taktéz zvana metoda vyjadieni nejmensiho koefi-
cientu) je metodou zejména pro linearni diofantické rovnice o dvou neznamych.
Jedna se tedy o jednu ze zakladnich metod pro feseni diofantovskych rovnic.
Méjme rovnici ve tvaru ax + by = ¢, kde x,y jsou nezndmé a a,b,c € Z. 7Z této
rovnice si vyjadiime koeficient, ktery ma v absolutni hodnoté nejmensi hodnotu.
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze nejmensi hodnotu v absolutni hodnoté

ma koeficient a. Danou rovnici si upravime do tvaru:

c—by
Tr =

a

Jelikoz jsme predpokladali, ze a je nejmensi koeficient v absolutni hodnoté, pak

c—by

podil lze prepsat do tvaru

c—by:ky+c—

d
Y kde k€ Z, |d| < |al.

Reseni diofantovsk§ch rovnic hleddme v oboru celjch ¢isel, proto ¢éisla z,y € Z.

c—d
Y musi byt celé, tj.

A tedy i ¢islo
c—dy=ual, |l€Z.
Po tpravé dostaneme (za predpokladu d # 0):

c—al
d

y:

Jelikoz cislo y € Z, lze vyjadrit ¢ — al ve tvaru nasobku ¢isla d. A takto analo-
gicky postupujeme déale. Tato metoda se opird o princip Eukleidova algoritmu.
Jelikoz koeficienty u neznamych tvori netuplné podily a zbytky pii postupném dé-
leni v Eukleidové algoritmu, vede tudiz tento proces po kone¢né mnoho krocich
k Teseni.

Pro objasnéni celého procesu uvedeme nékolik fesenych priklad.

Priklad 3

V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici

58x — 67y = 23.
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Reseni. Na pocatku feSeni kazdé linedrni diofantovské rovnice ovéiime, zda je
dand diofantovska rovnice Fesitelna podle véty 1.1.5. Jelikoz 1 = D(58,67) |23, je
rovnice TeSitelna a jeji feSeni bude zaviset na jednom celociselném parametru.
Déle si vyjadiime neznamou z, jelikoz 58 < | — 67|:

23+ 67y +23+9y
r=——"= :
58 YT 758

+ 9y

Jelikoz x,y € Z, musi rovnéz € 7, tj.

2349y =58a, a € Z.

Upravou ziskdme vztah pro y

5&a — 23 4a — 5
= =6a—2 .
9 6a + 9

Y

4a — 5

Opét tedy musi byt € 7Z, odtud plyne

4a —5=9b, be Z.

V dalsim kroku si vyjadiime parametr a v zavislosti na parametru b

9% +5 b+1
= — =2b+1+ ——.
a 1 + 1+ 1

b+1
Hodnota +

musi byt opét celé ¢islo, a proto ji mizeme zapsat ve tvaru

b+1=4dc, ceZ.

Vyjadfenim parametru b v zévislosti na parametru c a zpétnym dosazenim zis-
kame postupné nasledujici vztahy:

b=4c—1
a=20+14+c=8—-2+1+c=9c—1
y=6a—24+b=6-(9c—1)—2+4c—1=58—9
r=y+a=58¢c—94+9c—1=67c—10

Zaver. ReSenim dané diofantovské rovnice jsou vsSechny dvojice ve tvaru

(67c — 10,58¢ — 9), kde ¢ € Z. 0
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Priklad 4

V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici
21x + 6y = 15.

Reseni. Stejné jako v predeslém piikladé ovéiime, zda je dana diofantovska rov-
nice Tesitelnd podle véty 1.1.5. Jelikoz 3 = D(21,6) | 15, je rovnice FeSitelnd a jeji
feseni bude zaviset na jednom celoc¢iselném parametru.

Déle si vyjadiime neznamou vy, jelikoz 6 < 21.

15 — 21x l1—=z
2 7" _9_
5 3r + 5

1—=zx

€ 7, tzn.
l—x=2d, deZ.

Jelikoz x,y € 7, musi rovnéz

Upravou ziskame vztah pro z:
r=1-2d

Zpétnym dosazenim za x ziskame zavislost y na parametru d.

y=2-3x+d=2-3-(1-2d)+d=—1+7d

Zdver. Resenim dané diofantovské rovnice jsou vSechny usporadané dvojice

1—2d,—1+7d), kde d € Z. O
( ) ),

Priklad 5

Reste v Z rovnici
24x 4+ 8y = 5.

Reseni. V. prvnim kroku ovéfime, zda je dand rovnice feSitelnd. Jelikoz

8 = D(24,8) 15, nema dané rovnice fesSeni v oboru celych ¢isel. O

2.3 Substituéni metoda

Pti feseni mnoha matematicky tiloh, v nichz se vyskytuji rovnice ¢i algebraické
vyrazy, se hojné vyuzivaji substituce. Substitu¢ni metodu lze pouzit i pti feSeni
diofantovskych rovnic. Mnohdy se tato metoda vyuziva v kombinaci s jinymi
metodami Teseni a tvori urcity mezikrok v celkovém fteSeni, viz nasledujici dva
priklady.
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Priklad 6
Dokazte, zZe existuje nekonec¢né mnoho celych ¢isel z, y, 2z, ktera splnuji rovnici

B =Pt 2R

Resend. Polozime-li z = —, piejde dand rovnice do tvaru 2° = 2%+ 2y%. Opétov-

nou substituci y = kx, kde k € Z, dostaneme jako jednu z moznosti x = 1 + 2k2.

Zaver. Nasli jsme tak jeden typ usporadané trojice ¢isel vyhovujici zadani tlohy,

a to:
r= 1+2k%
y = k(1+2k?),
z=—k(1+ 2k2).
Reseni je tudiz nekone¢né mnoho. OJ

Priklad 7

1 1

Najdéte v8echny trojice (x,y, z) pfirozenych ¢isel, které spliiuji rovnici
1
T

Y z

Reseni. Jelikoz x,y, z jsou prirozena cisla, lze celou rovnici prepsat do tvaru
Ty
rT+y

Oznacme p = D(z,y). Pak x = pk a y = pl, kde k,l € N a zaroven D(k,l) = 1.
Jelikoz D(k,l) =1, pak D(kl,k + 1) = 1. To dokdZzeme sporem.
Necht plati D(k,l) = 1 a zaroven D(kl, k + 1) = d > 2. Pfirozena ¢isla ki, k + 1
lze zapsat ve tvaru
kl = da,
k+1 = db,

kde a,b € N. Odtud plyne [ = db— k. Dosazenim za [ do vztahu pro kl dostaneme
k? = d(kb — a).

Z vise uvedené rovnosti plyne d | k2, a tedy d | k, tj. k = dc, kde ¢ € N. Dosazenim
za k do | = db — k dostaneme
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[ =d(b—c),

z ¢ehoZ plyne d |1, coz je ale spor s D(k,l) = 1, tudiz plati dokazované tvrzeni.
Je tedy D(kl, k + 1) = 1. Neznamou z lze zapsat ve tvaru

L pkl
N EY

Z této rovnice plyne, ze (k+1)|p, ¢ili p =t(k +1), kde t € N.

Zdvér. Resenim dané rovnice je kazda uspofadané trojice piirozenych ¢isel, kterou
lze zapsat ve tvaru (tk(k +1),tl(k +1),tkl), kde k,l,t jsou libovolna pfirozena

¢isla. ]

2.4 Metoda ciselnych kongruenci

Metoda feseni diofantovskych rovnic uzitim ¢iselnych kongruenci je ponékud
sofistikovanéjsi metodou nez predchozi dvé metody, jelikoz ji lze obecné pouzit
na vsSechny typy diofantovskych rovnic a nejen na linearni diofantovské rovnice.
Pojem ¢iselna kongruence je definovan v kapitole 1. Ciselné kongruence maji fadu
pozoruhodnych vlastnosti. Maji rovnéz velké uplatnéni v teorii ¢isel. V této Casti
prace se omezime pouze na pouzivani ¢iselnych kongruenci pfi feSeni diofantov-

skych rovnic, viz napf. v [9] ¢ [15].

Priklad 8

V mnoziné Z feSte rovnici
3r+ 12y — 72+ 11lu — d5v = 9.

Reseni. Jelikoz se jedné o linearni diofantovskou rovnici, ovéfime nejprve fesitel-
nost dané rovnice. Protoze 1 = D(3,12,7,11,5)|9, je dana diofantovské rovnice
fesitelna.

Podle poznamky v kapitole 1 lze prepsat diofantovskou rovnici do tvaru kon-
gruené¢ni rovnice, nebot D(3,12) = 3

—7z+1lu—5v=9 (mod 3).
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Nyni feSime kongruencni rovnici a upravime ji nasledujicim zptisobem, nebot jsou
splnény kongruence 11 =2, —7=—1, =5 =1, 9 = 0 (vSechny modulo 3), t;.
—z+2u+v=0 (mod 3).

Tedy v = 2z — 2u+ 3k, kde k € Z. Dosazenim za v do puvodni rovnice dostaneme

rovnici
x+ 4y — 4z + Tu = 3 + bk.

Tuto rovnici prepiSeme do tvaru nasledujici kongruenéni rovnice (jsou splnény
kongruence 4 =0, 7 = 3, 5 = 1, vSechny modulo 4)
r+3u=3+k (mod4).

Z posledniho vztahu plyne, ze x = 3+ k — 3u + 41, kde | € Z. Dosazenim za x

do ptvodni rovnice dostaneme

y—z4+u=k—1.

Pokud oznacime z = m, u = n, kde m,n € Z, dostaneme feSeni piivodni diofan-

tovské rovnice.

Zaver. Resenim dané diofantovské rovnice jsou vSechny usporadané pétice ve tvaru

B+ k+4l—3n,k—1+m—n,m,n,3k+m —2n), kde k,l,m,n € Z. ]

Priklad 9

Dokazte, ze diofantovské rovnice

(x+ 12+ (x+2)°+.. .+ (x+201)* =9
nema Teseni v oboru celych cisel.

Reseni. Ozna¢éme x = k — 101. Potom ptivodni rovnici lze piepsat do tvaru
(k—100*+ ...+ (k=1 + k> + (k+1)>+ ...+ (k + 100)* = ¢°.
Upravou dostaneme rovnici

201k% 4+ 2(1% + 22 + ... + 100%) = 3>
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Jelikoz pro kazdé n € N plati 124+ 22+ ... +n? = in(n+1)(2n +1),® dostavame

rovnici ve tvaru

1
201%% + 3 100 - 101 - 201 = 72,

Diky platnosti kongruenci 201 = 0 (mod 3), 100 - 101 - 67 = 2 (mod 3) lze uve-

denou rovnici prepsat ve tvaru kongruencni rovnice
y* =2 (mod 3).
Posledni vztah predstavuje kongruenc¢ni rovnici 2. stupné. Pokud by byla dana

kongruenéni rovnice Tesitelna, pak by y*> =1 (mod 3) (viz napt. [9], str. 55), coz

vsak neplati.

Zaver. Dana diofantovska rovnice nemé feseni v oboru celych cisel. O]

2.5 Metoda retézovych zlomkii

Metoda teseni diofantovskych rovnic uzitim fetézovych zlomkt je kombinova-
nou metodou feseni pomoci Eukleidova algoritmu (kapitola 2.1) a metody ¢isel-
nych kongruenci (kapitola 2.4). Tato metoda je velmi uziteéna pfi hledani FeSeni
linearnich diofantovskych rovnic ¢ p#i hledéni (alespori) priblizného feseni. Diive
nez popiseme tuto metodu feseni, zavedeme nekolik potiebnych pojmii.
Definice 2.5.1

Necht a/b je libovolné raciondlni ¢islo (zlomek), kde a € Z, b € N, které lze

pomoci znamého Eukleidova algoritmu vyjadiit nasledovné:

a q2
—=c+—, 0<qg <D,
b 1 b qz
b
_:C2+%7 0<Q3<Q2a
a2 q2
In=2 =Cp1+ fn ) 0< n < Qn-1;
Gn—1 Gn—1
Gn—1
= C,.
an

3 Dtikaz tohoto tvrzeni lze provést pomoci principu matematické indukce.
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Pak vyraz

a 1
gt
Cn—1 + —
nazveme retézovy zlomek piislusny zlomku a/b, kde ¢; € Z, co, . .., ¢, € N. Tento
fetézovy zlomek pak zapisujeme ve tvaru
a
—=(c1,...,Cpn).
L= ()

Pozndmka. Skutecnost, ze vyraz napravo obsahuje konecny pocet ¢leni, je zaru-

¢ena konec¢nym poctem krokt v Eukleidové algoritmu.

Definice 2.5.2
Necht (cq,...,¢,) je Fetézovy zlomek piislusici zlomku a/b. Pak vyrazy

o) = (01)752 = (01702);53 = (01702703), oy O = (01, S 7Cn)7
nazyvame parcidlni zlomky pt¥islusici fetézovému zlomku (cq, .. ., ¢, ), pfi¢emz oy,
kde 1 < k < n, nazyvame parcidlni zlomek radu k.

Poznamka. Pro vypocet parcidlnich zlomki lze vyuzit rekurentni vztah

5, = by _ kP11 + Pr_
Qr  kQr-1+ Qr—2’

kde Py=1,Pi=¢1,Q0=0,Q; = 1"

Nyni jiz mame vse potfebné k vysvétleni metody feSeni diofantovskych rov-
nic pomoci fetézovych zlomkt. Méjme linedrni diofantovskou rovnici ve tvaru
ax + by = d, kde D(a,b) = 1, kterou lze ekvivalentné ptepsat do tvaru kon-

gruenéni rovnice az = d (mod b). V dalsim kroku rozlozime ¢islo b/a v fetézovy

P
zlomek (cq,...,¢,), kde 0y, = Q—k jsou jeho parcidlni zlomky. Jelikoz D(a,b) = 1,
k

pak P, = b a ), = a. Reseni uvedené kongruencni rovnice lze nalézt ve tvaru

(viz napt. [9], str. 45)
r=(—1)""'P,_1d (mod b).

40véfeni tohoto rekurentniho vztahu lze provést pomoci principu matematické indukce viz
kapitola 2.9.
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Priklad 10
V oboru celych ¢isel feste rovnici 57z 4 82y = 13.

Reseni. Uvedenou diofantovskou rovnici nejprve pfevedeme do tvaru kongruenéni
rovnice 57z = 13 (mod 82), kde D(57,82) = 1. Déle rozlozime ¢islo 82/57 v fe-

tézovy zlomek:

2:14_%
57 57
57 7
5 2T
25 4
7 =3t7
7 3
TR
4 1
3113

Tedy 82/57 = (1,2,3,1,1,3), pficemz n = 6 a dle rekurentniho vztahu vypoc-

teme Ps.

cn 1[2][3[1[1]3
P [11[3]10 132382

Je tedy Ps = 23, a tudiz feSeni kongruencni rovnice je ve tvaru

r=(-1)°-23-13=29 (mod 82),
coz znamena, ze x = 29 + 82k, kde k € Z. Dosazenim za z do ptivodni rovnice
dostaneme y = —20 — 57k.

Zdvér. Resenim dané rovnice jsou viechny dvojice (29 + 82k, —20 — 57k), kde
ke 7. ]

Priklad 11

V oboru celych cisel feste diofantovskou rovnici

2687 + 141y = 58.
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Reseni. Uvedenou diofantovskou rovnici nejprve pfevedeme do tvaru kongruenéni
rovnice 141y = 58 (mod 268), kde D(141,268) = 1. Déle rozlozime ¢islo 268/141

v Tetézovy zlomek:

268 " 127
141 141
141 - 14
127 127
127 1

EVERRRET

Plati tedy 268/141 = (1,1,9, 14), pfi¢emz n = 4 a dle rekurentniho vztahu vy-

pocteme Ps.

r 1[1]9] 14
P11 [2]19] 268

Dostavame tedy P; = 19, a tudiz feseni kongruencni rovnice lze zapsat ve tvaru
y=(—1)*-19-58 =238 (mod 268),

coz znamena, ze y = 238 + 268u, kde u € Z. Dosazenim za y do ptvodni rovnice

dostaneme z = —125 — 141u.

Zaver. Resenim dané diofantovské rovnice jsou vsSechny dvojice ve tvaru

(—125 — 141w, 238 + 268u), kde u € Z. O

2.6 Metoda nerovnosti a odhadu

Pti feseni nékterych typi diofantovskych rovnic ¢i nerovnic si 1ze povSimnout
urcitych symetrii, které lze vyuzit pro urcity odhad néjaké neznamé uvedené
v diofantovské rovnici. Metoda nerovnosti a odhadt je velmi efektivni pii feSeni
diofantovskych rovnic vyssich fadd. Pro vysvétleni uziti nerovnosti a odhadi
uvadime néekolik nize uvedenych ptikladd. Dalsi priklady na metodu feseni dio-
fantovskych rovnic pomoci nerovnosti a odhadt lze najit napt. v mé predeslé

praci viz [15].

Priklad 12 (T. Riemel)

V oboru celych ¢isel feste rovnici

522 + 2y + 5y? = 8x%y”.
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Reseni. Ze zadani diofantovské rovnice lze vidét, Ze nezndmé z,y jsou rozloZeny
v dané rovnici symetricky. Tudiz bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze
r < y. V opacném pfipadé pouze prehodime neznamé a cely nasledujici postup
zistane zachovdn. Z uvedené nerovnosti plyne, ze 22 < y? a zy < 3% Celou

rovnici lze odhadnout

82%y? = 5 + 2xy + 5% < 1247

Tudiz pro splnéni uvedené nerovnosti musi bud y = 0, nebo 2? < % Po dosazeni

y = 0 do ptivodni rovnice plyne, ze x = 0. Pokud 2% < %, muze x nabyvat

celoc¢iselnych hodnot v rozmezi —1 < x < 1. Dosazenim za x do ptivodni rovnice
zjistime, ze

y=0 pro z=0,

y&7 pro x==l.

Zavér. Dand rovnice mé pravé jedno feSeni, kterym je dvojice (z,y) = (0,0). O

Priklad 13
Najdéte vsechny usporadané ctverice prirozenych cisel x,y, 2z a v, pro které

plati s o o )
Yyt 42"+ 2zy +22(2 — 1) + 2y(2 + 1) = v™.

Reseni. Predné si uvédomme, ze plati

(r+y+zt1)P =2+ +22+ 22y +22(2+1) +2y(z £ 1) + 22 + 1.

Z toho plyne, Ze musi platit nasledujici nerovnost

(z+y+z-1P2<?<(z+y+z+1)>

Tedy x* +y? + 22+ 2xy + 2x(z — 1) + 2y(z + 1) miiZe byt rovno pouze (z +y+ 2)2.
To ovsem implikuje x = y. Pokud si vyjadiime x = k, z = [, kde k,l € N, pak
dosazenim do ptvodni rovnice ziskame v = 2k + [.

Zdvér. ReSenim piivodn{ rovnice jsou usporadané ctvetice (k,k, 1,2k + 1), kde

k1€ N. 0
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Priklad 14 (T. Riemel)

V oboru celych ¢isel feste rovnici

8z% + 6y° = 31.

Reseni. Pfedné si uvédomme, Ze pro libovolné z € Z plati 22 > 0, proto musi
platit nerovnost
31 = 8% + 6y* > 632

Z nerovnosti ovem plyne, Ze y* < 2*. JelikoZ y € Z, miiZze y* nabjvat pouze hod-

31
6
not 0,1, 4. Dosazenim piipustnych hodnot za y? do piivodni rovnice dostdvame
822 =31 pro y2 =0,
822 =25 pro ¢y =1,

82°= 7 pro ¢y =4

Zaver. Jelikoz ani v jednom pripadé nedostaneme celociselnou hodnotu pro z,

nema dana tuloha feseni v oboru celych cisel. O

2.7 Metoda faktorizace

Metoda faktorizace je velmi uzivanou metodou v mnoha oblastech matema-
tiky. Uz zaci na zakladni skole (mnohdy nevédomky) tuto metodu vyuzivaji na-
priklad pfi reseni kvadratickych rovnic, kdyz prepisi kvadratickou rovnici do sou-
¢inového (faktorizovaného) tvaru. Rozklad na soucin nebo-li faktorizace je jednou

ze zakladnich metod feseni diofantovskych rovnic.

Necht f(x1,22,...,z,) je polynom o n neznamych a f(z1,zs,...,2,) = 0 je

rovnice, kterou lze ekvivalentné prepsat ve tvaru

filz, e, .o xy) - falxy, @oy ooy xn) - oo fr(T1, @e, .. 2) = ¢,
kde fi, fo,..., fx jsou celociselné polynomy a ¢ € Z. Pokud rozlozime ¢islo ¢
na cisla cy, ¢, . . ., ci, pak dostavame soustavy rovnic ve tvaru
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f1($17x27 s 7'rn) = (1,

fg(l'l,l'g, e ,.I’n) = Co,

fk:(xlalé? .. 73771) = Cg.

Vytesenim vSech soustav dostaneme vSechna feseni ptivodni rovnice. Pro lepsi

pochopeni dané metody faktorizace uvadime nékolik prikladi.

Priklad 15

V oboru celych cisel feste rovnici

1,11
r y 9

Reseni. Nejprve si uvédomme podminku Fesitelnosti, tj. =,y # 0. Upravami lze

danou rovnici prepsat do tvaru

(x—9)-(y—9) =81

Tato rovnice je jiz v sou¢inovém tvaru. Cislo 81 lze rozlozit na prvoéisla 1 a 9,

proto dostavame nasledujici moznosti rozkladu
81=1-81=(-1)-(-81)=9-9=(-9)(-9),

ze kterych dostavame soustavy rovnic

r—9=1, r—9=-1,
y—9 =81, y—9 =81,
r—9=9, r—9=-9,
y_9:97 y_9:_97
r—9 =81, r—9 = —8l1,
y—9=1, y—9=—1L

Resenim uvedenjch soustav rovnic jsou uspoiddané dvojice (x,y) € {(10,90),
(8,—72), (18,18),(0,0), (90, 10), (—72,8)}.
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Zaver. Zkouskou zjistime, ze feSenim dané diofantovské rovnice jsou usporadané

dvojice (z,y) € {(10,90), (8, —72), (18, 18), (90,10), (—72,8)}. 0

Priklad 16 (T. Riemel)
Najdéte vSechna celociselna feSeni rovnice

22y + 922 + 4y — 62%y + day® — 24xy + 362 — 24y + 27 = 0.

Reseni. Danou rovnici pfepiseme do tvaru
(zy — 6) + (32 — 2y)* — 2(2y — 6)(3x — 2y) = 9.

Tento tvar rovnice mizeme dale upravit na rovnici

(zy — 6 — (3z — 2y))* = 9.

Odmocnénim a naslednou tpravou dostaneme rovnici v sou¢inovém tvaru
(z+2)(y — 3) = +3.

Z této rovnice vytvotime nasledujici soustavy rovnic, nebot 3 =1-3 = (—1)-(—3).

r+2= 1, r+2=-1,
y_3: 37 y_3:_37
r+2=-1, r+2= 1,
y—3= 3, y—3=-3.

Zdver. Reenfm uvedenych soustav jsou usporadané dvojice (r,y) € {(—1,6),
(—3,0), (—3,6),(—1,0)}. Zkouskou ovéfime, ze nalezena feseni soustav linedrnich

rovnic jsou i feSenim dané rovnice. O

2.8 Metoda nekone¢éného klesani

Metoda nekone¢ného klesani (Fermat’s Method of Infinite Descent, viz [1])
byla formulovdna Fermatem® v 17. stoleti. Metoda nekoneéného klesani je zalo-
Zena na neexistenci nekonecné klesajici posloupnosti v mnoziné celych nezapor-
nych ¢isel (¢i v jeji podmnozing). Tato metoda se vyuziva v existen¢nich ditkazo-

vych tdlohach, kde se ma rozhodnout, zda existuje ¢i neexistuje feSeni pro danou

® Pierre de Fermat (17. stpen 1601 - 12. leden 1665) - francouzsky matematik
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ulohu. V literatufe (napf. [1] nebo [5]) 1ze najit dvé varianty této metody, které

lze obé vyuzit pii feseni diofantovskych rovnic.

Varianta 1. Necht V(n) je vyrokova forma, ktera je definovana na mnoziné nezé-
pornych celych ¢isel. Predpokladejme, Ze existuje celé nezaporné ¢islo ny takové,
ze V(ny) plati. Pokud ovSem existuje dalsi nezaporné celé ¢islo ny (ny < nq),
pro které tvrzeni V'(ny) plati, a pokud takto miizeme pokracovat libovolnékrat,

pak existuje posloupnost celych nezapornych cisel

ny>mng>...>MNK > ...

takova, ze V (ny) plati pro vSechna ny, kde k£ € N. JelikoZ je mnozina celych neza-
pornych c¢isel zdola omezend, proto posloupnost danych vlastnosti nemize exis-
tovat. Pomoci dikazu sporem jsme tedy dokazali, Ze dany predpoklad je chybny,
a tudiz neexistuje zadné celé nezédporné ¢islo ny, pro které by tvrzeni V(n;) bylo

pravdivé.

Varianta 2. Necht V(n) je vyrokova forma definovana na mnoziné nezapornych
celych ¢isel. Predpokladejme, Ze existuje alespon jedno ¢islo ny € R, kde R je
neprazdna podmnozina nezapornych celych ¢isel, pro néz tvrzeni V(n) neplati.
Pokud si oznacime () podmnozinu mnoziny R, ve které se vyskytuji prvky ¢ € R,
pro néz tvrzeni V' (q) neplati, pak musi vzhledem k nepréazdnosti mnoziny @) exis-
tovat jeji nejmensi prvek. Budeme jej znacit q;,. Jestlize najdeme cislo p € R
(P < Gmin), Pro néz tvrzeni V(p) neplati, dostame spor s minimalitou prvku gpiy.

Pomoci dikazu sporem musi tedy tvrzeni V' (n) platit pro v8echna n € R.

K ilustraci této metody uvadime nasledujici ptriklady, ve kterych pouzijeme obé

varianty Treseni.

Priklad 17
V oboru nezapornych celych ¢isel feste rovnici
2® + 4y° = 82°.
Regend. PovSimnéme si, Ze feSenim rovnice je urc¢ité uspotadana trojice (0,0, 0).
Predpokladejme, Ze existuje i jiné nenulové feseni (z,y, z). Pokud by byla jedna
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z neznamych x, y, z nulova, pak i dalsi neznamé by musely byt nulové a dostaneme
opét usporadanou trojici (0,0,0). Dale pfedpokladejme, Ze x,y, z jsou pfirozena
¢isla. Z ptvodni rovnice plyne, Ze 4 |2°, a tedy 2|z, tj. + = 221, kde x; € N.
Upravou ziskdme rovnici ve tvaru

87 +y° = 22°.

Z této rovnice plyne, 7ze 2|y°, a tedy 2|y, tj. y = 2y1, kde y; € N. Opétovnym
dosazenim za y = 2y, ziskdme rovnici ve tvaru

425 + 16y; = 2°.

Z vySe uvedené rovnice plyne, 7e 4|z5, a tedy 2|z, tj. z = 221, kde 2, € N.
Konecné tak dostaneme rovnici

] + 4y) = 827,

kde 1 < x, y1 <y, 21 < z. Jelikoz tento postup mtzeme opakovat libovolnékrat,

dostavame tak nekonec¢nou klesajici posloupnost usporadanych trojic

(x,y,2) > (z1,y1,21) > . > (Tpy Ypy 28) > - ..

Podle varianty 1 ovsem takova posloupnost neexistuje.

Zaver. Jedingm FeSenim puvodni rovnice je tudiz usporadana trojice (0,0,0). [

Priklad 18
Dokazte, ze neexistuji prirozena cisla x,y, z splnujici rovnici

"+ 8y" + 162" = 16xyz.

Reseni. Piedpokladejme sporem, Ze existuji pfirozena éisla x, v, 2 spliiujici danou
rovnici. Tedy usporadand trojice (z,y, z) € Q (podle varianty 2). JestliZe je mno-
Zina () neprazdnd, musi obsahovat nejmensi prvek, znac¢ime jej (Tmin, Ymin, Zmin)-
Ptivodni rovnici dostaneme ve tvaru

x17nin + Syl’;in + 16Zr7nin - 16xminyminzmin'

7

Z této rovnice plyne, ze 8|x!. . a tedy 2|Zmin, tj- Tmn = 221, kde x; € N.

Upravou dostaneme rovnici ve tvaru
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161{ + yIZlin + 2ZIZlin = 4x1yminzmin'

Z uvedené rovnice plyne, Ze 2|y, | a 1ovnéZ 2 | Ymin, tj. Ymin = 291, kde y; € N.
Opét upravou dostaneme rovnici

8'7:’17 + 643/I + Zr7nin = 4':Elylzmin-

Z posledni rovnice plyne, Ze 4|27, , a Tovn&Z 2| 2min, tj- 2min = 221, kde z; € N.
V koneéném kroku dostévame rovnici ve tvaru

xl + 8yl +162] = 1621121

Jelikoz Tmin = T1; Ymin = Y1; Zmin > 21, pak ($1ayla Zl) < (xminayminazmin)- To je

ovSem spor s minimalitou (Zmin, Ymin, Zmin)-

Zaver. Podle varianty 2 neexistuje zadna usporfadand trojice prirozenych cisel

(x,y, z) vyhovujici ptivodni rovnici. ]

2.9 Metoda reseni uzitim principu matematické indukce

Princip matematické indukce je diikazova metoda pro vyrokové formy V' (n),
kde n € N, ktera se pouziva na tvrzenich, jez jsou definované na mnoziné pti-
rozenych ¢isel (nebo na mnoziné s ni ekvivalentni). S touto metodou dokazovani
matematickych tvrzeni se setkavaji zaci obvykle jiz na stiedni skole. Uvedena
metoda je velmi uzitecna pri dokazovani mnoha rovnosti ¢i pii feSeni mnoha al-
gebraickych piiklad. Princip matematické indukce lze vyuzit pfi feseni rovnic,

a to i diofantovskych rovnic.

Princip matematické indukce se sklada vzdy ze dvou krokii:
1. krok: Dokézeme, ze dokazované tvrzeni plati pro nejmensi prirozené cislo n,

kterym obecné nemusi byt vzdy n = 1.

Indukéni krok: Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké k € N (indukéni
predpoklad). Déle se snazime dokazat, Ze z platnosti tvrzeni pro k plyne i platnost
tvrzeni pro k + 1.

Spojenim obou kroki je tak ovéfeno, ze dané tvrzeni plati pro libovolné n € N.

K lepsimu objasnéni celého procesu uvadime ptiklad.
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Priklad 19

Dokazte, ze pro vsechna n € N je rovnice
22 4y 4 2% =41
feSitelna v oboru prirozenych cisel.
Resend. K diikazu pouzijeme princip matematické indukce vzhledem k n.
(i) Ovéfime, zda dané rovnice m4 feSeni pron =1 an = 2.5 Pro n = 1 existuje
uspotradand trojice pfirozenych ¢isel (1,2,6), kterd po dosazeni spliiuje ptvodni
rovnici. Plati
12 + 22 + 62 = 41, tj.
41 = 41.

Pro n = 2 existuje uspotadana trojice pfirozenych cisel (23,24, 24), kterd po do-
sazeni spliiuje puvodni rovnici. Plati
23% 4+ 24% 4 24% = 412 tj.
1681 = 1681.

(ii) Pfedpokladejme, Ze rovnice plati pro n > 3 a feSenim je usporadand trojice
(Tny Yn, 2 ). Definujme nyni xy, 0 = 41k, Yrio = 41yk, 2ki2 = 412k, pro kazdé
k> 1. Pak

min + yl%+2 + Z13+2 = 41%(2} + yii + 27)-
Podle indukéniho piedpokladu plati 22 +32 + 22 = 41™. Z indukéniho piedpokladu

a vysSe uvedené rovnice plyne i platnost rovnice

22 bR+ 22, = A1 (a2 4y 2E) = 412
Jelikoz jsme dokéazali, Ze z tvrzeni pro n plyne tvrzeni pro n+ 2, potiebovali jsme
v prvnim kroku dokazat platnost tvrzeni pro jedno ¢islo liché a druhé sudé.

Zdveér. Spojenim obou krokd je ovéfena platnost tvrzeni pro vsechna n € N.
Vsechna feseni ptivodni rovnice jsou usporadané trojice prirozenych ¢isel, protoze

uspotfadané trojice v 1. kroku feSeni byly rovnéz trojice prirozenych cisel. O]

6 Nalezeni uspofadanych trojic p¥irozengch ¢isel pro n =1 a n = 2 lze provést napi. pomoci
metody nerovnosti a odhadt.
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2.10 Eliminac¢ni metoda

Elimina¢ni metoda je metodou feseni soustav rovnic. Tuto metodu znaji zaci
jiz na zakladni skole, kde patii mezi zakladni metody. V 3. kapitole rozebereme
podrobnéji problematiku soustav diofantovskych rovnic. V této kapitole se ome-
zime pouze na popsani elimina¢ni metody pii feSeni soustav diofantovskych rov-
nic. Eliminac¢ni metoda je zalozena na jednoduché myslence, ze z vhodné rov-
nice dané soustavy diofantovskych rovnic vylou¢ime vztah pro urc¢itou neznamou.
Tento vztah dosadime do dalsich rovnic soustavy, které nasledné upravime a tim
eliminujeme urcité neznamé. Timto zptsobem pokracujeme do té doby, dokud ne-
ziskame jiz jednu diofantovskou rovnici, kterou mtzeme fesit napt. metodami jiz
diive popsanymi v této praci. Ziskame tak feseni, které vyhovuje vSem rovnicim

dané soustavy.

Priklad 20 (T. Riemel)
V oboru celych ¢isel feste soustavu diofantovskych rovnic:
x+ 3y = 4,
3r —2y+5z2=1"1.

Reseni. Dana soustava diofantovskych rovnic se sklad4 pouze z linedrnich dio-
fantovskych rovnic. Tudiz, aby mohla byt uvedena soustava fesitelna, musi byt
fesitelna kazda rovnice soustavy. Pro ovéfeni TeSitelnosti pouzijeme vétu 1.1.5.
Jelikoz D(1,3)|4, je prvni rovnice soustavy feSitelnd. Druhd rovnice je taktéz
fesitelna, protoze D(3,2,5)|7. V dalsim kroku si vyjadfime z prvni rovnice ne-

znamou x
r=4-3y.

Dosazenim z do druhé rovnice ziskdme rovnici ve tvaru

—11y + 5z = —5.

Tato rovnice je linearni diofantovska rovnice o dvou neznamych a lze ji TeSit
pomoci metod popsanych ve vySe uvedenych kapitolach. V tomto prikladu vyu-

zijeme metodu Feseni pomoci ¢iselnych kongruenci (viz kapitola 2.4). Podle této
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metody muiizeme prepsat rovnici —11y 4+ 52z = —5 na kongruencni rovnici, kterou

nasledné upravime
—1ly =0 (mod 5),
4y =0 (mod b),
y=0 (mod5).

Je tedy y = 5k, kde k € Z. Dosazenim za y do rovnice —11y+5z = —5 dostaneme
z=—-1+11k.

Jelikoz y = 5k, pak © = 4 — 15k.

Zdver. Resenim dané soustavy diofantovskych rovnic jsou vSechny usporadané

trojice (4 — 15k, 5k, —1 + 11k), kde k € Z. ]

2.11 Aditivni metoda

Mezi zakladni metody Teseni soustav rovnic patii aditivni metoda. Tuto me-
todu znaji zaci jiz ze zakladnich kol. Zaci mnohdy pouzivaji pii feSeni soustav
rovnic bud tuto metodu ¢i metodu eliminacni (viz kapitola 2.10). Hlavni myslen-
kou této metody je skutecnost, ze vhodnym sec¢tenim urcitych nasobki nékterych
rovnic soustavy vznikne nova rovnice s mensim poc¢tem neznamych. Tuto novou
rovnici mizeme zameénou vlozit do ptivodni soustavy diofantovskych rovnic a opa-
kovat cely postup nékolikrat, dokud nezbyde jedina diofantovska rovnice, kterou

uz muzeme Tesit napt. pomoci metod popsanych v predchozich kapitolach.

Priklad 21 (T. Riemel)

V oboru celych ¢isel feste soustavu diofantovskych rovnic:
r+ 11z = 2,
3z — Ty + 31z = 12

Reseni. Dané soustava diofantovskych rovnic se skladd pouze z linearnich dio-
fantovskych rovnic. Tudiz, aby mohla byt uvedena soustava fesitelna, musi byt

feSitelna kazda rovnice soustavy. Pro ovéfeni TeSitelnosti pouzijeme vétu 1.1.5.
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Jelikoz D(1,11) |2, je prvni rovnice soustavy Fesitelnd. Druha rovnice je taktéz
fesitelna, protoze D(3,7,31)|12. V dalsim kroku vynasobime prvni rovnici sou-
stavy Cislem —3. Dostaneme soustavu ve tvaru:
—3z — 33z = —6,
3r — Ty + 3l = 12.

Sectenim obou rovnic této upravené soustavy, kterd je ekvivalentni s ptivodni

soustavou, ziskame diofantovskou rovnici

Ty + 2z = —6.

Tuto rovnici lze fesSit pomoci metod uvedenych drive v této praci. V tomto pri-
kladu pouzijeme Eulerovu metodu (kapitola 2.2). JelikoZ mensi koeficient je u ne-

znadmé z, vyjadiime si nezndmou z ve tvaru

6+ 7y Y
= = -3-3y— 2.
: 2 Y73

Zlomek y/2 musi byt celym ¢islem, nebot z € Z. Je tedy
y =21,

kde | € Z. Dosazenim za y do rovnice Ty + 2z = —6 ziskame vztah

z=-3-"TI.

Dosazenim za y a z do libovolné rovnice ptivodni soustavy diofantovskych rovnic

dostaneme vztah
=35+ T77L.

Zdver. ReSenfm dané soustavy jsou usporadané trojice (35 + 771,21, —3 — 71,

kde [ € Z. [l
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3 Soustavy diofantovskych rovnic

Na zakladni, resp. na stfedni skole se zaci mohou setkat s feSenim soustav rov-
nic, v nichz se hledaji celoc¢iselna feseni, ktera jsou fesenim kazdé rovnice soustavy.
Jinymi slovy hleddme prinik vSech feseni rovnic dané soustavy. V predchozich
kapitolach 2.10 a 2.11 jsme predstavili metody Feseni soustav diofantovskych rov-
nic (elimina¢ni a aditivni metodu), které lze vyuzit. V této kapitole se pokusime
shrnout teseni soustav diofantovskych rovnic pomoci jiz zminénych dvou metod
a na zakladé feseni jednotlivych rovnic soustavy tak najit prinik téchto resSeni,

ktery je tedy zaroven resenim dané soustavy.

3.1 Soustavy linearnich diofantovskych rovnic

Pti feseni soustav linearnich diofantovskych rovnic lze vyuzit poznatki z ka-
pitoly 1 a to konkrétné vétu 1.1.5. Pokud se nam podari ukazat, ze alespon jedna
z linearnich diofantovskych rovnic dané soustavy nema feseni, pak cela soustava
nema feseni. Proto bude zminka na zacatku kazdého prikladu, abychom zjistili,
zda dand soustava mtize byt reSitelnd. V dalsim kroku pouzijeme aditivni, eli-
minac¢ni metodu nebo na zakladé znalosti feseni jednotlivych rovnic soustavy

budeme hledat prinik téchto reseni.

Priklad 1 (T. Riemel)
V oboru celych ¢isel feste soustavu diofantovskych rovnic:
r—Ty+6z= 3,
S5r 4+ 12y — 8z = 11.

Reseni 1. Nejprve ovéfime, zda jsou obé rovnice dané soustavy fesitelné. Jelikoz
D(1,7,6) |3 aD(5,12,8) |11, jsou obé rovnice fesitelné. V tomto Feseni pouzijeme
elimina¢ni metodu (viz kapitola 2.10). Z prvni rovnice soustavy ziskdme vztah
x = 3+7y—62z. Po dosazeni tohoto vztahu do druhé rovnice ziskame diofantovskou

rovnici ve tvaru
ATy — 382z = —4.

38



Tuto rovnici budeme fesit Eulerovou metodou (kapitola 2.2). Nejprve si vyjadfime

vztah pro z

A +4Ty +4+9y
~ 38 YT 38

z
Jelikoz z € Z, musi byt celym ¢islem (4 + 9y)/38, tzn.
4 4 9y = 38k,

kde k € Z. Upravou ziskdme vztah

k—4 2%k — 4
::%9 = 4k + .

y

JelikoZ y € Z, musi byt celym ¢islem (2k — 4)/9, tzn.

2k — 4 =91,

kde [ € Z. Opétovnou tpravou ziskdme vztah

9l + 4 z
k=20 oyl
2 MR

Z posledni rovnice plyne, ze musi platit vztah [ = 2m, kde m € Z. Dosazenim

ziskame
y= 38m+ 8,
z = 4Tm + 10,
r = —16m — 1.

Zaver. ReSenim dané soustavy jsou vSechny usporadané trojice ve tvaru

(—16m — 1,38m + 8,47m + 10), kde m € Z. ]

Reseni 2. Jelikoz v feSeni 1 jsme jiz ovérili, Ze jsou obé rovnice soustavy Tesitelné,
proto tento krok presko¢ime a fesime déle danou soustavu aditivni metodou (ka-
pitola 2.11). Prvni rovnici soustavy vyndsobime ¢islem —5 a ziskdme tak novou

soustavu ve tvaru
—bx + 35y — 30z = —15,
or + 12y — 8z = 11.

39



Sec¢tenim obou rovnic ziskdme diofantovskou rovnici

4Ty — 382 = —4,

v niz doslo k eliminaci neznamé z. Dale mizeme postupovat analogicky jako

v 1. feSeni a dostaneme stejné (analogické) FesSeni. O

Reseni 3. Tieti zptisob feSeni vychazi ze znalosti feseni jednotlivich rovnic sou-
stavy. Jelikoz jsme v 1. feSeni ovétovali Tesitelnost obou rovnic, proto tento krok
presko¢ime. V dalsim kroku feSme prvni rovnici soustavy z —7y+6z = 3. Pro zis-
kani feSeni této rovnice pouzijeme metodu ¢iselnych kongruenci (viz kapitola 2.4),
diky niz lze prepsat rovnici do tvaru

r=y (mod 3).

Pokud polozime y = k, kde k € Z, pak x = k + 3l, kde [ € Z. Dosazenim za x,y

do ptivodni rovnice ziskame
1 +2k -1

2

z

Jelikoz z € Z, musi byt viraz 1 4+ 2k — [ = 2m, kde m € Z. Upravou dostaneme
vztah [ = 142k —2m. Dosazenim ziskdme usporadané trojice (3+ 7k —6m, k, m),
které jsou feSenim rovnice x — Ty + 6z = 3.
Nyni feSme rovnici 5x + 12y — 8z = 11. Opét pouzijeme metodu ¢iselnych kon-
gruenci a rovnici prepiseme do tvaru

r=1 (mod 2).
Je tedy x = 1 + 2a, kde a € Z. Dosazenim za x do rovnice bx + 12y — 8z = 11

ziskdme diofantovskou rovnici

6y — 4z = 3 — Ha.

Leva strana této rovnice je sudé cislo, z ¢ehoz plyne, ze a = 2b — 1, kde b € Z.

Upravou dostaneme
3y — 2z =4 — 5b,

kterou lze pfepsat do tvaru kongrueéni rovnice y = b (mod 2), tzn. y = b + 2c,

kde ¢ € 7Z. Dosazenim vztahu y = b+ 2¢ do 3y — 2z = 4 — 5b dostaneme
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2z = 4b + 3¢ — 2. ReSenim druhé rovnice soustavy jsou tedy uspofadané trojice
(—1+44b,b+ 2¢,—2 + 4b + 3c¢).

Porovnanim nalezenych usporadanych trojic vznikne soustava

—1+4b =3+ 7k —6m,
b+ 2c = k,
—2+4b+3c = m.

Dosazenim za k, m do prvni rovnice této soustavy ziskame

16 — 21
_6=2 b

¢ 4 4

Jelikoz ¢ € 7Z, pak b = 4d, kde d € 7Z. Zpétnym dosazenim dostaneme feSeni
prikladu

x=—1+4b = —1 + 16d,

y= b+2c = 8 —38d,

2 =—2+4b+3c= 10— 47d.

Zaver. Resenim dané soustavy rovnic jsou vSechny usporadané trojice ve tvaru

(—1 + 16d,8 — 38d, 10 — 47d), kde d € Z. 0

Priklad 2 (T. Riemel)
V oboru celych ¢isel feste soustavu diofantovskych rovnic:
20— y+ 3z =5,
Sr+6y — 224 v=17T,
3r—by+ 11z +3v =9.

Reseni. Kazd4 rovnice soustavy Fesitelna, nebof D(2,1,3)|5, D(5,6,2,1)|7 a
D(3,5,11,3)|9. Tuto soustavu rovnic budeme fesit elimina¢ni metodou (viz ka-
pitola 2.10). Z prvni rovnice soustavy ziskdme vztah y = 2z + 3z — 5, ktery
aplikujeme do zbylych rovnic soustavy a ziskame soustavu
172 + 162 + v = 37,
Tr+ 4z — 3v = 16.
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Znovu pouzijeme eleminac¢ni metodu a vztah v = 37 — 172 — 162 ziskany z prvni
rovnice této soustavy aplikujeme na rovnici druhou. Dostaneme diofantovskou

rovnici ve tvaru
58x + 52z = 127.

Jelikoz leva strana této diofantovské rovnice je sudé ¢islo a prava strana ¢islo
liché, pak nema tato rovnice feseni v oboru celych ¢isel, a tudiz nema feseni ani

ptvodni soustava rovnic.

Zaveér. Dana soustava nema FeSeni v oboru celych cisel, ackoliv kazda rovnice

dané soustavy diofantovskych rovnic je Tesitelna. O

3.2 Soustavy diofantovskych rovnic vyssich rada

Mnohdy je potieba Tesit nejen soustavy linearnich rovnic, ale i soustavy rov-
nic vyssich radt. Proto je v této praci vénovana jeji ¢ast prave této problematice.
Soustavou diofantovskych rovnic vyssich f4di mame na mysli soustavu diofan-
tovskych rovnic, v niz alespon jedna z rovnic soustavy je vyssiho fadu nez li-
nearni. V predchozi kapitole jsme ukazali 3 zptisoby Teseni soustav linearnich
diofantovskych rovnic. U soustav rovnic vyssich fadd prvni dvé metody (aditivni
a elimina¢ni) nemusi byt vzdy efektivni, a proto je vétsinou vhodnéjsi vyuzit tfeti
moznost Feseni zaloZzenou na hledani spole¢ného feseni vychazejiciho ze znalosti

feseni jednotlivych rovnic soustavy.

Piiklad 3 (T. Riemel)
V oboru celych ¢isel reste soustavu:

22y? + 922 + 4y? — 62y + day® — 24ay + 362 — 24y + 27 = 0,
21z + 6y = 15.

Reseni. Prvni rovnice soustavy je feSenou rovnici z piikladu 16 v kapitole 2.7.
ReSenfm dané rovnice jsou uspoiddané dvojice (z,y) € {(—1,6), (=3,0), (—3,6),
(—1,0)}. Druhé rovnice soustavy je FeSenou rovnici v piikladu 4 v kapitole 2.2.
ReSenim dané diofantovské rovnice jsou usporadané dvojice (1 — 2d, —1 + 7d),
kde d € Z. Ze znalosti feseni obou rovnic soustavy hleddme spole¢né reseni sou-

stavy, jenz musi spliiovat alespon jednu z nasledujicih ¢tyi soustav rovnic:
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a) —1= 1-2d, b) —3= 1-2d,

6=—1+17d, 0=—1+17d,
) —3= 1-2d d) —1= 1-2d4,
6=—1+7d, 0=—1+7d.

Nyni budeme fesit jednotlivé vyse uvedené soustavy rovnic.

a) Necht
1= 1-24
6 =—147d.

Z prvni rovnice plyne d = 1. Dosazenim tohoto vztahu do druhé rovnice ziskame

rovnost 6 = 6. Tedy (—1,6) je feSenim dané soustavy diofantovskych rovnic.

b) Necht
3= 1-2d,
0=—-147d.

Z prvni rovnice plyne d = 2. Dosazenim tohoto vztahu do druhé rovnice zis-
kédme rovnost 1 = 14, kterd neplati. Tudiz (—3,0) neni feSenim dané soustavy

diofantovskych rovnic.

c) Necht
3= 1-2d,
6=—-1+"7d.

Z prvni rovnice plyne d = 2. Dosazenim tohoto vztahu do druhé rovnice zis-
kédme rovnost 7 = 14, kterd neplati. Tudiz (—3,6) neni feSenim dané soustavy

diofantovskych rovnic.
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d) Necht
1= 1-2d,
0=—-147d.

Z prvni rovnice plyne d = 1. Dosazenim tohoto vztahu do druhé rovnice zis-
kdme rovnost 1 = 6, kterd neplati. Tudiz (—1,0) neni FeSenim dané soustavy

diofantovskych rovnic.

Zaver. Jedinym TeSenim dané soustavy diofantovskych rovnic je usporadana dvo-

jice (z,y) = (—1,6). O

Piiklad 4 (T. Riemel)

V oboru celych ¢isel feste soustavu:
522 + 22y + 5y = 82y,
7° + 4y = 82°.

Reseni. Prvni rovnice soustavy je feSenou rovnici z pifkladu 12 v kapitole 2.6.
Regenim dané rovnice je usporddana dvojice (0,0). Druh4 rovnice soustavy je
fesenou rovnici v piikladu 17 v kapitole 2.8. Resenim dané diofantovské rovnice je
uspofadand trojice (0,0, 0). Resenim druhé rovnice je uspofddana trojice, z éehoz
plyne, Ze feSenim prvni rovnice jsou uspotradané trojice (z,y, z) = (0,0, k), kde k
je libovolné celé cislo.
Zdvér. Resenim dané soustavy je uspoifddand trojice (r,y,2) = (0,0,0), jelikoz
musi byt splnény obé rovnice dané soustavy zaroven. O]
Piiklad 5 (MD A-1-3-05)
V oboru celych cisel Teste soustavu:
22z 4+ y*2 + day = 40,
z? + y2 + zyz = 20.

Reseni. Pii feseni této tlohy pouzijeme aditivni metodu. Nejprve vynasobime

druhou rovnici soustavy ¢islem 2 a ziskame ekvivalentni soustavu rovnic ve tvaru
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2’z + P2+ day = 40,
22 + 2% + 2xyz = 40.

Sec¢tenim obou rovnic takto upravené soustavy dostaneme

22y + 22 + day + 22° 4 2% + 2xyz = 80.

Tuto rovnici lze zapsat v sou¢inovém tvaru

(z +y)*(z +2) = 80.

Z posledni rovnice plyne metoda faktorizace. Jelikoz 80 = 2% - 5, dostavame t¥i

moznosti:

a) r+y = £1. Dostdvdme (£1)?*(2+2) = 80, z éehoz plyne z = 78. Dosazenim
za z do puivodni soustavy rovnic ziskdme soustavu rovnic
39(z? + 32) + 2zy = 20,

v+ y* =20 — T8xy.

Tuto soustavu resime eliminacni metodou a dostaneme rovnici

T6xy = 19,
ktera vSsak neméa zadné feseni pro z,y cela.

b) z+y = +2. Dostavame (+2)?(z+2) = 80, z éehoZ plyne z = 18. Dosazenim
za z do pivodni soustavy rovnic ziskdme soustavu rovnic
9(x* +y?) + 2zy = 20,
22+ 9? =20 — 18xy.

Tuto soustavu feSime eliminacni metodou a dostaneme rovnici

zy =1,

ze které plynou 2 feSeni 1 = y; = 1 a v = ys = —1. ResSenim dané

soustavy jsou usporadané trojice (z,y, z) € {(1,1,18),(—1, —1,18)}.
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¢) z+y = +4. Dostavame (£+4)?(z +2) = 80, z ¢ehoz plyne z = 3. Dosazenim
za z do pivodni soustavy rovnic ziskdme soustavu rovnic
3(2* +y?) + 4wy = 40,
w2+ y* =20 — 3ay.

Tuto soustavu reSime eliminacni metodou a dostaneme rovnici

ry = 4.

Z druhé rovnice upravené soustavy plyne x2+y? = 8. Ziskdvame tak 2 feseni
r3 =1y3 =2 axy = ys = —2. ReSenim dané soustavy jsou zde usporadané

tI‘OjiCG (*1'7 Y, Z) < {(27 27 3)7 (_27 _27 3)}

Zaver. Resenim dané soustavy rovnic jsou nasledujici usporadané trojice celych

¢isel (z,y,2) € {(1,1,18), (—1,—-1,18),(2,2,3),(—2,—2,3)}. O
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4 ReSené tilohy z MO

Na vétsiné stfednich skol studuji zéci, ktefi fesi MO. Jelikoz v mnoha uply-
nulych roc¢nicich MO se vyskytovaly diofantovské rovnice, uvadime zde nékteré

fesené priklady z MO z oblasti diofantovskych rovnic.

Piiklad 1 (MO 57-C-11-2)

Klarka udélala chybu pfi pisemném nasobeni dvou dvoumistnych cisel, a tak
ji vyslo ¢islo o 400 mensi, nez byl spravny vysledek. Pro kontrolu vydélila cislo,
které dostala, mensim z nasobenych cisel. Tentokrat pocitala spravné a vysel ji

neuplny podil 67 a zbytek 56. Ktera cisla Klarka néasobila?

Reseni. Pokud oznacime = mensi a y vétsi z nasobenych ¢isel, pak ze zadani tlohy

plyne
xy — 400 = 67x + 56.

Tuto rovnici lze zapsat ve tvaru z(y — 67) = 456. Cislo x musi byt dvoumistny
délitel ¢isla 456 = 23 - 3 - 19, kde jsme vyuzili metody faktorizace (kapitola 2.7).
Ze zadani rovnéz plyne, Ze Cislo x je vétsi nez prislusny zbytek 56. Nejmensi
moznou hodnotou z, které splituje zadani tlohy je x = 3 - 19 = 57. Dalsi mozné
hodnota x musi splilovat nerovnost z > 4 - 19 = 76. Pro y dostavame nerovnost
y—67<2-3=06.%Z téchto dvou nerovnosti plyne, ze

y <73 <z

Posledni vztah ovsem odporuje zvolenému oznaceni, kdy = < y. Jedinym moznym
feSenim dané ulohy je tedy usporddana dvojice (x,y) = (57,75).
Zaver. Klarka nésobila ¢isla 57 a 75. [l

Piiklad 2 (MO 57-C-1I-4)

Najdéte vSechny trojice celych ¢isel x,y, z pro néz plati
e+ yV3+ VT =y+ 2V3+ VT,

Resend. Danou rovnici lze pfepsat ve tvaru
r—y=(z—y)V3+(z - 2)VT.
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Po umocnéni a nasledné tpraveé ziskame rovnici

(¢ —y)* =3(2 =)’ = Tz — 2)* = 2(x — 2)(z — y)V2L

Pov&imnéme si, Ze pro x # z a y # z nemuze vyse uvedené rovnice platit, nebot
na levé stran€ rovnice by bylo ¢islo celé a na pravé strané ¢islo iracionalni. Rovnost
miiZze nastat, pravé kdyz x = z nebo y = 2. Po dosazeni za © = z do ptivodni

rovnice dostaneme

z—y=V3(z—y)

Tato rovnost plati jen, kdyz * = y = z. V druhém ptipadé po dosazeni y = z

do ptvodni rovnice dospéjeme ke stejnému vysledku.

Zaveér. ReSenim dané rovnice jsou usporadané trojice (z,y,z) = (m,m, m), kde

m € 7. O

Piiklad 3 (MO 57-C-1-3)

Mame urcity pocet krabicek a urcity pocet kulicek. Dadme-li do kazdé kra-
bicky pravé jednu kulicku, zbyde nam n kulicek. Kdyz vsak dame praveé n kra-
bicek stranou, mtizeme vsSechny kulicky rozmistit tak, aby jich v kazdé zbyvajici

krabicce bylo pravé n. Kolik mame krabicek a kolik kulicek?

Reseni. Oznacme neznamou z pocet krabicek a neznamou y pocet kulicek. Toto
oznacCeni umoznuje zapsat zadani ilohy ve tvaru soustavy rovnic
r+n=y,

(x—n)-n=y,

s neznamymi x, y,n € N. Tuto soustavu diofantovskych rovnic lze fesit napr. po-
moci eliminaéni ¢ aditivni metody (kapitoly 2.10 a 2.11). Vyjadienim y = x +n
a naslednym prepsanim druhé rovnice soustavy ziskdme rovnici ve tvaru
x +n = (x—n)-n, kterd neméa feseni pro n = 1. Pro n > 2 dostaneme rovnici

n®+n
xr =

2
= 2 .
n—1 ne +n—1

Jelikoz z € N, musi byt ¢islo n — 1 délitelem ¢isla 2, tj. n € {2,3}. Dosazenim
n = 2 do ptvodni soustavy rovnic ziskdme feseni (x,y) = (6, 8). Dosazenim n = 3
do ptivodni soustavy rovnic ziskdme feseni (x,y) = (6,9).
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Zavér. Dand tloha mé 2 feSeni. Bud mame Sest krabicek a osm kulicek, nebo

mame Sest krabicek a devét kulicek. O

Piiklad 4 (MO 57-C-1-6)
Klarka méla na papiru napsano trojmistné cislo. Kdyz ho spravné vynéso-
prostfedni dveé cislice se rovnaly a posledni ¢islice byla souctem ¢islic ptivodniho

c¢isla. Které ¢tyfmistné cislo mohla Klarka dostat?

Reseni. Nezndmou x ozna¢me piivodni &slo o = 100a + 10b + ¢, kde a, b, ¢ jsou
jeho cislice. Neznamou d oznac¢me ¢islici, ktera se vyskytuje na prostfednich dvou

mistech vysledného soucinu. Zadani tulohy lze pak zapsat ve tvaru

9 - (100a + 10b + ¢) = 1000a + 100d + 10d + (a + b+ ¢).

Upravou lze rovnici zapsat ve tvaru

100 - (b—a —d) = 10d + a + 11b — 8c.

Vyuzitim metody nerovnosti a odhadu (kapitola 2.6) mtzeme bez jmy na obec-
nosti predpokladat, ze plati b > a. Pomoci dosazovani jednotlivych pripustnych

hodnot za neznamé a, b, ¢ v nize uvedené tabulce hledame feseni dané tlohy.

a 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4

7 ) 3 1 6 4 2 ) 3 4

& 1 2 3 4 1 2 3 1 2 1
92 || 1539 | 1368 | 1197 | 1026 | 2349 | 2178 | 2007 | 3159 | 2988 | 3969

Zdvér. Resenim tlohy je pravé jedno ¢tyimistné éislo vyhovujici zadani, a to éislo
2007. O]
Priklad 5 (MO 56-C-1-1)

Urcete vSechny dvojice (a,b) ptirozenych ¢isel, pro néz plati

a4 bvV5=0b+ aVh.

Resend. Pomoci substituci (viz kapitola 2.3) m = y/a, n = v/b dostaneme danou

rovnici ve tvaru ) )
m* —n”—5(m—n)=0.
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Upravou lze prevést predchozi rovnici do soucinového tvaru

(m—=n)(m+n—->5)=0,

kterou fesime pomoci metody faktorizace (kapitola 2.7). Tedy m = n nebo
m +mn = 5. V prvnim pripadé po zpétné substituci zjistime, Ze zadani tlohy
vyhovuji vSechny uspotadané dvojice ve tvaru (a,b) = (k, k), kde k € Z. V dru-
hém piipadé dostdvame rovnici \/a + Vb = 5, kterou Fesime metodou nerovnosti
a odhadii (kapitola 2.6). Jelikoz a,b € N, plati 1 < y/a, Vb < 4. Vsimnéme si, ze
rovnice v/a + Vb = 5 se nezméni{ zdménou neznamyrch a, b. Proto mtzeme pred-
pokladat, ze a < b. Z predpokladu plyne \/a < 2,5, a tedy a < 6,25. Dosazenim
hodnot a = 1,2,...,6 do vztahu

b=(5-+a),

ziskame konkrétni feSeni rovnice, pricemz zbyla feSeni ziskdme zdménou naleze-

nych hodnot pro a,b.

Zaver. Dané rovnici vyhovuji usporadané dvojice (a,b) € {(1,16), (4,9), (9,4),
(16, 1), (k,k)}, kde k € Z. O

Piiklad 6 (MO 53-C-114)

Zaci méli vypoéitat priklad x + y - z pro trojmistné éislo  a dvojmistna &isla
y, z. Martin umi nasobit a scitat c¢isla zapsana v desitkové soustavé, ale zapomnél
na pravidlo pfednosti nasobeni pfed s¢itanim. Proto mu vyslo sice zajimavé ¢islo,
které se Cte stejné zleva doprava jako zprava doleva, spravny vysledek byl ale

0 2004 mensi. Urcete ¢isla z, v, 2.

Re$end. Martin spo¢ital hodnotu (x + y)z misto = + yz, takZe podle zadan{ plati
(x4+y)z—(x+yz)=2004 ¢li x(z—1)=2004=12-167,

pricemz ¢islo 167 je prvocislem. V dalsim kroku feseni vyuzijeme metodu faktori-
zace a metodu nerovnosti a odhadi (viz kapitoly 2.7 a 2.6). Cislo z je dvojmistné,
tudiz musi platit nerovnost

9<2-1<98.
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Z rovnice x(z—1) = 2004 = 12-167 plyne x = 167, z = 13. Martin tedy vypocital
¢islo C' = (167 + y) - 13. Cislo C je ¢tyimistné, a jelikoz se ¢te zepredu stejné
jako zezadu, pak lze zapsat ve tvaru C' = 1001a + 1106, kde a € {1,2,...,9},
be{0,1,...,9}. Protoze 1001 = 13 - 77, musi platit rovnost

(167 +y) - 13 =13 - 77a + 1100.

Z této rovnosti plyne, ze 13 | b, coz spliiuje pouze b = 0. Po dosazeni b dostaneme

rovnost
167 +y = T7a.

Jelikoz ¢islo y je dvojmistné, tudiz musi spliiovat i nerovnost 10 < y < 99. Z ¢ehoz

plyne, ze a = 3 a tedy y = 64.

Zdvér. Zaci méli pocitat piiklad 167 + 64 - 13, tedy x = 167, y = 64, z = 13. [

Priklad 7 (MO 51-C-1-3)

Urcete v8echny dvojice (x,y) celych ¢isel, které jsou fesenim nerovnice

T 6 5\/§

Ve S Ty
Reseni. V zadani tlohy se vyskytuje diofantovska nerovnice. Ackoliv je tato prace
vénovana diofantovskym rovnicim, pfesto uvadime jeden piiklad diofantovské ne-
rovnice, kterou lze fesSit pomoci metod pouzivanych pro feseni diofantovskych
rovnic.
Ze zadani ulohy plyne, Ze x,y musi byt pfirozena ¢isla. Vynasobenim obou stran
nerovnice kladnym ¢islem y/x ziskdme ekvivalentni nerovnici

zy +6 < 5V/5.

Upravou dostaneme nerovnici v sou¢inovém tvaru
(Vry —3)(Vry —2) <0,

ktera plati, prave kdyz 2 < /ry < 3. Jelikoz x,y € N, z posledni nerovnice plyne,
ze staci uvazovat jen xy < 9. Dosazenim piipustnych hodnot za z,y ziskdme
uspotfadané dvojice prirozenych ¢isel, jenz jsou fesenim posledni nerovnice a dané

nerovnice, ktera je s ni ekvivalentni.
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Zdvér. Resenim dané nerovnice jsou uspotradané dvojice (z,y) € {(1,5), (1,6),

(1,7), (1,8), (2,3), (2,4), (3,2), (4,2), (5,1), (6,1), (7,1), (8,1)}. O

Piiklad 8 (MO 51-C-1-4)

Josef se vracel z vyletu. Nejdiive jel vlakem a pak pokracoval ze zastavky
na kole. Cela cesta mu trvala presné 1 hodinu 30 minut a urazil pti ni vzdalenost
60 km. Vlak jel primérnou rychlosti 50 km/h. Urcete, jak dlouho jel Josef na kole,
kdyZ jeho rychlost v km/h je vyjaddfena pfirozenym ¢islem stejné jako vzdalenost

méfena v km, kterou na kole ujel.

Resend. Oznacme z vzdalenost, kterou Josef ujel na kole a v jeho rychlost v km /h.
Podle zadani x,v € N, pfi¢emz = < 60. Na kole jel Josef po dobu x/v h. Vlakem
ujel vzdéalenost (60 — ) km a tuto vzdalenost ujel za (60 — x)/50 h. Ze zadani

plyne platnost rovnice
60—z x 3

50 +v 2’

kterou lze upravit do tvaru

50z — 15v — zv = 0.

Posledni rovnici lze prepsat v souc¢inovém tvaru

(50 — v)(x +15) = 15-50 = 2- 3 - 5%,

jenz fesime metodou faktorizace (kapitola 2.7). Z této rovnice plyne, ze 50 — v
je prirozené cislo mensi nez 50 a x + 15 je prirozené cislo vétsi nez 15, které
neprevysuje 75, a navic soucin (50 — v)(z + 15) je délitelny ¢islem 5°. Dostavame

¢tyti pripady.
a) 5°| (50 — v). To neni ovSem mozné, nebot 1 < 50 — v < 50.
b) 521 (50 —v) a 5| (x + 15). Cislo 50 — v je rovno 25, odtud v = 25 a x = 15.

¢) 5](50 — v) a 52| (z + 15). Cislo x + 15 € {25,50}, z ¢ehoz plynou dvé

moznosti v =20, x = 10 a v = 35, x = 35.

d) 5| (x + 15). To neni ovsem mozné, nebot 15 < x + 15 < 75.
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Mozné casy Josefovy jizdy na kole (v minutach) proto jsou 15 - 60/25 = 36,
10-60/20 = 30 a 35 - 60/35 = 60.

Zaver. Podle zadéani tlohy ujel Josef na kole 30, 36 nebo 60 minut. [

Piiklad 9 (MO 65-C-I-1)
Najdéte vSsechny mozné hodnoty soucinu prvocisel p, ¢, r, pro ktera plati

p* — (¢ +7)* =637

Reseni. Podle vzorce a? — b? lze prepsat rovnici ve tvaru

(p+q+7r)p—q—1)=63T7.

Tato rovnice je v sou¢inovém tvaru, a proto pouzijeme metodu faktorizace (kapi-
tola 2.7). Jelikoz p, g, r jsou prvocisla, pak prvni ¢initel v uvedené rovnici je vétsi

a kladny, a tudiz i druhy je kladny. Cislo 637 lze rozlozit
637 =637-1=091-7=49-13,

proto hodnoty ¢initeltt v uvedené rovnici musi byt ¢iselné rovny alespon jedné dvo-
jici ¢isel (637,1), (91,7), (49, 13). Povsimnéme si, Zze prvocislo p je aritmetickym
primérem obou ¢initeld, tudiz se musi rovnat jednomu z ¢isel (637 +1)/2 = 319,
(91+7)/2 =49, (49 + 13)/2 = 31. Jelikoz prvni dvé ¢isla nejsou prvodisla a tieti
ano (319 = 11-29, 49 = 7%), pak p = 31. Z toho plynou rovnosti 31 + ¢ +r = 49,
31 — p — q = 13, které jsou splnény, pravé kdyz ¢ + r = 18. Takové dvojice {q,r}
jsou jediné {5,13} a {7,11}.

Zdavér. Zkoumany soucin pgr ma dvé mozné hodnoty, tj. 31 -5-13 = 2015 a

31-7-11 =2387. [l

Pfiklad 10 (MO 65-C-1I-1)
Najdéte nejmensi moznou hodnotu vyrazu

322 — 12zy + y*,

ve kterém z a y jsou libovolna nezaporna cela cisla.
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Reseni. Oznacme dany vyraz M a upravme jej pomoci dvojiho uziti tzv. doplnéni
na druhou mocninu

M =32 — 12zy +y* = 3(x — 2y)? — 120> + y* = 3(x — 29)® + (* — 6) — 36.

Z¥ejmé plati (x—2y)? > 0, takZe nejmensi moznou hodnotu vyrazu M dostaneme,
pravé kdyZ x = 2y. Nyni zbyvé vyfesit nejmensi moznou hodnotu vyrazu (y?—6)2.
Jelikoz y? € {0,1,4,9,...} a ¢islo 6 lezi mezi &isly 4 a 9, plati pro kazdé celé ¢islo
Yy nerovnost

(4> — 6)> > min{(4 — 6), (9 — 6)>} = min{4,9} = 4.

Dostavame odhad vyrazu M pro libovolna cela ¢isla z a y

M>3-0+4—36=—-32.

Zaver. Rovnost M = —32 (coz je nejmensi hodnota daného vyrazu) nastane

v posledni nerovnosti, praveé kdyz y =2 a x = 2y = 4. O]
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5 Soubor neresenych tuloh

Pro potireby matematickych seminait na stiednich skolach je mozné vyuzit i
nize uvedené netrésené priklady. U kazdého prikladu se naléza navod k feSeni a
spravny vysledek dané tlohy. Kazdou tlohu z kapitoly 5 lze TeSit metodami jiz

diive popsanymi v této praci.

Priklad 1 (T. Riemel)
V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici

83x — b3y = 12.

[Ndvod: Ulohu lze fesit napi. pomoci Eulerovy metody, metody feseni pomoci
Eukleidova algoritmu, ¢iselnych kongruenci, retézovych zlomkii.

Resent: (z,y) = (11 + 53k, 17 + 83k), kde k € Z.

Priklad 2 (T. Riemel)
V oboru celych ¢isel feste diofantovskou rovnici

28z + 13y = 8.

[Ndvod: Ulohu lze fesit napf. pomoci Eulerovy metody, metody feSeni pomoci
Eukleidova algoritmu, ¢iselnych kongruenci, retézovych zlomki.

Resent: (z,y) = (4 — 13m, —8 + 28m), kde m € Z.]

Priklad 3 (MD B-T-2-13)
Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel x a y spliujici rovnici

2 3
4=,
Ty

[Ndvod: Danou rovnici lze upravit do tvaru (x —2)(y — 3) = 6 a dale postupovat
pomoci metody faktorizace.
Resent: (z,y) € {(3,9), (8,4), (4,6),(5,5), (1,-3),(—4,2),(=1,1)}]
Piiklad 4 (MD B-T-1-96)
Najdéte vsechna celociselna feSeni rovnice
ryz + 2y +yz+xz+x+y+ 2= 1996.
55



[Ndvod: Po pficteni ¢isla 1 k obéma strandm dané rovnice lze upravenou rovnici
zapsat ve tvaru (z + 1)(y + 1)(z + 1) = 1997 a dale postupovat pomoci metody
faktorizace.

Resent: (x,y,2) € {(1996,0,0), (0,1996,0), (0,0,1996), (1996, -2, —2),
(—2,1996,—-2), (—2,—2,1996), (1998,—-2,0), (—2,1998,0), (—2,0,1998),
(1998, 0, —2), (0,1998, —2), (0, —2,1998)}.]

Piiklad 5 (T. Riemel)

Reste rovnici
2v + 4y — 52 4 12u = 17,

kde z,y, z,u € Z.
[Ndvod: Danou rovnici lze Fesit napf. metodou ¢iselnych kongruenci. Rovnici lze

pfepsat do tvaru kongruenéni rovnice z =1 (mod 2).

Resent: (z,y,z,u) = (1 +k+20,5+2k — 1 —3m,1+2k,m), kde k,l,m € Z.]

Piiklad 6 (T. Riemel)
V oboru celych ¢isel reste diofantovskou rovnici

68x 4+ 71y = 11.

[Ndvod: Ulohu lze fesit napf. pomoci Eulerovy metody, metody feSeni pomoci
Eukleidova algoritmu, ¢iselnych kongruenci, retézovych zlomki.

Resent: (z,y) = (20 — 7la, —19 + 68a), kde a € Z.]

Priklad 7 (T. Riemel)
V oboru nezapornych celych ¢isel feste diofantovskou rovnici

32 — 2zy + 3y® = T2y~

[Ndvod: Ulohu lze fesit napf. pomoci metody nerovnosti a odhadii. P¥edpokla-
dejme, Ze plati x > vy, pak ziskdvdme nerovnost 4x? > 7x2y?

Resent: (z,y) = (0,0).]

Piiklad 8 (T. Riemel)
V oboru nezapornych celych ¢isel feste rovnici
"+ 3y" =927
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[Ndvod: Ulohu lze fe$it pomoci metody nekone¢ného

r1 = 3z. Resent: (z,y,2) = (0,0,0).]

Piiklad 9 (T. Riemel)

Naleznéte vSechna celociselna feseni soustavy rovnic
3r+ y =2,
r—3y+z="T.

klesani, kde

[Ndvod: Danou soustavu lze fesit napt. pomoci aditivni nebo elimina¢ni metody.

Resent: (z,y,2) = (k,2 — 3k, 13 — 14k), kde k € Z.]

Piiklad 10 (T. Riemel)

V oboru celych ¢isel feste soustavu rovnic
or+ y+3z =06,
92 — 3y + 4z —8u =7,
20 —4y — 3z +4u = 9.

[Ndvod: Danou soustavu lze fesit napt. pomoci aditivni nebo elimina¢ni metody.

Resent: (z,y, z,u) = (10 — 62,13 — 98¢, —19 + 136t, —4 + 35t), kde t € Z.]
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6 Dodatek k diofantovskym rovnicim

V zavéru diplomové prace uvadime dva specialni typy diofantovskych rovnic
a tzv. 10. Hilberttv problém. Tato kapitola ma informativni charakter, a proto

pripadni zadjemci o danou problematiku mohou cerpat i z jinych zdroju.

6.1 Pellova rovnice

Prvnim specidlnim typem diofantovskych rovnic je tzv. Pellova rovnice. Pro nize

uvedeny popis feSeni Pellovy rovnice se opirame o znalosti z kapitoly 2.5.

Definice 6.1.1
Kvadratickou iracionalitou nazveme kazdy iracionalni kofen kvadratické rov-

nice s celo¢iselnymi koeficienty. Obecny tvar kvadratické iracionality lze zapsat

ve tvaru
a + \/E

Y

C

kde a,b,c € Z, b > 0, kde b neni druhou mocninou zadného prirozeného c¢isla.

Véta 6.1.2 (Lagrangeova)

Retézovy zlomek kazdé kvadratické iracionality je periodicky.

Definice 6.1.3

Diofantovska rovnice ve tvaru

2?2 —ay? =1,

kde a > 0, y/a je kvadratickd iracionalita, s nezndmymi z,y € Z, se nazyva

Pellova rovnice.

Pellova rovnice mé vzdy trividlni feseni (x,y) = (1,0). Pokud hleddme kladné

P, P,
feseni, tj. (z,y) € N2, pak jej lze hledat ve tvaru —k, kde k je sudé a Ll

Qr Qk

ciadlnim zlomkem ¢isla y/a. Da se dokdzat, ze (P, Q) je FeSenim Pellovy rovnice,

je par-

je-1li /a periodicky Fetézovy zlomek s periodou od 2. ¢lenu ve tvaru

Va=(ci, (ca,. .., chi)),
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s délkou periody k (viz [9], str. 97). Jelikoz jsme piedpokladali, Ze k je sudé ¢islo,
pak FfeSenim Pellovy rovnice jsou dvojice (Py, Qk), (Pak, Qar), atd. Pokud je k

liché ¢islo, pak feSenim Pellovy rovnice jsou dvojice (Pog, Qar), (Pik, Qar), atd.

Priklad 1

Najdéte nejmensi kladné feseni rovnice z? — 8y? = 1.

Resend. Plati /8 = (2,(1,4)), kde k = 2. Nejmensi kladné feseni dané rovnice je
tedy (z,y) = (P2, @Q2) = (3,1). 0

Priklad 2
Urcete nejmensi kladné feSeni rovnice z2 — 13y* = 1.

Regend. Plati v13 = (3,(1,1,1,1,6)), kde k = 5. Nejmensi kladné feseni dané
rovnice je tedy (z,y) = (P, Q10) = (649, 180). O

6.2 Pythagorejska rovnice

Definice 6.2.1

Diofantovska rovnice ve tvaru

kde x,y, z € Z, se nazyva pythagorejskd rovnice.

Definice 6.2.2
Usporadana trojice ¢isel (a, b, ¢), kde a, b, ¢ € N, ktera splituje pythagorejskou

rovnici, se nazyva pythagorejska trojice.

Geometricky lze ¢isla a,b chapat jako velikosti odvésen u pravotthlého trojihel-
niku a ¢islo ¢ jako velikost prepony (viz Pythagorova véta). Mnozi zaci ze zaklad-
nich 8kol znaji pythagorejské trojice (3,4,5) a (5,12, 13), ovSem obecné je téchto

¢isel nekoneéné mnoho.

Dalsi zajimavosti v oblasti diofantovskych rovnic je tzv. Fermatuv problém. Fer-

matovym problémem se nazyva tloha fesit rovnici
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:L,’Vl_'_yn:z,?

kde z,y,2z € Z, n € N. Trividlnim feSenim se nazyvaji usporéddané trojice
(ZE, Y, Z) S {(0) :l:kv k)v (ik7 07 k)} pro n sudé a (:L‘7 Y, 2) € {(Oa ka k)v (k7 07 k)a
(k,—k,0)} pro n liché, kde k je libovolné celé ¢islo. Pierre de Fermat v 17. stoleti

pri ¢etbé Diofantovy Aritmetiky poznamenal na okraj knihy tvrzeni:

Véta 6.2.3 (Velkda Fermatova)
Pro pfirozené ¢islo n > 3 neexistuji netrivialni celociselné feseni rovnice

Zajimavosti je, ze Fermat napsal, ze idajné objevil jednoduchy diikaz tohoto tvr-
zeni, ale jelikoz se uz na okraj knihy nevejde, proto ho neuvadi. Velkou Fermatovu
vétu dokazal anglicky matematik Andrew Wiles roku 1994, ktery za dikaz této
véty obdrzel roku 2016 Abelovu cenu.

6.3 10. Hilbertiv problém

Uz v ivodni kapitole uvadime, Ze neexistuje obecny algoritmus, ktery by vyre-
sil kazdou diofantovskou rovnici v kone¢ném case v oboru celych ¢isel. Tato zna-
lost neexistence algoritmu nebyla vsak dlouhou dobu ziejméa. David Hilbert roku
1900 formuloval seznam nevyftesenych otazek pro 20. stoleti, ve kterém pod ¢is-
lem 10 vystupuje nasledujici problém:

»2Mégme diofantickou rovnici s celociselnymi koeficienty s libovolnym poctem ne-
znamych. Urcete predpis, podle néhoz lze po konecném poctu kroki rozhodnout,
zda je tato rovnice Tesitelnd v oboru celych cisel.”

Diikaz neexistence algoritmu dokoncil roku 1970 Jurij Matijasevic, ktery vychazel

z praci z 50. let. Vice o tomto zajimavém problému lze nalézt napf. v [7].
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ZAavér

V diplomové praci jsou sousttedény zakladni poznatky o metodach feseni dio-
fantovskych rovnic a jejich soustav. Prace je rozc¢lenéna do Sesti kapitol. V kazdé
z nich (kromé 4. kapitoly) jsou uvedeny fesené piiklady, které jsou modifikaci
uloh z uvedené literatury, nebo jsou tlohami vytvofenymi autorem prace. Dalsim
vlastnim pfinosem prace je vlastni popis univerzalniho postupu k feseni soustav
diofantovskych rovnic vyssich fadi na zakladé znalosti feseni jednotlivych rovnic
dané soustavy.

Problematika diofantovskych rovnic a jejich soustav je soucast oblasti mate-
matiky s nazvem teorie cisel, ktera se neustale rozviji a pfichazi s novymi po-
znatky v této oblasti.

Cela prace je koncipovana tak, aby jejimu obsahu porozuméli mj. i zaci stied-
nich skol a mohli vyuzit ziskané znalosti z této oblasti pfi feSeni typovych tuloh
v nadstandardnich partiich skolské matematiky, popf. v riznych stiedoskolskych

matematickych soutézich.
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