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Uvod

Predmétem této bakalarské prace je problematika limity a spojitosti funkce
dvou proménnych a testovani jeji znalosti u student predmétu KMA /M2 pomoci
e-learningové platformy LMS Moodle.

Ctenaf se seznami s otazkami, které byly vytvofeny na zakladé dané teorie
a zaroven mu bude nazorné ilustrovan postup vypocti a odvozovani spravnych
odpovédi. Tyto postupy dokresluji testovanou teorii, a proto jsou uvedeny pirimo
s uvedenou latkou.

Text je rozdélen do 4 hlavnich kapitol, které jsou déleny dle tématu na dalsi
podkapitoly.

V prvni kapitole jsou zminény zakladni definice pojmi, které jsou potiebné
k pochopeni problematiky limity a spojitosti funkce dvou proménnych. Jedna se
hlavné o metricky prostor, okoli bodu, vztahy mezi bodem a danou mnozinou a
funkci dvou proménnych.

Druh4 kapitola se zabyva teorii limity funkce dvou proménnych. V prvni sekci
druhé kapitoly je vysvétlena dilezitost a nezbytnost pojmu limita funkce dvou
proménnych. Definice tohoto pojmu je uvedena v podkapitole druhé. Ve treti
podkapitole jsou zminény a nasledné vysvétleny typy limit. Navic je zde uvedena
definice pro ptipad vlastni limity ve vlastnim bodé. Ve ¢tvrté ¢asti jsou uvedeny
véty, tykajici se vlastnosti limit funkci. O tyto véty se néasledné opird pata pod-
kapitola, kterd se zabyva vypoctem limity funkce dvou proménnjych. Zminény
jsou zde t¥i metody vypocétu limity. Sestd podkapitola se tyka postupti, které se
pouzivaji k dikazu neexistence limity.

Treti kapitola je vénovana spojitosti funkce dvou proménnych. Tato ¢ast ba-
kalarské prace uvadi definici spojitosti funkce a dale jsou zde popsany vlastnosti
spojité funkce.

Ctvrta kapitola je jiz zaméfena na testovani studentt. Jsou zde popisovany
zpusob a principy tvoreni otazek a také jsou uvedeny vSechny otazky vcetné
jejich spravnych odpovédi. V neposledni fadé je zde uveden rozbor jiz realizova-

ného testu, vytvoreného ze zminénych otazek, pricemz analyzujeme vysledky na
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zékladé hodnoceni, ¢asu a generovani jednotlivych otazek.
Autorka predpokladéa v celém textu znalost latky probrané v predmétu
KMA /M1 a zéaroven predevsim vychdzi z pfednasek a materidlti navazujiciho

pfedmétu KMA /M2.



Seznam pouzitého znaceni

N o mnozina prirozenych cisel
R mnozina realnych cisel
R mnozina realnych ¢isel rozsifend o —oo a oo
Rt mnozina kladnych redlnych céisel
R kartézsky souc¢in R x R
R 2 kartézsky soucin R* x R*
R kartézsky souc¢in R x R x ---R
n
(a,b)y x (c,d) ............. kartézsky soucin dvou intervali, kde a,b,c,d € R

(a,b) X (¢,d) . kartézsky soucin dvou otevienych intervala, kde a, b, c,d € R

Us(Z0,10) « v evee et et e d-okoli bodu (zo, yo)
Us™ (Z0,50) v veeeeee e redukované d-okoli bodu (x¢, yo)
(M,p) o metricky prostor s metrikou p
hA mnozina vSech hrani¢nich bodd mnoziny A
A mnozina vSech vnitinich bodi mnoziny A
A mnozina vSech hromadnych bodi mnoziny A
Dy o defini¢ni obor funkce f
Do mnozina vSech hromadnych bodi definiéniho oboru funkce f
D} oo mnozina vSech vnitinich bodt defini¢niho oboru funkce f

X = (21,22 ,2,) .. libovolny bod z mnoziny R" n > 2, kde z1,29--- , x,

jsou souradnice tohoto bodu



1. Zakladni pojmy

Nejprve si zminime zakladni pojmy, ze kterych vychézime pti urc¢ovani definice
limity a spojitosti funkce dvou proménnych. Pro prehlednéjsi znaceni budeme
v nésledujicim textu body z obecného metrického prostoru (M, p) a z R? znagcit
velkymi pismeny a body lezici na realné ose, tj. body z R, pismeny maljmi.

Tato ¢ast bakalaiské prace prevazné ¢erpa informace ze zdroju [1], [8], [10] a

[11].

Definice 1. Necht A je neprazdnd mnozZina a necht p je zobrazeni A x A — R.

Plati —lipro X, Y, Z € A :

p(X,Y) =0
X=Y & pX,Y)=0
p(X.Y) = p(Y, X)
p(X.Y) < p(X,2) +p(2,Y),

uspotradand dvojice (M, p) se nazyva metrickym prostorem.
Zobrazeni p: A x A — R se nazyva metrika a ¢islo p(X,Y) se ozna¢ujeme

jako vzdalenost prvka X a Y v metrickém prostoru (M, p).

Poznamka 1. V dalsim textu bude v roviné uvazovana pouze eukleidovska me-
trika, ve které je vzdalenost mezi body X,Y € R? | X = (z1,72) a Y = (y1,¥2)

déna vztahem:

p(X,Y) = \/(yl - 961)2 + (y2 — $2)2-
Pro vzdélenost p(a,b) dvou bodt a a b na realné ose pak plati:
p(a,) =4/ (b—a)* = |b—al.

Definice 2. Nechf X, je bod z metrického prostoru (M, p) a § > 0. é-okolim
bodu X, v prostoru (M, p) je nazyvana takovd mnozina bodt U(Xy,d), pro
kterou plati:



U(Xp,0) = {X € (M, p); p(X, Xo) < 6}
Definice 3. Necht a € R, > 0, potom
U(a) ={z e R;|x — a|] < 0}
se nazyva okolim bodu a v R.

Poznamka 2. Existuje také tzv. ryzi (redukované) okoli bodu Xg v metric-

kém prostoru (M, p). Tim se nazyva nasledujici mnozina bodi:

Definice 4. Necht je ddn metricky prostor (M, p) a necht A C (M, p).
Hrani¢nim bodem mnozZiny A je nazyvan bod X € M, v jehoz libovolném
okoli U(X) se nachazi bod Y € A a zaroven bod Z ¢ A.

Mnozina vSech hrani¢nich bodt mnoziny A se nazyva hranice mnoziny A a

znaci se hA, bdA.

Definice 5. Necht je ddn metricky prostor (M, p) a necht A C (M, p).
Vnitfnim bodem mnoZiny A je nazyvan bod X € A, existuje-li takové
okoli U(X') pro néz plati U(X) C A.
Mnozina v8ech vnitfnich bodd mnoziny A se nazyva vnitfek mnoziny A a

znadi se A° nebo intA.

Definice 6. Necht je ddn metricky prostor (M, p) a necht A C (M, p).
Hromadny bod mnoZiny A se nazyva takovy bod X € M, v jehoz kazdém
okoli U(X) lze nalézt nekoneéné mnoho bodu z mnoziny A.
Mnozina vSech hromadnych bodt mnoziny A se nazyva derivace mnoziny A

a znadi se A’.

Definice 7. Necht je ddn metricky prostor (M, p) a necht A C (M, p).
Izolovany bod mnozZiny A se nazyva takovy bod X € A, ktery neni hro-

madnym bodem.



Definice 8. Necht je dan metricky prostor (M, p) a necht A C (M, p).
MnoZina A = A° U hA je nazvéna uzavérem mnoZiny a je znacena A.

Mnozina A se nazyva uzaviend, jestlize A = A.

Definice 9. Necht (M, p) je metricky prostor s metrikou p, a necht A C M.
Mnozina A se nazyvéa oteviena, pravé tehdy, kdyz AN hA = 0.

Definice 10. Nechf je dan metricky prostor (M, p) a necht A C (M, p).
Mnozina A C M se nazyva souvisla, jestlize kazdé jeji dva body lze spojit

lomenou c¢arou, ktera cela lezi v A.

Definice 11. Necht je dan metricky prostor (M, p) a necht A C (M, p).

Oteviena, souvisla mnozina A C M, se nazyva oblast.

Definice 12. Necht je dan metricky prostor (M, p) a necht A C (M, p).

Mnozina A, pro kterou plati:
A=A"UhA
se nazyva kompaktem pravé tehdy, pokud 3 X € A J3U(X): A CcU(X).

Definice 13. Mé&jme v roviné R? ddnu mnozinu bodt (z,y), kterou oznacime
A. Rikéme, Ze na této mnoziné je definovana realna funkce f dvou realnych
proménnych z,y je-li ddn ptedpis, podle kterého je kazdému bodu (z,y) € A
pfifazeno pravé jedno realné ¢islo z. Znacime z = f(z,vy).

Mnoziné A fikdme definiéni obor této funkce a znacime ji Dy.
Definice 14. Grafem funkce f dvou proménnych z,y nazyviame mnozinu:

Gy ={(z,y, f(z,y)); (v,y) € Dy} CR.



2. Limita funkce dvou proménnych

V celé této kapitole jsme vychazeli pfedevsim z nésledujicich zdroju [1], [2],

31, 41, [0, [8], (9] a [11].

2.1. Motivace

Pro pochopeni problematiky limity funkce dvou proménnych znazornime ne-
zbytnost jejtho hledani pti popisu vlastnosti funkce dvou proménnych.

Mgéjme danu funkci f(z,y) = m (viz Obréazek 1), jez je definovina na
mnozing D; = R?\ {(0,0)}. Tato funkce tudiz neni definovana na celém kartéz-
ském soucinu R2.

Polozme si proto nyni otazku, jak lze urc¢it chovani funkce f v ryzim okoli
bodu (0,0), ktery jediny nendlezi do Dy, na zékladé funkénich hodnot v okol-
nich (dosti blizkych) bodech. Odpovéd nalezneme nazornou vizualizaci funkce,

tj. vykreslenim grafu funkce f.

Obréazek 1: Funkce f(z,y) =

1
(x2+y?)

Polomér ryziho okoli bodu (0,0) zmensujeme a nésledné zkoumame hodnoty
funkce v bodech z tohoto okoli.

Na zakladé grafii, uvedenych na Obrazku 2, Ize predpokladat, ze funkéni hod-
noty v okoli bodu (0, 0) neomezené rostou a blizi se hodnoté co. Toto ¢islo nazy-

vame limitou funkce v bodé (0, 0).
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Obrézek 2: Grafy funkce f(x,y) =

m na ryzim okoli bodu (0, 0)
Uvedli jsme si zde jeden z jednoduchych pripadi, ve kterém mizeme odhad-

nout limitu funkce pomoci jeho grafu. V praxi vsak z grafického znazornéni funkce

nejsme vzdy schopni urcit limitu, a tudiz vyuzivame matematickych vypocti a

definic, kterymi se budeme v této bakalaiské praci zabyvat.
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2.2. Definice limity funkce dvou proménnych

V nasledujici podkapitole se budeme zabyvat otazkou presného vymezeni

pojmu limita funkce dvou proménnych.

Definice 15. (Cauchyovo pojeti)
Necht f(x,y) je funkce dvou proménnych x a y. Necht bod (zg, o) € R*? je
hromadnym bodem D;. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé (z, yo) limitu L € R*,

jestlize

VU(L) 3 Us (z0,90) = V (z,y) € Dy NU; (0, 90) = f(,y) € U(L).

Zapisujeme: lim  f(z,y) = L nebo také IILI% f(z,y) = L.

(z,y)—(x0,90) y—0

Obrazek 3: Grafické znazornéni definice limity funkce dvou proménnych
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Uvedme, Ze takto definovand limita funkce dvou proménnych se nazyva dvoj-
nou limitou.

Dle Definice 15 miizeme hledat limitu funkce pouze v takovém bodé X, v je-
hoz okoli se nachazi nekonecné mnoho bodt, patricich do D;. U studentii jsme
testovali znalost, ve kterych situacich (v zavislosti na vztahu bodu X, a mnoziny)

limitu funkce lze uvazovat, a ve kterych nikoliv.

Priklad 1. Vyberte situace, kdy bychom mohli hledat limitu funkce f v bodé
('I07 yO) .

Mé¢jme dany nasledujici moznosti:

1. Bod (z9,¥o) je vnitinim bodem definiéniho oboru funkce f(z,y).

2. Bod (¢, o) je izolovanym bodem defini¢niho oboru funkce f(z,y).

3. Funkce je definovdna na prostoru R?, do kterého nepatii pouze bod (zg, yo).

Reseni

Budeme vychéazet z Definice 15. Zde je stanovena podminka, ze bod, ve kterém
hleddme limitu (v nasem piipadé bod (zo, o)), je hromadnym bodem defini¢niho
oboru Dy dané funkce f. Ke zjisténi spravnych odpovédi tedy vyuzijeme vztahy

mezi body mnoZiny (viz Kapitola 1).
Plati A° C A'.

Pokud je tedy bod (zo,yo) vnitinim bodem Dy, pak je i bodem hromadnym.

Déle lze dokazat, ze nemizeme zkoumat limitu funkce v izolovanému bodé,
nebot samotné definice izolovaného bodu (viz strana 8) pravi, Ze je-li bod izolo-
vany, pak neni bodem hromadnym.

Ke zjisténi pravdivosti ¢i nepravdivosti Odpovédi ¢. 3 tuto situaci znadzornime
na Obrazku 4.

V okoli bodu (g, yo) nalezneme nekoneéné mnoho bodu defini¢niho oboru. Je

tedy ziejmé, Ze (xg,yo) je hromadnym bodem (viz strana 8).
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RQ \ (.Io,yo) , T -

Obrazek 4: Dy = R2\ (20, yo)

Moznost existence limity vzhledem k povaze vztahu bodu a defini¢niho oboru

funkce f lze zkoumat také nasledujicim zptisobem.

Piiklad 2. Necht f je funkce dvou proménnych a D; = {(z,y) € R%z €
<_273)7y € (07 1>}7 Pak

1. nem4 smysl zkoumat limitu  lim  f(z,y).
(z,y)—(3,0)

2. mé smysl zkoumat limitu  lim  f(xz,y).
(z,y)—(3,0)

3. limitu lim  f(x,y) nazyvame nevlastni.
(z,y)—(3,0)

Reseni

Nejprve potfebujeme charakterizovat bod (3,0) v zavislosti na jeho vztahu
vici definiécnimu oboru. Poté budeme urcovat, stejné jako v predchozim pripadé,
zda se jedna o hromadny bod ¢i nikoliv.

Celou situaci znazornime. Z Obrazku 5 vyplyva, Ze se jedna o hrani¢ni bod
defini¢niho oboru, v jehoz okoli U(zo, yy) se nachazi nekoneéné mnoho bodt. Bod
(x0,Y0) je tedy hromadnym bodem, a tudiz ma smysl zkoumat limitu funkce
v bodé (3,0). Proto je Odpovéd ¢é. 2 pravdiva. Odpovéd ¢. 1 mé opacény vyznam

a je tedy nepravdiva.
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Obrézek 5: Znazornéni definiéniho oboru Dy a okoli bodu U (x, yo)

K urceni pravdivosti ¢i nepravdivosti Odpovédi ¢. 3 potfebujeme znat pojem

nevlastni limita, ktery si charakterizujeme v nésledujici podkapitole.

2.3. Typy limit

Obdobné jako u limity funkce jedné proménné lze rozlisovat jednotlivé typy
limit dle bodu, ve kterém funkci vysetfujeme a hodnoty limity, jez je ddna chovéa-
nim funkce v daném okoli. Tato znalost se nam bude hodit predevsim pfi meto-
dach vypoctu limit, potazmo pii uréovani chovéani funkce v bodé, nebot nékteré
metody lze pouzit pouze v pripadé vyskytu urcitého typu limity.

Jednotlivé typy dvojné limity lze délit nasledovné:

Vlastni limita funkce ve vlastnim bodé

Nevlastni limita funkce ve vlastnim bodé

Vlastni limita funkce v nevlastnim bodé

Nevlastni limita funkce v nevlastnim bodé
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Polozme si nejprve otazku, co pfesné znamena pojem nevlastni bod defini¢niho
oboru funkce dvou proménnych. V nasledujicim textu ho budeme vnimat jako bod
z R*?, jehoz alespoii jedna soufadnice je rovna oo nebo —oo.

Napriklad nevlastnim bodem roviny nazveme kazdy bod, jenzZ ma podobu
(a, 00), (00,b), (00, 00) apod.

Bodem vlastnim chapeme takovy bod, jehoz soufadnice jsou pouze realna
cisla.

Analogicky vlastni limitou je nazyvana limita L € R. O limité L hovofime

jako o limité nevlastni, pokud L = co (resp. — 00).

Definice 16. Rekneme, Ze funkce f proménnych z,y mé v bodé (zg, yo) nevlastni
limitu oo (resp. —o0), jestlize ke kazdému redlnému éislu K existuje takové kladné
¢islo 4§, ze nerovnost f(z,y) > K (resp. f(x,y) < K) je splnéna pro vSechny body
(x,y) # (x0,y0) 2z d-okoli bodu (zo,yo) (viz [0]).

2.3.1. Vlastni limita funkce ve vlastnim bodé

Pokud bod (zg, yo) je bodem vlastnim a ¢islo L # 400, lze Definici 15 pfepsat

do specialniho tvaru:

Definice 17. Necht f(z,y) je funkce dvou proménnych z a y. Necht bod (zo, yo) €
R? je hromadnym bodem D;. Rekneme, 7e funkce f ma v bodé (x,yo) limitu

L € R, jestlize
Ve > 030> 0V(z,y) € Dy NUs"(x0,y0) : | f(x,y)-L| <e.

Zapisujeme: lim  f(z,y)=L,LeR.

(z,y)—(x0,y0)

V Definici 17 se vyskytuje novy zapis faktu, Ze body f(x,y) patii do epsilono-
vého okoli U.(L). Nésledujici ptiklad proto testuje schopnost ptiradit podobnému

matematickému vyrazu spravny vyznam.

Piiklad 3. Necht L € R, ¢ € R a f je funkce dvou proménnych. Zapis | f(z,y) —

L| < ¢ mizeme ¢ist jako:

16



1. vzdélenost ¢isla L a funkéni hodnoty funkce f v bodé (x,y) je mensi nebo

rovna nez |f(z,y) — l;
2. funkéni hodnota funkce f v bodé (x,y) je mensi nebo rovna nez |L — ¢;

3. vzdalenost funkéni hodnoty funkce f v bodé (x,y) od ¢ je vétsi nebo rovna

nez |L — ¢|;

4. vzdalenost funkéni hodnoty f v bodé (x,y) od pevné stanoveného L je
mensi nebo rovna ¢islu ¢;

5. jinak.

Reseni

Pti odvozovani spravné odpovédi vychazime z platnych matematickych za-

kont a zékladnich pojmi, uvedenych v Kapitole 1 (pfedevsim v Poznamce 1).

Spravna odpovéd je tudiz pravé jedna a to Odpoved ¢. 4.
Dale uvedeme piiklady testovani typu jednotlivych limit.

Priklad 4. Vratme se nejdiive k Ptikladu 2, kde bylo vyi¢eno tvrzeni:
Necht f je funkce dvou proménnych a Dy = {(z,y) € R* z € (-2,3),y €

(0,1)}, pak limitu  lim  f(z,y) nazyvame nevlastni.
(z,y)—(3,0)

Reseni
Nepravdivost tohoto tvrzeni ukdZeme na piikladu. Pfedpokladejme, ze f(z,y) =

0 je konstantni funkce rovna 0 v kazdém bodé svého Dy. Potom limita v bodé

(3,0) je rovna 0. Jelikoz 0 # 0o miZzeme Fici, Ze je toto tvrzeni nepravdivé.

V testu bylo vyuzito také ptirazovaciho typu otazky, testujiciho znalost typt

limit.
Priklad 5. Méjme dany nasledujici pripady:

1. lim f(z,y) = a,a € R*, (xg,70) € R?;
(z,y)—=(z0,y0)
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2. lim f(xay> :a,aER, (‘r07y0) GRQ;
(z,y)—(z0,90)

3. lim  f(z,y) =a,a € R

(2,y)—(00,00)

4. lim f(z,y) =a,a € R.

(z,y)—(—00,—00)

Priradte:
a limita vlastni ve vlastnim bodé;
b limita vlastni v nevlastnim bodé¢;
c limita nevlastni ve vlastnim bodé;
d limita nevlastni v nevlastnim bodé.

Reseni

Pti Teseni tohoto prikladu budeme vychazet ze znalosti jednotlivych typu li-
mit. Limita je v zadani otdzky zna¢ena pismenem a a (xg, 4o) je bodem, ve kterém
hledame tuto limitu.

Limita vlastni ve vlastnim bodé znaci takovy pripad, kde a je redlnym cislem
a (zo,v0) je vlastnim bodem roviny R2. Porovndnim s moZnostmi ¢. 1, 2, 3, 4
zjistime, Ze této podmince vyhovuje Odpovéd ¢. 2.

Obdobné urcime, ze pro limitu vlastni v nevlastnim bodé plati, Ze a je real-
nou hodnotou, zatimco bod (zg,yp) méa alespon jednu soufadnici co nebo —oo.
Spravné pritazena odpovéd je tedy Odpovéd ¢. 4.

Podobnymi tvahami uréime, Ze Odpovéd ¢. 3 je zapisem nevlastni funkce

v nevlastnim bodé a Odpovéd €. 1 je nevlastni limitou ve vlastnim bodé.

2.4. Vlastnosti limity funkce dvou proménnych

Limity funkce dvou proménnych maji, podobné jako limita funkce jedné pro-

ménné, urcité vlastnosti, jez uvedeme v nasledujici kapitole.

Véta 1. Funkce f ma v daném bodé (xg,yo) nejuyse jednu limitu.
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Dukaz: viz [9]

Véta 2. Funkce f md v bodé (xo,y0) vlastni limitu A, pravé kdyZ je splnéna
Bolzanova — Cauchyova podminka:

K libovolnému kladnému cislu € existuje takové kladné cislo &, Ze nerovnost

|f(z1, 1) = [, 92)| <e

plati pro kaZdou dvojici bodi (x1,y1), (xa,y2) 2z d-okoli bodu (z9,vo) od tohoto

bodu ruznyjch.

Véta 3. Ma — li funkce v bodé (zg,yo) vlastni limitu, pak existuje redukované

okoli bodu (x, o) takové, Ze funkce f je na tomto redukovaném okoli omezend.

Véta 4. (Pravidlo ,nulova x omezend“) Necht — lim  f(x,y) = 0 a necht
(#,y)—=(20,0)

funkce g je omezend na néjakém redukovaném okoli bodu (x¢,yo).

Potom plati

lim  f(x,y)-g(z,y) = 0.

(z,y)—(z0,y0)

Véta 5. (O limité tri funkci, ,O dvou policajtech”) Necht existuje redukované
okoli U*(x, yo) bodu (xg,yo) takové, Ze

g9(z,y) < fz,y) < h(z,y)
pro vSechna (x,y) € U*(xo,yo). Navic necht

lim T,Y) = lim h(x,y) = L.
(1‘,y)—>(1‘0,y0) g( y) (r,y)—)(mo,yo) ( y)

Potom ezistuje také limita  lim  f(x,y) a plati  lim  f(z,y) = L.
(z,y)—(z0,%0) (z,y)—(z0,y0)

Véta 6. Necht lim  f(z,y)=L;, lim g(z,y) = Ly anechtc, c;acy €
(z,y)—=(z0,90) (z,y)—(z0,90)

R jsou libovolné konstanty. Potom
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lim (¢ f(z,y)) =c- L4

(z,y)—(x0,y0)

lim (1 f(z,y)+c2-g9(x,y)) =c1-Li+co- Ly
(z,y)—(z0,y0)

lim (f(xvy)'g(x7y7)):L1'L2

(z,y)—(x0,y0)

] f(z,y) _ Ly
(w,y)glgo,yw o) = s Pro La # 0,

pokud maji vyrazy na pravée strané smysl v R*.

Do ted jsme se zabyvali obecnym chovanim limit funkei dvou proménnych.

Uvedme si nyni specifické vlastnosti nevlastnich limit.

Véta 7. Md-li funkce f v bodé (xg,yo) nevlastni limitu oo nebo nevlastni limitu
—00, pak funkce |f| md v témze bodé nevlastni limitu oo.

Véta 8. Je - li lim  f(x,y) = co nebo — oo, pak je

(z,y)—(z0,y0)

lim L )=0.
(m,yH(mo,yo)( ew)

Véta 9. Je-1li lim  f(x,y) =0 a existuje — li takové kladné cislo §, Ze pro
(z,y)—(z0,y0)

vSechny body (xo,yo) # (z,y) z §-okoli bodu (xo,yo) je f(z,y) > 0 (resp. f(z,y) <

0), pak je

lim
(z.y)—(z0,y0)

(f(m,y)) = 00 (resp. — 00).

Véta 10. Je - li  lim  f(x,y) = oo a existuje — li takové kladné éislo 6, Ze
(z,y)—(wo,y0)

pro /USVGChny bOdy (x,y) ?é (%JJO) z 0-okoli bodu (xoa?/0> je g(‘T?y) = f(‘T?y); pa'k
je

lim xr,y) = 00.
(Ivy)%(zo,yo)g( y)

Poznamka 3. Obdobné tvrzeni plati i pro limitu —oo.
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2.5. Vypocet limity funkce dvou proménnych

Pti vypoctu limity funkce dvou proménnych v bodé budeme vychazet z jiz
naucenych postupti vypoctu limity funkce jedné proménné (viz [10]), ze zndmych
vzorci (viz Ptiloha) a nasledné i z vySe zminénych vlastnosti limit (viz Podkapi-
tola 2.4).

Nejprve si uvedeme jednotlivé zptisoby vypoctu, jez by mély prokazat existenci

limity a zaroven vycislit jeji hodnotu.

2.5.1. Dosazeni do predpisu

Pocatecni krok pii vypoctu limity je samotné dosazeni soutadnic limitniho
bodu do predpisu funkce.

Tim zjistime, zda jsme schopni ur¢it limitu funkce v bodé pfimo (tj. hod-
nota limity funkce je rovna funkéni hodnoté) nebo zda zjistime p¥itomnost tzv.
neurcitého vyrazu !. V tomto piipadé se pokousime nalézt limitu funkce jinymi
zpusoby.

Dosazeni do predpisu pouzijeme v nasledujicim prikladu.

Priklad 6. Urcete, kterd tvrzeni jsou pravdivd o lim 13_#
(29)=(00) T

1. limita neexistuje;
2. limita existuje;
3. limita je 1.
Reseni

Bod (0,0) dosadime do funkéniho pfedpisu.

I — lim (®oyfe® _ 03-0+e® _ 0-0+41 _ 4
(2y)—>(00) ! o+ '

Limita tedy existuje a je rovna 1.

0 o0

Himity typu 50 mae 3500 — 00 apod.
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Dale ukadzeme postup vypoctu limity funkce v nevlastnim bodé.

Priklad 7. Vyberte spravny vysledek lim (—e” +ev).

(#,y)—(—00,—00)
1. oo;
2. —o0;
3. neexistuje;

4. 0;

Reseni

Ze zadani vyplyva Dy = R?, lze tedy Fesit limitu funkce v bodé (—oo0, —0).
Dle daného postupu dosadime nejprve souiadnicové hodnoty daného bodu do
zadani funkce. Vyuzijeme zndmych hodnot jednotlivych limit funkce e (viz P¥i-

loha).

lim (—e*+e¥)= lim —e*+ lim e¢#=0+0=0

(2,y)—(—00,—0) T—00 Yy——oo

Vysledek nasvédcuje tomu, ze limita existuje a je rovna 0. VSechny ostatni

odpovédi jsou tedy nepravdivé.

Vztah mezi funkéni hodnotou a limitou funkce uvadime v nasledujicim pii-

kladu.

Piiklad 8. Cemu se rovna lim  f(z,y), pokud mame zad4no, Ze

(z,y)—(2,0)
L[ E (ny) € RA{(0,0),(2,0))
f(”)‘{ 0 (r,9) = (2,0)

1. L =0;
2. limita neexistuje;
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4. L =

[

5. jiné.

Reseni

Ze zadéani vyplyva D; = R?\{(0,0)}, a tudiz bod (2, 0) je hromadnym bodem
defini¢niho oboru funkce f. Mizeme tedy zkoumat limitu funkce dvou promén-
nych v tomto bodé (viz Definice 15).

V ptipadé limity funkce nefesime skuteénou funkéni hodnotu bodu (2, 0), ale
takovou funkéni hodnotu, kterou predpokladame na zakladé chovani funkce v jeho
dosti blizkém okoli.

Déle budeme vychazet z postupu popsaného v Prikladu 6. Dosadime tedy
soutadnice limitniho bodu (2,0) do funkéniho pfedpisu, platictho pro body v do-
statecné blizkosti bodu (2, 0).

lim 5% =20 =2=1
(wy)—(2,0) T Ty° 29407 42

IS

Spravnou odpovédi je tedy Odpoveéd €. 4.

2.5.2. Uprava vyrazu

Upravit vyraz do prijatelného tvaru tak, aby neurcity vyraz nevznikl, mu-
zeme nekolika zptsoby. Vyuzivame prevazné zakladnich algebraickych operaci a
znamych limit. Zde uvedeme pouze prevod na znamé limity.

Nékteré zndmé limity funkce jedné proménné (viz Pfiloha) lze transformovat

primo pro limitu funkce dvou proménnych.

Napriklad

Necht  lim  f(z,y) = 0. Potom plati
(z,y)—(z0,y0)

(#,y)—(z0,y0) fzy)
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im (14 f(z,y)) 7 = e

(z,y)—(z0,y0)

lim
(z,y)—(z0,y0)

Néasledujici priklad znazornuje situaci, kdy rozhodujeme, zda je vhodné pouzit

vzorec pro vypocet znamé limity.

Priklad 9. Urcete vysledek  lim  S2ed) 4 .
(e,d)—(c0,00)  Ued)

3. limita neexistuje;

4. poskytnuté informace nestaci k urceni této limity.

Reseni

Pii feSeni této tlohy se budeme zamérovat na vzorec znamé limity, ktery

nalezneme v bodé C). Zanedbejme nyni fakt, Ze je k limité pfictena konstanta 1.

Ackoliv je zde uvedena podobna limita, neni splnéna podminka

lim  h(e,d)=0.
(C,d)*}(CO,do)
K dalsim vypoc¢tim nemame dostatecné informace a nelze urcit hodnotu této

limity ani jeji existenci.
2.5.3. Vypocet limity pomoci polarnich souradnic

Poslednim zptisobem vypoctu limit, ktery si zde uvedeme, je metoda preve-
deni kartézskych soutradnic do polarnich souradnic. V této ¢asti zminime specialni
pripad, kdy lze urcit hodnotu limity funkce. Vétsinou se vSak polarni souradnice
uzivaji k dikazu neexistence limity, a proto vice informaci nalezneme v Podka-

pitole 2.6.2. V této ¢asti jsme prevazné vychazeli z informaci z [3].
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Véta 11. Funkce f md v bodé (g, yo) limitu L, jestliZe existuje nezdpornd funkce

g:(0,00) = (0,00) splriujict lim g(p) = 0 takovd, Ze
p—0~F

| f(xo + pcose,yo+ psing) — L| < g(p),

pro kazdé ¢ € (0,2m) a p > 0 dostatecné mald.

Specialné€ plati-li po transformaci do poldrnich souradnic

lim  f(z,y) = lim h(p)g(p),

(2,y)—(0,Y0) p—0+

kde lir(r)l+ g(p) =0 a funkce h(p) je ohranicend pro p € (0,2m), pak  lim  f(z,y) =
p—

(z,y)—(x0,y0)

0.

Dukaz: viz [3]
Otazka, kterda se zaméfuje na vypocet limity pomoci polarnich soutradnic,

avsSak nebyla pouzita v testu, by mohla vypadat nasledovné.

Priklad 10. Nechf je ddna limita  lim

jiz jsme transformovali pomoci
(z,y)—=(

X y3
070) x2+y2 9
polarnich soufadnic do tvaru lim p* cos® ¢ sin® . Rozhodnéte, které tvrzeni je
p—0t

pravdivé:
1. Limita neexistuje.
2. Limita existuje.
3. Nejsme schopni urcit, zda limita existuje ¢i nikoliv.

Reseni

Pii zjistovani spravné odpovédi budeme pouzivat predevsim metodu transfor-
mace do polarnich soufadnic (viz strana 24).

Je feceno, ze limita je rovna 0, pokud lze po transformaci do polarnich sourad-
nic rozdélit limitni vyraz tak, aby funkce obsahujici proménnou p konvergovala

k 0 a funkce proménné ¢ byla omezena.
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Limita ve tvaru lim p*cos® psin® ¢ je slozena z funkce p* a slozené funkce
p—0t
cos® psin® .

Plati
lim p*=0*"=0
p—0+t

Prvni podminka, aby funkce proménné p limitné sméfovala k nule je tedy
splnéna.
Podivejme se na pritbéh funkce cos® psin® . Uvahou uréime, ze funkce cos?® ¢
a sin® o jsou omezené na intervalu (—1,1). Funkce vznikl4 jejich sou¢inem je tedy

na tomto intervalu také omezena. Ovéime tuto Gvahu znazornénim grafu funkce

cos® psin® .

¥
'ﬁl [ 0.10
||| | \Il ||n' |'ﬁ||
|' |II III 0.05 JI \ \ |
BNV VE VFC
Ill |II _UI}IUF \ 'll lll /
\ _D'I']Jn U !

Obrazek 6: cos® ¢ sin® ¢

Z Obrazku 6 se lze domnivat, ze tato funkce je ohrani¢ena hodnotami —0, 15

a 0,15. Druha podminka je také splnéna.
Limita tedy existuje a je rovna 0.

2.6. Dukazy neexistence limity funkce dvou proménnych

V nékterych pripadech neni nasim cilem limitu spocitat, ale naopak dokazat,

Ze uvazovana limita neexistuje. Zptisobu jak dokézat, ze limita neexistuje, je

nekolik. Uvedeme zde zdkladni z nich.
P1i dikazu neexistence limity funkce jedné proménné se Casto vyuziva tzv.

yjednostrannych limit*“, které urcuji ,limitu zprava“ nebo ,limitu zleva“. Zkou-
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méme tedy oba sméry (blizime se po ose), ze kterych se k danému bodu limitné
blizime. V pripadé, ze se jednostranné limity nerovnaji, lze fici, Ze limita neexis-
tuje.

Stejny postup pouzijeme pii diitkazu neexistence limity funkce dvou promén-
nych. V tomto pripadé je zptisobi, jakymi se ke zkoumanému bodu mtizeme
blizit, nekone¢né mnoho.

Stejné jako u limity funkce jedné proménné dokazeme vyslovit tvrzeni, ze
pokud limita funkce f v bodé (zg,yo) zévisi na sméru, po kterém se k bodu
(20, yo) blizime, neexistuje. Cestu, po niz se budeme k bodu (zy, yo) prFiblizovat,
popiseme nejdiive obecné pomoci kiivky y = ¢(x) prochazejici bodem (g, yo).
Limitu si pfevedeme do nasledujiciho tvaru:

lim  f(z,y) = lim f(z, o(z)).

(2,y)—(z0,y0) T—x0

Limita neexistuje pravé tehdy, kdyz je vysledna limita funkci neznamé pro-

ménné.

Napriklad
Pfiblizujeme-li se limitné pouze po pfimkéch, plati y = yo + k(x — z¢), kde k
je smérnici pfimky:

lim  f(z,y) = Jim f(x, 90 + k(z — 20)).

(@)= (0,50)
Ptiblizujeme-li se limitnd po parabolach, plati y = yo + k(x — z0)?, kde k
urcuje ,tvar paraboly*:

lim  f(z,y) = lim f(z,y0 + k(z = 20)?).

(#,y)=(20,0)

Pokud tedy bude hodnota limity funkce v bodé (zg, o) zavisla na parametru
k, lze tici, ze funkce v tomto bodé nemé limitu. To znazornujeme v nasledujicim

prikladu.

Piiklad 11. Nechf f je funkce dvou proménnych a (0,0) € D. Pocitejme L =

k

lim f(x,y) pro y = kx,k € R. Co usoudime z vysledku L = 1557
z—0
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1. Limita lim  f(x,y) se rovna 0.
(2,y)—(0,0)

2. Limita lim  f(z,y) se rovna 1.
(z,y)—(0,0)

3. Limita lim  f(x,y) neexistuje.
(z,y)—(0,0)

4. Vsechny predchozi odpovédi jsou nepravdivé.

Reseni

Reseni plyne z predchoziho tvrzeni. Pokud limita zavisi na sméru, ktery je zde
reprezentovan smérnici k, je ziejmé jeji neexistence. Pravdiva odpovéd je tedy

Odpovéd ¢. 3.

2.6.1. Dvojnasobné limity

Pro zjednoduseni predchoziho postupu miizeme vyuzit predpokladu, ze k di-
kazu neexistence limity funkce v bodé staci urc¢eni pouze dvou odlisnych hodnot.
Testujeme tedy hodnotu limity v bodé, pokud se k ni budeme pfiblizovat pouze
po dvou lomenych carach. Prvni lomena cara vznikne tak, ze se budeme nejdtive
priblizovat po sméru osy z a poté po sméru osy y. Druhd vznikne obdobnym
zpusobem, avsak nejdiive se budeme blizit po sméru osy y a poté po sméru osy

x (viz Obrézek 7). Takové limity nazyvame dvojnédsobnymi limitami. Uréujeme,

lim  f(z,y) = lim lim f(x,y) =Ly

(z,y)—(z0,y0) Yy—yo T—T0
lim x,y) = lim lim f(x,y) = Ls.
(z,y)—(z0,30) f(@y) T—=20 Y—Yo f(@y) 2

Pokud plati L; # Lo, dokézali jsme neexistenci limity funkce f v bodé (zg,yo).

Poznamka 4. Pokud L; = L,, nejsme schopni fici, zda limita L existuje ¢i
nikoliv. Pokud vSak vime, Ze limita existuje (nezévisle na predchozim tvrzeni),
miizeme jeji hodnotu urcit timto typem limit a plati, ze L = L; = Ls.

Teorii, kterou jsme nyni uvedli, vyuzijeme pii fesSeni nasledujiciho ptikladu.
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Obrazek 7: Lomené cary, blizime-li se nejprve po sméru y a poté po sméru x
(vlevo) a blizime-li se nejprve po sméru = a poté po sméru y (vpravo)

Priklad 12. Je-li hm(hm f(z,y)) =0, plati také  lim f(x y) = 0.

T—a y—) (a: y)—)(
1. Tvrzeni je vzdy pravdivé.
2. Twvrzeni je vzdy nepravdivé.

3. Tvrzeni je pravdivé, pokud plati navic také lim(lim f(z,y)) = 0.

y—b r—a

4. Pravdivé je pouze obracené tvrzeni.

Reseni

Pfi feSeni budeme vyuzivat hlavné metody dvojnésobnych limit (viz strana
28).

Prvni moZnost neni pravdivé, nebot z jediného sméru nelze usuzovat, jak se
bude funkce chovat ve vSech dalsich smérech.

Druhou moznost také nelze oznadit za spravnou, nebot se muze stat, ze obé
limity budou nulové.

Treti variantu nelze vybrat, protoze dva sméry také nevypovidaji o chovani
funkce v ostatnich smérech, ve kterych se k bodu (a,b) lze ptiblizit.

Pokud vsak vytvorime obracené tvrzeni, zaddni nabude nasledujiciho vy-

znamu: ,Je-li  lim f(:c y) = 0, potom plati, ze lim(lim f(z,y)) = 0. “ Dle
(z,y)—(a,b r—a y—b

Poznamky 4 je toto tvrzeni pravdivé. Odpovéd ¢. 4 je tedy spravna.

29



2.6.2. Polarni souradnice

Déle 1ze prokazat neexistenci limity funkce dvou proménnych ve vlastnim

bodé (zo, yo) zavedenim polarnich soufadnic p, ¢, které jsou definované vztahy:

T—Tg=p COSY, Yy —Yo=p sing
po Upravé x = xg+ p Ccosp, Yy =Yg+ p Sinp,

kde p > 0 udava vzdalenost mezi body (zo,v0) a (x,y) a ¢ € (0,27) je thel,
ktery svird spojnice téchto bodi s kladnym smérem osy z (viz Obrazek 8).

Limitu dvojnou tak pfevedeme na limitu funkce jedné proménné s proménnou

lim  f(z,y) = lim f(zo+p cosp, yo+ p singp).
p—0t

(@,y)—(x0,y0)

Obrazek 8: Polarni soutadnice ¢, p

Stejné jako u predchoziho postupu lze fici, ze pokud takto vypocitana limita

obsahuje ¢ (tedy hodnota limity funkce zavisi na thlu ), limita ~ lim  f(z,y)

(z,y)—(z0,y0)

neexistuje.

Poznamka 5. Pokud neni vypocitana limita zavisla na ¢ (je rovna ¢islu a € R),

nemiizeme urcit, zda limita existuje, ¢i nikoliv.
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Poznamka 6. Nutno uvést, Ze metodu transformace do polarnich souradnic nelze
pfimo uzit pfi vypocétu limity v nevlastnim bodé (viz [3]). V takovém piipadé
pouzivame ostatnich metod nebo vyuzijeme vhodné substituce k ziskani vyrazu,

jenz bude obsahovat limitu ve vlastnim bodé.
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3. Spojitost funkce dvou proménnych

Se spojitosti funkce se setkdvame predevsSim pii urcovani vlastnosti a pri-
béhu funkei (poptipadé pii uréovani vyskytu bodd nespojitosti). Zjistovani jeji
existence tzce souvisi s vypoctem limity funkce v bodé (viz Podkapitola 2.5).

Tato kapitola vychazi z informaci publikovanych mimo jiné v literatufe [3] a [11].

3.1. Definice spojitosti funkce dvou proménnych

Definice 18. Spojitost funkce dvou proménnych v bodé (zg, yo)
Rikdme, Ze funkce f dvou proménnych z a y je spojitd v bodé (o, o), je — li
v tomto bodé definovana a jestlize k libovolnému £ > 0, existuje takové § > 0, ze

pro v8echny body (x,v) z Us(zo,yo) N Dy, plati

|f(@,y) = f(z0,90)| <&

Spojitost funkce lze také vyjadfit pomoci jiz zminéné limity funkce (viz Ka-

pitola 2).

Véta 12. Je-li (xo,y0) € Dy hromadnygm bodem Dy, plati:

f je spojita v bodé (o, o) < lim flz,y) = f(zo, o).

(z,y)—(z0,30)
Poznamka 7. Bod (z,y) ¢ Dy tedy pii urovani spojitosti funkce nikdy neuva-
Zujeme.

Poznamka 8. Definici 18 zkouméame pro pfipad izolovaného bodu (o, yo) defi-
ni¢niho oboru Dy. Plati (xg, yo) € Dy.
Zvolime-li dostatecné malé € > 0, existuje takové o > 0, Ze pro vSechny body

(x,y) z Us(xo,yo) N Dy (tj. pro bod (z9,y0)) plati

| f(x0, y0) = f(20,90)| =0
a tedy |f(zo,v0) — f(20,90)| <&
Mizeme tedy Tici, Ze je funkce v izolovaném bodé (¢, yo) vzdy spojita.
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Situace, kdy nelze rozhodovat, zda je funkce v bodé spojita, opét znazornime

na prikladu.
Piiklad 13. Ve kterém z nésledujicich bodi nemuze byt funkce f(z,y) spojita?

1. v izolovaném bodé Dy;

2. v bodé (xo,y0) € D NhDy;

3. ve vnitinim bodé Dy;

4. v bodé (z9,0) € D} \ Dy.

Reseni

Budeme vychéazet z Definice 18, ktera tika, ze muzeme vysSetfovat spojitost
pouze v bodech defini¢niho oboru funkce f. Projdeme si postupné vSechny nabi-
zené moznosti.

Prvni moznost je jiz feSena v Poznamce 8. Student, ktery oznacil tuto moz-
nost, nemél pravdu.

Mnozina Dy N hDy je podmnozinou Dy, tudiz kazdy bod, ktery patii do této
mnoziny, patii také do definiéniho oboru. Tato odpovéd byla tedy také nespravna.

Dle definice vnitiniho bodu (viz Definice 5) plati (x¢,yo) € Ds. To znamena,
ze lze spojitost v tomto bodé vysetirovat.

Vysetfeme nyni pripad, ktery je popsan v Odpovédi ¢. 4. Pokud od derivace
mnoziny ode¢teme vSechny body z Dy, logicky nezbude zadny bod (z¢,vo) € Dy.

Funkce tedy v tomto pripadé nemtze byt nikdy spojitd, coz znamena, Ze tato

odpovéd méla byt jako jedind oznacena za spravnou.

Otazka, tykajici se vztahu spojitosti a limity funkce v bodé, méla v testu

nasledujici podobu.

Priklad 14. L = ( )lir(n )f(a:,y). V jaké relaci mizou byt hodnoty f(zo,yo)
z,Y)—(To,Yo

a L, je-li funkce f spojitd v bodé (xo,yo)?

1. f(xo,y0) € L;
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2. f(xo,y0) — L = 0;
3. f(xo,40) — L > 0;
4. f(l’o,yg) — L <0.

Reseni
Reseni této tlohy piimo vyplyva z Véty 12. Funkce f(x,%) je spojita v bodé

(%0, yo) pravé tehdy, kdyz se limita L =  lim  f(x,y) rovné f(zo,yo)-
(z,y)—(wo,y0)

Spravné tvrzeni je tedy pouze jedno a plati f(zo,yo) — L = 0.

Druhy zptsob, jimz byla v testu polozena otazka, tykajici se vztahu limity a

spojitosti funkce, uvadime v dalsim piikladu.
Priklad 15. Doplnte tvrzeni tak, aby bylo nepravdivé. Limita funkce f v bodé
(20, Yo) je Cislo, které:

1. se vzdy rovna funkéni hodnoté funkce f v daném bodé (zo, yo);

2. pomah4 uréit, zda je funkce f v daném bodé (xg, yo) spojité;

3. se muZe rovnat funkéni hodnoté funkce f v daném bodé (xg, yo);

4. zavisi na funkéni hodnoté funkce f v daném bodé (xg, y)-

Reseni
Dle Véty 12 plati

funkce f je nespojitd v bodé (xg,y0) &  lim  f(z,y) # f(zo, yo)-
(z,y)—(wo,y0)

Odpovéd ¢. 1 tedy méla byt oznadena jako spravna odpovéd na danou otézku.
Z Véty 12 vyplyva, ze tvrzeni Odpovédi ¢. 2 je pravdivé. Vzhledem k polozené
otazce tedy méla byt tato odpovéd oznacena za nespravnou.
Stejnym postupem jsme urdcili, Ze tvrzeni v Odpovédi ¢. 3 plati. Tato moznost

tedy neméla byt oznacena.
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Pravdivost ¢i nepravdivost Odpovédi ¢. 4 ur¢ime dle definice limity funkce
v bodé (viz Definice 15). Limita neni odvozovana od hodnoty funkce v bodé
(pouze od funkénich hodnot v jejim okoli). Tato moznost je tedy nepravdiva a

méla byt také oznacena jako spravna odpovéd.
Dalsi piiklad ukazuje postup jak urcit, zda je funkce spojita v bodé (za pouziti

limity funkce).

Piiklad 16. Méjme funkci f(z, 1) = {Sm(‘” *yi gzg i 28’83

Oznaéme L = lim  f(z,y). Kterd tvrzeni jsou pravdiva?
(2,y)—(0,0)

1. Limita L existuje a je rovna ¢islu 0.

2. Limita L je rovna funkéni hodnoté funkce f v bodé (0,0).

3. Limita L se nerovnd funkéni hodnoté funkce f v bodé (0, 0).

4. Funkce f je nespojita v bodé (0,0).

Reseni

Nejprve vypocitame limitu funkce f(z,y) v bodé (0,0).

L= (x,yl)ig%O,O) sin(z + y) = sin(0 4+ 0) = sin(0) =0
Limita existuje a je rovna 0. V bodé (0,0) je vSak funkéni hodnota rovna 1,
coz odporuje chovani funkce v ryzim okoli bodu (0,0). Z tohoto faktu vyplyva,
ze je funkce f(x,y) nespojitd v bodé (0,0).
Spravné odpovédi jsou tedy Odpovédi ¢. 1, 3, 4.

Nyni si uvedeme definici spojitosti funkce dvou proménnych na mnoziné.

Definice 19. Spojitost funkce dvou proménnych na mnoziné
Rekneme, 7e funkce f je spojitd na mnozing M C Dy C R?, je-li spojita v kazdém

bodé mnoziny M.
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Poznamka 9. Jestlize je funkce f spojita v kazdém bodé (z,y) € Dy, fikame,

Ze je spojita.
Urcovani mnozin, na kterych je funkce spojita, predvedeme na piikladu.
Piiklad 17. Na jaké mnoziné je funkce sgn(xy) spojita?

1. (0,1) x (0,1);

[\l

. (0,1) x (0,1);

3. (0,1) x (0,1);

4. (0,1) x (0,1);

5. na zadné z uvedenych.
Reseni

Pti feseni tohoto piikladu budeme vychéazet prevazné z Definice 19.
D; =R?

Vyjadfeme si nyni funkci sgn(zy):

1 pro (z,y) € [(—00,0) X (—00,0)] U [(0,00) x (0,00)]
o) = § =1 pro 1.9 € [1-20.0) x (059D [0.00) x (~o0.0)
jina

Graf této funkce je znazornén na Obrazku 9.

Plati (0,1) x (0,1) C (0,00) x (0,00) a (0,1) x (0,1) C (0, 00) x (0, 00). Funkce
je na téchto mnozinach konstantni s funkéni hodnotou rovné 1, a tudiz je na nich
spojita. Odpovédi ¢. 2 a 4 jsou tedy spravné.

Mnoziny bodi (0,1) x (0,1) a (0,1) x (0,1) obsahuji bod (0,0), v némz dle

Definice 18 neni funkce spojita. Proto jsou tyto moznosti nespravné.
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Obrazek 9: sgn(xy)

3.2. Vlastnosti spojité funkce dvou proménnych

V této casti si uvedeme nékolik zakladnich tvrzeni, tykajicich se spojitosti

funkce dvou proménnych.

Véta 13. Necht jsou ddny funkce f a g spojité v bodé (xg,v0) € R? a,b € R.

Potom jsou v tomto bodé spojité i funkce dané nasledujicimi vztahy:
1. af +bg
2. af-bg
3. af -bg
4- %; kde g(xo,y0) # 0,0 # 0
Véta 14. Elementdrni funkce v R? jsou spojité na svyjch defini¢nich oborech.
Vztahy, uvedené ve Vété 13 vyuzijeme pii feSeni nasledujici tlohy.

Piiklad 18. Mé&jme funkci f(z,y) = % Které z nasledujicich tvrzeni je

pravdivé?
1. Funkce je spojitd na R2.
2. Funkce je spojita na svém defini¢nim oboru.
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3. V R? existuje bod, v ném# funkce f neni spojité.

4. Ani jedna z uvedenych moznosti.

Reseni

Df = {(xay) S Rva 7é y4}

Pii feSeni Odpovédi ¢. 1 budeme vychazet z Definice 3. Tuto odpovéd zami-
tame, nebot D; # R?. V R? tedy existuje alespoti jeden bod, ktery nepatii do
defini¢niho oboru funkce.

Dle Véty 13 tvrdime, ze funkce f je spojita na Dy, pokud jsou funkce h(z,y) =
2¢ + 3y — 1 a g(x,y) = 2* — y spojité na svych defini¢nich oborech a g(x,y) # 0
pro kazdé (z,y) € Dy. To v tomto piipadé plati, a tudiz je Odpovéd €. 2 pravdiva.

Na zakladé Definice 3 potvrzujeme Odpovéd ¢. 3, nebot funkce f nemiize byt

spojita v takovém bodé z R?, ve kterém neni definovana.

Vé&ta 15. Necht jsou ddny funkce f a g spojité v bodé (xg,yo) € R?. Ddle necht
je ddna funkce h spojitd v bodé (f(zo,v0),9(zo,v0)). Potom je v bodé (xq,yo)
spojitd sloZend funkce F(x,y) = h(f(z,y), g(z,v)).

Diky témto vétam mutzeme jednoduse urcit spojitost funkce v bodé u velkého
poctu slozenych funkci.
Na toto tvrzeni sice nebyli studenti testovani, ale uvedeme si zde, jak by mohl

priklad vypadat.

Piiklad 19. Necht je dana funkce f(z,y) = . Vyberte pravdiva tvrzeni.

1. Funkce f neni spojitd v bodé (—1,0).

2. Funkce f ma v bodé (—1,0) bod nespojitosti.

3. Funkce f je spojita v bodé (—1,0).

Reseni

Pro zjisténi spravné odpovédi budeme vychazet z Véty 12 a Véty 15.
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Funkce h(z,y) = zy a g(z,y) = (z + y)? jsou spojité na svych defini¢nich
oborech. V obou ptipadech jde o celou rovinu, tudiz obé budou spojité i v bodé

(—1,0). Plati:

lim A(r,y)= Ilim a2y=-1-0=0=h(—-1,0
(m,y)—>(—1,0) ( y) (xvy)ﬁ(_lvo) y ( )
lim T,Yy) = lim r+y)?=(-1)2%=1=g(-1,0).

g @y =l (et y)” = (1) 9(=1,0)

Déle zjistime, zda je funkce z(z,y) = \/% spojita v bodé (0, 1).

D, ={(z,y) eR* £ >0,y #0} = (0,1) € D,

lim \/7 \/7—0
(z,y)—(0,1)

Funkce z je spojita v bodé (0, 1).
Slozena funkce f(z,y) = z(h(z,y),9(z,y)) je tedy spojitd v bodé (—1,0).
Spravné je Odpovéd ¢. 3.

Véta 16. (Proni Bolzanova véta) Necht je funkce f(x,y) spojitd na oblasti M C
R? a necht existuji body (z1,v1), (2, y2) € M takové, Ze f(x; yl) > 0a f(za,y2) <
0. Potom ezistuje (x3,y3) € M, pro které plati f(x3,ys) =

Véta 17. Bolzanova véta (Druhd Bolzanova véta)

Je — Ui funkce f(x,y) spojitd mna oblasti M C R? a jsou — li (z1,y1),(72,92)
libovolné body této oblasti takové, Ze f(x1,y1) # f(x2,y2), pak f(z,y) nabjvd na
M wvsech hodnot mezi f(z1,y1) a f(x2,2).

Dukaz: viz [3]

Véta 18. Weierstrassova véta

Necht je funkce f spojitd na kompaktu M C R2. Potom zde nabijvd aspor
v jednom bodé (xg,y0) € M hodnoty mazimdlni, tj. f(xo,yo) > f(x,y) pro
vSechny body (x,y) € M, a aspori v jednom bodé (x1,y1) hodnoty minimalnt,
tj. f(x1,y1) < fx,y) pro vSechny body (x,y) € M.

Dukaz: viz [3]
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Dusledek 1. 7 této véty take vyplyvd ohranicenost spojité funkce f na kompaktu
M.

Poznamka 10. Lze se setkat s ozna¢enim prvni a druhd Weierstrassova véta,

které zahrnuji Vétu 18 a Diisledek 1.
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4. Testovani uvedené teorie

4.1. Charakteristika testovani

Na zakladé uvedené problematiky bylo vytvoreno sto otazek, zamérujicich se
prevazné na pochopeni teorie a provéreni schopnosti danou latku pouzit v prak-
tickych vypoctech.

Tyto otazky mély rtizny charakter. K ziskani spravné odpoveédi musel byt stu-
dent schopen vypocitat jednotlivé limity, ¢init logické zavéry vychazejici z definic
a vét, porovnavat situace znazornéné na obrazcich, prifazovat spravné odpoveédi
k uvedenym situacim apod. Kazda tloha byla navic ztiZzena moznosti vice sprav-
nych odpovédi.

Otéazky byly nésledné ulozeny do Banky tloh, vytvoiené v e-learningovém
prostfedi LMS Moodle. Tato internetova platforma mitze slouzit jako online tlo-
zisté dat a materialt a navic umoznuje pristup k vytvorenym testiim provérujicim
rizné znalosti.

Vzhledem k tomu, Ze spravnych a Spatnych odpovédi mohlo byt vice (student
mohl zaskrtnout nékolik odpovédi), bylo nezbytné pfifadit vahu kazdé odpovédi.

Vahy byly mezi odpovédi rozdéleny rovnomérné. To znamend, ze vsSechny
spravné odpovédi mély stejnou vahu a vsSechny Spatné odpovédi mély stejnou
vahu. Toho bylo dosazeno nasledujicim zptsobem:

Nejprve bylo 100 % (znazornujici tiplnou tGspésnost) vydéleno poctem sprav-
nych odpovédi. Vzniklé procento bylo potom pfitazeno ke kazdé spravné odpo-
védi. Nésledné bylo -100 % rozdéleno stejnym zptisobem mezi vSechny nespravné
odpovédi. Tim bylo docileno odecitani procenta nespravnych odpovédi od celko-
vého hodnoceni.

Student mohl za zodpovézenou otazku ziskat az 5 bodt. Pokud vsak nevybral
vSechny spravné odpovédi nebo vybral odpovédi Spatné, systém vypocital, kolik
procent z celkového hodnoceni mél student obdrzet. V pripadé, kdy bylo dosazeno
zaporného procentualniho vysledku, se body neodecitaly. Minimalni hranice byla

tedy 0 bodi. Student mohl dosdhnout vysledku z intervalu (0%, 100%).
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V LMS Moodle byl vytvoren test, ktery byl slozen z dvaceti ndhodné vy-
branych otézek uloZenych v Bance tloh. Aby jim student tspésné prosel, mu-
sel dosdhnout alespon 80% tuspésnosti (tj. alespon osmdesati bodi). V opa¢ném
pripadé musel opakovat test s jinymi generovanymi otazkami. Tento test nebyl
casové omezen.

V nésledujicich podkapitoldch uvadime tulohy (viz Podkapitola 4.2) a jejich
odpovédi (viz Podkapitola 4.3). Nékolik z nich uvidime spolu s postupem FeSeni

v jednotlivych ¢astech této bakalarské prace (viz Piiklady 1 - 19).

4.2. Ulohy
Piiklad 20 (Pf. 1). Prifadte oznaceni k jednotlivym typtm limit:

T4y

1. lim prem————E

(2,y)—(00,00)

2. lim lim %, lim lim -;
z—=0y—0 T Y y=0x—0 LY

.1
3. lim e 22,
z—0

a dvojna limita funkce dvou proménnych v bodé;
b dvojnasobna limita funkce dvou proménnych v bodé;

¢ limita funkce jedné proménné v bodé.
Priklad 21 (Pt. 2). Mé&jme dany néasledujici ptipady:

L. lim f(:/c,y) :a,aER*\]R, (370,?/0) € RQ;

(z,y)—(z0,y0)

2. lim f(xa y) =a,ac R? (Io, 1/0) < ]R27
(z,y)—=(x0,y0)

3. lim  f(z,y) = —oc;

(2,y)—(00,00)

4. lim f(z,y) =a,a € R.

(z,y)—(—00,—00)
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Priradte:
a limita vlastni ve vlastnim bodé;
b limita vlastni v nevlastnim bodé;
¢ limita nevlastni ve vlastnim bodé¢;

d limita nevlastni v nevlastnim bodé.

Priklad 22 (Pf. 3). Je-li hm(hm f(z,y)) =0, plati také lim f(x,y) = 0.

T—a y—b (z,y)—(a,b)
1. Tvrzeni je vzdy pravdivé.
2. Tvrzeni je vzdy nepravdivé.

3. Tvrzeni je pravdivé, pokud plati navic také lim(lim f(x,y)) = 0.

y—b T—a

4. Pravdivé je pouze obracené tvrzeni.

Piiklad 23 (Pt. 4). Najdéte nepravdivé odpovédi k tvrzeni: Je-1i lim (lim f(x,y)) =

T—a y—b

0, plati také ( l)m} f(z,y) =0.
)~

1. Tvrzeni je vzdy pravdivé.
2. Tvrzeni je vzdy nepravdivé.

3. Tvrzeni je pravdivé pokud plati také lim lim f(x,y) = 0.

y—br—a

4. Pravdivé je pouze obracené tvrzeni.

Priklad 24 (Pf. 5). Necht f je funkce, (a,b) je vnitini bod D; a nechf plati:
Va <038 <0:V (a,b) € Us"(ag,bo) N Dy : |f(a,b) — L| > a. Rozhodnéte, co

vyjadiuje a:

1. bod, ve kterém hledame limitu;
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2. limita;

3. okoli bodu a;

4. okoli bodu (a, b);
5. okoli bodu L;

6. ani jedna varianta neni pravdiva.

Priklad 25 (Pt. 6). Necht f je funkce, (ag, by) je vnitini bod Dy a necht plati:
Va > 038 > 0: V(a,b) € Us"(ap,bo) N Dy : |f(a,b) — L| < o. Rozhodnéte, co

vyjadiuje a:
1. bod, ve kterém hledame limitu;
2. limita;
3. okoli bodu a;
4. okoli bodu (a, b);
5. polomér okoli bodu L;
6. ani jedna varianta neni pravdiva.

Priklad 26 (Pt. 7). Necht f je funkce, (a,b) je vnitini bod D; a nechf plati:
Va <038 <0:V(a,b) € Us"(ag,bo) N Dy : |f(a,b) — L| > a. Rozhodnéte, co

nevyjadiuje a:
1. bod, ve kterém hledame limitu;
2. limita;
3. okoli bodu a;
4. okoli bodu (a,b);

5. okoli bodu L;

44



6. polomér okoli bodu L.

Piiklad 27 (Pf. 8). Vyberte spravné dokonceni definice limity funkce f v bodé
(ag,bo) € D} Vo <033 < 0:V(a,b) € Us"(ag,bo) N Dy :

1. |f(a,b) — L| < &;
2. [f(a,b)] =

3. |le = L| > f(a,b);
4. la— B| < ¢

5. jiné.

Piiklad 28 (Pt. 9). Vyberte variantu nespravného dokonceni definice limity
funkee f v bodé (ag,by) € D} Va <033 < 0:V(a,b) € Us"(ao,bo) N Dy :

L [f(a,b) — L] < &
2. |f(a,b)| = &;
3. e — L| > f(a,b);
4 Ja—Bl<e.

Priklad 29 (Pf. 10). Vyberte spravny vysledek lim (—e® 4 eY).

(z,y)—(—00,—00)
1. oo;
2. —o0;
3. neexistuje;
4. 0;
5. 1.

Priklad 30 (Pf. 11). Vyberte nespravny vysledek lim (—e” - eY).

(z,y)—(—00,—00)
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1. oo

2. —o0;

3. neexistuje;

4. 0;

5. —1.
Piiklad 31 (Pf. 12). Co vyplyva z nésledujiciho vyroku: lim  f(z,y) =

(@,y)—(z0,y0)

B,B e R*?

1. B je vzdy oo nebo —oc.

2. B je bod, ktery nalezneme na ose x.

3. B je bod, ktery nalezneme na ose .

4. Funkce dosdhne hodnoty B v urcitém bodé.

5. B muze byt prirozené cislo.

Piiklad 32 (Pi. 13). Co nevyplyvé z nasledujicitho vyroku: ( )lir(n )f(x, y) =
z,y)—(Zo,Y0

B,B e R*?
1. B je vzdy oo nebo —oc.
2. B je bod, ktery nalezneme na z ose.
3. B je bod, ktery nalezneme na y ose.
4. Funkce dosdhne hodnoty B v urcitém bodé.
5. B muze byt prirozené ¢islo.

Priklad 33 (Pt. 14). Je stanovena lim  f(a,b) = C,C € R*. Pro C plati:

(a,b)—(—00,00)

1. C' je realné cislo.
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2. C je ptirozené d¢islo.

w

. C je komplexni ¢islo.
4. C muze byt zaporné ¢islo.
5. C' muze byt racionalni.

Priklad 34 (Pt. 15). Necht lim  f(a,b) = C,C € R*. Které z nasleduji-

(a,b)—(—o00,00)

cich tvrzeni nevyplyva z tohoto predpokladu?
1. C je reélné cislo.
2. C je ptirozené ¢islo.
3. C je komplexni ¢islo.
4. C muze byt zaporné ¢islo.
5. C' mize byt racionalni.
Piiklad 35 (Pf. 16). Limita funkce 2 proménnych v bodé¢ je:
1. cislo;
2. primka;
3. usecka;
4. kruh.
Piiklad 36 (Pf. 17). Limita funkce 2 proménnych v bodé neni:
1. cislo;
2. primka;

3. usecka;
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4. kruh.

Priklad 37 (Pt. 18). L = lim  f(x,y). V jaké relaci mazou byt hodnoty

(z,y)—(x0,y0)

f(zo,y0) a L, je-li funkce f spojitd v bodé (zg,yo)?

1. f(zo,y0) € L;
2. f(xo,90) — L = 0;
3. f(.’lfo,yg) —L> O,

4. f(l’(),yo) — L <.

Piiklad 38. [Pf. 19] Necht L = lim  f(x,y) a funkce f je spojitd v bodé

(z,y)—(x0,y0)

(20, yo). Které z nasledujicich tvrzeni neni pravdivé:

1. f(zo,0) € L;
2. f(xo,90) — L = 0;
3. f(.’lfo,yg) —L< O,

4. f(l’(),yo) —L>0.

Priklad 39 (Pt. 20). Necht L = lim  f(z,y) afunkce f neni spojita v bodé

(z,y)—(x0,y0)

(%0,Y0) € Dy. Ktery z nasledujicich ptipadi mize nastat?

1. f(zo,y0) € L;
2. f(xo,90) — L = 0;
3. f(.’lfo,yg) —L< O,

4. f(l’(),yo) —L>0.

Priklad 40 (Pt. 21). Necht L = lim  f(z,y) afunkce f neni spojitd v bodé

(z,y)—(x0,y0)

(w0,v0) € Dy. Které z nasledujicich pfipadi nemohou nastat?
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L. f(wo, %) € L;

2. f(zo,y0) — L =0;
3. f(xo,40) — L <0;
4. f(xo,y0) — L > 0.

Priklad 41 (Pt. 22). Necht L =  lim  f(z,y) a (wo,%0) € Dy. Které z na-

(z,y)—(x0,y0)

sledujicich pfipadtt mohou nastat?

L. f(wo,y0) € L;

2. f(zo,y0) — L =0;
3. f(zo,40) — L <0;
4. f(xo,yo) — L > 0.

Priklad 42 (Pt. 23). Necht L =  lim  f(z,y) a (2o,%0) € Dy. Které z na-

(z,y)—(x0,y0)

sledujicich pripadt nemohou nastat?

L. f(x0,%0) € L;
2. f(wo,y0) — L = 0;
3. f(zo,y0) — L <0;
4. f(zo,y0) — L > 0;
Piiklad 43 (Pf. 24). Na jaké mnoziné je funkce sgn(xy) spojita?
1. (0,1) x (0, 1);
2. (0,1) x (0,1);
3. (0,1) x (0,1);

4. (0,1) x (0,1);
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5. na zadné z uvedenych.
Piiklad 44 (Pf. 25). Na jaké mnoziné je funkce sgn(xy) spojita?
1. {(z,y) € R?}
2. {(z,y) e Rz <0,y < 0};
3. {(z,y) e R,z <0,y <0},
4. {(xz,y) e R*®,x <0,y > 0};
5. na zadné z uvedenych.
Piiklad 45 (Pf. 26). Na jaké mnoziné neni funkce sgn(xy) spojita?
1. (0,1) x (0,1);
2. (0,1) x (0,1);
3. (0,1) x (0,1);
4. (0,1) x (0, 1).
Piiklad 46 (Pf. 27). Na jaké mnoziné neni funkce sgn(xy) spojita?
L {(z,y) e R*};
2. {(z,y) e R* z <0,y < 0};
3. {(z,y) eR%, 2 <0,y <O}

4 {(z,y) eR* 2 <0,y >0}

Piiklad 47 (P¥. 28). Urdete vysledek — lim  Sned) | 4.
(e,d) > (00,00)  Ped)
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3. limita neexistuje;
4. poskytnuté informace nestaci k urceni této limity.

Priklad 48 (Pt. 29). Urcete ( d)lir(n : Sin,g?c(fl’)d D 1 1. Které z nésledujicich odpo-
c,ad)— (00,00 ’

védi nejsou spravné?
1. limita neexistuje;
2. 0;
3. 1;
4. poskytnuté informace nestaci k urceni této limity.

Piiklad 49 (Pf. 30). Necht L € R, ¢ € Rt a f je funkce dvou proménnych.

Zapis |f(z,y) — L| < ¢ mizeme Cist jako:

1. Vzdalenost ¢isla L a funkéni hodnoty funkce f v bodé (z,y) je mensi nebo

rovna nez |f(z,y) — €.
2. Funkéni hodnota funkce f v bodé (z,y) je mensi nebo rovna nez |L — €.

3. Vzdélenost funkéni hodnoty funkce f v bodé (x,y) od ¢ je vétsi nebo rovna

nez |L — €.

4. Vzdélenost funkéni hodnoty f v bodé (x,y) od pevné stanoveného L je

mensi nebo rovna ¢islu .
5. jinak

Piiklad 50 (Pf. 31). Necht L € R, ¢ € RT a f je funkce dvou proménnych.

Zapis | f(z,y) — L| < ¢ nemizeme ¢ist jako:

1. Vzdalenost ¢isla L a funkéni hodnoty funkce f bodé (z,y) je mensi nebo

rovna nez |f(z,y) — €.

2. Funkéni hodnota funkce f bodé (z,y) je mensi nebo rovna nez |L — €.
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3. Vzdélenost funkéni hodnoty funkce f bodé (z,y) od e je vétsi nebo rovna

nez |L —¢|.

4. Vzdélenost funkéni hodnoty funkce f bodé (z,y) od pevné stanoveného L

je mensi nebo rovna nez €.

Piiklad 51 (Pt. 32). Cemu se rovna  lim )f(x, y), pokud mame zadano, ze

(z,y)—(2,0
[ E () €RN{(0,0),(2,0))
f(x’y)‘{ 0. (ny) =20
1. 0;

2. limita neexistuje;
3. 1;

1.
4.3

I

5. jiné.

1 (z,y) = (0,0)

Oznaéme L = lim  f(z,y). Kterd tvrzeni jsou pravdiva?
(z,y)—(0,0)

Piiklad 52 (Pf. 33). Mé&jme funkci f(x,y) = {sm(x +y) (v.9) i (8’8)

1. Limita L existuje a je rovna ¢islu 0.

2. Limita L je rovna funkéni hodnoté funkce f v bodé (0,0).

3. Limita L se nerovnd funkéni hodnoté funkce f v bodé (0, 0).
4. Funkce f je nespojita v bodé (0,0).

Piiklad 53 (Pt. 34). Dopliite tvrzeni tak, aby bylo nepravdivé. Limita funkce f

v bodé (xg,yo) je Cislo, které:

1. Poméah4 urcit, jestli funkce f mé v bodé (¢, yo) bod nespojitosti.

2. Je pro kazdy bod (z¢,y0) € D} rizné.
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3. Je vzdy totozné s funkéni hodnotou funkce f v bodé (xg, yo).
4. Mize byt pro kazdy bod (zo,yo) € D} riizné.

Piiklad 54 (Pt. 35). Dopliite tvrzeni tak, aby bylo nepravdivé. Limita funkce f

v bodé (zg,yo) je Cislo, které:

1. se vzdy rovna funkéni hodnoté funkce f v daném bodé (zo, yo);
2. pomaha urcit, zda je funkce f v daném bodé (xg,yo) spojité;
3. se muze rovnat funkéni hodnoté funkce f v daném bodé (xg, yo);

4. zéavisi na funkéni hodnoté funkce f v daném bodé (zo, yo).

Priklad 55 (Pt. 36). Ve kterém z nésledujicich bodi nemuze byt funkce f(z,y)

spojita?
1. v izolovaném bodé Dy;
2. v bodé (xo,y0) € D NhDy;
3. ve vnitinim bodé Dy;
4. v bodé (z9,0) € D} \ Dy.

Priklad 56 (Pt. 37). Ve kterém z nésledujicich bodi muze byt funkce f(z,y)

spojita?
1. v izolovaném bodé Dy;
2. v bodé (xg,y0) € hDy \ Dy;
3. ve vnitinim bodé Dy;

4. v bodé ([L’(),yo> c D;c \ Df.
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Obréazek 10: Obrazky Obr. 1 (vlevo nahote), Obr. 2 (vpravo nahote), Obr.3 (vlevo
dole) a Obr.4 (vlevo dole), které byly pouzity v pfikladech 57 - 60

Piiklad 57 (Pt. 38). Na Obréazku 10 jsou grafy funkci a mnoZina M, na niz
jsou funkce definovany. Které z obrazkt zachycuji funkci spojitou na kompaktni

mnoziné M?

Piiklad 58 (Pf. 39). Na Obrazku 10 jsou grafy funkei a mnozina M, na niz jsou
funkce definovany. Které z obrazkt zachycuji funkci nespojitou na kompaktni

mnoziné M?

Piiklad 59 (Pf. 40). Na Obrazku 10 jsou grafy funkeci a mnozina M, na niz jsou

funkce definovany. Které z obrazkia zachycuji funkci spojitou na oblasti M?

Priklad 60 (Pt. 41). Na Obréazku 10 jsou grafy funkci a mnozina M, na niz jsou

funkce definovany. Které z obrazki zachycuji funkei spojitou na mnoziné M?

sin(z+y) cos(z—y) .

Piiklad 61 (Pt. 42). Urcete, ktera tvrzeni jsou pravdiva o (x7y)1i1(11§7%) sin(z+y)—cos(@+y) -
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1. limita neexistuje;

2. limita existuje;

3. limita je 1;

4. limita je nekonecno.

Priklad 62 (Pf. 43). Urcete, ktera tvrzeni jsou pravdivi o lim "”37#
(y)=(00)  *F

1. limita neexistuje;
2. limita existuje;
3. limita je 1.

Piiklad 63 (Pf. 44). Urcete, ktera tvrzeni jsou pravdiva o lim 2t
(x’y)%(_lﬁ) v Y

1. limita neexistuje;
2. limita je 0;
3. limita je 1;

4. ani jedna z uvedenych moznosti.

Piiklad 64 (Pt. 45). Urcete, kterd tvrzeni nejsou pravdiva o (x,y)linlg o ;;rzixgy))ji@y;)
1. limita neexistuje;

2. limita existuje;

3. limita je 1;

4. limita neni nekonec¢no.

Piiklad 65 (Pf. 46). Urcete, kterd tvrzeni nejsou pravdivdi o lim LJ:y:
(z,y)—=(0,0) *

1. limita neexistuje;
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2. limita existuje;
3. limita je 1;
4. limita je 0.

Piiklad 66 (Pi. 47). Urcete, ktera tvrzeni nejsou pravdiva o ( )lir{l » %:
T,y)—(—1,

1. limita neexistuje;

2. limita je 0;

3. limita je 1;

4. limita neni nekonecno.

Piiklad 67 (Pf. 48). Necht 3 lim lim f(z,y) = aA lim lim f(z,y) =a,a € R.

T—T0 Y—Yo Y—Yo T—T0

Co z toho plyne pro  lim  f(z,y)?
(zy)—(wo,y0)

1. Rovna se také a.
2. Nerovna se a.
3. Na zakladé tohoto nelze urcit, zda se limita rovna a.

4. Pokud limita existuje, pak se rovna taky a.

Priklad 68 (Pf. 49). Necht 3 lim lim f(z,y) = a A lim lim f(z,y) =

T—T0o Y—Yo Y—Yo T—TQ

a,a € R. Co z toho neplyne pro lim  f(x,y)?
(z.y)—(z0,y0)

1. Rovna se taky a.
2. Nerovna se a.
3. Na zakladé tohoto nelze urcit, zda se limita rovna taky a.

4. Pokud limita existuje, pak se rovna taky a.
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Priklad 69 (Pf. 50). Které tvrzeni je pravdivé?

1. Jestlize 3 lim lim f(z,y) = a A lim lim f(z,y) = a,a € R, potom

T—=T0o Y—Yo Y—Yo T—T0o
lim  f(z,y) existuje.
(z,y)—(20,y0)
2. Jestlize 3 lim lim f(x,y) = a A lim lim f(x,y) = a,a € R, potom
T—x0 Y—Yo Y—Yo T—TQ
lim  f(z,y) neexistuje.
(z,y)—(zo,y0)
3. Jestlize 3 lim lim f(z,y) =a A lim lim f(x,y) = a,a € R, potom pokud
T—T0 Y—Yo Y—Yo T—T0
lim  f(z,y) existuje, rovna se ¢islu a.
(z,y)—(z0,y0)
4. Jestlize 3 lim lim f(z,y) = a A lim lim f(z,y) = a,a € R, potom

T—T0 Y—Yo Y—Yo T—TQ

lim  f(z,y) existuje a rovna se ¢islu a.
(z,y)—(20,y0)

Priklad 70 (Pf. 51). Které tvrzeni neni pravdivé?

1. Jestlize 3 lim lim f(z,y) = a A lim lim f(z,y) = a,a € R, potom

T—x0 Y—Yo Y—Yo T—TQ
lim  f(z,y) existuje.
(z,y)—(z0,y0)

2. Jestlize 3 lim lim f(x,y) = a A lim lim f(x,y) = a,a € R, potom

T—T0 Y—Yo Y—Yo T—TQ
lim  f(z,y) neexistuje.
(z,y)—(z0,y0)

3. Jestlize 3 lim lim f(z,y) =a A lim lim f(z,y) = a,a € R, potom pokud

T—T0 Y—Yo Y—Yo T—TQ

lim  f(z,y) existuje, rovna se ¢islu a.
(x»y)*)(x():y())

4. Jestlize 3 lim lim f(z,y) = a A lim lim f(z,y) = a,a € R, potom

T—T0 Y—Yo Y—Yo T—TQ

lim  f(x,y) existuje a rovna se Cislu a.
(x)y)%(w()vyo)

Piiklad 71 (Pt. 52). Vyberte situace, kdy bychom mohli hledat limitu funkce f
v bodé (z, yo)-

Méjme dany nasledujici moznosti:
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1. Bod (z9,¥o) je vnitinim bodem definiéniho oboru funkce f(z,y).
2. Bod (¢, o) je izolovanym bodem defini¢niho oboru funkce f(z,y).
3. Funkee je definovana na prostoru R?, do kterého nepatii pouze bod (g, o).

Piiklad 72 (Pf. 53). Vyberte situace, kdy bychom nemohli hledat limitu funkce
f v bodé (9, o).

1. Bod (z9,yo) je vnitinim bodem defini¢niho oboru funkce f(z,y).
2. Bod (g, yo) je izolovanym bodem defini¢niho oboru funkce f(z,y).

3. Funkce je definovana na prostoru R?, do kterého nepatti pouze bod (g, yo)-

Priklad 73 (Pt. 54). Bod (a,b) € R? je jedingm bodem roviny, ktery nepatii
do defini¢niho oboru funkce f(z,y). Které z nésledujicich tvrzeni je za tohoto

predpokladu pravdivé?

1. Nikdy nenajdeme lim f(z,y).
(z,y)—(a,b)

2. Vidy najdeme lim  f(x,y).
(z,y)—(a,b)

3. Mutzeme vySetfovat . hrr% B flz,y).

Priklad 74 (Pf. 55). Bod (a,b) € R? patii do defini¢niho oboru funkce f(z,y).

Které z nasledujicich tvrzeni je za tohoto predpokladu pravdivé?

1. Nikdy nenajdeme lim f(x,y).
(z,y)—(ab)

2. Vidy najdeme( 1)1m b f(z,y).

3. Mlzeme vySetfovat  lim  f(x,y).
(z,y)—(a,b)

Priklad 75 (Pf. 56). Bod (a,b) € R? je jedingm bodem roviny, ktery nepatii
do definiéniho oboru funkce f(z,y). Které z nésledujicich tvrzeni je za tohoto

predpokladu nepravdivé?
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1. Nikdy nenajdeme lim  f(x,y).
(z,y)—(a,b)

2. Vzdy najdeme lim )f(x,y).

(z,y)=(ab

3. MlzZeme vySetfovat lim  f(x,y).
(z,y)—(a,b)

Ptiklad 76 (Pf. 57). Bod (a,b) € R? patif do defini¢niho oboru funkce f(z,y).

Které tvrzeni je za tohoto predpokladu nepravdivé?

1. Nikdy nenajdeme lim  f(x,y).
(z,y)—(a,b)

2. Vzdy najdeme lim )f(x,y).

(z,y)—=(a,b

3. Bod (a,b) miZe byt bodem, ve kterém muzeme vySetfovat ( 1)111% , f(z,y).
x,y —(a,

4. Bod (a, b) mize byt bodem, ve kterém nemuzeme vysSetfovat ( 1)111% ) f(z,y).
T,y — a,

Pt¥iklad 77 (Pf. 58). Je zadana limita " )lirél )h2 + ¢*. Co miZeme ¥ici o této
,g)—(0,—00

limité?
1. Jedna se o limitu vlastni ve vlastnim bodé.
2. Jedna se o limitu vlastni v nevlastnim bodé.
3. Jedna se o limitu nevlastni ve vlastnim bodé.
4. Jedna se o limitu nevlastni v nevlastnim bodé.

5. Limita neexistuje.

Priklad 78 (Pt. 59). Je zadana limita ~ lim ¢ + d?. Které z nasledujicich

(e,d)—(00,—00)

tvrzeni je nepravdivé?

1. Jedna se o limitu vlastni ve vlastnim bodé.
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2. Jedné se o limitu vlastni v nevlastnim bodé.
3. Jedné se o limitu nevlastni ve vlastnim bodé.
4. Jedni se o limitu nevlastni v nevlastnim bodé.

5. Limita neexistuje.

Priklad 79 (Pi. 60). Je zadana limita ) li(m )e“ —eb. Co miizeme ¥ici o této
a,b)—(—o0,—3

limite?
1. Jedna se o limitu vlastni ve vlastnim bodé.
2. Jedna se o limitu vlastni v nevlastnim bodé.
3. Jedna se o limitu nevlastni ve vlastnim bodé.
4. Jedna se o limitu nevlastni v nevlastnim bodé.

5. Limita neexistuje.

Priklad 80 (Pi. 61). Je zadana limita lim e — e, Které z nésledujicich

(a,b)—(—o00,—0)

tvrzeni je nepravdivé?
1. Jedna se o limitu vlastni ve vlastnim bodé.
2. Jedna se o limitu vlastni v nevlastnim bodé.
3. Jedna se o limitu nevlastni ve vlastnim bodé.
4. Jedna se o limitu nevlastni v nevlastnim bodé.
5. Limita neexistuje.

Piiklad 81 (Pf. 62). Je zaddna limita  lim  tg(x +y). Kterd z nasledujicich

(zy)=(1:7)

tvrzeni jsou pravdiva?

1. Jedna se o limitu vlastni ve vlastnim bodé.
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2. Jedna se o limitu vlastni v nevlastnim bodé.
3. Jedna se o limitu nevlastni ve vlastnim bodé.
4. Jednéa se o limitu nevlastni v nevlastnim bodé.
5. Limita neexistuje.

Piiklad 82 (Ptf. 63). Je zaddna limita  lim  tg(xz +y). Ktera z nasledujicich

(zy)—= (%%

tvrzeni nejsou pravdiva.

1. Jedna se o limitu vlastni ve vlastnim bodé.

]

. Jedné se o limitu vlastni v nevlastnim bodé.
3. Jedna se o limitu nevlastni ve vlastnim bodé.
4. Jedna se o limitu nevlastni v nevlastnim bodé.
5. Limita neexistuje.

Piiklad 83 (PF. 64). Je zadéna funkce z = (4 — 2% — y%)2. Budeme-li vySetfovat

1

limitu této funkce v bodé (%, —35), zjistime, ze:

1. se jedna o limitu vlastni ve vlastnim bodé;

[\]

. se jedna o limitu vlastni v nevlastnim bodé;

w

. se jedna o limitu nevlastni ve vlastnim bodé;
4. se jedna o limitu nevlastni v nevlastnim bodé;
5. limita neexistuje.

Piiklad 84 (PF. 65). Je zadana funkce z = (4 — 22 — y%)2. Budeme-li vySetfovat

limitu této funkce v bodé (%, —%), zjistime, Ze:
1. se nejednd o limitu vlastni ve vlastnim bodé;

2. se nejednd o limitu vlastni v nevlastnim bodé;
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3. se nejednd o limitu nevlastni ve vlastnim bodé;
4. se nejedna o limitu nevlastni v nevlastnim bodé;
5. limita neexistuje.

Piiklad 85 (Pf. 66). Necht existuje  lim  f(z,y) = L, L € R. Pak odtud

(z,y)—(z0,y0)

plyne, Ze:

1. lim lim f(x,y) existuje.
T—T0 Y—Yo

2. lim lim f(z,y) neexistuje.
Y—Yo T—T0

3. Jednotlivé dvojnasobné limity neexistuji.

4. lim  f(z,y) je vlastni.

(#,y)=(20,0)

Piiklad 86 (Pt. 67). Vime-li, Ze existuje lim  f(z,y) = L,L € R, pak

(z,y)—(z0,y0)

nemuzeme Tici, ze:

1. lim lim f(x,y) existuje.
T—T0 Y—Yo

2. lim lim f(z,y) neexistuje.
Y—Yo T—>T0

3. Jednotlivé dvojnasobné limity neexistuji.

4. lim  f(x,y) je vlastni.
(z,y)—(z0,y0)

Priklad 87 (Pt. 68). Nechf f je funkce dvou proménnych a Dy = {(z,y) €
Ran € <_273>7y € (07 1)}7 pak:

1. Nem4 smysl zkoumat limitu  lim  f(x,y).
(z.y)—(3,0)

2. M4 smysl zkoumat limitu  lim  f(z,y).
(2,y)=(3,0)

3. Limitu lim  f(z,y) nazyvame nevlastni.
(z,y)—(3,0)
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Priklad 88 (Pt. 69). Nechf f je funkce dvou proménnych a Dy = {(z,y) €
R? 2% + y* > 9}, pak:

1. Lze zkoumat limitu funkce f v bodé (3,0).
2. Nelze zkoumat limitu funkce f v bodé (3,0).
3. Lze zkoumat pouze jednostrannou limitu funkce f v bodé (3,0).

Piiklad 89 (Pf. 70). Necht f je funkce dvou proménnych a (0,0) € D’. Poci-

tejme L = hm f(z,y) pro y = kx, k € R. Co usoudime z vysledku L = 1+k47

1. Limita lim f(z,y) se rovna 0.
(z,y)—(0,0)

2. Limita lim  f(x,y) se rovna 1.
(2,y)—(0,0)

3. Limitu lim  f(z,y) neexistuje.
(z,y)—(0,0)

4. Vsechny predchozi odpovédi jsou nepravdivé.
Piiklad 90 (Pt. 71). Necht f je funkce dvou proménnych a (0,0) € D’;. Poci-
tejme L = lim f(z,y) proy = kx,k € R. Které z nésledujicich tvrzeni neodpo-

vidaji vysledku L = 5 +/,647

1. Limita lim x,1) se rovna 0.
(x,y)—>(070)f( v)

2. Limita lim  f(z,y) se rovna 1.
(2,y)—(0,0)

3. Limitu  lim  f(z,y) nemizeme urcit.
(z,y)—(0,0)

4. lim T L.
. )(Oof( Y) =

10_,2.8

Piiklad 91 (Pf. 72). Mé&jme funkei f(x,y) = { == (Y) 7_£ Eg’gg Ktera

z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
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1. Funkce f je spojitd v bodé (0, 0).
2. Funkce f je nespojita v bodé (0,0).
3. Funkce f je spojitad na svém Dy.

4. Funkce f mé pouze jediny bod nespojitosti.

T YT
Priklad 92 (Pt. 73). Mé&jme funkci f(x,y) = { = (BY) f ( ’8) Ktera
z nasledujicich tvrzeni jsou nepravdiva?

1. Funkce f je spojitd v bodé (0, 0).

[\

. Funkce f je nespojitd v bodé (0,0).

w

. Funkce f je spojitd na svém Dy.

W

. Funkce f méa pouze jediny bod nespojitosti.

Priklad 93 (Pf. 74). Méame bod (a,b), o kterém vime, Ze v ném existuje limita

funkce z(x,y). Co o tomto bodé potom mizeme Fici?
1. (a,b) € R?%;
2. bod (a,b) musi lezet v D,;
3. bod (a,b) nemusi byt vnitinim bodem D.;
4. bod (a,b) nemuize byt vnitinim bodem D,.

Priklad 94 (Pf. 75). Méame bod (a,b), o kterém vime, Ze v ném existuje limita

funkce z(z,y). Které z nasledujicich tvrzeni je nepravdivé?
1. Bod (a,b) € R,
2. Bod (a,b) musi lezet v D,.

3. Bod (a, b) nemusi byt vnitinim bodem D,.
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4. Bod (a,b) nemize byt vnitinim bodem D,.
Piiklad 95 (Pf. 76). Necht algglg blgz) fla,b) = A1 € R a bli)rlr)t algleo f(a,b) =
Ay € R, A; # As. Potom plati:

1. Funkce f(a,b) mé 2 limity v bodé (aq, by).

2. Funkce f(a,b) ma limitu v bodé (ay, by).

3. Funkce f(a,b) nema limitu v bodé (ao, by).

4. Funkce f(a,b) mize mit limitu v bodé (ao, by).
Priklad 96 (Pt. 77). Nechf lim lim f(a,0) = Ay € R a lim lim f(a,b) =

a—ag b—bg b—bg a—rag

Ay € R, A # As. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou za tohoto predpokladu

nespravna?
1. Funkce f ma 2 limity v bodé (ay, by).
2. Funkce f m4 limitu v bodé (ag, by).
3. Funkce f nemad limitu v bodé (ay, by).

4. Funkce f mize mit limitu v bodé (ag, by).
Priklad 97 (Pt. 78). Necht lim lim f(a,b) = Ay € R a lim lim f(a,b) =
a—ag b—bg b—bg a—ap

Ay € R, Ay = A,. Kterd z nasledujicich tvrzeni jsou za tohoto predpokladu

platna?
1. Funkce f mé limitu v bodé (ao, by) a ta je rovna ¢islu A;.
2. Funkce f m4 limitu v bodé (ag, by).
3. Funkce f nemd limitu v bodé (ay, by).

4. Nelze s jistotou uréit, zda ma funkce f limitu v bodé (ay, by)-

Piiklad 98 (Pt. 79). Pokud se pfi vypoctu limity ( )lir(n )f(a:, y) priblizujeme
z,y)—(Z0,Y0

k bodu (zg,yo) po piimkach:
65



1. Vzdy dokéZeme urcit, ze limita ~ lim  f(x,y) neexistuje.
(z,y)—(wo,y0)

2. Vzdy dokdzeme urcit, ze limita lim  f(z,y) existuje.
(z,y)—(z0,y0)

3. Neuvazujeme vsechny zptsoby pribliZeni.
4. Ani jedna z uvedenych moznosti neni pravdiva.

Piiklad 99 (Pt. 80). Dopliite tvrzeni tak, aby bylo nepravdivé: Pokud se pii
vypoctu limity lim  f(z,y) pfiblizujeme k bodu (xg, yo) po primkach:

(z,y)—(x0,y0)

1. Vzdy dokézeme urcit, ze limita lim  f(z,y) neexistuje.
(z,y)—(z0,y0)

2. Vidy dokazeme urcit, ze limita ~ lim  f(z,y) existuje.
(z,y)—(wo,y0)

3. Nékdy muizeme urcit, zda limita  lim  f(z,y) neexistuje.
(z.y)—(z0,y0)

4. Nékdy muzeme urcit, zda limita ~ lim  f(z,y) existuje.
(z,y)—(zo,y0)

Priklad 100 (Pi. 81). Ozna¢me L; =  lim  f(z,y) a Ly = lim f(x,yo +
(2,y)=(z0,y0) a0
k(x — x¢)),k € R. Vyberte pravdiva tvrzeni:
1. Vzdy miizeme urcit, zda L, existuje.
2. Jestlize L,y existuje, pak L; také existuje.
3. Jestlize Ly neexistuje, pak L; také neexistuje.
4. Jestlize hodnota L, zavisi na hodnoté proménné k, pak L; miize existovat.
Priklad 101 (Pi. 82). Ozna¢me L; =  lim  f(z,y) a Ly = lim f(x,yo +
(z,y)—(z0,30) T—T0
k(x — x¢)),k € R. Vyberte pravdiva tvrzeni:

1. Limita Lo vzdy bude zaviset na hodnoté k.

2. Pokud limita Ly nezavisi na hodnoté k, pak limita L, existuje.
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3. Vypoctem limity L, mtzeme zjistit, jestli limita L, zavisi na smeéru, ze

kterého se priblizujeme k bodu (xg, o).

4. Vypoctem limity Lo vzdy zjistime, jestli limita L, zavisi na sméru, ze kte-
rého se piiblizujeme k bodu (g, yo).
Priklad 102 (Pi. 83). Ozna¢me L; =  lim  f(z,y) a Ly = lim f(x,yo +
(2,y)—(z0,0) T—T0
k(x — x¢)),k € R. Vyberte pravdiva tvrzeni:
1. Vypoctenim limity L, nemtzeme urcit, zda limita L, existuje.

2. Limita L; miize existovat, i kdyz limita Ly neexistuje.

3. Na zakladé limity L, nemtzeme zjistit, jestli L, zavisi na sméru, po kterém

se piiblizujeme k bodu (z¢, yo).
4. Jestlize limita L, existuje, pak limita Ly nezavisi na hodnoté k.
Piiklad 103 (Pf. 84). Ozna¢me L; =  lim  f(x,y) a Ly = lim f(z,y0 +
(2,y)—=(20,y0) z—z0
k(x —x9)),k € R. Vyberte pravdiva tvrzeni:
1. Jestlize limita L neexistuje, pak limita L; miize existovat.
2. Vypoctenim limity L, nemizeme urcit, zda L, neexistuje.
3. Cislo k vyjadfuje smér, ve kterém se piiblizujeme k bodu (z¢, o).
4. Vypoctenim limity L, miizeme urcit, zda L; neexistuje.
Piiklad 104 (Pf. 85). Ozna¢me L; = lim  f(z,y) a Ly = lim f(z,y0 +
(z,y)—=(w0,90) T—To
k(x —x9)),k € R. Vyberte nepravdiva tvrzeni:

1. Jestlize limita Lo neexistuje, pak limita L, muze existovat.

2. Jestlize limita L, existuje a nezavisi na ¢islu k, pak limita L, také existuje

a plati Ly = L.

3. Limita L; nemuze existovat, pokud limita L, neexistuje.
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4. Limita L, existuje pravé tehdy, kdyz existuje limita L.
Piiklad 105 (Pf. 86). Ozna¢me L; =  lim  f(x,y) a Ly = lim f(z,y0 +
(z.y) = (zo,y0) z—xo
k(x — x9)), k € R. Vyberte nepravdiva tvrzeni:
1. Jestlize limita L; existuje, pak limita Ly nezavisi na cislu k.

2. Vypocitanim limity L, miizeme vzdy urcit, zda limita L, existuje.

3. Vypocitanim limity L, miizeme zjistit, jestli L; zavisi na sméru, ze kterého

se piiblizujeme k bodu (zo, yo).
4. Limita L, existuje pravé tehdy, kdyz existuje limita L.
Piiklad 106 (Pf. 87). Ozna¢me L; =  lim  f(z,y) a Ly = lim f(z,y0 +
(=)= (wo,y0) z—xo
k(x —x9)),k € R. Vyberte nepravdiva tvrzeni:
1. Jestlize L, = 0, pak L; nemusi existovat.
2. Jestlize L, =0, pak L; = 0.
3. Jestlize Lo = 0, pak L; musi existovat.
4. Jestlize Ly = 0, pak L; mtze byt také rovna nule.
Priklad 107 (Pf. 88). Ozna¢me L; =  lim  f(z,y) a Ly = lim f(x,yo +
(z,y)=(z0,90) T—T0
k(x — x¢)),k € R. Vyberte pravdiva tvrzeni:
1. Jestlize Ly = 0 a L, existuje, pak L; = 0.
2. Jestlize Ly = 0, pak nemtizeme rozhodnout o existenci limity L;.

3. Jestlize Ly = 0, pak L, nemuze zaviset na hodnoté k.

4. Jestlize Ly = 0, pak L; = 0.

v v o . Sin($ + y)7 (I, y) ?A (07 O)
Priklad 108 (Pi. 89). Méjme funkci f(z,y) =
(FF. 89). M4 ) = { L (r.y) = (0.0)
Oznacme L = lim  f(z,y). Kterd tvrzeni jsou pravdiva?
(z,y)—(0,0)
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1. Limita L existuje.
2. Limita L neexistuje, protoze dvojnasobné limity se nerovnaji.
3. Limita L existuje a je rovna c¢islu 1.
4. Funkce f je spojita v bodé (0,0).
Piiklad 109 (Pt. 90). Limita funkce f v bodé (x¢,yo) je ¢islo, které:
1. se vzdy rovna funkéni hodnoté funkce f v daném bodé (zo, yo);
2. pomaha urcit, zda je funkce f v daném bodé (xg,yo) spojité;
3. se muZe rovnat funkéni hodnoté funkce f v daném bodé (xg, yo);
4. zéavisi na funkéni hodnoté funkce f v daném bodé (o, yo).
Piiklad 110 (Pf. 91). Limita funkce f v bodé (zo,yo) je ¢islo, které:
1. poméha ur¢it, jestli funkce f mé v bodé (x¢, yo) bod nespojitosti;
2. je pro kazdy bod (wo,yo) € D’ rtizné;
3. je vzdy totozné s funkéni hodnotou funkce f v bodé (xg, yo);
4. mtze byt pro kazdy bod (wo,yo) € D} riizné.

Piiklad 111 (Pi. 92). Mé&me funkci f(z,y) = 2531 Které z nasledujicich

ri—y

tvrzeni je pravdivé?
1. Funkce je spojita na R2.
2. Funkce je spojita na svém defini¢nim oboru.
3. V R? existuje bod, v némz funkce f neni spojité.
4. Ani jedna z uvedenych moznosti.

Piiklad 112 (Pf. 93). Mé&jme funkei 2521 Které z nésledujicich tvrzeni neni

o=y

pravdivé?
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1. Funkce f je spojita na R2.
2. Funkce f je spojitd na Dy.
3. V R? existuje bod, v némz funkce f neni spojita.

4. Y(zo,y0) €ER:  lim  f(z,y) = f(zo,yo)-

(z,y)—(z0,y0)

Piiklad 113 (Pt. 94). Ve kterém z nasledujicich bodt muze byt funkce f(x,y)

spojita?
1. v izolovaném bodé Dy;
2. v bodé (z9,v0) € Dy N hDy;
3. ve vnitinim bodé Dy;
4. v bodé (z9,y0) € D} \ Dy.

Piiklad 114 (Pt. 95). Ve kterém z nasledujicich bodt nemuze byt funkce f(x,y)

spojita?
1. v izolovaném bodé Dy;
2. v bodé& (xg,y0) € hDy \ Dy;
3. ve vnitinim bodé Dy;
4. v bodé (x9,10) € D} \ Dy.
Piiklad 115 (Pf. 96). Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

1. Funkce f(x,y) je spojita, je-li spojitd v kazdém bodé svého defini¢niho

oboru.

2. Jestlize je funkce f(z,y) spojitda v kazdém bodé svého definiéniho oboru,

pak je spojita.

3. Defini¢ni obor spojité funkce je konvexni mnozina.
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4. Defini¢ni obor spojité funkce je souvisla mnozina.

Priklad 116 (Pt. 97). Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou nepravdiva?
1. Funkce je spojita, je-li spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

2. Jestlize je funkce spojitd v kazdém bodé svého defini¢niho oboru, pak je

spojita.
3. Defini¢ni obor spojité funkce je konvexni mnozina.

4. Funkce muze byt spojita pouze v bodech svého defini¢niho oboru.

‘ ///\'J/ ,

/

v v

Obrazek 11: Obrazky Obr. 5 (vlevo nahofe), Obr. 6 (vpravo nahofe), Obr. 7
(vlevo dole) a Obr. 8 (vpravo dole) byly pouzity v ptikladech 117 a 118

Piiklad 117 (Pt. 98). Na Obréazku 11 jsou zndzornény mozné defini¢éni obory
funkce f(z,y). Ve kterém piipadé lze hledat limitu funkce f(z,y) v bodé (0,0)?
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Piiklad 118 (Pt. 99). Na Obréazku 11 jsou zndzornény mozné defini¢éni obory
funkce f(x,y). Ve kterém piipadé nelze hledat limitu funkce f(x,y) v bodé (0, 0)?

i - aom (2,y) € R2\{(0,0),(2,0)}
Piiklad 119 (P¥. 100). Mé&jme funkci f(z,y) = { =*+v2’ ; ,0), (2,
N e = {5 0 S

Oznaéme L = ( l)mr% : f(z,y). Ktera z nésledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
z,y)—(0,0

1. L =0;

2. limita neexistuje;

4. L

I
N |

4.3. Kli¢ k tloham

20 {1a,2b,3¢c};21 {1c 2a,3d 4b);22{4): 23 {1,2, 3); 24 {6}; 25
(51: 26 {1, 2,3, 4, 5}; 27 {5): 28 {1, 2, 3, 4}; 29 {4}; 30 {1, 2, 3, 5}; 31 {5};
32 {1, 2,3, 4}; 33 {4, 5}; 34 {1, 2, 3}; 35 {1}; 36 {2, 3, 4); 37 {2}; 38 {1, 3,
4}; 39 {3, 4}; 40 {1, 2}; 41 {2, 3, 4}; 42 {1}; 43 {2, 4}; 44 {2}; 45 {1, 3}; 46
(1,3, 4); 47 {4)}; 48 {1, 2, 3}; 49 {4}; 50 {1, 2, 3}; 51 {4}; 52 {1, 3, 4}; 53 {2,
3}; 54 {1, 4}; 55 {4}; 56 {1, 3}; 57 {obr. 1}; 58 {obr. 2}; 59 {obr. 3}; 60 {obr.
1, obr. 3, obr. 4}; 61 {2}; 62 {2, 3}; 63 {4}; 64 {1, 3}; 65 {1, 3}; 66 {1, 2, 3};
67 {3, 4}; 68 {1, 2}; 69 {3}; 70 {1, 2, 4}; 71 {1, 3}; 72 {2}; 73 {3}; 74 {3};
75 {1, 2); 76 {1, 2); 77 {4}; 78 {1, 2, 3, 5}: 79 {2}; 80 {1, 3, 4, 5}; 81 {5}; 82
(1,2, 3, 4); 83 {1}; 84 {2, 3, 4}; 85 {1, 4}; 86 {2, 3}; 87 {2}; 88 {1}; 89 {3};
90 {1, 2, 4}; 91 {1, 3}; 92 {2, 4}; 93 {3}; 94 {1, 2, 4}; 95 {3); 96 {1, 2, 4};
97 {4); 98 {3}; 99 {1, 2, 4}; 100 {1, 3}; 101 {3}; 102 {1, 4}; 103 {3, 4}; 104
{1, 2, 4}; 105 {2, 4}; 106 {2, 3}; 107 {1, 2, 3}; 108 {1}; 109 {2, 3}; 110 {1,
4}; 111 {2, 3}; 112 {1, 4}; 113 {1, 2, 3}; 114 {2, 4}; 115 {1, 2}; 116 {3}; 117
{obr. 5, obr. 7}; 118 {obr. 6, obr. 8}; 119 {2}
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4.4. Zhodnoceni testovani

Zhodnotme nyni vysledky testovani limity a spojitosti funkce dvou promén-
nych, kterych bylo dosazeno padesati studenty béhem letniho semestru akade-
mického roku 2012/2013.

Predpokladéame, Ze jedinym cilem testovanych studentti bylo dosazeni 80%
hranice, ktera znacila tispésné slozeni testu. Po pfekonani této hranice student
pokus déle neopakoval. Dalsi podminkou je ukoncenost testu (testy, které nebyly
uzavieny, nejsou predmétem naseho zkoumani).

Na zakladé téchto predpokladl uvedeme zékladni charakteristiky, jimiz lze
popsat ziskany soubor odpovédi a test (viz Ptilohy na CD ¢. 1, & 2 a ¢. 3).
Uvedeme predevsim vysledky test vzhledem k jejich ispésnému a netspésnému
sloZeni a casovému trvani. Dale zde uvedeme tuspésnosti né€kterych otazek, které

budeme charakterizovat po¢tem jejich generovani a procentualnim ohodnocenim.

Systém LMS Moodle zaznamenal za dané obdobi 283 ukoncenych pokusi.
V kazdém z nich bylo dvacet otazek, coz znamena, Ze vygenerovano bylo 5660

otazek. Z testll bylo dokonceno 48 tispésné a 235 netuspésne.

Poiet ispésnych studenti

j=] = ha w o+ un o2 b | o]
|

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 16 28
Potet pokush potFebnych k dosazeni tispéchu

Obrazek 12: Pocet pokusti, jez studenti potiebovali k tispésnému slozeni testu
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Z grafu na Obrazku 12 vidime, Ze v prvnim pokusu byli uspésni pouze 4
studenti, coz je zhruba 8 %. Pokust potiebnych k tspésnému sloZeni testu bylo
priamérné 6.

Tato skutecnost se projevila na 45% primérném hodnoceni celkového sou-
boru pokust, coz je neo¢ekdvany vysledek, nebof pfedpokladana byla alespon
50% tuspésnost. Na vysledcich jednotlivych pokust je samoziejmé znét zlepsSo-
vani vysledkti v zavislosti na jejich poc¢tu, nebot primérné hodnoceni prvnich
pokusti tj. 36 % se postupné zlepsilo az na 83 % dosazenych pouze pii poslednich
pokusech.

Pokud bychom zkoumali tispéch testu v zavislosti na jeho ¢asovém trvani
zjistime, Ze testy z ¢asového intervalu (3,600) minut mély 25% tspésnost (testy,
které trvaly méné jak 10 minut a vice jak 10 hodin jsme zanedbali). Primérnym
¢asem oc¢isténého souboru testtt bylo 28 minut (na rozdil od neoc¢isténého, ktery
byl roven 2 hodinam a 45 minutam). Pramérny ¢as vSech tspésnych pokusi byl 2
hodiny 19 minut. Tento vysledek byl velmi ovlivnén dvéma pokusy, jejichz doba
trvani pfesdhla hranici 10 hodin (konkrétné trvaly 14 hodin 17 minut a 2 dny 23
hodin). Uspé&né pokusy, jejichz doba trvani spada do intervalu (3,600) minut,
prameérné trvaly priblizné 34 minut.

Rozeberme tspésnost jednotlivych otazek. Na Obrazku 13 je znazornén po-
dil spravné zodpovézenych, nezcela spravné zodpovézenych a nezodpovézenych

otazek na celkovém poctu.

nezodpovézené otdzky

M nezcela spravné
zodpovézené otdzky
M spravné zodpovézené

odpovédi

Obrazek 13: Podil spravné zodpovézenych, nezcela spravné zodpovézenych a ne-
zodpovézenych otazek na celkovém poctu
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Kromé relativné nizkého procenta odpovédi, které byly zodpovézeny zcela
spravné (tj. 33 %), si miizeme v8imnout faktu, ze na 29 % otézek nebylo viibec
odpovézeno. Toto se odrazilo v hodnoceni obtiZznosti jednotlivych otéazek.

Dle Tabulky 1, v které jsou uvedeny celkové procentudlni ohodnoceni jednot-
livych otazek (tzv. Facility indexy), mélo pouze 28 % otazek ispésnost vyssi nez
50 %.

Nejtézsim dotazem byla Otézka ¢. 112 s 22% tspésnosti splnéni. Jeji znéni

bylo nésledujici:
Méjme funkci 29”;;—?:3”;1 Které z nasledujicich tvrzeni neni pravdivé?

1. Funkce f je spojitd na R2.
2. Funkce f je spojitd na Dy.
3. V R? existuje bod, v ném# funkce f neni spojité.

4. V(zo, o) €R:  lim  f(z,y) = f(zo,Yo)-

(@,y)=(z0,90)

Z 59 generovanych pokust byla devétkrat zodpovézena zcela spravné, osmkrat
s 50% tspésnosti, 21 nezodpovézena a v ostatnich piipadech bylo jeji hodnoceni
rovno ¢islu z intervalu (—100%, 0%).

Pocet, kolikrat studenti zvolili jednotlivé odpovédi, je uveden v Tabulce 2.
Z ni vyplyva, ze spravnou odpovédi, kterou neoznacilo nejvice studenti, byla
Odpoved ¢. 4. Naopak nejcastéji se vyskytujici nespravné odpovéd (vyskytla se
az patnactkrat) byla Odpovéd €. 3.
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Priklad | Facilityindex | Prikiad | Facilityindex | Prikiad | Facilityindex
20 73.17% 60 48.63% 70 40.00%
95 72.00% 28 48.61% 97 40.00%
74 70.54% a2 48.43% 65 39.65%
83 B8.52% 87 47 62% 52 39.66%
69 B6.67 % 56 47 41% 106 39.09%
63 B6.15% 50 47.40% 29 36.64%
61 B4.55% 55 4737 % 33 38.18%
109 £3.33% 101 47 .37 % 64 37.53%
62 B0.53% a1 47.22% 114 37.04%
21 B0.34% 71 46.43% 79 37.00%
91 58.67 % 27 46.15% 30 36.95%
84 57.18% 111 46.15% 53 36.51%
3 56.62% a9 45.09% 96 36.36%
57 56.50% 75 45.83% a3 36.11%
85 55.93% 116 45.75% 23 35.98%
36 55.15% 89 45.33% 25 35.19%
35 54.94% 58 44.64% 24 34.55%
66 54.80% 39 4417 % 108 34.48%
78 54.63% as 4417 % 26 34.35%
118 54.17% 51 44.14% 68 34.26%
28 52.54% 22 44,07 % 103 33.65%
113 52.05% 93 43.54% as 33.33%
88 52.04% a6 43.14% 107 33.33%
37 51.67% 81 42.98% 94 32.75%
47 51.61% 117 42.55% 102 32.64%
31 51.42% 99 42.37 % 92 32.41%
77 50.89% 38 42.33% 67 32.14%
49 50.45% a4 41.96% 104 31.43%
108 50.00% 32 41.85% 82 29.63%
110 50.00% 76 41.80% 100 26.70%
115 49.19% 20 41.55% 80 24.22%
86 49.09% 119 41.50% 112 22.03%
34 48.96% 59 41.03%

54 48.94% 72 40.52%

Tabulka 1: Facility indexy (indexy obtiznosti) jednotlivych piikladi (viz Pfiloha
na CD ¢. 2)
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Odpovéd ¢. | spravné | Pocet oznaceni
1 ano 21
2 ne <]
3 he 15
4 ano 16

Tabulka 2: Pocet oznaceni jednotlivych odpovédi Otazky ¢. 112 v testu

Nejleh¢i tlohou byla naopak prifazovaci Otazka ¢. 20:

Prifadte oznaceni k jednotlivym typtm limit:

T4y

(2,y)—(00,00)

2. lim lim %, lim lim —;
z—=0y—0 T Y y=0zx—0T7Y

1
3. lim e 2?;
z—0

a dvojné limita funkce dvou proménnych v bodé;

b dvojnasobna limita funkce dvou proménnych v bodé;

¢ limita funkce jedné proménné v bodé.

Jeji ispésnost se vysplhala az na 73 %. Nejvétsi ¢ast jejtho nespravného zod-

povézeni je dana deseti nevyplnénymi odpovédmi z celkového poctu 41 vygene-

rovani.
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ZAavér

Hlavnim cilem této bakalarské prace bylo vytvoreni otazek, které byly pou-
Zity pii testovani studentd KMA /M2 Univerzity Palackého v Olomouci pomoci
pocitace béhem letniho semestru akademického roku 2012/2013.

Tohoto cile bylo dosazeno v rozsahu sta otazek, které byly zaméfeny na limitu
a spojitost funkce dvou proménnych. Nasledné byly vlozeny do e-learningového
prostfedi LMS Moodle, kde z nich byly skladany testy.

Tato bakalaiska prace byla zpracovana v typografickém systému TEX. Struk-
turovana byla do 4 hlavnich kapitol.

V prvni kapitole byly uvedeny zakladni definice pojmii. Pfedevsim byly zmi-
nény vztahy mezi bodem a danou mnozinou, metricky prostor, okoli bodu a funkce
dvou proménnych.

Druhé kapitola se zabyvala limitou funkce dvou proménnych. V prvnich ¢tyiech
podkapitolach byly jednotlive popsany motivace ke zkoumani problematiky limity
funkce dvou proménnych, definice tohoto pojmu, typy limit (konkrétné pro pii-
pad vlastni limity ve vlastnim bodé) a vlastnosti limit funkci. Pata podkapitola
byla vénovana vypoctiim limity funkce dvou proménnych. Posledni ¢ast druhé
kapitoly se tykala postupi, které se pouzivaji k dikazu neexistence limity.

Ve tfeti kapitole byla rozebrana problematika spojitosti funkce dvou promén-
nych. Prvni ¢ast uvadéla definici spojitosti funkce v bodé a vztah limity a spoji-
tosti funkce na mnoziné. Dale zde byly popsany vlastnosti spojité funkce.

Ve ¢tvrté kapitole jsme se zabyvali testovanim studenti. Popisovali jsme zpti-
sob a principy tvoreni otazek a dale jsme uvedli vSechny otazky vcetné jejich
spravnych odpovédi. Také byl uveden rozbor jiz realizovaného testu, vytvoreného
ze zminénych otazek, pficemz jsme analyzovali vysledky na zakladé procentu-
alniho hodnoceni, ¢asu a generovani jednotlivych otazek. Tento rozbor ukézal,
ze studenti primérné potiebovali Sest pokust k tspésnému slozeni zkousky a
procento jejich tspésnosti bylo rovno 45 % (testy byly obtizné). Zjistili jsme, ze
studentiim stacilo primérné 28 minut k vyplnéni testu.

Tato prace je urcena predevsim studenttim, ktefi si chtéji procvicit své zna-
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losti a pochopit postupy odvozovani spravnych odpovédi. Déale miize slouzit jako
indikator tprav, které by mély byt provedeny, pokud by testy mély slouzit jako
plnohodnotnd ¢ast zkousky predmétu KMA /M2.

V tomto pripadé bych doporucovala celou Banku tloh zanalyzovat a otazky,
které jsou bud velmi lehké (tzn. jejich Facility index je vyssi nez 70 %) nebo velmi

obtizné (tzn. mély nizsi Gspésnost jak 50 %) upravit do pfijatelné formy.
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Priloha

Prehled limit elementarnich funkci jedné proménné

f(z) =22 lirf 7% =00
T—r 00
flx)=2* lim 2*=+o0
T—rFo00
f(z) = % lim % =0
T—00
flz)=¢€" lim e* = oo
T—00
flx)=e® lime™*=0
T—00

lim 22 = ¢
xr—rc
lim 23 = ¢
Tr—cC
lim £ =0
z——o0 ¥
lim e* =0
T——00
lim e % = o0
r—r—00

3

Znamé odvozené limity funkce jedné proménné

. 1
}El_)né(l‘i'm) =e

lim 20+2) — lim 2@ — 1
z—=0 T - z—=0 T
lim (14 1) =¢! lim(1 + lz)* = ¢
e e o1 g T €l _ 1
gl;_)rr(l) =In(a),kde a € R"\{1} specialné lim == =
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