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Uvod

Cilem této prace je seznamit se s hierarchickymi bazemi v metodé konecnych
prvki. Metoda kone¢nych prvki (ddle MKP) je numerickd metoda vychézejici
z metod Galerkinova typu a stala se jednou z nejpouzivanéjsich v inzenyrstvi.
Setkame se s ni napt. ve stavebnim, leteckém ¢i automobilovém primyslu, ale
také naléza uplatnéni naptiklad v biomechanice. Pouziva se k feSeni fyzikalnich
uloh, presnéji situaci, které lze popsat diferencialnimi a integralnimi rovnicemi.
Zminit muzeme modelovani deformace téles, proudéni tekutin, Siteni tepla nebo
také simulace pribéhu napéti a stanoveni nejnamahanéjsiho mista konstrukce.

Vznik této metody je spojen se dvémi udélostmi. Pocatkem 40. let 20. stoleti
byla publikovana prace, ve které se A. Hrennikoff zabyval variac¢ni ulohou na
dvoudimenzionalni oblasti rozdélené pomoci mrizky. O rok pozdéji, dne 16. ¢ervna
1942 byl v casopise ,,Bulletin of American Mathematical Society* vytistén ¢lanek
profesora Richarda Couranta, kde se mimo jiné vénuje popisu a feseni varia¢niho
problému na siti ve 2D pokryté trojuhelniky. Toto feseni hleda ve tvaru po ¢astech
linearni funkce. Diky pocetni naroc¢nosti nebyla metoda ptijata, k jejimu rozvoji
doslo pozdéji na univerzitach ve Stuttgartu (50. 1éta) a v Berkley (60. 1éta). Prvné
byla pouzita na konci 60. let pfi pevnostnich vypoctech v leteckém primyslu.
O rozvoj této metody se zaslouzil také profesor Milos Zlamal, ktery v roce 1968
v Casopise ,,Numerische Mathematik®“ publikoval ¢lanek ,,On The Finite Element
Method*.

Existuje nékolik verzi MKP, v té klasické h-verzi pracujeme na konecnédimen-
zionalnich prostorech s po ¢astech linedrnimi bazemi. Hierarchické baze fadime
k teorii tzv. p-verze, kdy baze volime také po c¢astech polynomialni, ale vyssiho
radu.

S MKP jsem se setkala poprvé pii vybéru tématu této diplomové prace a zau-
jala mé diky jejimu sirokému vyuziti. Nejedna se pouze o teoretickou matematiku,
vsude kolem nas 1ze najit misto pro jeji uplatnéni. V ramci studijnich kurzi jsme
se postupné seznamili s pojmy jako varia¢ni tiloha ¢i v zavéru studia také s ma-
tematickym pohledem na h-verzi zminéné metody.

V préaci se budu vénovat prevazné p-verzi MKP pro feseni tloh s eliptic-
kou diferencialni rovnici (tj. tlohami nezavislymi na ¢ase) v 1D a 2D. Zaméfime

se pouze na rovnice 2. fadu. Seznamime se se dvéma druhy bazovych funkei,
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kromé hierarchickych bazi také s Lagrangeovymi tvarovymi bazemi. Praci roz-
délim do nékolika kapitol. Na tivod se podivame na matematické pojmy, které
budou na dalsich strankach potfebné. Dale ve 2. kapitole nahlédneme na Ga-
lerkinovu metodu, kterd prevadi klasickou formulaci tlohy na slabou formulaci
a kratce na samotnou myslenku MKP. Rekneme si zde néco o koneénych prvcich
¢i bazovych funkcich. Poté se mtizeme pustit do kone¢nych prvkt vyssich radi.
Ve tieti kapitole vénované 1D tlohdm se zavedenim pojmu Lagrangeovych
bazi dostaneme k hierarchickym bazim a seznamime se s Lobattovymi funkcemi,
které nas budou provazet po zbytek prace. Cela kapitola bude zakoncena priklady,
které resi konkrétni tlohy pomoci programu MATLAB. Pracovala jsem s verzi
7.0.0.19920 (R14) a vSechny mnou naprogramované m-fily, které jsem v praci
vyuzila, prikladam také na CD nosici. Jedna se o soubory odpovidajici danym
okrajovym uloham, presnéji homogennim Dirichletovym ¢i Neumannovym, a né-
kolik souborii pro obecny piipad. V posledni kapitole probereme tytéz pojmy,
tj. Lagrangeovy a hierarchické baze, jen pro prostor 2D, ktery si rozdélime na

¢tytuhelniky ¢i trojuhelniky a na zavér uvedu par prikladi.



Pouzité znaceni

Zmaceni Vyznam

N, R obor prirozenych ¢isel, resp. obor realnych ¢isel

R™ vektorovy prostor nad R dimenze n

Rm>xm prostor matic typu n X m nad R

A = {aij}} i ¢tvercova matice fadu n

x = (T1,%2,...,Ty) usporadana n-tice redlnych cisel, vektor

x? transponovany vektor k vektoru ax

% duélni prostor k prostoru V

dimV dimenze prostoru V'

Q, 09 oblast €2, resp. hranice oblasti €2

Ck () tida funkci se spojitymi parcialnimi derivacemi na
mnoziné 2 az do fadu k € N

C%(Q) tfida funkci, které jsou spojité na oblasti  a maji
lipschitzovskou hranici

() prostor distribuci, funkci s nekonec¢né kompaktnim

nosic¢em

Wk»(Q) Soboleviv prostor, kK € N, p € (1, 00)

WP (Q) uzaveér mnoziny Cg°(Q) v prostoru Wr»(Q)

LP(Q) Lebesguetv prostor, p € (1, 00)

M, diamM uzavér mnoziny M, resp. prumér mnoziny M

supp(v) nosi¢ funkce v

a(u,v) bilinedrni forma

l(v) spojity linedrni funkcional

AV Laplacetiv operator, resp. gradient

PP prostor polynomu stupné nejvyse p

(fog)(x) slozené zobrazeni f(g(z))

flr restrikce funkce f na mnozinu 7' € R"

dist(A, B) vzdélenost bodu A od bodu B



1 Pripravna kapitola

V této kapitole se seznamime s matematickym aparatem, ktery budeme po-

tfebovat pro dalsi praci.

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1. Necht V' je Hilberttv prostor, U C V je neprazdnd, konvexni,
uzaviend podmnozina ve V. Déale necht a : V' x V' — R je bilinearni forma na V.
Rekneme, Ze a je
a) omezena na U, jestlize Ja > 0 takové, Ze |a(u,v)| < af|ul - ||v||, Yu,v € V,
b) V-elipticka na U, jestlize 33 > 0 takové, Ze a(v,v) > B|lv|?, Vv € V,
c) symetricka na U, jestlize a(u,v) = a(v,u), Yu,v € U.
Definice 1.2. Rekneme, Ze ¢tvercova matice A = {a;;}

n . o e v
ri=1, M € N, je pozitivné

definitni, jestlize plati
xTAx >0, Vx#0.

1.2 Lebesgueovy prostory

Tyto prostory budeme potifebovat pro zavedeni Sobolevovych prostorii.

Definice 1.3. Necht 2 C R”, kde n € N urc¢uje dimenzi. Uvazujme linearni
prostor V' obsahujici métitelné funkce f : 2 — R. Pro 1 < p < oo definujeme LP

normu v prostoru V' nasledovné

=

7l = ([ 1f@)ldz)" pro1<p< oo

[flleo = inf{a; [f(2)] < asv.naQj,

a€cR

kde [ je Lebesguetiv integral. Lebesguetiv prostor L?(Q) pak definujeme jako

Q) ={f €V [fll, <00} prol<p<oc,

Poznamka 1.1. Prostor L”(€2) pro 0 < p < oo spolu s vyse definovanou normou
tvori Banachtiv prostor a speciadlné pro p = 2 se jedna o Hilbertiv prostor se

skalarnim souc¢inem (f, g)2 = [ f(x)g(x)dx.
Q



1.3 Sobolevovy prostory
Nejdrive se seznamime s tzv. multiindexy a slabymi derivacemi.

Definice 1.4. Nechtf n € N urcuje dimenzi prostoru R”. Usporfadanou n-tici
(o, 9, .. 0), kde oy > 0, Vi = 1,2,...,n, nazveme multiindexem «. Jako

délku multiindexu oznacujeme ¢islo

n
la| = Z ;.
i=1

Necht navic funkce ¢ : R™ D 2 — R. Pak slabou derivaci funkce ¢ fadu «
rozumime

ol (g
Dro(a) = 5 0 %)

© 0zt .. Oxon
Poznamka 1.2. Ekvivalentné lze definici slabé derivace funkce ¢ napsat: Necht

Q C R", n € N, je oteviend mnozina. Dale nechf funkce ¢, ¢, € L'(Q) a « je
multiindex takovy, ze |o| < k, k € N. Pak plati

/qﬁa(w)v(w)d:z: = (1)l /gb(ar;)Do‘v(w)dac, Vv e C5° ()

a ¢, nazveme slabou derivaci funkce ¢ fddu « a pro prostor C§°(Q2) plati

CP(Q) ={v e C™; supp(v) C Q je kompaktni}.

Nyni miizeme nadefinovat Soboleviiv prostor.

Definice 1.5. Necht 1 <p < o0, k € Na Q C R", n € N. Sobolevav prostor
WHP(Q) definujeme jako

WkEP(Q) = {v € LP(Q) ; V]a| < k: D% € LP(Q)}.
Poznamka 1.3. Konkrétné pro tlohy s eliptickou rovnici 2. fadu budeme potfte-
bovat prostor Wh2(Q) = {v € L*(Q) ; Vla| <1: D € L*(Q)}.
Poznamka 1.4. Mezi nejéastéji uzivanou normu v prostoru W*»(Q) patii

1
oy = (X ID0])" pro1<p <o,
o <k

[0][k,00 = max || D] .
o<k
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Prostor W¥P(Q) s touto normou tvoii Banachtiv prostor. Pro p = 2 se dokonce
jedna o prostor Hilbertiv se skalarnim souc¢inem (u,v)r2 = Y, (D%, D).
<k

Definujme navic prostor Wy ().

Definice 1.6. Necht Q C R", n € N, je oteviend mnozina. Déle necht k& € N
a1 < p < oo. Soboleviiv prostor Wy () definujeme jako

WEr(@) = G
tj. uzévér mnoziny C5°(Q) v prostoru W*?(Q).

1.4 Greenova formule

Necht 2 C R"™ a oznaéme si vektor vnéjsi normdly n(x) = (n,...,n,)" (x)
pro x € 0.

Nyni si uvedeme Greenovu formuli pro dva pripady.

1. Yu,v € Wh2(Q) plati

ou v
axivdw— /uvn,-ds—/ua—xidw, (1.1)
Q o9 Q
2. Yu € WH2(Q), v € W22(Q) plati
ou
/Auvd:z: = /8—nvds—/Vqud:1:, (1.2)
Q o0 Q

kde 2 = Vu(x)n(x) pro = z hranice oblasti .

1.5 Ridka matice

Pojem ridké matice neni pfesné stanoven, proto si neuvedeme presnou definici.
Mizeme ale Tici nasledujici.

Necht A = {a;;};;Z, je matice typu nxm, n,m € N. Jestlize naprosta vétsina
prvki a;; je rovna nule, Vi, 7, pak matici A nazyvame Fidkou matici. V opacném

pripadé se matice A nazyva husta.



Poznamka 1.5. Vétsinou se uvadi, Ze pocet nenulovych prvki v fidké matici je

priblizné do 5ti ¢i 10ti procent vSech prvki.

Vyhod ridkych matic je hned nékolik. Pti feseni soustav s témito maticemi,
existuje-li jejich feseni, dochazi ke vzniku mensich vypocetnich chyb, coz je spo-
jeno s mensim poctem operaci ve srovnani s hustymi maticemi.

Resime-li rozsahlejsi tlohu prostiednictvim podcitace, stai ndm v jeho paméti

uchovévat jen nenulové prvky a jejich pozice. Cimz se snizi zatizeni na pamét.

1.6 Jacobian, véta o substituci

Ve 3. kapitole této prace pouzijeme pojem Jacobian. Jedna se o determinant
¢tvercové Jacobiho matice. Vice informaci naleznete napi. v literatute [16].

Necht je dana vektorova funkce f : R™ — R", f = (f1, fs,..., fa), kterd
je diferencovatelnd v bodé @ = (x1,z2,...,7,). Jacobiho matice funkce f

v bodé x je matice

of Ofr ., Ofr

Or1 Oxa Oy,

Of2 0f2 ., Of2

o O0xr1 Oxo Oy,
Dy(x) = | = 7= 7 (2).

Ofn Ofn . Ofn

8:21 8:22 afvn

Jacobianem funkce f v bodé€ x nazveme determinant z Dy(x), tj.
J¢(x) = detDy(x).

Véta o substituci

S pojmem Jacobian nepiimo souvisi také substitucni veta. Predpokladejme
existenci zobrazeni ¢ : N — M, N, M C R" uzaviené, které je jednoznacné, tj.
M = ¢(N). Navic existuji parcialni derivace ¢ 1. fadu a J4 # 0. Dale necht

méame spojitou ohrani¢enou funkci f na M, poté

/ f()da = / (f 0 6)(&)|T o)\ deE.
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1.7 Interpolace

P1i teseni tloh pouzijeme kromé metody konecnych prvki i interpolaci. Proto
si ji strucné charakterizujeme. Podrobnéji napf. v literatuie [4], kapitole 1.1.

Necht je ddno n + 1 navzdjem rtznych bodt z; € R, i = 0,1,...,n. Tyto
body tvoii tzv. sit uzli. Dale necht jsou v téchto bodech zndmy funkéni hodnoty
f(z;), kratce f;. Ukolem je najit funkci p(x, ag, ai, . .., a,) proménné x zavislé na

parametrech ag, a, ..., a, tak, aby platily tzv. interpola¢ni podminky
Wz, ag,ar, ... a,) = fi, Vi=0,...,n. (1.3)

Poznamka 1.6. Ekvidistantni siti uzli zg, 21, ..., 2, rozumime takovou sit,
kdy lze kazdy jeji bod x; vyjadrit ve tvaru x; = x9+th, kde h € R je kladné ¢islo

a nazyvame jej krokem.

Poznamka 1.7. Je-li hledanou funkci p polynom stupné nejvyse n, mluvime
o polynomialni interpolaci. Pro dané uzly z; a jejich funkéni hodnoty f;,

1=20,1,...,n, existuje polynom
Po(z) = p(x, a9, a1, . ..,a,) = apx" + a12" ' + - +a,

spliiujici interpola¢ni podminky (1.3) jednozna¢né. Tento polynom lze najit napf.

pres formule Lagrangeova interpola¢niho polynomu.

Definice 1.7. Nechf je dana sit uzli z; a funkéni hodnoty f;, i = 0,1,...,n.

Lagrangeuv interpola¢ni polynom stupné nejvyse n je dan predpisem
Poe) = D h(a)f: (14)
i=0

a spliiuje interpola¢ni podminky (1.3), tj. P,(x;) = f;, Vi.

Funkce [;(x), i =0,1,...,n, jsou tzv. fundamentalni polynomy a plati
T (r—1y)
l;(x) = )
J=0,j#i

Navic maji tzv. delta vlastnost, tj. l;(x;) = d;;.

Poznamka 1.8. Hodnotu §;; nazveme Kroneckerovym delta a plati

1 ot =7,
5y — p J
0 proi#j.
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2 Uvod do eliptickych tiloh a metody koneénych
prvkua

V této casti prace si uvedeme podstatu metody konecnych prvki pro casové
nezavislé eliptické ulohy 2. radu.

Metoda koneénych prvka (dale také jen MKP) je numerickd metoda Galer-
kinova typu se specialni volbou baze, proto se nejdiive seznamime s myslenkou

Galerkinovy metody.

2.1 Galerkinova metoda

Galerkinova metoda je postup, ktery se pouziva pii feseni obycejnych ¢i parci-
alnich diferencialnich rovnic. Zakladem je prevod puvodni, tzv. klasické formulace
fesené ulohy na slabou formulaci a jeji nasledné zdiskretizovani, tj. nahrazeni ne-
konec¢né dimenzionalniho prostoru prostorem konecné dimenze. Uvedeme si pouze
myslenku této metody, podrobnéjsi popis naleznete v literatute [1], kapitole 3.

Necht V' je Hilberttv prostor, a : V x V — R je bilinearni forma a [ € V* je
spojity linearni funkcional. Déle predpokladejme, ze bilinearni forma a je omezené

a V-elipticka. Ukolem je najit funkci v € V takovou, ktera fesi rovnici
a(u,v) =1l(v), Yv eV, (2.1)
kde v jsou tzv. testovaci funkce z prostoru V.

Poznamka 2.1. Uloha (2.1) se nazyva slaba formulace tlohy. Bilinearni
forma a i linearni funkcional [ jsou integraly z vyrazi, které odpovidaji konkrétni

okrajové uloze s parcidlni diferencialni rovnici.

Odpovéd na existenci a jednoznacnost feseni tlohy (2.1) ndm déava néasledujici

véta.

Véta 2.1 (Lax-Milgram theorem). Necht V je Hilbertiv prostor a bilinedrni
forma a:V xV — R je omezend a V-elipticka. Potom pro libovolnou pravou

stranu | € V* existuje pravé jedno tesent ulohy (2.1).

Dukaz: viz literatura [6], str. 18

12



Galerkinova metoda prevadi formulaci tlohy (2.1) na diskrétni formu-

laci. Zavedeme posloupnost podprostoru {V,,}>2, C V takovou, ze |J V,, =V,

n=1

V, C Vi1 a dimV, =N, <oo, Vn € N. Nyni na téchto prostorech hledame

funkce u,, € V,,, které splnuji
a(Un, v,) = U(vy), Vv, € V. (2.2)

Reseni této ulohy existuje a je jediné, viz literatura [6], str. 46, Lemma 2.1.
Jak takovou funkci u,, najit? Diky konecnosti prostoru V,, zde existuje konecna
baze {©,}2", a tedy hledanou funkci miizeme vyjadfit jako linedrni kombinaci

prvki této baze, tedy
Nn
Un = Y Y05, (2.3)
j=1

kde y; jsou nezndmé koeficienty.

Dosazenim (2.3) do rovnice (2.2) dostaneme

Nn
a (Z ngoj,vn> =1l(v,), Vv, €V,
j=1

a diky linearité a a substituci bazovych funkci ; za v, mame

Nn

Za(gpj, 0i)y; =Uwi), 1=1,2,...,N,. (2.4)

j=1
Dostali jsme systém linearnich N,, algebraickych rovnic, ktery maticové zapiseme
Ay, = by, (2.5)

kde - A, se nazgva matice tuhosti s prvky a;; = a(p;, i), 1,7 =1,2,..., Ny,
- b, je sloupcovy vektor zatiZeni o slozkach b; = l(p;), i =1,2,..., Ny,

- y,, je sloupcovy N, rozmeérny vektor neznamych koeficient y;.

Matice A ze soustavy (2.5) je za uvazovanych predpokladi ze strany 12 pozi-
tivné definitni (viz literatura [6], str. 48, Lemma 2.2) a regularni, tedy feSeni y,,

dané soustavy existuje jediné.

13



Poznamka 2.2. Pokud je bilinearni forma a symetricka, pak je i matice A sy-
metricka. V tomto pripadé muzeme misto Galerkinovy metody pouzit Ritzovu

metodu, ktera hleda funkci u;, € V}, jako minimum funkcionalu

1
J(vp) = §a(vh, vp) — l(vp)
pres vSechny funkce v, € Vj. Tj.

J(up) = min J(vp).

'Uhe‘/h
Vysledky obou metod, v pfipadé symetrické bilinearni formy, budou srovnatelné.

Dosazenim nalezeného vektoru y,, do vyrazu (2.3) dostaneme funkci u,, € V,,,
jakozto Feseni diskrétni ulohy (2.2). Toto feseni nazyvame Galerkinovou apro-
ximaci FeSeni u tlohy (2.1).

Konvergence Galerkinovy metody

Podivejme se nyni struc¢né na konvergenci Galerkinovy metody.

Véta 2.2. Necht'V je Hilbertiv prostor, {V,}22, je posloupnost koneénych pod-

prostoru V takovd, Ze V,, C Vi1, Vn € Na |J V,, = V. Ddle nechta : VxV — R

n=1

je ohranicend a V-elipticka a'l € V*. Potom je Galerkinova metoda konvergentni,
.
lim ||u — u,| =0,
kde u je presné tesent ulohy (2.1) a wu, je jeho Galerkinova aproximace.
Dikaz: viz literatura [6], str. 50 - 51
Specialni volba baze v Galerkinové metodé ndm da metodu koneénych prvki.
Dle nasledujiciho lemmatu totiz chyba aproximace, tj. rozdil presného feseni u

a priblizného teseni w,, nezavisi na volbé baze, nybrz pouze na volbé prostoru

Vo, CV.

Lemma 2.1 (Cea’s lemma). Necht V' je Hilbertiv prostor, bilinedrni forma
a:V xV =R je omezend a V-elipticka a | € V* je spojity linedrni funkcio-

ndl. Ddle necht funkce u € V' je teseni ulohy (2.1), tj.
a(u,v) =1lw), YveV
14



a u, €V, je reseni dané Galerkinovou aproximaci na prostoru konecné dimenze

V,, C V. Pak 37 > 0 takowvd, Ze pro odhad chyby reseni plati

| u—u, ||[<v inf [|u—wov, ],
v €V,

n

kde navic v = %

Dukaz: viz literatura [6], str. 49 - 50

2.2 Elipticka diferencialni rovnice 2. radu

Obecné lze zapsat eliptickou diferencialni rovnici 2. fadu ve tvaru
Au(x) = f(x) naQ, (2.6)
kde

" 0 ou
Z o (aw Er ) + Z (8@ (biu) + ¢ 8@) + apu (2.7)

7-7_

je linedrni operator. Dale = {x1, 29, ..., 2, }, f € C(Q), a;; € CH(Q), b; € C1(Q),
c; €C(),Vi,j=1,2,...,n,aa9 € C(Q), u e C*) je hledana funkce. Rovnici
feSime na néjaké oblasti 2 C V|, dimV = n.

NN/

Nejpouzivanéjsi jsou nasledujici dva typy eliptickych rovnic
a) Laplaceova rovnice —Au(zx) =0,

b) Poissonova rovnice —Au(x) = f(x),

kde A = A = V? = div grad = ;—;.

i=1
Aby Teseni této rovnice bylo jednozna¢né, musime uvazovat na hranici oblasti
¢i na jejich castech néjaké okrajové podminky
a) Dirichletovy okr. podminky u(x) = g(x) na 09,

b) Neumannovy okr. podminky ag(:) = g(x) na 09,

¢) Newtonovy okr. podminky au +h( Ju(x) = g(x) na 09,

kde funkce g € C(9Q), h € C(99), 5“ je normélova derivace funkce u na hra-
nici oblasti . Je-li funkce g na pravé strané podminky nulova, pak hovorime

o homogenni okrajové podmince.

15



2.3 Modelovy priklad

Nyni si ukdzeme, jak ziskdme slabou formulaci okrajové tlohy. Pro jednodu-

chost zvolme rovnici
— ]Z_ o (awa ) +apu=f naf (2.8)

a homogenni Dirichletovu okrajovou podminku
u=0 na Q. (2.9)

Poznamka 2.3. Samoziejmé nemusime uvazovat pouze jednu okrajovou pod-
minku pro celou hranici oblasti, tu si mizeme rozdélit na ¢asti a zde predepsat
rizné okrajové podminky. Vypocty se lisi pouze tim, ze pocitame s kazdou casti

hranice zv1ast.

Klasickym vesenim tlohy (2.8), (2.9) je funkce u € C(Q) N C?(Q).
Pro aplikaci Galerkinovy metody musime najit slabou formulaci tilohy. K té se

dostaneme nasledujicim postupem.

1. Rovnici (2.8) vynasobime testovacimi funkcemi v, tyto funkce jsou ne-

kone¢né diferencovatelné na oblasti a na jeji hranici jsou rovny nule, tj.
v e C§o(9).

2. Vynasobenou rovnici zintegrujeme pres celou oblast 2,
a; vdxe + [ aquvdx = vdx.
/;axz«ax) [ /f
, Q

3. Pouzijeme Greenovu formuli (1.1) a tim pfesuneme parcialni derivaci podle

x; na testovaci funkci.

4. Vezmeme v uvahu fakt, ze testovaci funkce jsme zvolili tak, aby na 0€2 byly

rovny nule, tim integraly pres hranici oblasti budou taktéz nulové.

/Z (% ax]> axldij/aouvd:c = /fvdw (2.10)

)= 1 0
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Nyni se podivejme na podminky pro jednotlivé funkce z této formulace. Funkce
u, v a jejich prvni parcidlni derivace i funkce f musi byt z prostoru L?(Q). Navic

vime, ze v € C§°(Q2), tedy
u,v € Wy2(Q), feL*9).
Pro koeficiety musi platit
aij,a0 € L>*(Q), Vi,j=1,....,n

Poznamka 2.4. Okrajova Dirichletova podminka je stabilni podminka. Tento
typ podminek se projevi v tloze u funkce u, zde jsme volili homogenni variantu,
proto vliv neni patrny na prvni pohled. Druhym typem podminek jsou nestabilni
podminky, napt. Neumannova. Tato podminka se vétSinou projevi pfimo v rovnici

¢lenem navic.

S 1,2 R
Vezmeme-li nyni V' = W;"(2) a oznacime-li

a(u,v) /jzl (aw 8m]> oz, —dx + /aouvdm,

Q

kde a: V x V — R je bilinearni forma. A

- Q/ fuda,

kde [(v) € V* je linearni funkciondl, tak rovnici (2.10) mizeme ekvivalentné

zapsat, jako

a(u,v) =Il(v), YvelV. (2.11)
Najit feSeni u € V rovnice (2.10), resp. (2.11), je hledanou slabou formulaci
tlohy (2.8), (2.9).

Lemma 2.2. Necht 3C,;,, > 0 takové, Ze a;j(x) > Cpin > 0 a ag(x) > 0 skoro

vsude na Q). Pak slabd formulace dlohy (2.11) md jediné Teseni u € V.

Dukaz: viz literatura [6], str. 19

Plati-li Lemma 2.2, pak se pomoci Véty 2.1 dokéaze existence a jednoznacnost

feSeni ulohy (2.11).
17



Poznamka 2.5. Odvozeni slabé formulace tilohy pro ostatni okrajové podminky

pro rovnici (2.8) naleznete napt. v literatufe [6], kapitole 1.2.

Poznamka 2.6. Integraly, vyskytujici se v bilinearni formé a(-,-) a funkcionalu
I(+), se v drtivé vétsiné piipadi nepocitaji pfesné, ale pouze pfiblizné pomoci

formuli numerické integrace.

2.4 Myslenka metody koneénych prvka, zakladni pojmy

Nyni, po nalezeni slabé formulace tlohy, mtuzeme dle postupu v Galerkinové
metodé prostor V diskretizovat, tj. zkonstruovat podprostor V,, C V a urcit
na ném bazi. Tim dostaneme soustavu linearnich rovnic, kterou umime vytesit

a nasledné urc¢ime aproximované feseni.

Poznamka 2.7. Podle Galerkinovy metody, konstruujeme nekone¢nou posloup-
nost podprostorua V,,, dimV,, = N,, < co. V praxi je tato posloupnost samoziejmé
konec¢na. Dle analyzy konvergence feseni, které provadime vétsinou porovnavanim

nalezenych funkci u,, € V,,, rozhodujeme zda ziskané vysledky jiz ,,postacuji“.

Poznamka 2.8. Provedme nyni ptreznaceni. Diskretizovany prostor V,, budeme
dale oznacovat jako V},. Zména indexu n — h, krom ustaleného pouzivani v lite-
ratufe, je dana tim, Ze pozdéji si nadefinujeme diskretizacni parametr h. S timto

preznacenim souvisi napt. i pfechod u oznacovani dimenzi, presnéji od N,, — Nj,.

MKP nam déava navod na to, jak prostor V}, a jeho bazi {cpi}f\i‘l volit. Cilem je
dosédhnout toho, aby matice tuhosti vzniklé soustavy byla fidka. Tento pozadavek
vychéazi nejen z rozsahlosti tlloh a tedy i pocetni naroc¢nosti s hustymi maticemi,
ale 1 slozitosti vypoctu prvki matice. Prvky a;; = a(p;, ¢;), viz str. 13, a pocitaji
se z integralt, coz je obecné Casové narocCné.

Ridkosti matice dosahneme pomoci:

1. Rozklad oblasti 2 na s, < oo jednodussich podoblasti, tzv. prvka. V pri-
padé, kdy jsou témito podoblastmi trojuhelniky, nazyva se rozklad trian-

gulaci 7}, jednotlivé podoblasti (trojuhelniky) znac¢ime 73, i = 1,2, ..., sp.

2. Zvolime prostor konec¢nych prvku V), tak, aby na kazdé podoblasti T;

byly funkce v, € V}, co nejjednodussi, vétsinou polynomidlni.
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3. Na prostoru V}, dimenze N}, zvolime bazi {gp,-}f-vzhl tak, aby mély funkce ¢;
na prostoru V}, maly nosi¢. Tzn. vétsina z dvojic téchto funkci je disjunktni

a tedy prislusné vstupy do matice tuhosti jsou nulové.

Poznamka 2.9. Rozklad oblasti {2 budeme pro jednoduchost nazyvat triangu-

laci, i kdyz prvky T; nebudou trojuhelniky.

Poznamka 2.10. Pri diskretizaci se pouzivaji tzv. uzly triangulace. Jedna se

o vyznamné body, které na prvcich volime, vétsinou to jsou vrcholy prvkia nebo

Vv

jsou hodnoty koeficientd rovnice, poc¢atecnich podminek apod.

Jaka triangulace je ta spravna?

V predchozim odstavci jsme si fekli, ze triangulace je specialni ptipad rozkladu
oblasi €2 na podoblasti T;.

Budeme predpokladat, ze oblast €2 ma po ¢astech polynomialni hranici. Neni-
li tomu tak a oblast 2 ma tzv. kfivocarou hranici, najdeme vhodnou aproximaci

oblasti, aby byl tento pfedpoklad splnén. Viz napi. literatura [1], kapitola 4.7.

Definice 2.1. Necht je dana oblast 2 € R™, n € N. Déle necht je zde triangulace
T, =A{T1,Ts,...,T,}. Jestli-Ze jsou splnény nésledujici podminky

2. VT, T; € T) takové, ze T, # T;, 0,7 = 1,2, ..., sp, je prinik jejich vnittka

prazdna mnozina,

3. VT, €T,,i=1,2,..., s, plati, ze kazda jeho strana je bud ¢asti hranice
oblasti €2 nebo stranou jiného prvku 77}, ¢ # 7,

pak triangulaci nazveme pFipustnou triangulaci na oblasti .
Poznamka 2.11. Dalsi podminky pro pfipustnou triangulaci mohou byt

a) VT, € Tp je 0T; € C*(Q),

b) jsou-li na hranici 02 predepsany rtzné okrajové podminky, pak bod na hra-
nici, kde dochézi ke zméné podminky, musi byt vrcholem nékterého prvku

z triangulace 7},.
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Kromé podminek v Definici 2.1, je vhodné pfi sestavovani triangulace pama-
tovat na to, zZe vnitini thly v prvcich by nemély byt prilis malé, obvykle je dolni
hranice velikosti tthlu 20° - 30°. Dtlezité je také to, navolit mensi prvky, tj. jem-
néjsi triangulaci v mistech, kde by mohlo dojit k vyskytu vétsich chyb ¢i prudsich

zmén u feseni.
Definice 2.2. Index h, pro ktery plati

h = max{diamT; ; T; € Tp,i = 1,2,..., s},
nazveme diskretiza¢ni parametr.

Poznamka 2.12. Tohoto parametru vyuzivame napi. pfi analyze konvergence.

Jestlize mame posloupnost {V},}7°, C V a plati
Vi, —V proh—0,

pak posloupnost podprostori konverguje k V' a je volena dobfe.

Co je to konecény prvek?

Jak uz vypovida nazev metody, pracujeme s tzv. konecnymi proky. Nasledujici

definice nés s nimi obeznami.
Definice 2.3. Trojici (T, P, %), kde

1. T C R", n urcuje dimenzi, je prvek, tj. uzaviena podmnozina v R" s ne-

prazdnym vnitikem a lipschitzovskou hranici,
2. P je prostor funkei zobrazujici T' — R, dimP = N,
3. ¥ je mnozina linearnich forem L; : P — R, i=1,2,... N,
nazveme koneénym prvkem.

Poznamka 2.13. Prostor P je ¢asto volen jako prostor polynomu. Prvky mno-

Ziny Y se casto nazyvaji stupni volnosti.

Priklad 2.1. Jak vypadaji prvky v zavislosti na dimenzi n prostoru R"?
V R! jsou prvky piimky. V R? volime za prvky napt. trojihelniky (viz obrazek 1)
¢i obdélniky. V R? se jedna napi. o ¢tyistény nebo hranoly.
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Obrézek 1: Triangulace oblasti v R?.

Diilezita vlastnost, kterou u kone¢ného prvku pozadujeme je nasledujici.

Definice 2.4. Kone¢ny prvek (7, P, ) se nazyva unisolventni, jestlize pro kaz-

dou funkci p € P plati

(La(p) = La(p) = -+ = Lu(p) = 0) = (p=0).

Jinymi slovy, kazdy n-rozmérny vektor

!/

L(p) = (Li(p), La(p), - -, La(p)) € R"
jednoznac¢né urcuje polynom p € P.

Tato vlastnost nam zarucuje to, ze volba mnoziny » a prostoru P jsou ve

vzajemném souladu.
Priklad 2.2. Ukazme si, jak mohou konecné prvky vypadat.

a) Linedrni prvek na simplexu - zde za koneény prvek volime trojici
(T’ PYT), {p(A);i=12,....n+ 1})

- T je simplex v prostoru R”, n € N.

- PY(T) je prostor vech linedrnich polynomt p(x) nad simplexem T, t;.

prox € T je p(x) = ag + > a;x;, a, € R, i =0,1,...,n. Dimenze tohoto
=1

(2

prostoru je n + 1.
- Jako mnozinu ¥ vezmeme linearni formy L; = p(4;), i = 1,2,...,n+ 1,

kde A; jsou navzajem rtzné body v 1T', ¢asto voleny jako vrcholy simplexu.
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b) Kwvadraticky prvek na simplexu - uvazujeme trojici (T, PX(T), E), kde

- T je simplex v prostoru R", n € N.

- P?(T) je prostor vSech kvadratickych polynomt p(x) nad simplexem T,

tj.prox € T je p(x) = ap + Y ajx; + Y, ajjwx;, a; € Rproi =1,2,...,n,
i=1 i<j

a;j € R pro1 <i<j<n.A dimenze tohoto prostoru je %(n +1)(n + 2).

- Jako prvky mnoziny ¥ vezmeme linearni formy, které jsou hodnotami

polynomu ve vrcholech T, tj. p(A;) pro ¢ =1,2,...,n+ 1 a stfedech hran

Obrazek 2 ukazuje postupné linedrni a kvadraticky prvek v prostorech R! a R2.
Oba dva prvky se lisi predevsim poctem uzli, které na prvku volime. Tento pocet
je urcen dimenzi prostoru polynomi.

R! linearni prvky kvadraticke prvky

-

R2

Obrazek 2: Linedrni a kvadraticky prvek na simplexu v prostoru R, R2.

c) Linedrni prvky na obdélniku - zde vezmeme trojici (T, QNT), Z), kde

- T je obdélnik v prostoru R", n € N.

q1

- QY(T) je prostor polynomti p(x) nad T tvaru p(z) = >_ a,,. g2 .. 20,
i=1

kde € T, ¢; € (0,1) a hodnoty a jsou redlné konstanty. Napf. bilinedrni
polynom v R? je p(x) = ag+ a121 + asxs + azr1rs. Dimenze tohoto prostoru
je 2™

- Jako prvky mnoziny ¥ uvazujeme linearni formy z R", které jsou hodno-

tami polynomu p ve vrcholech A; proi=1,...,2" obdélniku T
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Priklad 2.3. U néasledujiciho typu konecnych prvkia predpokladéame splnéni pod-
minky unisolventnosti.

Konecny prvek Lagrangeova typu - vSechny stupné volnosti v bodé jsou ve
tvaru polynomu a jejich pocet je roven poc¢tu uzli na prvku. V piipadé simplexu
mame

(n+k)!
nlk!
stupnt volnosti, kde n je dimenze prostoru a k je stupen polynomu. Na obrazku 3

vidime nej¢astéjsi rozmisténi uzl na trojihelniku prostoru P*, k = 1,2, 3, 6.

R 1 2 1 fi

I? P P P
3 st vaol. 6 st vol. 10 st. vol. 28 st. vol,

Obrézek 3: Uzly triangulace na trojthelniku v prostoru R? pro P!,P% P3 a PS.

Vsechny prvky uvedené v predchozim ptikladé 2.2 jsou tohoto typu. Popis

vice zakladnich typu koneénych prvka naleznete v literatufe [1], kapitole 4.

Poznamka 2.14. Problém unisolventnosti a otézka jejiho ovéfeni pres tzv. Van-

dermondeovu matici je zpracovana napf. v literatufe [6], kapitole 3.1.

Prostory konec¢nych prvki

Zakladni verze metody konec¢nych prvki nejcastéji pracuje s prostory V},, které
maji jako bazi po ¢astech linearni funkce ¢;, + = 1,2,..., N,. V tomto ptipadé
se jako uzly triangulace uvazuji vrcholy prvkid, ozna¢me si je x;. Bazové funkce
se voli tak, aby mély maly nosi¢ a to konkrétné, vezmeme-li bazovou funkci ¢,
pak v uzlu x; je rovna jedné a v ostatnich uzlech x;, 7 # 7, je nulova. Tyto
funkce se nazyvaji Courantovy bazové funkce, viz literatura [10], a spliuji

tedy podminku

kde 0;; je Kroneckerovo delta.
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Méme-li prostor R! a uvazujeme = (a, b), uzly triangulace
a=x9 <21 < - <Tg, =0b

a prvky jsou tedy intervaly 7; = (z;_1, x;). Bazovych funkci je zde s, — 1, kde sy,

vyjadiuje pocet prvki triangulace a lze je zapsat predpisem

il oprow € T,

Ti—Ti—1

pi(z) = %7 pro x € T2‘+17 (2.13)
0, jinde,

prot=1,2,... 5, — 1.
Témto funkcim se obecné tika strechové funkce, viz obrazek 4. Z poctu funkci

v bazi lze ihned Tici, jakéd je dimenze prostoru Vj,

d’Lth = Nh = Sp — 1.

X1 T ;i T Xit1 Q
Obrazek 4: Bazova funkce ¢;(z) v RL.

Vyuzitim bazovych funkei (2.13) mizeme FeSeni diskretizované ulohy (2.4)

napsat ve tvaru
sp—1

up(z) = Z yiwi(T), (2.14)

kde y; jsou neznamé hledané koeficienty, které dostaneme vyresenim soustavy

linedrnich rovnic (2.5), tj.
Ahyh = bh.

Na obrazku 5 je ukdzana bazova funkce a vyznaden jeji nosi¢ v prostoru R2.
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Obrazek 5: Bazova funkce a jeji nosi¢ v R2.

Poznamka 2.15. Z podminky (2.12) a pfedpisu (2.14) pro feSeni uy, plyne
up(z;) =y, i=1,2,... 8, — L
Navic, provedeme-li restrikci feseni na prvek 7;, dostaneme
up(z) = yiorpi1(r) + yipi(x). (2.15)

Konvergence MKP

Rekli jsme si, ze metoda koneénych prvki vznikd z Galerkinovy metody, kdy
bézi prostoru volime specialné. Proto konvergenci MKP mtizeme vytesit podobné
jako u Galerkinovy metody, viz strana 14.

Prostory V}, se v klasické metodé konec¢nych prvki voli zjemnovanim sité. Coz
znamena, ze diskretiza¢ni parametr A — 0. Oznacujeme ji tedy jako h - verzi. V
tomto pripadé prostor konecnych prvki i baze volime obdobné. Téma konvergence
této verze je podrobnéji zpracovano napi. v literatufe [1], kapitole 5.

Druhou moznosti je zanechat zvolenou sit, tj. pracujeme na stejnych prvcich,
ale zvysime dimenzi prostoru kone¢nych prvki a tedy bazové funkce volime jako
polynomy vyssiho stupné. Zde ale na kazdém prvku triangulace uvazujeme vice
uzlt v zavislosti na stupni p prostoru PP. Proto mluvime o p - verzi metody.

V obou ptipadech Fesime problém konvergence ptes vztah }llli% |u — upl| = 0.

V praxi se casto pouziva také kombinace obou verzi, jedna se o adaptivni

metodu, konkrétné o hp - verzi, viz napf. literatura [5], kapitola 6.
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3 P-verze metody konec¢nych prvka v 1D

Rekli jsme si, ze v klasické MKP dosdhneme konvergence aproximovanych
feSeni k presnému FeSeni zjemnovanim sité nebo lze také zanechat zvolenou sit
a zvySovat stupen bazovych polynomi. Nyni se podivame na p-verzi MKP a smé-

fujeme k tzv. hierarchickym bdzim.

Ukazme si nejdiive motivacni priklad. Uvazujme jednoduchou tlohu s homo-

genni Dirichletovou okrajovou podminkou

s
—

(=}
N—

I

u(l) = 0.

Piesné feseni této tlohy je u(x) = x — S22 viz literatura [20], str. 16. Oblast
Q rozdélime ekvidistantné na dva prvky, 73 = (0,0.5) a 75 = (0.5,1). Vezmeme
prvné po castech linearni bazi na daném prostoru a poté po castech kvadra-
tickou bézi. Aproximovana feSeni (zndzornéna Cervené) vzhledem k pfesnému
feSeni (modie) ukazuje obrazek 6. Vidime, Ze zvySeni stupné bazovych funkei se
projevilo a dostali jsme presnéjsi feseni. Podrobnéji je tento priklad zpracovan
v kapitole 3.5 v prikladu 3.1.

linearni baze kvadraticke baze
0.06 0.06

0 0
0 0.5 1 0 0.5 1

Obrazek 6: Presné feseni tlohy a pfiblizna fesSeni.
Drtive nez se budeme vénovat eliptickym tloham 2. fadu, fekneme si néco o tzv.

referen¢nim prvku a zobrazeni. Pracujeme-li s libovolnou oblasti 2 € R, tj. obecné

s intervalem a zde s prvky T; = (z;_1,7;), i = 1,2,..., sp,, triangulace 7}, je pro

26



nas vhodnéjsi zavést jisté linearni zobrazeni, které nam prvky 7; transformuje na
zékladni interval, ¢asto voleny jako (—1,1). Toto ndm zjednodusi praci napt. pfi
vytvareni algoritmu vypoctu. Kdy pracujeme s kazdym prvkem jako s intervalem

(—1,1) a az po dokonceni vypoctt provedeme transformaci vysledki.

Linedrni zobrazent, které nazyvame referené¢nim zobrazenim, miZzeme pro
T; = (-1, x;) zavést takto
xXr; - Tr’ef — E, (31)

s vlastnostmi
xT, (5) = o1 + O‘2£7

xr(—=1) = x4, (3.2)

(3

Kde T,.f = (—1,1) je tzv. referenéni prvek a £ € T,.r. Koeficienty oy, as € R
se vypocitaji velmi snadno. Predpokladame-li, Ze na kazdém prvku T; € 7, pra-
cujeme s danym prostorem polynomi stupné nejvyse p;, kde ¢ = 1,2, ..., s, pak
miizeme uvazovat nasledujici.

> Obecné jsou koeficienty z (3.2) tvaru

a1 = = 12 %’

Ti—Ti—1

g = B

> Prostor V), lze psat jednim ze zptisobt

Vi, = {U eV, 'U|TZ- € ’PPZ(TZ),VZ = 1,2,...,$h},
Vi =A{v eV vroxy € PPi(Ly),Vi=1,2,.... s}

> A dimenzi prostoru V}, uréime dle vzorce

Sh Sh
dimVi, = Ny = (sn = 1)+ Y (i~ 1) =1+ p,
i=1 i=1
kde jsme secetli dimenzi prostoru polynomt prvniho fadu s dimenzemi prostori
polynomt vyssich radi.
> Slaba formulace dané tlohy ziistava formalné totozna, ale musime provést
transformaci funkci a integralu, ktery se vyskytuje v bilinearni formé a(-,-) a li-

nearnim funkcionalu I(-).
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Podivame-li se konkrétné na modelovy piiklad z kapitoly 2.3, vidime, Ze jeho

slaba formulace je tvaru (2.10). Po tpravé pro prostor R a oblast (a,b) je tvaru

b b

b
/alu/v/d:c—ir/aouvd:c: /fvdx.

a a

Po aplikaci Galerkinovy metody, kdy se jiz pohybujeme na diskretizovaném pro-
storu V,, a mame zde zvolenou bazi {p1, s, ..., ¢n, }, Fesime na kazdém prvku

T = (Tme1,2m) C (a,b) , m=1,2,...,sp, rovnici

Np
Zy]/aup](pldx—l—z:yj/ao%gozd:c—/f(pldm i=1,2,...,N,. (3.3)
7j=1

T Tm T

Tj. po secteni pres vSechny prvky 7,,, m = 1,2,...,s,, dostavame predpis pres
celou oblast (a,b) a celkem pro i = 1,2,..., N, mame soustavu N}, rovnic, od-
kud vypocitame koeficienty y;, j = 1,2, ..., Nj. Vysledna aproximace hledaného

feseni uy, slabé formulace tlohy je tvaru

Np,
Un = Z YiPj-
j=1

Nyni provedeme transformaci jednotlivych ¢lenit pomoci referen¢niho zobra-
zeni xr,, . Vezmeme obecnou funkci g € C'(T;,,). Funkci g na T}, transformovanou

na referencni prvek 7., oznacme ji ™), ziskdme dle piedpisu

") = (goxr,)(&) = g(27,, (&) = 9()|smur,, (©)- (3.4)

Derivaci funkce §™ lze psat

(3] = (g 0 22,,)'(€) = ¢'(2)s=2r,,(€) I, (€)- (3:5)

V obou pfedpisech je £ € T, a 27, je dano dle (3.1), (3.2). Navic Jr,, je Jaco-
bian referenc¢niho zobrazeni a obvykle je konstantni a nenulovy.
Dle vyse uvedenych vzorctu (3.4), (3.5) mizeme levou, resp. pravou stranu z rov-

nice (3.3) na T,.r psat

Zy]/aup] x)pi(x dm—i—Zy]/aogoj wi(x)dx =

- T’!?L
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Lorsmyayy L
—;%/MJWJQMHM(Mhﬁ+ (36)
ref
Np
+3 0 [ O™ €I ds = (37
i=1 Trey
Ny, 1 Np
=Z%/¢fMWMWWMM+Zw/wWMMWwwm
=t Ty =Ty

resp.

/ﬂwsz/f (), d (3.8)

ref

proi=1,2,...,s.

Poznamka 3.1. Hodnoty Jr,, se ve vyrazech (3.6), (3.7), (3.8) objevily diky

aplikaci véty o substituci, ta produkuje Jacobian v integralu. Viz kapitola 1.6.

3.1 Uzlové bazové funkce v MKP

Pro nazornost si nyni ukazeme jeden typ funkci, se kterymi pracuje metoda
kone¢nych prvki. Poté zavedeme hierarchické baze.

Jedna moznost volby bazovych funkci na referencnim prvku 7...s, tedy bézi
z prostoru polynomt PP (T,.s), je hledat je jako funkce, které jsou tvofeny na
zékladé znalosti Lagrangeovy interpolace, jedna se tedy o tzv. Lagrangeovy
uzlové tvarové funkce vyssiho radu. Téchto funkci je na prostoru polynomu

rfadu p; celkem p; + 1 a oznaCme si je
b1, b2, Bpiy1 € PP (Trey).
Dale zde uvazujeme p; + 1 uzlovych bodi
1= <z < - <xp 1 =1,
pro které jsou splnény Lagrangeovy interpolac¢ni podminky

QSZ'(ZL'j):(;Z‘j, \V/Z,]:1,2,,p,—|—1
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Na zakladé vyse uvedenych podminek a vzorce pro Lagrangetiv interpolacni

polynom (1.4) ziskdme explicitni pfedpis pro Lagrangeovy uzlové tvarové funkce

pi+1 (S—ZIT)
()= ] (33_7;) i=1,2,...,p;+1. (3.9)
J=1,j#i J

Konkrétné pro po ¢astech linedrni aproximaci, tedy pro p; = 1, davaji dva

uzlové body z; = —1 a x5 = 1 dvojici tvarovych funkci
1— +1
a© =152 ae=21

Uzly miuzeme na daném referenénim prvku volit ekvidistantné, ale v praxi
se Castéji vyuzivaji vhodnéjsi sité uzli. Nejznaméjsi body pro konstrukei prvka

vyssich 1adu jsou Chebyshevovy nebo Gauss-Lobattovy body.

a) Chebyshevovy body jsou pro stupeni polynomu p; > 1 na referenénim

prvku 7.y definovany takto

) —1
mj:cos<w>, J=12...,p; + 1
pi

Celkem je téchto bodu p; + 1.

b) Gauss-Lobattovy body se voli jako kofeny funkce
kde L,,(z) je Legendretv polynom a téchto bodi je opét p; + 1.

Pro Legendretv polynom obecné L,(x) plati nasledujici rekurentni vztah

Lya(@) = = (@ + DaLy@) = pLyma).

prvni dva €leny jsou Lo(z) = 1, Li(x) = x. Tento polynom je podrobnéji

zpracovan v literatute [7], kapitole 2.1.

Poznamka 3.2. Obréazek 7 ukazuje rozlozeni ekvidistantnich uzli (modré kiizky)
a Chebyshevovych uzli (Cervené kolecka), dle stupné polynomu p = 1,2,...,5,

na referenénim prvku 7,.; = (—1,1).
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stupen p=1

b
X

stupen p=2

X
XX

stupen p=3

O
Q)

stupen p=4

X
XX

stupen p=5

K XX X
)
)
KoOX X X

/AR /AR /AR /AR
/ / N\ N\

Obrazek 7: Ekvidistantni uzly a Chebyshevovy uzly prop =1,2,...,5.

Poznamka 3.3. Bazi na daném prostoru, ktera je tvorena Lagrangeovymi uzlo-

vymi tvarovymi funkcemi, kratce nazveme jako uzlovou ¢i Lagrangeovou bazi.

Poznamka 3.4. Na obrazku 8 jsou znazornény Lagrangeovy uzlové tvarové
funkce pro Chebyshevovy body na referen¢nim prvku 7,.¢. Postupné vidime baze
pro prostory P, P2 P3 a P* Funkce nabyvajici hodnoty 1 ve vrcholu, tj. kraj-
nim bodé intervalu, se nazyvaji vrcholové funkce - zndzornény ¢ervenou carou.

Zbylé funkce se oznacuji jako bublinové funkce - znézornény modrou carou.

3.2 Hierarchické bazové funkce v MKP

Alternativni cestou ke konstrukei vhodné baze na prostoru polynomt PP (1, )
lze vyuzit tzv. hierarchické tvarové funkce. Myslenka hierarchického pristupu
je nasledujici. Jestlize jsme jiz na prostoru PP (T,.r) nalezli systém tvarovych
funkci

Bpi = {wluw% s 7¢pi+1}7

ktery tvoii bazi na tomto prostoru, pak bazi prostoru PP+1(7,.s) 1ze definovat

pridanim jedné tvarové funkce jako

Bpi+1 = Bpi U {¢pi+2}' (3'10)
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stupen p=1 stupen p=2

1 1
0.5 0.5
0 0
-0.2 -0.2
-1 0 1 -1 0 1
stupen p=3 stupen p=4
1 1
0.5 0.5
0 0
-0.2 -0.2

- 0 1 -1 0 1
Obrazek 8: Lagrangeovy uzlové tvarové funkce pro Chebyshevovy body.

Baze na prostoru P'(T,.s) je totoznad s Lagrangeovou bazi pro po ¢stech

linearni funkce. Tedy

Mezi Casto pouzivané hierarchické tvarové funkce pro eliptické tlohy v 1D

patii Lobattovy polynomy (viz literatura [14], str. 121)

AGEE
lh(§) = %57 (3.11)

I (€) = /2=t ka2 Jdn prok=3,4,...,p;+ L.

Funkce L; jsou Legendreovy polynomy zminéné na strané 30, které jsou ortogo-
nalni v prostoru L*(—1,1).

Z predpisu pro Lobattovy polynomy (3.11), konkrétné z integralu, lze vidét,
ze jsou vsechny funkce I, pro k > 3, v bodé —1 nulové. Z ortogonality a toho, Ze

Lo(x) = 1, zase plyne



pro kazdé k > 3. Mizeme tedy fici, ze funkce {1, (s, ..., 1,41 tvoil vhodnou bézi
na prostoru PP (T,.r).

Ukazme si nyni nékolik Lobattovych hierarchickych funkci (viz literatura

6], str. 74) a také jejich grafy, které jsou znédzornény na obrazku 9,

s(€) = 1y/3€ - 1),

() = 1/3€ - e,

(€)= 1/5€ - )5 - 1),

s(€) = 1,/3(€2 — (7€ - 3)¢,

(€)= £/ B(E - 1)(216* — 14 + 1),

I5(€) = /2 — 1)(33¢* — 306 + B¢,

I5(€) = 7h/5(€ — 1)(429€° — 4956" + 135¢> - 5),

lio(€) = 1351/ 5 (€2 — 1)(715¢° — 1001&* + 385¢% — 35)E.
1 .
0 >< —

ol

A T~ :
e e

-1 0 1

0.15

o

V- N2 N b,
AL AN DT Y

0 1

-0.15

Obrazek 9: Lobattovy hierarchické funkce ly, [1, ..., ls.

Poznamka 3.5. Duvod, pro¢ zavadime pristup pres hierarchické baze je jedno-

duchy. V MKP po diskretizaci prostoru V na Vj, a nalezeni baze {gpi}fvzhl, fesime
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soustavu ze strany 13, tj. Any, = by, s matici tuhosti A, = {a,-j}f\gl:l, kde
a;; = ale;, i), 1,7 = 1,2,...,N,. V piipadé uzlové baze musime pii zvySeni
stupné prostoru polynomu prepocitavat vsechny prvky matice Aj,. Ale u hie-
rarchickych bazovych funkci ziistava matice stejna, jen dojde k jejimu rozsiteni
pridanim urcitého poctu radki ¢i sloupci. Tento pristup je tedy pocetné méné

narocny.
Konstrukce baze na prostoru V),

Spojime-li hierarchické tvarové funkce a referencni zobrazeni xr, ze (3.1), mu-
zeme lehce zkonstruovat hierarchickou bazi na prostoru V. Uvazujme opét obec-
néjsi pripad, kdy na kazdém prvku T; = (x;_1,2;), i = 1,2,..., s, triangulace
7, mame prostor polynomu stupné nejvyse p; > 1. Pro kazdy vnitini vrchol z;,
1 =1,2,...,s, — 1, existuje jedna vrcholova funkce ¢;, kterd je nulova na celé

oblasti kromé prvkt 7; a T;,; a ma predpis

ly o x:t)(z ro x € T;,
oi(z) = (2 T )(x) P (3.12)
(ly 0 x;lﬂ)(:c) pro x € Tj4;.

Hierarchické tvarové funkce druhého a vyssiho fadu jsou bublinové funkce dané
predpisem

(I 0 27))(x), (L0 7)) (), -, (lpus1 0 27, ) ().

Poznamka 3.6. Inverze k referenénimu zobrazeni, pomoci niz jsou definovany

béaze na prvku T;, se béhem vypocti piimo nevycislovava.

Poznamka 3.7. Podobné muZzeme provést konstrukci Lagrangeovy baze spoje-
nim Lagrangeovych tvarovych funkci a referenéniho zobrazeni. Viz literatura [6],
str. 76.

Poznamka 3.8. Pro baze na prostoru Vj,, které jsou definovany pro celou oblast
Q, tj. funkce ;, se Casto pouziva piivlastek globalni. Naopak béze na referenénim

prvku, ¢i obecné na prvku T;, tj. funkce ¢;, resp. [;, se nazyvaji lokalni.

Poznamka 3.9. Otazka ohledné kvality tvarovych béazi je feSena napt. v litera-
tute [6] v kapitole 2.5.3. Uvazujeme zde rovnici (2.8) s podminkou (2.9) a déle

referenc¢ni prvek (—1,1). Pomoci teorie o podminénosti matice se ukazuje, ze
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v pripadé Lagrangeovych funkci na ekvidistantni siti uzld roste ¢islo podmi-
nénosti matice tuhosti s rostoucim stupném prostoru polynomit exponencialné
a uloha je velmi Spatné podminéna. Na Chebyshevovych i Gauss-Lobattovych
uzlech je ¢islo podminénosti privétivéjsi. Nejlépe vsak vychézi volba Lobattovych
hierarchickych funkci.

Ovsem pro obecnéjsi problém (2.11), vySe uvedené plati, kdyz ag << a;.
Pokud tomu tak neni, Lagrangeovy tvarové funkce na Chebyshevovych ¢i Gauss-

Lobattovych bodech jsou vyhodnéjsi.

Matice tuhosti pro Lobattovy hierarchické funkce

Matice tuhosti A ze strany 13 se v pfipadé hierarchickych bazovych funkci
sklada z blokt. Jedna se o fidkou matici, coz plyne z vlastnosti Lobattovych po-
lynomt, presnéji ortogonality Legendreovych polynomi a predpisu pro jednotlivé
prvky matice A, kdy a;; = a(p;, ¢;).

Konkrétné pro Laplaceovu rovnici s homogenni okrajovou podminkou, t;j.

Au(z) = 0 na (2,
u(x) = 0 na 09,

ma matice strukturu zobrazenou na obrazku 10. Prvni, tfidiagonalni, blok vlevo
nahofe (znazornén ¢ervené) ma rozmér (s, — 1) X (s, — 1) a odpovida po ¢astech
linedrnim bazovym funkcim ¢y, o, ..., s, —1. Ostatnich s, blokt (zndzornény

modfe) mé postupné rozméry

(pl - 1) X (pl - 1),(]92 - 1) X (p2 - 1)7"'7(p8h - 1) X (psh - 1)

a patii po fadé prvkam 74,75, ...,T;,. Hodnoty p; znaci stupen prostoru poly-

nomt na ¢-tém prvku.

Nehomogenni Dirichletovy okr. podminky pro eliptické ulohy 2. Fadu

Zatim jsme se vénovali prevazné homogennim Dirichletovym okrajovym pod-
minkam. Tento typ podminek je jednodussi pro vypocty. Nyni se podivame u mo-
delové tlohy z kapitoly 2.3 i na nehomogenni Dirichletovy okrajové podminky,

viz literatura [5], kapitola 3.1. Tedy pro rovnici (2.8) upravenou pro 1. dimenzi
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Obréazek 10: Schéma matice tuhosti pro Laplaceovu rovnici.

mame
—(a1u') + apu = f na €,
(a1u') 0 f (3.13)
u = g na 0f2,

kde Q = (a,b) CR, a9 > 0, a3 > 0 a f € L*(Q). Okrajovou podminku miizeme

napsat presnéji jako
u(a) =g, € R, u(b) =g, € R.
Reseni této ulohy (3.13) hledame ve tvaru
w=u 41, (3.14)
kde funkce u* € W12(Q) splituje dané okrajové podminky, tj.
u'(a) = gar  u'(D) = g

a funkce w € WH2(2) je novad nezndmé funkce, ktera splituje homogenni Dirichle-

tovy okrajové podminky

Celkem tedy plati @ € W, *(Q).

Poznamka 3.10. Tento tvar feSeni (3.14) pro tlohy s Dirichletovymi okrajovymi

podminkami volime proto, ze potencionalni mnozina funkeci
{v e WH(Q) ; v =g na 00}
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netvori prostor.

Hleddme tedy funkci z € V, V = VVO1 ’2(9), ktera spliuje slabou formulaci

a(T@,v) = I(v).
Ptesnéji, fesi rovnici

’ b )
/ a (u*(:)s)+ﬂ(x)>/v’(x)dx+ / a0<u*(:x)+ﬂ(:):))v(:)s)dx: / F(2)o(z), (3.15)

pro Yu*,v € V. Poté postupujeme jako v tivodu kapitoly 3. Zavedeme tedy refe-
ren¢ni prvek T,.; = (—1,1) a znamé referencni zobrazeni z1, podle (3.2). Diskre-
tizujeme prostor V na Vj,. A prvky z rovnice (3.15) transformujeme na referenéni

prvek 7,.; podobné jako na strané 28.

Poznamka 3.11. Funkci u* volime jednoduSe a to jako spojitou po ¢astech li-
nearni funkcei, ktera je nenulova na dvou krajnich prvcich. Viz obrazek 11. V pii-
padeé, ze pouzivame Lobattovy hierarchické prvky, tedy prvky, kde feseni u je na
i1—tém prvku polynomem fadu p; a funkce u € V', pak funkce u* také musi byt
polynomialni fadu p; na prvku 7;.

Navic u* mtizeme pii pouziti Lobattovych hierarchickych funkei transformovat

z prvku sité T; na referencni prvek 7. nasledovné

0 pro 2 << s, —1,
(W oxr)(§) = 4 goli(§) proi=1,
gla(§) proi = sp.

Obrazek 11: Piiklad volby funkce u* na intervalu (a,b).

37



3.3 Numericka integrace v 1D

Metoda konecnych prvki pracuje s mnozstvim integrali. Ty se ¢asto nepoci-
taji presné, ale pouze priblizné pomoci numerického integrovani. My se podivame
pouze na tzv. Gaussovy kvadraturni formule. Vice variant naleznete napft. v lite-
ratufe [15] ¢i literatufe [19].

Uvazujme referen¢ni prvek 7,.; = (—1,1) a obecné integral z funkce f(z),

ktera je na T,.s definovand a také ohranicena, tj.

/f(f)dé“- (3.16)

Poté k-bodovou Gaussovou kvadraturni formuli, & € N, na 7,.f, rozumime
aproximaci integralu (3.16),

1 k
JEGIINTO)! (3.17)
2 i=1
Kde body & € Tyep, © = 1,2,..., k, jsou integrac¢ni uzly a hodnoty w; € R se

nazyvaji integra¢ni vahy. Vahy musi spliiovat podminku

Presnost této formule je dana ¢islem 2k — 1.

Pro £ > 0 mame celkem 2k nezndmych. Pfesnéji k£ neznamych uzli &; a k ne-
znamych vah w;. Pro nalezeni danych hodnot potfebujeme systém 2k rovnic.
Casto je lze vytvofit vyuzitim linedrné nezavislych ¢lenti 1, &, €2, ..., £2*~1. Mno-

hem vhodnéjsi je vyuziti Legendreovych polynomt Lg, Li, ..., Log_1. Tedy mi-

zeme vzit

k 1
SwiLiog = [ Lodé,
i=1 21

k 1
ZwiLi, - L dga
Lok = b (3.18)

k 1
S wiLiog—1 = [ Lok_1dg,
i=1 —1
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kde L; ; je polynom L, pro vahu w;.

Poznamka 3.12. Systém rovnic (3.18) je nelinearni. D4 se ukazat, viz litera-
tura [6], str. 60, ze pfi volbé integra¢nich uzli jakozto kofeni Legendreova poly-

nomu L se systém stava linedrnim a pro vahy plati

2

m, Z:1,2,7l{5

w; =

Kofreny Legendreova polynomu a prislusné vahy jsou k nahlédnuti napt. v litera-
tute (6], kapitole 2.3.2. Pro k = 1,2, 3 to jsou

&i w;
0.000 000 | 2.000 000
4+ 0.577 350 | 1.000 000
40.774 597 | 0.555 556
0.000 000 | 0.888 889

w N

Poznamka 3.13. Gaussovu kvadraturu uvadime a pocitdme na referencénim in-
tervalu. Pro prechod na libovolny interval T,, z triangulace 7;, aplikujeme re-
ferencéni zobrazeni z7,, dle (3.2). Vytvofime novy integracni uzel & = xq, (&)

a poté vypocitame integracni vahu w; jako Jr w;.

Poznamka 3.14. Mnozina integracnich bodi je symetrickd vzhledem k nule

a prislusné vahy jsou stejné.

3.4 Interpolace na prvku

Metodou konec¢nych prvki pocitame hodnoty feseni daného problému pouze
ve zvolenych uzlech. V téch, které deli zakladni interval na jednotlivé podintervaly
(prvky) a v téch, které na téchto intervalech volime. Jejich pocet zavisi na stupni
prostoru polynomu. V ostatnich bodech musime feSeni vypocitat jinou cestou,
napf. pouzitim interpolace.

V piipadé MKP se pohybujeme na Hilbertové prostoru V' = V(a,b), ktery
odpovida dané tloze, resp. prostoru V}, pro jeji diskretizovanou slabou formulaci

(2.2). Uvazujeme zde mnozinu funkci C, napt. mnozinu polynomiélnich funkei,
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a funkci f ¢ C. Hledame funkci f. € C, ktera je dostatecné blizko funkci f.
Kvalitu aproximace ur¢ime minimalizaci normy || f — f.||y. O interpolaci mluvime

tehdy, kdyz funkce f. splnuje podminku
Li(f.)=b; proi=1,2,...,n,

kde L; jsou linearné nezavislé linedrni formy a L; : V — R, b; jsou prislusné
konstanty, napt. funkéni hodnoty.

Konkrétné u Lagrangeovy interpolace, viz kapitola 1.7, musi byt splnény inter-
pola¢ni podminky (1.3), tj. funkce f. se musi rovnat funkci f v néjakych bodech
T1,Z2, ..., T, € (a,b). Plati tedy

fe(z;)) = f(z;) proi=1,2,...,n. (3.19)

Uzlova interpolace

Typu interpolace je hned nékolik, nds bude zajimat Lagrangeova (uzlovd)
interpolace zminéna jiz v kapitole 1.7. Volbou konkrétni sité uzl, napt. ekvi-
distantnich uzlt ¢i Chebyshevovych nebo Gauss-Lobattovych uzli, dostavame
ruzné varianty klasické Lagrangeovy interpolace. V literatute [6], kapitole 2.7.2,
resp. 2.7.3, naleznete popis tzv. nejlepsiho interpolantu, resp. interpolace zalo-
zen€ na projekci. Ve druhé zminéné se dostaneme pres feseni soustavy linearnich
rovnic k presnéjsim ¢i minimalné stejnym vysledktim, jako u uzlové interpolace,
zde ale zadnou soustavu fesit nemusime.

Interpola¢ni podminky (3.19) se na prvku T; = (z;_1, ;) € Tj, kde uvazujeme

Lagrangeovy uzly z; 1 = Qy) < @éi) << g}l(f)Jrl = x;, daji psat

@) = f@;7) pro1<j<pi+1,fu € Vila,b),
kde funkce f, je ona hledana funkce blizko f. Pro referen¢ni prvek T, = (—1,1)

plati ekvivalentni zapis
(fwowr)(y;) = (fown)(y;) prol <j<pi+1 fuowr € P"(They).

Uzly jsou y; = xTTef (y]( )).

Poznamka 3.15. Pfipomenime si vzorec pro Lagrangetv polynom (1.4), zde

konkrétné
pi+1 pz+1
93 - yk
=2 11 ¢ f(y5).
J=1k=Lk #J
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Dle literatury [6], kapitoly 2.7.4, existuje hodnota &, € <mm{—1, x}, max{x, 1}>

takovéa, ze pro chybu Lagrangeovy intepolace plati

f(z) = fu(x) = Wfpz (&)-

Z citatele tohoto zlomku lze vycist, ze chyba je ovlivnéna rozlozenim bodt inter-

polace a obecné je chyba nejvétsi v blizkosti krajnich bodt prvku.

3.5 Prikladova c¢ast

V této kapitole si ukazeme nékolik piikladt v 1D. Vypoctovou ¢ast jsem zpra-
covala v matematickém programu MATLAB, k ptikladim jsou uvedeny nazvy
m-fili, které jsem prilozila na CD. Vypsané vystupy jsou prostorové trochu upra-
veneé.

Celkem se jedna o tii m-fily, které jsou naprogramovany pro eliptickou rovnici
tvaru

—ru"(z) 4+ qu(z) = f(x). (3.20)
Jako okrajové podminky mutzeme uvazovat homogenni Dirichletovu nebo Neu-
mannovu podminku a lze je libovolné kombinovat. Vybrany typ podminek se
zada lehce na tvod souboru. Tedy kazdy m-file pro stejné bazové funkce se lisi
prevazné tvodnimi fadky, které odpovidaji konkrétni tloze. Napiiklad to je za-
dani intervalu, pocet prvki na oblasti, koeficienty 7, ¢ a dalsi. U kazdého prikladu
si uvedeme nazev konkrétniho m-filu.
Vyjimkou je posledni priklad, pro ktery je prilozen soubor, ktery je ptfimo funkci
a nevstupuje se tedy do samotného kédu. Funguje ovsem na stejné bazi jako
ostatni, rozdil je v tom, Ze zde nepracujeme s piresnym fesenim tlohy a lze vyuzit
v obecném piipadé, kdy feseni neni znamo. Ackoliv zde bude pouzit jen jeden
m-file, na CD naleznete i dalsi dva pro vyssi stupné bazi.

Zacneme jednoduchym piikladem, eliptickou rovnici s homogennimi Dirichle-

tovymi okrajovymi podminkami, kde funkce f(z) = z.
Piiklad 3.1. Na intervalu (0, 1) feste homogenni Dirichletovu tlohu

—u"(z) +u(zr) = na 2 = (0,1),
0.

(3.21)

I~
—
(=}
SN—
I
I~
—~
—
SN—
|

41



Regeni vykreslete a porovnejte pro volbu bazovych funkci, které jsou po ¢astech
linearni, po castech kvadratické a po castech kubické. Znazornéte také velikost

chyby, tedy rozdil presného a priblizného feseni.
Reseni: Na tivod fekneme, Ze existuje pfesné feseni této tlohy a je ve tvaru

sinh «
sinh 1’

u(r) =z —

(3.22)
Ptiblizné teseni hledame jako
Np
u(x) = ch%'(l")-
j=1
Bazové funkce volime specialné a koeficienty ¢; vypocitame ze soustavy Ac = b.

Oblast 2 = (0,1) si rozdélime na ¢tyfi prvky (ozn. N = 4) a to ekvidistantné
s krokem h = 0.25, viz obrazek 12. Tedy h; = z; — z;,_1 = h, Vj. Vzhledem

1 |
I 1
0 0.25 0.5 0.75 1 X,

X, X, X, X, X,
Obrazek 12: Rozdéleni intervalu, tj. oblasti (0, 1). Prvek T;.

k naroc¢nosti prikladu je toto rozdéleni dostacujici. Dale provedeme ptrevod zadani

na slabou formulaci. Postupovat mtzeme podle kroki z kapitoly 2.3,

—u" +u=u,
— [Wv+ [uv = [av,
9) 9) 9)
Juv' — [ S+ [uv = [av.
Q o9 9) 9)

Prechod od 2. fadku ke 3. fadku jsme provedli aplikaci Greenovy formule (1.2)
na integral s druhou derivaci funkce u. Navic integral pres hranici oblasti je diky

Dirichletovym okrajovym podminkam nulovy. Piechazime tedy ke tvaru

/u'(x)v'(x)dx+/u(x)v(x)dx = /:m:(x)dx. (3.23)

Q Q Q
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Reseni tlohy rozdélime do tii ¢asti podle stupné prostoru koneénych prvki.

a) Po ¢éastech linearni bazové funkce.
Z kapitoly 2.4 vime, Ze feSeni tlohy (3.21) hledame dle (2.14) ve tvaru linearni
kombinace ,né&jakych“ bazovych funkci a jistych koeficientia. A také z vlastnosti

kazdé bazové funkce ¢; a to té, ze ma maly nosic, lze pii restrikci u(x) na prvek

T} psat

pj-1(z)

u(@) = lejre) |77

e

Podobné pro testovaci funkce obdrzime
@j-1(r) d;_1
v(z) = [dj1,d;] | 7 = [pj-1(z), (@) | 7
i) d;

V tomto pfipadé Vj jsou ¢;,d; € R a funkce p;(x) jsou dany pfedpisem (2.13),

konkrétné na prvku 7; jsou nenulové dvé funkce

€Ty —T _l'—llfj_l

J J

> Nyni postupné vytvorime tii matice odpovidajici integraltim z (3.40). Nejdiive
pro prvek T; a pak vSe seCteme tak, aby jednotlivé fadky odpovidaly postupné

uzlim triangulace, to ukazeme pozdéji. Tedy

af (u,v) = /u'(:)s)v'(:z)da:: (3.24)
Tj 4,0,~_ (x) ) . d'—l
[l |7 @ @] | O | o
P Soj(@’) d;
d;_
=le] 8 |
d;
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Matice S; je

Fl=lr 11 FE = 1| 11
E;.:: hj _—— dlj:: h§ h§ = e e e T ——
j h'h h
Sl AL A St
Tj—1 ] Tj—1 J J
S

Oznaceni a7 (u,v) vychazi z oznaceni bilinearni formy, pohybu na prvku 7; a an-

J
glického nazvu této matice - ,,element stifness matriz®.
> Podobné tomu je pro druhy integral

Ty

a (u,v) = /u(:c)v(:c)da:: (3.25)
Tj—1
I pj-1(z) d
—1 j—1
= [l |7 @@ |7 do -
. ;) d;
J
di_q
=[] My |
d;
Matice M ; je
M:/ el R At ) P T
! ETi hj " h 611 2
Tj1 j

M

Zde M ve znaceni a;j" (u,v) odvozujeme z anglického - , element mass matriz®.

> Nakonec zbyva prava strana rovnice, tj. linedrni funkcional [(v). Tady se

nabizi aproximovat funkci f(z) = x pomoci interpolace,

f(x) = fimwpi—1(x) + fivi(x) = f(xj1)pia(z) + f(z)p;(x). (3.26)

Pro lepsi predstavu a zobecnéni pro dalsi priklady, zanechdme funkci f(z) misto

konkrétniho x, zde je poté dosazeni elementarni.

lj(v):/f(x)v(x)dx: (3.27)
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. d;_
= [ st st |77 o |07 e =
o p;(x) d;
dj—l
— 1
d;
Matice [; je
B : ’ ’ % T —T T — T B
b= [ 1.5 e

hy 2f(zj-1) + f(x))
61 fla; ) + 2f(x))

> Nyni mame vSe pripraveno pro sestrojeni soustavy Ac = b, odkud vypoci-
tame neznamé koeficienty ¢;. Koeficienty d; dle literatury [21], str. 16. pocitat ne-
musime, nebot slaba formulace plati pro kazdou testovaci funkci v a tedy i kazdy
vektor d. V dalsim uvidime, ze velikost vektoru c zavisi na poc¢tu bodi, které na
oblasti 2 volime, tyto body odpovidaji poctu prvki a stupni bazovych funkci.
V tomto konkrétnim prikladé, kdy mame homogenni Dirichletovy okrajové pod-
minky, pracujeme s mensi matici a to proto, ze ihned lze Fici, ze prvni a posledni
hodnota vektoru c je nulova.

Pro matici A a vektor b plati
A=S+M, b=l

sestrojeni téchto matic, resp. vektoru je podrobné sepsano v literatute [21], str.
13. — 15. Vznikaji sectenim dil¢ich matic S;, M ;, resp. vektoru l;, které jsme

vypocitali vySe. Napriklad z matic S; dostaneme

1 —1
-1 1+1 —1
S:l - 1+1 S € RN+DX(V+1)
h o ’
-1 1+1 -1
-1 1




Zde lze vyskrtnout prvni a posledni fadek, resp. sloupec matice. Mame tedy

)

S € RIN-Dx(V-1)

(3.28)

Obdobné se dostaneme k matici M a vektoru I, ptivodné jsou jejich rozméry

postupné (N +1) x (N +1) a (N +1) x 1, zde ale

4
1 4 1
h
M = g 1 4
] 1
| f(zo) +4f(x1)
. h f(x1) +4f(22)
6

Y

M c R(N—I)X(N—l)’

flan—2) +4f(rn_1) + f(2N)

(3.29)

, le RW-Dx1, (3.30)

Z tvaru matice S i M lze vidét, Ze jejich soucet, tedy matice A je tridia-

gonalni a prislusnou soustavu lze fesit pomoci LU-rozkladu a Croutovy metody,

podrobnéjsi informace viz literatura [4], str. 42. J4 jsem vSak piislusny m-file

naprogramovala bez tohoto urychleni, nebot v tomto pfipadé neni rozdil patrny.

Vypocitany vektor ¢ ma podobné jako I ,jen“ N — 1 hodnot, c¢1,co,...

a plati tedy zminény vzorec

(2.14), tj.

u(z) =

y CN—1

> M-file, ktery Tesi tuto tlohu a staci jej pouze spustit, nese nazev

PR1A_linearni_baze.m
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Od ostatnich soubort, které fesi rovnici (3.20) pomoci po ¢astech linedrnich bazi,

se lisi v nasledujicich tadcich, které odpovidaji nasi tloze.

N = 4; % pocet prvku

int_a = 0; % levy krajni bod intervalu (0,1)

int_b = 1; % pravy krajni bod intervalu (0,1)

r=1; % koeficient z rce u clenu ... -u’’(x)
q=1; % koeficient z rce u clenu ... u(x)
podm_a = O; % okrajova podminka pro derivaci v bode 0
podm_b = 0; % okrajova podminka pro derivaci v bode 1
okr_podm = 0; % neni predepsana Neumannova podminka

fce = 0(z) z; % fce prave strany ... f(x)=x

% presne reseni

presne = @(z) z-(sinh(z))/(sinh(1));

Proménna okr_podm urcuje o jaky typ podminek se jedna. Jak bylo fec¢eno, m-fily
jsem naprogramovala pro dva typy okrajovych podminek: homogenni Dirichle-
tovu a Neumannovu podminku a lze je libovolné kombinovat. Zde se druhé zmi-
nénd nevyskytuje, proto polozime okr_podm = 0 a mizeme tedy za proménné
podm_a, resp. podm_b zadat libovolnou ¢iselnou hodnotu, nebude se s nimi déle
pracovat.

Po spusténi souboru dostaneme graf priblizného feseni tlohy a graf znazornu-
jici chybu aproximace, tj. rozdil presného a ptiblizného feSeni. Navic 1ze jednoduse

zobrazit tidaje, které nas zajimaji. Napf.

uzly = 0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000

S = 8 -4 0
-4 8 -4
0 -4 8
M = 0.1667 0.0417 0

0.0417 0.1667 0.0417
0 0.0417 0.1667
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=
Il

8.1667  -3.9583 0
-3.9583 8.1667  -3.9583
0 -3.9583 8.1667

o
I

[0.0625 0.1250 0.1875]°

[0 0.0352 0.0569 0.0505 01’

O
Il

Jedna se o vycet uzlu sité, tvar matice S, M a vysledné matice A. Déle zde
vidime vektor b, tj. vektor I, a nakonec vypocitané koeficienty ¢; do linearni
kombinace pro feseni. Jak vime, tyto koeficienty staci pocitat bez dvou krajnich
hodnot, ty zde pak dodame ,,uméle®.

Graf presného a priblizného feseni je zobrazen na obrazku 13. Odlisnost vypo-
¢itaného FeSeni (znazornéno modie) od toho skutecného (ervené) je ihned patrna.
Na konci tohoto ptikladu porovname maximalni rozdil obou téchto feseni s chy-
bami pro po ¢astech kvadratické, resp. kubické baze. Vypocty miizeme zpfesnit
zjemnénim sité na oblasti, coz si ukdzeme na dalsim piikladu, nebo néaslednym

zvysSenim stupné bazovych funkeci.

b) Po ¢astech kvadratické bazové funkce.

V pripadé po ¢astech linearnich bazi jsme pocitali integraly ze slabé formu-
lace tlohy primo na jednotlivych prvcich 7}, ackoliv jsme mohli vyuzit pfevodu
na referen¢ni prvek (—1,1). Takto budeme ale postupovat nyni v piipadé hie-
rarchického pristupu s bazemi z prostoru polynomu vyssich stupni nez-li jedna.
Dtvod je jednoduchy. Krom toho, ze vypocty budou obecnéjsi, mame vSechny
uvedené baze definovany na tomto prvku. Tedy, kazdy integral transformujeme
pomoci referencniho zobrazeni r7; dle (3.1) na T,y = (—1,1). Postup je totozny
s postupem na strane 28.

Na rozdil od ¢asti a) pro vytvareni matic pracujeme s vyrazy

1

oS (u,0) = = / LEW(E)dE (misto (3.24), (3.31)

-1
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0.06 ‘
presne reseni
priblizne reseni

0.03 i

0 0.25 0.5 0.75 1

Obréazek 13: Graf presného a pfiblizného fesSeni - linearni ptipad.

1

all (u,v) = % / u()v(€)d¢  (misto (3.25)), (3.32)

li(v) = %/f({)v(f)d& (misto (3.27)). (3.33)

Hodnoty pted integraly vznikly diky Jacobianu zobrazeni zr;, ktery je h—zJ
Protoze bazové funkce uvazujeme z prostoru P2, je tieba na prvku volit tii

funkce a tedy uvazovat jeden bod navic. Viz obrazek 14. Pro nazornost budeme

Hho, L, L, L L

I t I I I t | F———
0 0.25 0.5 0.75 1 Xy xan X,

J

Xo X172 X1 X312 X, Xs12 X3 X712 X4

Obrézek 14: Rozdéleni intervalu, tj. oblasti (0, 1). Prvek Tj.

v prikladech rozliSovat uzly a body na oblasti, prestoze se jedna o ekvivalentni
pojem. Uzly déli oblast na jednotlivé prvky a body jsou hodnoty vychézejici

z téchto uzll a ze stupné prostoru polynomi. Formélné bodem navic na 7.5 je 0,
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ackoliv jej pii hierarchickém pristupu urcovat nepotiebujeme. Na zakladé tohoto,
ozna¢ime bazové funkce jako ¢_1, ¢1 pro krajni body prvku a ¢ pro vnitini bod.
Pro tplnost, na prvku 7T} zvolime vnitini bod napt. x, 1 Tedy funkci u(&) lze
psat
p-1(8)
u(§) = [Cj—bcjvcj—%} ©1(6)
¢)

Podobné pro testovaci funkci v(§). Baze jsou dany predpisem (3.11) a pro interval

(
@0
(—1,1) a prostor P? to jsou

ea©=55 a0 =12 -1 2e -

> Nyni se kone¢né podivame na matice, pomoci nichz vytvorime soustavu
rovnic. Podrobnéji ukdzeme vypocet af (u,v), ostatni se pocitd podobné jako

v Céasti a) s tim rozdilem, Ze koeficienty i baze jsou tii. Tedy

) 1 dj—1
$0) = 2 [V = [erene ] S | ;|-
J

kde matice S; je

5 1 5 @—1(5) 9
&=5/% Ar€) | 3 lP-a(€) or(€)u(€)) s =
- ©o(&)
y -1 /& 1 -1 0

1
:E/ 1 1 B
h; . . h;
-1 3 3 3¢2
Vi i g 00 2
Prvky matice jsme pocitali pomoci MATLABu. Tuto i naslednou matici M ; nam

pocita M-file s ndzvem vypocet_matic_na_Tj_1D.m. Napiiklad pro zvyraznény

prvek sj, = —1 zaddme
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syms X
int((-1/2)%(1/2),x,-1,1)

Integraly nejsou slozité a numericka integrace zde neni vyslovné nutna.

> Déle

d;_1
u(§)v(§)de = [cj_l,cj,cj_%} M; | d; |,
d.

j—

My ) =

S
—
s
<
|
o
L~

(SIS

kde matice M je

Mj:% 1 2 -

> Nakonec pro pravou stranu rovnice plati

2 1 -8
3
2

6

5

. 1 dj—

b =2 [ 1©ued = | q,
21

d; s

Vektor 1; je
MR
lj = gy fxi1) +2f(x5)
— 3 () + ()
Funkce f(x) = z je aproximovana stejné jako v ¢asti a), tj. dle (3.26).

> Koeficienty c¢; potfebné pro sestrojeni pfiblizného feseni pocitame ze sou-

stavy Ac = b. Vektor koeficientii ¢ se da napsat pomoci dvou dil¢ich vektori,

CL
C =

€Q

51



T
T s .
Vektor ¢;, = [c1,¢a,...,cy-1]" odpovidd bodim z;, cg = C1,C8,...,CN_L

zase bodum Tj 1. Opét plati, ze hodnoty ¢y = ¢y = 0.

Matice S;, M ; maji blokovou strukturu, coz lze ihned vidét. Sec¢tenim téchto

matic pres j ziskdme matice S, M a pro matici soustavy tedy plati

S+ M, Mg

A=S+M = (3.34)

T
M,

SQ+MQ

Kde S| je totozna s (3.28) a M, zase s (3.29). Dale

1
1 2 h 1
So=— Mg=—
Q h ) Q 5 )
2 1
1 1
h /3 1
MLQ = ——1\/ =
6V 2 1
1 1
Velikosti matic jsou
matice obecné pro tuto ulohu
SL7 M, R(N+1)><(N+l) R(N—l)x(N—l)
SQ MQ RNXN RNXN
MLQ R(N+1)><N R(N—l)xN
Podobné jako vektor ¢, lze i vektor I psat
l
=" (3.35)
%
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kde 1}, je stejny jako (3.30) a dale

lQ € RNXl.

oo
Q \/ﬂ )
flen-1) + f(an)

Jak bylo feceno v teorii, tak také z prikladu lze vidét, Ze zvysenim stupné prostoru

polynomti, vyuzivame predchozi matice, jen k nim pfiddme odpovidajici bloky.

> M-file pro tento priklad je pojmenovan jako PR1_B_kvadraticka_baze.m

a uvodni proménné jsou totozné s predchozim m-filem, konkrétné

% zadani ulohy ———-———————————————————

N = 4; % pocet prvku

int_a = 0; % levy krajni bod intervalu (0,1)

int_b = 1; % pravy krajni bod intervalu (0,1)

r=1; % koeficient z rce u clenu ... -u’’(x)
q=1; % koeficient z rce u clenu ... u(x)
podm_a = O; % okrajova podminka pro derivaci v bode 0
podm_b = 0; % okrajova podminka pro derivaci v bode 1
okr_podm = O; % neni predepsana Neumannova podminka

fce = 0(z) z; % fce prave strany ... f(x)=x

% presne reseni
presne = @(z) z-(sinh(z))/(sinh(1));

Vystupem muze byt vycet uzli délicich oblast €2, vycet bod pro vypocet.
Dale to jsou vSsechny matice a vektory, ukazeme zde jen nékteré, napt. matice A,
vektor b a vektor Teseni c¢. Protoze je vektor ¢ usporadan jinak nez potfebujeme
pro linearni kombinaci s bazemi, museli jsme jej v programu preskladat. Navic zde
jsou opét pridany hodnoty, konkrétné nuly, pro prvni a posledni prvek. Vysledny

graf srovnavajici pfesné a pfiblizné feseni je zndzornén na obrazku 15.

uzly = 0 0.250 0.500 0.750 1.000

body = 0 0.1250 0.2500 0.3750 0.5000 0.6250
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0. 7500 0.8750 1.0000

A = 8.1667 -3.9583 0 -0.0510 -0.0510 0 0
-3.9583 8.1667 -3.9583 0 -0.0510 -0.0510 0
0 -3.9583 8.1667 0 0 -0.0510 -0.0510
-0.0510 0 0 8.0500 0 0 0
-0.0510 -0.0510 0 0 8.0500 0 0
0 -0.0510 -0.0510 0 0 8.0500 0
0 0 -0.0510 0 0 0 8.0500
b = [0.0625 0.1250 0.1875 -0.0128 -0.0383 ...
-0.0638 -0.0893]"
c = [0 -0.0014 0.0350 -0.0042 0.0566 -0.0072 ...
0.0503 -0.0108 01’
0.06 \ \

presne reseni
— — — priblizne reseni

0.03

0 |
0 0.125 025 0.375 0.5 0625 0.75 0.875 1

Obréazek 15: Graf presného a pfiblizného feseni - kvadraticky pfipad.

Na rozdil od pouziti po ¢astech linearnich bézi, je priblizné feseni mnohem

presnéjsi a témeér splyva s presnym FeSenim (3.22).
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c) Po c¢astech kubické bazové funkce.

Postup vypoctu feseni tilohy (3.21) s bazemi z prostoru P? je obdobny jako
v Casti b). Opét pocitame piislusné integraly na referenénim prvku (—1,1), ale
mame zde ¢tyfi bazové funkce a ¢tyfi body. Formalné uvazujeme —1, 1 a dvakrat

0, baze oznacime ¢ _1, 1, Yo,, Yo, a jsou to taktéz Legendreovy polynomy

&) =15, p©) =1L,
20 (€)= 51/ 3@~ 1), gu,(6) = 24/2( - e

Tyto vnitini body si muzeme dovolit, protoze jak vime, hierarchické baze nejsou
zavislé na volbé bodt na prvku. Navic na prvku 7 se jedna o krajni body z;_1, z;
a dva vnitini body Tj 1,05 2.

Kdybychom ale feseni tilohy pocitali s Lagrangeovymi bazemi, tak bychom
vnitini body na prvku museli volit konkrétné napt. jako ekvidistantni, Gauss -
- Lobattovy ¢i jiné.

Tedy funkci u(z) 1ze psat podobné jako diive, tj. ve tvaru

u(§) = Cj—1,Cj5 Cj_1,C;2

Testovaci funkce v(§) je obdobna, jen s koeficienty d;_1,d;,d._1,d.

2.
J—37 7)—3

> Vzorce pro a (u, v), ay’ (u, v) a l;(v) jsou dény vatahy (3.31), (3.32) a (3.33).

Matice obsazené v téchto vyrazech, se kterymi budeme dale pracovat, jsou tvaru

1 -1 0 0
121 1 0 o

S. — — ,
T hil o 0 2 0
O 0 0 2
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|
O go
ol | Nl
|
sl=

<
|
1 — o [\
el Nl
l
[N} —
Bl= | e

2f(wj-1) + f(z)
1 fljo1) +2f(x;)
O —\/3(f(zjm0) + f(xy))
i \/%(f(%’—l) — f(=))) i

> Pro matici ze soustavy Ac = b, odkud vypocitavame vektor neznamych

koeficientt, plati

S+ M, Mg Mg
A:S+M: MgQ SQ"—MQ MQR
M7, M(r Sr+ Mg

Vyse uvedené matice S, M, Sq, Mg a Mg jsou tytéz jako v ¢asti b), tj.
(3.34). Pro ostatni matice plati
Sr=8q e RN Mgp=0¢cRVY

1
h 1
Mp= o , MpeRVY,
21
1
1 -1
ML :—ﬁ i 1 M GR(N—I)XN
=6V 10 SO R '
1 -1
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Z téchto ,novych“ matic ménime pouze rozmér matice M g, ktery je obecné
vétsi a to (N + 1) x N. Vektor pravych stran, tj. vektor b = [ 1ze psét

h |1 f(!)?l)—f(fz) N
o= ) — I, € RV*1,
2=5\ 10 : » ‘RE

flzn-1) — f(on)

Nakonec, hledany vektor ¢ se sklada ze tii vektort

cr c, =lc,co, .. 0n21], pro uzly x;,
c=lcogl|l, cqo= [c%,c%,...,cN_%}, pro body Ti 1,
CRr Cr = [c§,c%, .. .,cN_%} ,  pro body Tj 2.

Pro dosazeni do linearni kombinace musime hodnoty opét vhodné preskladat.

> M-file najdeme pod nazvem PR1_C_kubicka_baze.m a na uvod nam je jiz

znamy,

N = 4; % pocet prvku

int_a = 0; % levy krajni bod intervalu (0,1)

int_b = 1; % pravy krajni bod intervalu (0,1)

r=1; % koeficient z rce u clenu ... -u’’(x)
q=1; % koeficient z rce u clenu ... u(x)
podm_a = O; % okrajova podminka pro derivaci v bode 0
podm_b = 0; % okrajova podminka pro derivaci v bode 1
okr_podm = 0; % neni predepsana Neumannova podminka

fce = 0(z) z; % fce prave strany ... f(x)=x
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% presne reseni

presne = @(z) z-(sinh(z))/(sinh(1));

Vystupem mohou byt opét uzly, body, matice soustavy A a vektor feseni c.

uzly = 0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000
body = 0 0.0833 0.1667 0.2500 0.3333 0.4167 ...
0.5000 0.5833 0.6667 0.7500 0.8333 ...
0.9167 1.0000
A =
Columns 1 through 6
8.1667 -3.9583 0 -0.0510 -0.0510 0
-3.9583 8.1667 -3.9583 0 -0.0510 -0.0510
0 -3.9583 8.1667 0 0 -0.0510
-0.0510 0 0 8.0500 0 0
-0.0510 -0.0510 0 0 8.0500 0
0 -0.0510 -0.0510 0 0 8.0500
0 0 -0.0510 0 0 0
-0.0132 0 0 0 0 0
0.0132 -0.0132 0 0 0 0
0 0.0132 -0.0132 0 0 0
0 0 0.0132 0 0 0

Columns 7 through 11
0 -0.0132 0.0132 0 0

0 -0.0132 0.0132 0
-0.0510 -0.0132 0.0132
0

0

0

8.0500

0 8.0119

o O O O O o

o O O O O o
O O O O O O



0 8.0119 0

0 0 8.0119
c = [0 -0.0014 -0.0004 0.0350 -0.0042 -0.0004 ...
0.0566 -0.0072 -0.0004 0.0503 -0.0108 ...

-0.0005 01’

A graf priblizného feSeni ve srovnani s presnym feSenim ukazuje obrazek 16.

0.06 ‘
presne reseni
— — — priblizne reseni
0.031 i
0 | | |
0 0.25 0.5 0.75 1

Obréazek 16: Graf presného a pfiblizného feseni - kubicky pripad.

Chyby aproximaci.

Nakonec si vykreslime chyby jednotlivych aproximaci a to v absolutni hod-
noté. Tyto grafy jsou soucasti ptislusnych m-fili (popf. souhrnny m-file, ktery
vznikl sloZenim vsech t¥i, nalezneme na CD jako PR1_chyby_aproximaci.m) a
jsou zndzornény na obrazku 17. Chyba pro P! je od chyb pro prostory P? a P?
mnohem vétsi jak ukazuje leva cast obrazku. Totéz lze teoreticky fici o pravé
¢asti, musime ale brat v tivahu dané méritko osy y, které je zde velmi malé, tj.

1e-004.

Pro zajimavost si miizeme nechat vypsat max chyby. PouZijeme piikazy
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x 10" x 10"
1 1 5 B ' 2'
6l chyba pro P chyba pro P
chyba pro p? chyba pro P2
~— chyba pro P2
5 -
1t
4 L
3 -
ol 0.5
1 -
0 0 == -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 17: Absolutni chyby aproximaci.

chyba = abs(presne(sit) - reseni);

max_chyba = max(chyba)

Zde sit je mnozina bodu ve kterych je pocitano feSeni na intervalu (—1,1),
presne je funkce vyjadiujici pfesné feseni tlohy a reseni je mnozina funkénich

hodnot v bodech z vektoru sit. Tedy

max_chyba = 0.0065 po Castech linedrni baze

max_chyba = 1.5108e-004 | po castech kvadratické baze

max_chyba = 1.7143e-006 | po castech kubické baze

)

Poznamka 3.16. Piifeseni této tlohy jsem vychézela z literatury [21], [22]. Jsou
zde teoreticky zpracovany prvni dvé c¢asti prikladu 3.1, posledni ¢ast tykajici se

po c¢astech kubickych funkci jsem vytvofila svépomoci.
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Predchozi priklad nastinil problematiku hierarchickych bazi. V pripadé Lagran-
geovych bazi bychom postupovali podobné. S tim rozdilem, ze vSechny baze z pro-
storu PP byly fddu p a nelze vyuzit matice z predchoziho prostoru PP~!, této
vlastnosti vSak v m-filech také nevyuzivam. Nyni si kratce ukdzeme h-verzi me-
tody. Jiz bez podrobnéjsiho postupu. Jedna se totiz o pripad z piikladu 3.1 casti

a), jen ménime pocet prvku sité.

Pt¥iklad 3.2. Uvazujme tlohu (3.21) z piedchoziho pifkladu. Reste tuto tilohu
standardni A-verzi metody pro pocet prvki Ny = 3, Ny = 4, N3 = 5, N, = 6.
Zobrazte kromé grafil aproximovanych feseni také grafy vyjadiujici chybu apro-
ximace.
Reseni: K vyteSeni tohoto piikladu staéi pouzit tentyz m-file, jako v piikladu
3.1, ¢asti a). Tedy PR1_A_linearni_baze.m. Jeho tvar je totozny s pfedchozim
prikladem diky stejné tloze, jen pro rtzna N; musi dojit ke zméné N.

Grafy TeSeni jsou znazornény na obrazku 18 a chyby zase na obrazku 19. Zde

jsme narozdil od predchoziho ptikladu pouzili pro urceni vektoru chyb prikaz
chyba = presne(sit) - reseni;

Tabulka maximéalni chyby v jednotlivych ptipadech je néasledujici

max_chyba = 0.0108 | pro N; =3

max_chyba = 0.0065 | pro Ny, =4

max_chyba = 0.0043 | pro N3 =5

0.0030 | pro Ny =6

max_chyba

Lze vidét, Ze chyba s rostoucim poctem prvki na oblasti (0,1) klesd pomalu.

K vykresleni jsme pouzili m-file PR2_ruzne_h_linearni_baze.m.

)

Poznamka 3.17. Jednoduse se da ovéfit, ze chceme-li dosdhnout chyby nejvyse
1.5108e-004, kterou jsme ziskali v prikladé 3.1 pri feSeni na ¢tyfprvkové siti s po
¢astech kvadratickymi bazemi, je v piipadé po ¢astech linearnich bazi nutné poci-
tat alespon na 26 prvcich. Tehdy ziskdme maximalni chybu (v absolutni hodnoté)
priblizné 1.3577e-004.
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0.06 ‘ ; ‘ : 0.06
0.05f 1 o0.05}
0.04} 1 0.04}
0.03f 1 o0.03}
0.02} {1 0.02f
0.01r 1 oot} _
presne reseni presne reseni
— N=3 —N=5
N=4 N=6
0 ! ! ! ! 0 ) ) ) )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 18: Priblizna feseni ulohy pro rtizna N; - linearni piipad.
V nasledujicich tfech prikladech 3.3, 3.4, 3.5 budeme fesit tlohy se stejnou
eliptickou rovnici, ale s riznymi okrajovymi podminkami.

Priklad 3.3. Naleznéte priblizné feSeni homogenni Dirichletovy tlohy

—u"(x) —u(x) = =2 na Q=(0,1), (3.36)

Pouzijte opét po castech linearni, kvadratické a kubické baze. Déle porovnejte
feSeni pro N=4 prvky a zjistéte, pro jaky pocet prvki klesne chyba aproximace
pod hodnotu 1e-004.

Reseni: Nejdiive feknéme, ze presné feSeni dané tlohy je zndmo a je tvaru

1
u(z) = Sinl(sinx—2sin(1 —z)) +2* —2.

K vypoctu priblizného feseni vyuzijeme témér stejné m-fily, jako v predchozim

prikladé 3.1, pouze zménime zacatky téchto soubori. Konkrétné to jsou
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x 10

Obrazek 19: Chyby aproximaci pro rtizna N;.

PR3_linearni_baze.m, PR3_kvadraticka_baze.m, PR3_kubicka_baze.m.

Stale mame homogenni Dirichletovy okrajové podminky, proto

N = 4; % pocet prvku

int_a = 0; % levy krajni bod intervalu (0,1)

int_b = 1; % pravy krajni bod intervalu (0,1)

r =1; % koeficient z rce u clenu ... -u’’(x)
q=-1; % koeficient z rce u clenu ... u(x)
podm_a = 0; % okrajova podminka pro derivaci v bode 0
podm_b = 0; % okrajova podminka pro derivaci v bode 1
okr_podm = 0; % neni predepsana Neumannova podminka

fce = @(z) - z.72; % fce prave strany ... f(x)=-x"2

% presne reseni

presne = @(z) 1/sin(1).*(sin(z) + 2.*sin(1-z)) + z.72 - 2;

Na obrazku 20 jsou spolecné znazornény feseni tlohy na ¢tyfech intervalech

a obrazek 21 znéazornuje chyby aproximaci. Jsou vykresleny bez pouziti piikazu
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abs(...), ale tabulka maximalnich chyb jiZz pracuje s absolutni hodnotou. Chyby

na P? i P? jsou velmi podobné a da se Fici, ze dalsi zpfesnéni neni jiz nutné.

max_chyba = 0.0058 | po castech linearni baze

max_chyba = 0.0016 | po castech kvadratické baze

max_chyba = 0.0015 | po castech kubické baze

0 ‘
presne reseni
-0.005 reseni — P’ )
reseni — P2
~— reseni - P®
-0.015} b
-0.025} i
-0.035} b
-0.045 ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 20: Ptiblizna feseni tlohy pro rizné stupné bazovych funkci.

Kolik prvki musime zvolit, aby chyba klesla pod hodnotu 1e-0047 Zménou
hodnoty N lze zjistit, ze pfi pouziti po c¢astech kvadratickych funkci je treba

polovicni pocet intervaltt vedouci k priblizné stejné chybé.

N

30 | max_chyba = 9.4978e-005 | po Castech linearni baze

N = 16 | max_chyba = 9.2945e-005 | po castech kvadratické baze

N = 16 | max_chyba = 9.0823e-005 | po castech kubické baze

)

Poznamka 3.18. Spustime-li néktery ze tii hlavnich soubort pro vyssi pocet

prvki, uvidime, ze matice tuhosti je opravdu fidka.
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chyba pro P!
-5r chyba pro p? 1
chyba pro p3
_6 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 21: Chyby aproximaci pro rizné stupné bazovych funkci.

Nyni budeme fesit stejnou rovnici jako v prikladé 3.3 jen s kombinaci homo-

genni Dirichletovy a Neumannovy okrajové podminky.
Priklad 3.4. Naleznéte ptiblizné feSeni smiSené okrajové tlohy

—u"(z) —u(zr) = =2 na Q= (0,1),
u(0) = 0, (3.37)
1

Pouzijte po ¢astech linearni, kvadratické a kubické bazové funkce.

Reseni: 'V tomto pifpadé, kdy mé tloha jednu Dirichletovu a jednu Neumannovu

okrajovou podminku, lze feseni zapsat ve tvaru

1
u(z) = sl (2cos (1 —z) —sinz) +2° — 2.

Pouzité m-fily k nalezeni ptiblizného feseni jsou opét stejné jako ve vSech pred-
chozich prikladech. Ale je zde jeden rozdil od ptipadu se dvéma Dirichletovyma

okrajovyma podminkama, dochazi ke zméné rozmért matic. To je zptisobeno tim,

65



zZe slaba formulace tlohy je nasledujici

/u'(a:)v'(x)dx— 8%—5?@(x)dx+/u(x)v(x)dx: —/:)3221(1')0[93.

Q o Q

Mame zde tedy na rozdil od (3.40) navic integral pfes hranici oblasti. Z podminek

Ou(1)
on

ze hledany vektor ¢ ze soustavy Ac = b zde neméa hodnotu cy nulovou jako ve

vime, ze = 1, tedy na pravé strané soustavy pribude tento ¢len. Skutecnost,
vsech predchozich prikladech, rozsiti nékteré matice o radek ¢i radek a sloupec.
Ukazme nékolik matic, které se ve vypoctu vyskytuji a dojde k jejich rozsifeni,

ostatni zlistavaji beze zmény. Napi.

L ]
-1 2
Si=1 1 . S, e RV,
-1 2 -1
—1 1
L ]
1 4
ML:% AU | ) MLERNXN7
1 4 1
1 2
o ]
1
MLQ:—% g | , Mg e RV,
1 1
1
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1 -1
1
qgh |1 ) NxN
Mip=——4/— - — M R .
LR 6 V10 1 ) LR €
1 -1
1
Déle se jedna o vektory
f(xo) +4f (1) + f(22) &
) f(x1) +4f(z2) + f(x3) C2
I, = G : eRM o= e RV,
flan—2) +4f(xn-1) + f(2N) CN-1
i f(en—a) +2f(n) ] o

Dochéazi zde k pridani posledniho fadku a sloupce u matic Sy, M, u matic
Mg, Mg avektort I, ¢;, pfiddvame posledni fadek. Vyuzivame toho, Ze mu-
sime do vypoctu zahrnout i onen posledni bod, tj. krajni bod intervalu (0, 1), kde
tentokrat neni homogenni Dirichletova okrajova podminka. VSechny jiz pouzité
m-fily, af uz obecné nebo pro konkrétni ptiklady, zahrnuji i tuto moznost a pfti

feSeni této ulohy se pouze nastavi nasledujici idaje

% zadani ulohy ———-———————————————————————

N = 4; % pocet prvku

int_a = 0; % levy krajni bod intervalu (0,1)

int_b = 1; % pravy krajni bod intervalu (0,1)

r =1; % koeficient z rce u clenu ... -u’’(x)
q=-1; % koeficient z rce u clenu ... u(x)
podm_a = O; % okrajova podminka pro derivaci v bode 0
podm_b = 1; % okrajova podminka pro derivaci v bode 1
okr_podm = 2; % Neumannova podminka v bode 1

fce = @(z2) - z72; % fce prave strany ... f(x)=-x"2

% presne reseni

presne = @(z) 1./cos(1).*(2.*%cos(1-z) - sin(z)) + z.72 - 2;

67



Grafy Teseni a chyb jsou zobrazeny na obrazku 22. Pro jednotlivé stupné

bazovych funkci se feseni pocita pomoci m-filt
PR4_linearni_baze.m, PR4_kvadraticka_baze.m, PR4_kubicka_baze.m.

Rostouci chyby jsou zptsobeny okrajovou podminkou /(1) = 1. V levém krajnim
bodé intervalu nemame zadanou pevnou funkéni hodnotu feseni, ale pouze smér

tecny.

0.012
T i 0.01F
08¢ 1 0.008}
06 ] 0.006
04t 1 0.004
presne reseni
0.2} reseni— P! 1 0.002 — chyba pro P' 1
reseni — P2 — chyba pro p?
reseni — P3 chyba pro p3
0 Il Il Il 0 Il Il Il
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1

Obrazek 22: Aproximace a chyby pro rtzné stupné bazovych funkci.

Nakonec jesté ukdzeme tabulku maximalni chyby pro vSechny stupné bazi

max_chyba = 0.0117 | po castech linearni baze

max_chyba = 0.0089 | po castech kvadratické baze

max_chyba = 0.0089 | po castech kubické baze

)

V prikladu 3.5 fesime téze tlohu s Neumannovymi okrajovymi podminkami.
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Priklad 3.5. Naleznéte priblizné feseni Neumannovy okrajové tlohy

—u"(z) —u(zr) = =2 na Q= (0,1),
(3.38)

Pouzijte po castech linearni, kvadratické a kubické bazové funkce a vykreslete
priblizna feseni.

Resend: Presné feSeni této ulohy je

u(z) = (cos (1 —x)+2cosz) + 2* — 2.

sin
Podobné jako v predchozim prikladé ovlivni Neumannova okrajova podminka
rozmeéry matic, resp. vektorl v naprogramovanych m-filech, nalezneme je pod

nazvy
PR5_linearni_baze.m, PRb5_kvadraticka_baze.m, PR5_kubicka_baze.m.

Podminky jsou v obou krajnich bodech, musime tedy pii vypoctu uvazovat plné
rozméry matic, resp. vektori a krom posledniho tadku ¢i sloupce, pridame v ma-
ticich Sp, M, € RWHDx(N+D) také prvni Fadek a sloupec, resp. prvni fadek
v, € RVt o Mo M € RV+HDXL Toto piidani probiha obdobné jako
v priklade 3.37.

Pred spusténim m-fili nahlédneme na jeho tvodni rfadky. Této tloze odpovi-

daji nasledujici

% zadani ulohy ——————————————————————————

N = 4; % pocet prvku

int_a = 0; % levy krajni bod intervalu (0,1)

int_b = 1; % pravy krajni bod intervalu (0,1)

r=1; % koeficient z rce u clenu ... -u’’(x)
q=-1; % koeficient z rce u clenu ... u(x)
podm_a = 1; % okrajova podminka pro derivaci v bode 0
podm_b = 0O; % okrajova podminka pro derivaci v bode 1

okr_podm = 3; % Neumannova podm. v obou krajnich bodech
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fce = @(z) - z72; % fce prave strany ... f(x)=-x"2
% presne reseni

presne = @(z) 1./sin(1).*(cos(1-z) + 2.*cos(z)) + z.72 - 2;

Na obrazku 23 vidime graf presného feseni (¢ervené) a aproximovanych feSenti,
které spolu témér splyvaji. Po vypoctu s po ¢astech linedrnimi bazemi dostaneme
maximalni chybu 0.0158, po po castech kvadratickymi bazemi je zase 0.0106.
Vsechna feseni vychazi velmi podobné, rozdil od toho presného ¢ini v primeéru
kolem 0.01, coz prikladdm zaokrouhlovacim chybam, kterym se v MATLABu

nevyhneme.

0.016
145
.014
1.4f 0.0
1.35F
0.012
1.3F
1.25 0.01
1.2
0.008
115
presne reseni
1.1 —reseni-P' 1 0.006 — chyba pro P! -
reseni — P2 chyba pro p?
1.05 —reseni-P® ] — chyba pro p3
1 1 1 0.004 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1

Obrazek 23: Aproximace a chyby pro ruzné stupné bazovych funkci.

)

V dalsi sérii dvou piikladii se podivame na stejnou eliptickou rovnici pro dvé

okrajové podminky:.
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Ptiklad 3.6. Reste homogenni Dirichletovu okrajovou tilohu

—u"(z) = cosmx mna Q= (0,1),

u(0) = u(l) = 0.

(3.39)

Pouzijte po ¢astech linearni, kvadratické a kubické bazové funkce a vykreslete
priblizna feseni.

Reseni: Tato loha ma pfesné feseni a je tvaru

u(z) = %(cosmﬂ—Z:)j— 1).

K vyfeseni této tlohy pouzijeme stejné m-fily jako ve vSech predchozich pti-
kladech, konkrétné

PR6_linearni_baze.m, PR6_kvadraticka_baze.m, PR6_kubicka_baze.m.
Pocatky vypadaji takto

% zadani ulohy ——=————————————————————

N = 4; % pocet prvku

int_a = 0; % levy krajni bod intervalu (0,1)

int_b = 1; % pravy krajni bod intervalu (0,1)

r=1; % koeficient z rce u clenu ... -u’’(x)

q = 0; % koeficient z rce u clenu ... u(x)
podm_a = O; % okrajova podminka pro derivaci v bode 0
podm_b = O; % okrajova podminka pro derivaci v bode 1
okr_podm = 0; % neni zadana Neumannova podminka

fce = @(z) cos(pi.*z); % fce prave strany ... f(x)=cos(pi*x)

% presne reseni

presne = @(z) 1/pi~2 .* (cos(pi.*z) + 2.%z -1);

Kdybychom chtéli vytvorit novy m-file pro piipad, kdy mame na pravé strané
rovnice pouze Clen se druhou derivaci funkce u, nemuseli bychom pocitat matice

M . . Slaba formulace této tlohy je totiz nasledujici

/ o () (2)dz = / F@)o(a)da. (3.40)

Q
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Nevyskytuje se zde tedy ¢len, odkud pocitdme tyto matice. Pro P! viz m-file
PR6_linearni_baze_laplace.m. Druhou moznosti, jak upravit m-file je pridat
neékolik podminek napi. for g "= 0 ... end.

Grafy presného a pfiblizného feseni jsou spolu s absolutni hodnotou z chyb

znazornény na obrazku 24, resp. obrazku 25.

0.02f presne reseni |
— reseni - P!
0.015¢ reseni — P
reseni — P°
0.01

0.005

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

0 0.25 0.5 0.75 1

Obrazek 24: Aproximace feseni pro rizné stupné bazovych funkci.

Néasledujici tabulka ukazuje maximéalni chyby aproximaci.

max_chyba = 0.0076 | po castech linearni baze

max_chyba = 0.0013 | po castech kvadratické baze

max_chyba = 0.0011 | po castech kubické baze

Jako u vétsiny predchozich piikladii je i zde aproximované feSeni v prostoru P?

velmi blizko Feseni z P3.
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8 T T T T
— chyba pro p!
7F — chyba pro P? 8
chyba pro p?
6 - -
5 - -
41 i
3 - .
2 - -
1 R S
O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 25: Chyby feSeni pro rtzné stupné bazovych funkci.
Piiklad 3.7. Reste smiSenou okrajovou tilohu

—u"(x) = cosmr mna Q= (0,1),

u(0) =u/(1) = 0.

(3.41)

Pouzijte po castech linearni, kvadratické a kubické bazové funkce a vykreslete
priblizna feseni.

Reseni: Presné feSeni je tvaru

M-fily jsou
PR7_linearni_baze.m, PR7_kvadraticka_baze.m, PR7_kubicka_baze.m.
a na jejich pocatku je zadano

% zadani ulohy ——=————————————————————



q = 0;
podm_a
podm_b = O;

= 2;

I
(@)

okr_podm
fce =

% presne reseni

b
b
b
b
b
b
b
b

@(z) cos(pi.*z); %

pocet prvku

levy krajni bod intervalu (0,1)
pravy krajni bod intervalu (0,1)
koeficient z rce u clenu ... -u’’(x)
koeficient z rce u clenu ... u(x)
okrajova podminka pro derivaci v bode 0
okrajova podminka pro derivaci v bode 1
Neumannova podminka v bode 1

fce prave strany ... f(x)=cos(pix*x)

presne = @(z) 1/pi~2 .* (cos(pi.*z) -1);

Grafy presného a priblizného feSeni jsou spolu s absolutnimi hodnotami chyb

znazornény na obrazku 26.

0 T T T
presne reseni 0.016f chyba pro P’
-0.02f — reseni - P’ _— 2
T, chyba pro P
—0.04} reseni — P 0.014¢ chyba pro P
reseni - P°
-0.061 0.012f
-0.08
0.01¢
-0.1f
0.008 1
-0.12¢
014l 0.006 }
-0.161 0.004
-018) 0.002
-0.2}
1 1 1 O 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1

Obrazek 26: Aproximace a chyby pro ruzné stupné bazovych funkci.

A v tabulce opét vidime maximéalni chyby aproximaci,
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max_chyba = 0.0165 | po Castech linearni baze

max_chyba = 0.0102 | po castech kvadratické baze

0.0101 | po castech kubické baze

max_chyba

)

Vratme se pro zajimavost napiiklad k tloze (3.39) z ptikladu 3.6 a podivejme
se na h-verzi MKP.

Priklad 3.8. Reste standardni h-verzi metody koneénjch prvk homogenni Di-

richletovu okrajovou tlohu

—u"(x) = cosmr mna = (0,1),

u(0) = u(l) = 0.

(3.42)

Pouzijte 3,4, ..., 7 prvki na intervalu €. Kromé grafti ukazte i absolutni chyby.

Reseni: A&koliv vime, jak vypad4 pfesné feseni této tilohy, nyni jej nevyuzijeme.

Pro vypocty pribliznych feseni a vykresleni grafli jsem naprogramovala tii m-fily,
linearni_baze.m, kvadraticka_baze.m, kubicka_baze.m.

Na rozdil od ostatnich programi jsou tyto t¥i funkcemi, tzn. Ze pii volani neni
potieba jednotlivé m-fily otevirat a ménit jejich Gvodni fadky v zavislosti na dané

uloze, jako jsme to délali diive. Pro nasi ilohu vyuzijeme volani v obecném tvaru
linearni_baze(N,int_a,int_b,r,q,podm_a,podm_b, okr_podm,fce)

Pred timto volanim je ovSem potieba zadat funkci pravé strany rovnice jako

inline funkci. VSechny vstupni hodnoty jiz zname, jsou to

% Vstup: °N’ ... pocet prvku na oblasti, intervalu (a,b) yA
o int_a’ ... pocatecnli bod intervalu a, tj. lev o) o
Y. i ’ p i bod i 1 j. levy bod Y
A int_ ... koncov od 1intervalu b, tj. prav o} o
Y. ’int_b’ k y bod i lu b, tj. pravy bod Y%
% ’r’> ... koeficient z rovnice u clenu -u’’(x) %
yA ’q’ ... koeficient z rovnice u clenu u(x) yA
A odm_a’ ... u’(a) = podm_a (if neni, vlozte napr. A
yA ’podm_a’ ’(a) = podm_a (if i, vl pr. 0)%

yA ’podm_b’ ... u’(b) = podm_b (if neni, vlozte napr. 0)%
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yA >okr_podm’ ... urcuje zda a kde je zadana Neumannova %

h okr. podminka (tj. derivace u) yA
h = 0... neni predepsana yA
yA = 1... predepsana v pravem krajnim bode a %
yA = 2... predepsana v levem krajnim bode b yA
yA = 3... predepsany v obou krajnich bodech a,b%
% ’fce’ ... funkce na prave strane rovnice, nutne zadat
h drive jako inline fci (fce=inline(’ ) h

Vystupem jsou dva vektory, které vyuzijeme pro vykresleni fesenti,

% Vystup: ’sit’ ... vektor pro osu x yA

h ’reseni’ ... vektor reseni pro osu y yA

Obrazky 27, 28, které vznikly prikazy v m-filu PR8_linearni_baze.m, ukazuji
priblizna feseni a chyby pro jednotlivé h.

Mimo jiné m-file obsahuje

fce = inline(’cos(pi.*z)’)

presne = @(z) 1/pi~2 .* (cos(pi.*z) + 2.*z -1);

[sit,reseni] = linearni_baze(3,0,1,1,0,0,0,0,fce);
figure(1)
plot(sit,reseni,’k’)
figure(2)
chyba = abs(presne(sit)-reseni);
plot(sit,chyba,’k’)
max_chyba = max(chyba)

Jedna se o volani funkce pro h = 3, ostatni vysledky se pfidaji pomoci piikazu
hold on a opétovného volani funkce a vykresleni grafu.

Vypocitana feSeni se postupné se zjemnénim sité blizi k presnému feseni.
Presto je ale tato konvergence pomalejsi nez pii pouziti p-verze MKP na c¢tyfech
prvcich. Jak vime z prikladu 3.6 uz po castech kvadratické baze zptsobily ma-

ximéalni chybu aproximace feSeni priblizné 0.0013. Zde mutzeme vidét, Ze sedm
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0.02

0.015

0.01

0.005

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

prvki ma chybu stéale vétsi nez 0.0020 a néasledujici tabulka tika,

h=3
h=4
h=5
h=6
h=7
p

10 prvki k chybé priblizné 0.0013.

Poznamka 3.19. Funkci linearni_baze( ) (resp. kvadraticka_baze( ) ¢

kvadraticka_baze( )), kterou jsme nyni pouzili jako soucast m-filu pocitajici

max_chyba

.0125

max_chyba

.0076

max_chyba

.0051

max_chyba

.0036

max_chyba

.0027

max_chyba

.0020

max_chyba

.0016

max_chyba

O | O |lOoOoO | O |0 |O |O | O

.0013

= | © |00 || | O &= | W

(e}

zZlz2l=zl=2|=2l2|=2=2

7

Obrazek 27: Aproximovand feSeni h-verzi MKP.

resne reseni |

ze je potieba



0.012

0.01

TTLRT
No oA ®

0.008

0.006

0.004

0.002 ),

Obrazek 28: Chyby feSeni pro rtzné h.

ptiblizné feSeni tlohy (3.42), lze stejnym zptusobem pouzit i ve vSech zbylych
m-filech, které se lisi pouze tvodnimi a zavérecnymi fadky a zptehlednit tim
samotny koéd. Tyto kédy, ale nejsou prilis obsahlé, proto jsem k tomuto kroku

nepristoupila.

Poznamka 3.20. Vsechny uvedené priklady vypovidaji o jednom. Konvergence
posloupnosti aproximovanych feseni, které ziskame pouzitim polynomiélnich bazi

vyssich 1adi, je v danych tlohach rychlejsi nez pri zjemnovani sité.
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4 P-verze metody konecénych prvku ve 2D

V pripadé dvoudimenzionalniho prostoru se opét podivame pouze na tlohy
s eliptickou diferencialni rovnici 2. radu.

Uvedme si piiklad, na kterém ukézeme prvotni kroky pfi vypoctu. Zatim jsme
se v ramci teorie divali na eliptickou rovnici 2. faddu s Dirichletovou homogenni
a nehomogenni okrajovou podminkou. Nyni se podivejme na tlohu s nasi ,tra-

di¢ni® eliptickou rovnici a s Neumannovou okrajovou podminkou, tedy

—V(a1Vu) + apu = f na Q, (4.1)

g—Z:gnaﬁQ,

jako oblast © uvazujme ohrani¢enou oblast v R? a g € C(99).
Reseni této tlohy existuje jednoznacéné v piipadé platnosti podminek z Lemmatu
2.2, kratce tedy a; > 0 a navic zde posilime pozadavek na koeficient ag a to
ag > 0 na €.
Slaba formulace tlohy (4.1) je najit funkci u € V = WhH3(Q) takovou, ktera
splnuje
a(u,v) =1(v), Yv eV,

kde
a(u,v) = /a1Vqudw+/aouvdac, (4.2)
Q Q
I(v) :/fvdw—i—/algvds. (4.3)
Q B!

Pro funkce plati, ze f € L*(Q), g € L*(09).

Poznamka 4.1. Odvozeni vyrazu (4.2), (4.3) pomoci Greenovy formule (1.2)
naleznete v literatufe [6], kapitole 1.2.6.

Nastin aproximace

Nasledujici kroky (viz také literatura [6], kapitola 4.1.2.) nas dovedou od ne-
konec¢né dimenzionalniho problému ke konecné dimenzi a feseni soustavy rovnic
jako ve (2.5), tedy Ay = b.
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1. Obecné uvazujeme oblast Q € R? s kiivo¢arou hranici. Tuto oblast musime
aproximovat tak, aby jeji hranice byla po ¢astech polygonalni, tim dostaneme

novou oblast €. Obvykle Q, # Q a Q, ¢ Q, viz obrazek 29. My se budeme

zabyvat pouze ,vhodnymi“ oblastmi, tato aproximace nam tedy odpada.

Obrazek 29: Polygonalni aproximace oblasti - 2 — €2,.

2. Oblast €, pokryjeme konecnym poc¢tem prvka 74,15, ..., T, € 7;. Ty jsou
¢asto trojuhelniky, viz obrazek 1, ¢i ¢tyithelniky. Mohou se ale i kombinovat.

3. Pii pfechodu od oblasti ) k €2, ztracime predepsané okrajové podminky
na 092. Musime je tedy jistym zptisobem prevést na 0€,.

Pro tdlohu (4.1) je prepis nasledujici

)
a—Z(m) = g(z) na o,

ackoliv funkce g zde ptivodné ani definovana nebyla.
4. Dalsim krokem je aproximace prostoru V' prostorem V},, dimV), = N}, < oo,
kterou musime provést diky ptechodu k €2;,. Pracujeme tedy s nasledujicim po

castech polynomialnim prostorem
Vh(Qh) = {U S C(Qh) ; Uh‘agh = 0}

Kde v|r, jsou trojuhelniky ¢i ¢tyitihelniky.
5. Nyni mtzeme formulovat diskrétni slabou formulaci tlohy (4.1) a to takto:

hleddme funkci u;, € V;,(€,) takovou, ktera spliiuje rovnost
a(uh, Uh) = l(vh), Y, € V. (4.4)

Ptedpis pro a(u,v), {(v) odpovida vyraztim (4.2), (4.3).
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6. Dle postupu z kapitoly 2.1 vime, Ze na prostoru V;, mame konecnou bazi
Ny,

{¢1, %2, ..., ¢n, } ahledanou funkei lze zapsat ve tvaru u, = Y y;¢;. Po dosazeni
j=1

do (4.4) a vyuziti bazovych funkeci dostaneme vztah (2.4), odkud vypocitame

neznamé koeficienty y;, tedy po rozepsani konkrétné

Np, Ny,
Sou [ Ve Vede+ Sy [appde— [ fodes [ agods, (49
=, =g, o o,

prot=1,2 ..., Ny. Dostali jsme tedy soustavu NVj, linearnich rovnic o Nj, nezna-

mych y;. Jednotlivé integraly pfes (2, lze nahradit souc¢tem integralti pfes prvky

Sh
Ty m =1,2,... 8p, tj. [+ = > [ ---. Podobné je tomu u integrdlu pies
Qh mlem

Oy, kde diléi integraly jsou pres 90, N 7T,,.

4.1 Priklady zakladnich prvka, baze prostoru V), trans-
formace

Prvky triangulace budeme uvazovat dva. Bud trojuhelniky, prostor oznac¢ime
AP nebo c¢tyithelniky, které oznac¢ime [P. Kde hodnota p opét znaci stupen
prostoru polynomti. Nyni si ukdzeme kratce prvky z Al a [J'. Pozdéji si zavedeme

i vyssi rady.

ng EZA
v 1 V, Vs
e, ) 1
€
o
Ty €3
> 4
-1 1 1 1,
ref ez
€,
€ 21
v, -1 v, v, -1 v,

Obrazek 30: Referen¢ni prvky pro prostory (', Al
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Prvky z prostoru [

Referenéni oblast pro prvek z (' je T}, = Toey x T,y = (—1,1)* a prostor
polynomtt (T2 ;) = span{1, &1, &, £162} Mnozina stupiii volnosti $° obsahuje
4 linearni formy L; : oYT? 1) — R, pro které plati

Li(g) = g(v1) (= [-1,-1]),
Lo(g) = g(va)  (=[1,-1]),
Ls(g) = g(vs) (= [-1,1)),
La(g) = g(vs)  (=[1,1]),

Vg € OY(T}};) a v; jsou vrcholy ¢tyfFihelniku. Situace je zndzornéna v levé casti
obrazku 30.

Dilezité je splnéni pozadavku unisolventnosti prvku, tuto vlastnost jsme za-
vedli v Definici 2.4 a nasledujici Lemma jej potvrzuje. Navic dava tvar uzlovych
bazi.

Lemma 4.1. Koneény prvek (TTDef,Dl(TTDef),fJD) je unisolventni a uzlovd bdze

prostoru 0'(T;) obsahuje biafinni tvarové funkce

Agl (&) = (1—51)(1—§2)’ ,Lﬁgz(é) _ (1+§1l‘(1—§2)’ (@8)
AE}\S (E) _ (1—51)4(14{2)’ 77&%(5) _ (1+§1¥1+§2).

Dukaz: viz literatura [6], str. 108 - 109

Diky tomu, ze T, s vychazi z Ty, 1ze uzlové tvarové funkce v pripadé hierar-

chickych bazi psat pomoci Lobattovych funkci

b (&) = L(&)h(&),  P2(€) = L(&)h (&),

] ) (4.7)
5 (&) = L(&)k(&),  ¥5(€) = L(&)l(&).

Situace pro prvek z prostoru (! na konvexnim étyfihelniku 75 C R? je pak

docela snadnd. Staci pouzit referencni oblast 7)) a vhodné referencni zobrazeni

xro @ T,y — T°. To mizeme definovat jako linedrni kombinaci funkei (4.6),

4
Lo = Z wﬂ&g (&) (4.8)
i=1
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Body x; jsou vrcholy T°.
Poznamka 4.2. Referenc¢ni zobrazeni zobrazi vrcholy v;, resp. strany e; referenc-
niho ¢tyifthelniku na vrcholy x;, resp. strany s; konvexniho ¢tyrtuhelniku, prikla-
dem miize byt obrazek 31. Pracujeme tedy s koneénym prvkem (77,04(T°), £7),
ktery je opét unisolventni, viz literatura [6], str. 110. Prostor
ONT") = {goazs ; g€ OY(Trp)}-

Pro linearni formy L; € X7 plati

L :OYT®) = R, Li(g) =g(x;), i=1,234.
Tvarové funkce jsou

Y(x) = (VY oxpd)(z), i=1,2,34.

Prvky z prostoru A!

Situace pro prostor A! je obdobné. Referen¢ni prvek Trff ale nelze vyjadrit
pomoci T.¢, je znazornén v pravé casti obrazku 30. Prostor polynomi uvazu-
jeme Al(TT,%f) = span{1,&, &Y. Mnozina stupiit volnosti 2 je slozena ze tif

linearnich forem L; : Al(TT,%f) — R, kde

Li(g) = g(v1) (= [-1,—1]),
La(9) = 9(v2) (= [1,-1)),
Ly(g) = g(vs)  (=[-1,1])

Body wv; jsou vrcholy referen¢niho trojuhelniku a fce g € Al(TT% )
Dle literatury [6], str. 112, lze Lemma 4.1 vyslovit také pro konecny prvek
(Trff, Al(TT,%f), $2) a tvarové funkee jsou

(g = -8 gr(e) = B gn(e) = B, (4.9)

Nyni vezméme obecny trojthelnik 74 C R2, jehoz vrcholy oznac¢ime opét
jako @i, x5, x3. Referencni zobrazeni lze uvazovat podobné jako ve (4.8), tedy
Tra T,ff — T4

3
T = wfi(€). (4.10)
i=1
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Funkce ’(/A)UA odpovidaji (4.9).

Poznamka 4.3. Je-li zobrazeni xpa afinni a Jacobidan prvku Jpa # 0, pak
i inverzni zobrazeni @, je afinni. Prostor AYT?) = {gow s ; g € A Tef)}
je polynomialni a konec¢ny prvek je (TA, AYT?), ZA). Mnozinu £ a tvarové

funkce 9% (x) definujeme podobné jako v poznamce 4.2.

Baze prostoru V),

Nyni se podivime na bézi prostoru Vj,. Uvazujeme triangulaci 7, kterd je
slozena z s étyithelnika z prostoru (' a . trojihelniki z prostoru A'. Celkem
plati s} + sf = s, > 1. Déale vezmeme N, bodu triangulace, které nelezi na
homogenni Dirichletové ¢asti 0€), pokud takova ¢ast hranice existuje, oznacime
je 1, T2, ..., Ty, a pojmenujeme je jako vrcholove uzly. Poté dimV), = Nj,.

Bazové funkce si mtizeme zadefinovat nasledovné. Diky tomu, ze bazova funkce
prvniho fadu ¢; je ve vrcholovém uzlu «; rovna jedné a vytvaii tvar podobny
pyramidé, viz obrazek 5, obdobné jako stiechové funkce v 1D, nazveme ¢; vrcho-
lovou funkci. Nyni vezmeme cast triangulace, ktera je slozena z trojuhelniki ¢i
ctytthelniki, které sdili vrcholovy uzel x;, na obrazku 5 jsou znazornény Sedou

plochou. Oznac¢me si ji Z(i) a plati

Z(i) = U T, kde N(i) = {m € N ; T,, € T; a x; je vrchol prvku T}, }.

meN (3)

Vrcholova funkce ; je nenulova pouze na ¢asti oblasti Z(i) a ma tvar

oo xi) (@), jestli-ze T, € Z(i) je ¢tyFthelnik,
(@)l = (b oxzo)(®) , ] (1) je cty (4.11)

(1Y o mTi)(w) , Jestli-ze T, € Z(i) je trojuhelnik.

Funkce ¢; je pro prislusny vrchol x; vzdy spojita na oblasti €2,. Jednotlivé funkce

©1, 92, ..., pn, tvori bazi prostoru Vj, a spliuji vlastnost
pi(x;) =0d;j pro1l<i,j < Np.

Poznamka 4.4. Dle literatury [6], kapitoly 4.1.3, je pro kazdy prvek T € Z(i)

jediny vrchol uzlové tvarové funkce na referencni doméné 7,7, ¢i T,ef A pro

funkce {7 nebo 'Q/A) plati 2 (ar:TD (z;)) = 1 nebo ’Q/A)UAT (m;i (z;)) = 1.
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Transformace slabého reseni

Nyni provedeme transformaci slabého feseni na referenc¢ni prvek, podobné jako
na str. 28. Veskeré vypocty provedeme na tomto prvku a pak je transformujeme
na konkrétni prvek triangulace. Zjednodusime si tak pocitani.

Pfipomenme si soustavu (4.5), tj

Ny, Sh

Sh
Zyj Z /alv%‘v@idm + Zyj Z / appjpde =
m= 7=1 m:le

_Z/fgpzdmjtz / a1gp;ds.

90 T
Uvazujme nyni prvek T, triangulace 7, ktery je ¢tyiuhelnik. Pro trojihelnik by
byl postup obdobny. Vezmeme opét obecnou funkci g € C*(7},,) a podivame se
na transformaci g a Vg na referencni doménu 7/, pomoci zobrazeni (4.8), t
xro Tf'ef — T, po slozkach & = (xTEL,lvxTEL,z)'

Transformaci ¢ oznadime ¢, poté

§(&) = (gomrg)(§) = g(wro, (€), 212,(8)) = 9(2)|a=ys &) (4.12)

Bod & € T},
Parcidlni derivace funkce g v R? Ize, dle literatury [6], kapitoly 4.1.4, po trans-

formaci psat maticové

Oxzpo  OzpO
m,1

(™) m,2 dyg T dyg

061 _ 061 061 1 _ 1
9g(m) - ‘%Ti ) c’chu 5 9y = (DTm> 5 . (4_13)
3 062 0&2 Oxa o

Matice D7y, je Jacobiho matici referenéniho zobrazeni @ro. Vyraz (4.13) zkracené
napiseme jako V§™ (&) = (DTm)TVg(:c), kde pro x € T}, plati £ = :c;ﬂé ().
Nyni mtzeme formulaci (4.5) pfepsat pomoci vyrazi (4.12), (4.13), tj

Sh

Zyz > [ a"(D5,) VA€ (Dr,) TV €)1, e+

= m=1,
TrDef

Sh

+Zyj2 [ a7 e €)1, d¢ -

= m=1
TrDef

85



Sh Sh
B / Fm @™ (&) I g, dx + / a\™ g™ (€)™ (€)1, ds.
1 m:lA

Oblast A = {¢ € Tfef €= :vi%(ac) pro & € 9Q,NT,,}. Hodnoty dém), dgm) jsou
konstanty:.

4.2 Uzlové bazové funkce v MKP, prvky vyssich radua

Podobné jako u 1 dimenze v kapitole 3.1 si ukdzeme volbu baze MKP pomoci
Lagrangeovych uzlovych tvarovych funkci. Dostaneme tak predstavu o tom, jak
volime na prvku uzly a jednotlivé funkce. Nejdiive se podivame na situaci na

referenénim prvku, poté kratce na obecném prvku.

Ctyitihelnikovy prvek - volba uzli a baze

Z predpisu pro referen¢ni prvek 7, 7 = Trep X Trey se nabizi pii volbé Lagran-

geovych prvki postupovat podobné jako v 1D u T,y = (—1,1).
Vybereme si naptiklad Gauss-Lobattovy body, viz str. 30, poté kartézskym
souinem zvolenych bodt dostaneme sif uzlil na T?ef. Vrcholy v,vs,v3,v4 a

strany eq, es, €3, e4 referencniho prvku si zvolime dle obrazku 31. Pii volbé bodi

2 X
) E‘A » A
yl ”””””””””””””” > prrl
Vs 1 v, X3
e } : (r)
‘ 4 yr+1
A x,
O
€, Trq’ H
: Xpo
e
. >»
‘1 ]. ! 51 x2
e, i
; X1
' (r)
e, Vi
1 > >
Vi - v Xy

Obréazek 31: Referencni ¢tverec 7, ; a obecny ctyfuhelnik 7.

lze diky kartézskému soucinu uvazovat dva stupné prostoru polynomt, p,r > 1.
Oznac¢me si 1D Gauss-Lobattovy body p-fddu a r-fadu jako yi(p ),yi(r) € Tfef.

Tyto body oznacujeme ve smeéru, ktery ukazuji prerusované sipky na obrazku 31.
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Celkem dostaneme po fadé (p + 1) a (r + 1) bodu, tedy prvek Tif obsahuje
(p+1)(r+1) uzli:

a) Ctyfi vrcholové uzly

v = = (yl ’yl ) = [_1’ _1]7
V2 = = , =1, —1],
(yp+1 yl ) [ ] (4.14)
v = (yl 7yr+1) [_17 1]7
v = (yp+1’ yr+1) [1’ 1]

b) (p— 1), resp. (r — 1) uzld, které lezi na stranich es, eq, resp. €1, es. Lze je

seradit nasledovné

= W uth) = FLylh), =12 -1
62 = (yp+17yz+1) [17%(.721]7 1= 17 27 cees T 17 (4 15)
yz—l—l’yl ) [yz(f—)l’_l]7 2.21’27"'7]9_17

yz—l—l’yr-l—l) [yz(f-)l’l]’ Z: 1’277p_ 1.

= (
= (
Kde v}’ je i-ty uzel na strané e;.

c¢) (p—1)(r — 1) vnitinich uzlii, tzv. bublinovych, které lezi uvnitt prvku 7, ,

'Ulf,l = (yép)a yéT))u

’vil;—l,r—l = (yl(Jp)uyT(’T))

Nyni muzeme zkonstruovat na TTDef Lagrange-Gauss-Lobattovy prvky [P,

Jedné se o trojici (Tye;, 0P (T72,), 9), kde prostor
P (Tres) = span{&f&h s 1<k <p,1<1<r—-1<&,6 <1} (4.17)

Mnozina 3" obsahuje linearni formy odpovidajici funkénim hodnotam v uzlech.

V pripadé, kdy p = r piseme [P" = [P,
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Uzlové tvarové funkce na referencnim prvku 77} lze rozdélit do tif skupin
podle typu uzli. VSechny tyto funkce vyjadiime pomoci 1D Lagrangeovych uz-

lovych tvarovych funkei fadu p, resp. r, viz vzorec (3.9). Ozna¢me je nyni jako

oP i=1,2,.. . p+1ae” i=1,2. . r+1,

a) Ctyti vrcholové funkce

hu(€) = o (€)8 (&),

7w _ 4(» (r)

'l{]l:\ (6) - ¢;(>-:1(§1)¢1 (5 )a (4.18)
Wé‘"’(é) = ¢1p (5 )¢r+l(€ )

D (€) = o1 (6)00 (E2),

v prislusném vrcholu jsou funkce rovny jedné, v ostatnich jsou nulové.

b) (p —1), resp. (r — 1) funkci odpovidajici stranam es, e4, resp. eg, es. Tedy

§
§
£
§

) = 6P () (&), i=12. -1,
) pH( )z+1( &), 1=1,2,...,r—1,
) = z+1(€1) ( 2), 1=12,...,p—1,
) = o () h (&), i=12..p—1

Dih(
Vit (4.19)
D5
Dih(

Funkce pro stranu e; jsou ve vSech vrcholech a zbylych tfech stranach nu-

lové. Ostatni podobné.

c¢) (p—1)(r — 1) bublinovych funkci, které nalezi vnitinim uzliim prvku 7./,

W1 6(€) = 69 ()05 (&),
W8 0(€) = 6 (61)0%) (&),

(4.20)

U1 r0(8) = 67 (E)07 (&)
a jsou nulové na hranici prvku.

Pozndmka 4.5. Bézi prostoru (77 (T, ;) tvoii tvarové funkce (4.18), (4.19) a
(4.20) a jeho dimenze je (p+1)(r+1). Podobné jako Lagrangeovy tvarové funkce
také spliuji podminku s Kroneckerovym delta. Viz literatura [6], str. 144.
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Transformaci na obecny konvexni ¢tyfiahelnik 75 C R2, ktery je znézornén
na obrazku 31 a jehoz vrcholy oznacime jako xi, o, 3, T4 a strany si, o, S3, 54,
provedeme aplikaci vhodného bilinearniho referenéniho zobrazeni (4.8). Misto

uzlt (4.14), (4.15), (4.16) pracujeme postupné s uzly

a) " =x; = xro(v™), proi=1,234,

b) x; = x7o(v)’), prot=1,2,....r—1,757=1,2,
29 = o (v, proi=1,2....p—1,7=34,
c) ng-:wTD(’Ugj), proi=12,...,.p—1,i=1,2,...,r—1,

(4.21)
podrobné jsou rozepsany v literatufe [6] na strané 147.
Kone¢nym prvkem je trojice (77, 07" (T7), %), kde

OP7(T7) ={goxzd ; g€ TP (Tep)}-

Linearni formy odpovidaji uzlim (4.21). Tvarové funkce jsou produktem sloZeni
funkei z (4.18), (4.19), (4.20) a referenéniho zobrazeni x4 . Napifklad mame 4%,
v a ’l/)?’jm. Navic tvori opét uzlovou bézi prostoru P (T7).

Trojuhelnikovy prvek - volba uzla a baze

vvvvvv

ekvidistantnich uzll, ktery je ztizen na trojihelnikovy prvek, neni nejlepsi volba.
Casto se uvazuji specidlni body na Lagrangeové prvku 7’ T%f, které se nazyvaji
Feketeho uzly, viz literatura [6], kapitola 4.3.3 a 4.3.4. Tyto uzly vykazuji lepsi
vysledky nez produkty napt. ekvidistantnich uzli a jejich definice mtize byt na-

sledujici.

Definice 4.1. Nechtf 7 C R? je ohrani¢en4 konvexni oblast a je zde definovan
prostor polynomti PP(T') dimenze N,. Dale necht {¢1,¢s,...,¢n,} je libovolna
jeho baze. Feketeho uzly rozumime mnozinu bodt {y;,y,, ..., Yy, } C T, které

maximalizuje determinant

max{detL(£1,£2, s '7£Np) ) {517527’ : ’7£Np} - T} = L(y17y27’ : ’7pr)
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ptes oblast T, kde L je tzv. Vandermondeova matice pro Lagrangeovy stupné

volnosti L;(g) = g(&,), kterd je ddna vztahem

L(£1. &, €n,) = (L))} = (@€}

Poznamka 4.6. Neexistuje explicitni vyjadieni pro Feketeho uzly, musi se tedy
pocitat numericky. Coz je ale nelinearni problém z oblasti optimalizace. Navic vy-
sledky vypoctu rtiznymi numerickymi metodami se mohou lisit naptiklad volbou
vstupnich hodnot. Proto se vyjadiuji pouze pfiblizné. Jejich rozlozeni (modie) ve
srovnani s ekvidistantnimi uzly (¢erné) je pfiblizné znazornéno na obrazku 32.

Proc¢ se tedy pouzivaji? Vyhodou totiz je, ze lze numerickymi experimenty do-
kazat, ze Lagrangeovy tvarové funkce na Feketeho uzlech jsou velmi dobfe pod-
minéné, coz dokazuje i literatura [6], kapitola 4.3.4. Tento typ uzld je navic tzce
spjat s Gauss-Lobattovymi uzly a v jednodimenzionalnim ptipadé, tedy i v pii-
padeé jejich kartézského soucinu, jsou dokonce totozné. Navic Feketeho uzly jsou

nezavislé na volbé bazovych funkei na prostoru PP(T).

-

P- P’ pP*

Obrazek 32: Rozlozeni ekvidistantnich a Feketeho uzlt na prvku Tfe 5

Na referen¢nim prvku 7 T%f, ktery je znazornén na obrazku 30, budeme po-
stupovat obdobné jako u prvku 7T TDef. Pro vypocet musime Feketeho body znat.

Ihned lze tici néco o vrcholech a bodech na stranach trojuhelniku.
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a) Na kazdé strané trojuhelniku lezi (p — 1) uzld, tedy krom vrchold, které

odpovidaji Gauss-Lobattovym bodim fadu p. Oznacme je ve sméru Sipek

na obrazku 32 jako y € TT,A@ £

o = ) = - =2 -
v? = (yz(lﬁg—i’ yi(f-)l)a 1=12...,p—1, (422)

o =y ) = Flyfh ) i=12. -1

b) T¥i vrcholové uzly jsou

v = v = (y§p)>y§p)) = [_17 _1]a

V2 = vy = (y;(ﬁbygp)) [17 _1]a (423)

v = w3 = (y§p)7y](yl—?l) = [_17 1]

=1 (»-2)

5 bublinovych uzlt

c) Nakonec zde mame

bo,b
V], Vg, ...,V

(4.24)

=S

(p—1)(p—2)°
Tyto uzly se musi vypocitat ovsem jinou cestou.

Lagrange-Feketeho prvek na T T,%f je trojice (Trff, AP(T, T,%f), fJA), kde AP (Trff)
je prostor polynomi, jehoz dimenze je N, = W%M. Linearni formy ze e jsou
spojeny s Feketeho uzly &; a plati Li(g) = g(&,), i = 1,2, ..., N,, g € AP(TT%f).

Béazové tvarové funkce opét rozdélime do tii skupin.

a) Bodtm v%,i=1,2,3,j=1,2,...,p — 1, na stranach e; patii funkce @E;Z

a jsou nenulové ve vSech tfech vrcholech a vSech stranach prvku krome i-té.

b) Funkci odpovidajici vrcholu v%, i = 1,2, 3, oznac¢ime ¢. A je nulova ve

zbylych vrcholech a na protéjsi strané vzhledem k v;.

(=1 (»-2)

5, mame funkce ¢§ As

c¢) Nakonec pro bublinové uzly v%, j = 1,2,...,

’ . ’ v ’ A
které jsou nulové na vsech stranach 7',

Zpusob transformace hodnot a funkci z referenc¢ni oblasti Trff na obecny troj-

tthelnik 7% C R je obdobny jako v pfipadé étyfuhelnikového prvku.
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Lagrangeova baze prostoru Vj,.

Uvazujme triangulaci 7, = {11, T, . .., T}, }, kterd je slozena z s} ¢tyftuhelnika
z prostoru [P a s,f trojuhelnikt z prostoru AP a plati s, + s,? = s, > 1. Aby
byla splnéna spojitost, predpokladejme, ze pro vSechny prvky 7; plati stejny
stupen prostoru polynomd, tj. stupen p. Navic, pokud to nebude nutné, nebudeme
rozliSovat, zda je prvek z [P ¢ AP. Nyni chceme zkonstruovat bazi prostoru V,
pomoci bézi, které jsme si uvedli diive. Dle literatury [6], kapitoly 4.3.6, pro

dimenzi prostoru Vj, plati
: _ v e 2 0 A
dimVy, = N, =s; + (p—1)s; + (p—1)7s, +f8h>

kde s} je pocet vrcholovych funkei odpovidajici vrcholovym uzltim, (p—1)s§ je po-
¢et stranovych funkei nélezejici stranovym uzliim a (p — 1)%s}, resp. %sh&,
je mnozstvi bublinovych funkci pro ¢tytthelniky, resp. trojihelniky z oblasti. Jak

ale tyto funkce zkonstuujeme?

a) Stranova bazova funkce pro stranu s;, jejiz krajni body jsou @;, x;, a orien-
tace je od bodu s niz§im indexem k bodu s vys$sim indexem, je definovana

pomoci mnoziny Z4(j) zndzornéné na obrazku 33. Jedna se o

Z(j) = U T, kde N.(j) ={m € N; T,, € Tp,, s; je strana T}, }.

meNe(j)

Pro kazdou stranu s; z T,,, € Z.(i) existuje jedna strana e, z 1. a plati
x7, (6;) = sj. Vnitinich bodd x;’ je p — 1 a pifsluiné bazové funkce jsou

¢;”. Definujeme je takto

(Q/A)ffm o w;é)(w), jestli-ze T,,, € Z (1) je ¢tyfuhelnik,

T’UL - A
(fp 0@ 1)(®), jestli-ze T,, € Z(i) je trojihelnik.

Navic zde plati obdoba poznamky 4.4.

b) Vrcholova bazova funkce ¢ odpovidajici vrcholu «; je nenulova pouze
na mnoziné Z(i), kterd je znazornéna na obrazku 33 a je definovana jako

v (4.11). Poznamka 4.4 je opét platna.
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=D @+1)
5 .
T

c¢) Bublinovych bazovych funkci je na kazdém prvku (p — 1)2, resp.
Uvazujme naptiklad c¢tytthelnikovy prvek 7),. Bublinové uzly jsou x

i=1,2,...,(p—1)? a bublinové funkce jsou

o (@) = (7.0 0 78 ) ().

Obrazek 33: Cast Z(i), resp. Zs(j) oblasti ), pro uzel x;, resp. stranu s;.

4.3 Hierarchické bazové funkce v MKP

Nyni se kone¢né podivame na volbu hierarchickych béazi pro dvoudimenzio-
nalni prostor. Myslenka pristupu je totozna jako v 1D, viz kapitola 3.2. Tedy

plati, ze bazi prostoru PPi*(T,.;) sestavime pomoci béze prostoru P?i(T,.r).

Poznamka 4.7. Pro zajimavost, v literatufe [5], kapitole 2, je problematika
hierarchickych bazi fesena pomoci tzv. De Rham diagramu. Schéma souvisi se
vztahy mezi prostory W12, W (curl) (obsahuje funkce z L?, jejichZ gradient opét
padne do L?), W(div) (divergence funkce z L? padne do L?) a L?.

Budeme ptedpokladat, ze prvky triangulace jsou pouze ¢tyithelniky a refe-
ren¢ni prvek je T Tif, viz obrazek 30. Odlisnost od 1D je v tom, Ze pracujeme se

dvéma prostory, viz napiiklad literatura [3], kapitola 6.

1. Méame tzv. ,trunk space“, nazveme jej hlavni prostor a oznac¢ime () (7} f).

Jedné se o prostor polynomt na referenc¢ni oblasti TTDef, ktery je rozsiten
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o funkce

€iel pro i=0,1,...,p, j=0,1,...,r, i+ =0,1,... max{p,r},
§1§2 pro p=r=1,

{1 pro p > 2,

&€ pro r > 2.

2. Druhy prostor je tzv. ,tensor space®, tedy tensorovy prostor a znacit jej

budeme jako [} T(Tfef) Obsahuje opét polynomy na 7T o; & navic vSechny
funkce €&}, kde i =0,1,...,paj=0,1,...,7.

Rozdil mezi témito prostory ukazuje Pascaliv trojuhelnik na obrazku 34.

Opét plati, ze hierarchické bazové funkce jsou konstruovany pomoci Legen-
dreovych polynomu, resp. Lobattovych polynomu /; dle vzorce (3.11). Oznacme
je podobné jako Lagrangeovy tvarové funkce ze str. 88, tj. l§p), 1=1,2,...,p+1
a l§">, i=1,2,...,r + 1. A také je rozdé&lime do t¥{ skupin.

a) Pro ¢tyfi vrcholové tvarové funkce, které jsou bilinearni, plati

u(E) =11 -6)1 - &) =1 )1 (&),
T v _1 (p) (r)
?%u (&) = 21+ &)A = &) =1y (&)l 7 (&), (4.25)
DB (€) = 11— &)1+ &) = 1P (€)1 (&),
Du(€) = L1+ &)1+ &) = 1P (€)1 (&)

Jedn4 se o tvary totozné s (4.6), (4.7) pro ¢tyfuhelnikovy prvek L.

b) Stranovych funkci mame celkem 2(p — 1) pro strany es, es. A 2(r — 1) pro

strany ey, es. Lze je psat

dfﬁ:\(ﬁ) = lgp)(gl)lz(:g(gz)? L= 17 27 TR A 17
q%ze,?](ﬁ) = lép)(gl)lz(:—g(gz)? L= 1727"'7T_ 17 (426)
den(€) = e (&), i=1,2,...,p—1,
Den(€) = 10N (&), i=1,2,...,p— 1.
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Obréazek 34: Rozdil mezi prostory Oy (T,2,), O (T05)-

¢) Bublinovych funkei pro prostor [, (T,.;), p,7 > 2, je opét (p — 1)(r — 1)

a jsou to
00(8) = 1@, (&), i=1.2,,p=1, j=1,2,...,r=1 (427)
Avsak pro prostor ) (T77),) je funkei pouze 3(p — 2)(r — 3), p,r > 4.

Poznamka 4.8. Nasledujici obrazek 35 ukazuje priklady hierarchickych bazo-

vyrch funkei pro prostor polynomt P3. Celkem na referen¢nim étyfithelniku mame
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4 vrcholové funkce (funkce pro vrchol vs, tj. @233 je znazornéna na obrazku, zbylé
jsou podobné), 8 stranovych funkci (zde jsou znazornény funkce pro stranu es,

tedy ﬂf’u, AS?D, ostatni funkce jsou obdobné) a 4 bublinové funkce (zobrazeny

Ab Ab /\b , Ab . v 7 Ab
funkce Y10, %310, V390, zbyld funkce Y] 20 je pootoCend funkce 1?2,17@)'

v
vrcholova baze y's stranova baze \p?a

bublinova baze \yg 5

ﬂ@\W/ﬁ

\\ %

Obrézek 35: P¥iklad hierarchickych bazi na P3.

Na Obrazku je odlisné znaceni, tj. bez ,strisky“ a ,Ctverecku“, jedna se ale

o vyse uvedené hierarchické funkce na 77

Hierarchické baze pro trojuhelnikovy prvek

Teorie hierarchickych bazi pro trojihelniky je zpracovana napf. v literatute [3]
v kapitole 6.2. ¢ v literatufe [18]. Problematiku si pouze nastinime.
Uvazujme prostor AP a referenc¢ni prvek 7’ T%;é, ktery je ponékud jiny nez znamy

T T%f. Jedna se o rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou na ose &; a délkou 2
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a s vigkou v/3. Soufadnice vrcholi jsou [—1,0], [1,0] a [0, v/3]. Budeme pracovat

s tzv. barycentrickymi souradnicems

i=i(1-a-%),
V, = %(1 +& %) (4.28)
Vs =

kde Vi + Vo + V3 = 1.

Hierarchické tvarové funkce se konstruuji podobné jako u ¢tyithelnikt. Mame
a) tii vrcholové funkce

U=V, i=1,23.

b) Stranovych funkci je celkem 3(p — 1). Lze je psat ve tvaru

@E;TA(E) :‘/;1‘/;2Mj+1(‘/;'2 _‘/;1)7 L= 1>2a3> ] = 1>2a"'ap_ 17 (429)
kde funkce . je definovana pomoci Lobattovych funkei vyrazem

lev1(n) = L) l2(n) 1k (n).

Jedna se o tzv. Kernelovy funkce, viz literatura [5], kapitola 1.2.4. Prvni

funkce jsou tvaru

NECE
Va3 =3,

VA1t - 14 + 1),

¢) Na prostoru A”(Tﬁj’}), ktery je ekvivalentni k prostoru [3°(7,,), mame

Bl N= N

s(p — 1)(p — 2) funkef, prvni tfi jsou

01 A (8) = V2V,
04 A (€) = ViVaVaLy(Va — 1), (4.30)
05 A(€) = ViVaVsLa(2V5 — 1),

Kde L; jsou Legendreovy polynomy ze strany 30.
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4.4 Numericka integrace ve 2D

Podobné jako v jednodimenzionalnim piipadé i zde se integraly ze slabé for-
mulace tlohy ve velké vétsiné ptripad nepocitaji presné, ale vyuziva se metod
numerické integrace.

Kvadraturnich pravidel je mnoho, my se opét podivame na Gaussovy kvad-

raturni formule.

Ctyitihelnikovy prvek

Situace pro pripad referenc¢niho c¢tytuhelniku je vcelku snadna. Vychézime
[m]

z predpisu pro 1D, tj. (3.17). Pak lze pro integrél z funkce f(1,&2) na prvku 72,
psat
11 P
[ [ feeiede 303 w6 (4.31)
-1 -1 i=1 j=1
Kde w;, w; jsou integracni vihy a (&1, &2;) jsou integracni uzly, Vi, j. Formule

ma pfesnost p, pokud funkce f je polynomem stupné nejvyse p.

Poznamka 4.9. Formule se d& pouzit také pouze s jednou sumou, v tomto
pripadé uvazujeme jen jednu integracni vahu. Tento tvar je ale vhodny pouze pro
ptipad, kdy k£ > 7, viz literatura [22], kapitola 6.3.

Chyba integrace je rozdil pfesného a aproximovaného integralu.

Trojuhelnikovy prvek
graci z referen¢niho trojihelniku na referenc¢ni ¢tverec. Tento problém vytesime

zavedenim jisté transformace, kterd obecné integralu z funkce g(&) pres Trff pii-

fadi integral dle predpisu

/g(ﬁ)dﬁz / 1_2y2g(—1+%(y1+1)=y2)dy-

A ]
T’ref Tref

Podrobnéjsi popis i s diikazem je uveden v literatute [6], kapitole 4.2.2.

98



I zde lze ale pouzit Gaussovy kvadraturni formule v tzv. ekonomickée verzi

1 =& &
//f(§1a§2)d€2d§1 ~ Y wif(6uis i),
Y i=1

w; jsou opét integracni vahy a hodnoty (&1, £2.) integracni uzly. Pocet téchto uzli
je dan ¢islem k a kazdy z nich je urcen tfemi neznamymi hodnotami (w;, &1 4, £2.)-
Vezmeme-li vhodnou polynomialni bazi fadu nejvyse p, pak miizeme obdrzet

rovnice, kterych je méné nez nezndmych.

Poznamka 4.10. V pripadé barycentrickych soufadnic (4.28) lze psét

k
[ e @t ~ ALY wif (Vi Vas Vo)
" i=1

Tref

kde (Vi4, Vo, Vi) jsou soufadnice pro i-ty integracni uzel a A, je oblast troju-
helniku.

4.5 Interpolace na prvku

Interpolace na konec¢nych prvcich produkuje vhodnou po ¢astech polynomialni
funkei f, € Vi (£2), kterd reprezentuje vstupni funkci f € V(£2;). Oblast €, je
aproximaci oblasti 2 € R?, viz str. 80. V piipadé dvoudimenzionalniho prostoru
lze podobné jako v 1D pripadé uzit uzlovou interpolaci ¢i interpolaci ptes projekci.

Podivejme se na prvni zminénou.

Uzlova interpolace

Definice obecné Lagrangeovy interpolace, kterou nalezneme napi. v litera-

tute [6] v kapitole 3.3.1, vychézi z 1D a zni

Definice 4.2. Necht {vy,vs,..., vy} je néjakd uzlova baze na unisolventnim ko-
necném prvku (7, P(T'),X). Necht f € V, kde P(T) C V, je funkce, pro kterou
existuji hodnoty Ly (f), La(f), ..., Ln(f) a Li(f) € R, Vi. Poté je lokalni uzlovy

interpolant na prvku 7" definovan jako



Poznamka 4.11. Na zakladé predchozi definice lze Tici, Ze pro linearni formy L;
plati
Li(fn) = Li(f), i=1,2,...,N.
Predtim, nez zavedeme globalni uzlovy interpolant, se musime seznamit s po-
jmem regularni sit. Jedna se o triangulaci 7, na oblasti €, C R? takovou,

ze

Navic prvky 7; musi byt po dvou disjunktni.

Definice 4.3. Globalni uzlovy interpolant f, funkce f € V(€)},) je definovan

pomoci lokdlniho interpolantu f; jako

Jn

Poznamka 4.12. Globalni interpolant k funkci f ziskdme sestrojenim lokalnich

Y s
Ti:fh7 Z—l,Z,...,Sh.

interpolantii pro vSechny prvky triangulace. Pokud funkce f € V, paki f, € V.

Podrobnéjsi informace naleznete v literatute [6] v kapitole 3.3.

Nyni mitizeme vyslovit vlastnost Lagrangeovy interpolace na siti slozené ze
¢tvercovych, resp. trojuhelnikovych prvki, resp. obou typt. Predpokladame, ze
triangulace 7}, oblasti 2, je regularni a obsahuje s;, prvku z [P, resp. AP. Globalni
Lagrangetv interpolant f;, je spojity na € pro kazdou funkci g € C(£2;,). Navic
kazda regularni sit odpovida prostoru Wy 5(€2;). Ve se opét pocita na referencich

prvnich a pak prevadi na konkrétni prvek triangulace.

4.6 Prikladova céast

Ukazeme si h-verzi a castecné také p-verzi MKP. V obou ptipadech pouzijeme
stejnou rovnici i stejné okrajové podminky. M-fily jsem naprogramovala pouze pro

tyto konkrétni pripady.
Priklad 4.1. Uvazujme jednoduchou Laplaceovu rovnici ve dvou dimenzich s Di-
richletovymi okrajovymi podminkami, konkrétné
—Au(x) =0 na Q= (0,1) x (0,1),
u(x) =0 na stranach z; =0, ;1 =1, 25, =0, (4.32)
u(x) = sinmxr; na strané zo = 1.
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Ukazte jak vypada feseni s po Castech linearnimi bazemi, kdyz oblast 2 rozdélime
na 2, 4,8 a nakonec 16 prvkii.
Reseni: Pro tuto tilohu existuje op&t presné feseni a je tvaru

sin mxy - sin Xy

u(x) = (4.33)

sin 7

Nejdfive nalezneme slabou formulaci tlohy.

—Au =0,
2%u Pu) _
~(f+5) —o
— [ [ Au-vdx = 0,
0

[ hf VuVvdz = fa}f) 9upds.

K posledni rovnici jsme dosli pomoci aplikace Greenovy formule (1.2).
Integral pres hranici oblasti {2 na pravé strané rovnice se v tloze projevi pouze
v mistech odpovidajicich hrané x5 = 1 oblasti 2. Zde je totiz Dirichletova okra-
jova podminka nehomogenni. V m-filu staci zadat jen okrajové hodnoty v prislus-
nych uzlech, jinak se algoritmus nijak nemodifikuje. Zména poctu prvku triangu-
lace se projevi pouze zadanim bodt sité, definovanim prvki a vlozenim okrajo-
vych podminek.

Budeme se pohybovat na referen¢nim prvku Tif = (-1,1) x (—=1,1) a pro

transformaci na prvek 7 pouzijeme referen¢ni zobrazeni (4.8), tj.

4
CET]D = Z :wﬁé’ (5)
i=1

Situaci znazornuje obrazek 31.
Dle predchoziho t