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Abstrakt

V tejto praci sa zameriame na zostavenie modelov z matematickej biologie
popisujucich interakciu dravec - korist. Porovname najzakladnejsi model Lotka -
Volterra s realistickejsimi modelmi, tzn. s modelom s vnitrodruhovou konkurenciou
a s modelom Gauseho typu. Na zaver tieto modely aplikujeme v konkrétnych
situdciach a s pomocou softwaru Matlab vykreslime trajektorie rieseni.

Summary

The focus of this thesis is on a model construction from the field of mathematical
biology describing interaction predator-prey. The most elementary Lotka—Volterra
model is compared with more realistic models, i.e. intraspecific competition model
and Gause model. Finally, the models are applied in specific situations and
solution trajectories are drawn using Matlab.
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Uvod

Matematické modelovanie ma v stcasnej dobe velké uplatnenie nielen v prirodnych
vedach, ale tiez v oblasti techniky, ekonémie ¢i v socidlnych vedach. Umoznuje nam
lepsie pochopit a predvidat chovanie réznych procesov, javov a systémov vyskytu-
jucich sa vsade okolo nés. Nahradza experimenty, ktoré z nejakého dovodu nie je
mozné uskutocnit v redlnom svete a c¢astokrat Setri financie na vyskum.

V tejto praci sa zameriame na matematické modelovanie v oblasti bioldgie. AvSak
predtym, ako so samotnym modelovanim zac¢neme, bude potrebné definovat niektoré
zakladné pojmy. Prva kapitolu preto venujeme najmé sistavam nelinearnych dife-
rencialnych rovnic a autonémnym systémom.

V druhej kapitole si povieme, v akej spojitosti vznikol prvy znamy model popi-
sujtci vztah dravec - korist a nasledne si ho zostavime a analyzujeme. Poukazeme
tiez na velké nedostatky tohto modelu.

V dalsich dvoch kapitolach sa budeme snazit nedostatky prvého modelu odstra-
nit, aby sme sa o nieco viac priblizili k redlnym situaciam vyskytujicim sa v prirode.
Zostavime si tak dva dalsie typy modelov popisujicich interakciu dravec - korist, a
to model s vnutrodruhovou konkurenciou a model Gauseho typu.

Na zaver tejto prace si ukazeme chovanie jednotlivych modelov v konkrétnych
situaciach a pomocou softwaru Matlab si trajektorie rieseni tiez vykreslime.






Kapitola 1
Zakladné pojmy

Na tvod si definujeme niekolko zakladnych pojmov, ktoré si nevyhnutné pre mate-
matické modelovanie. Tieto poznatky budeme cerpat z [4], [5], [6].

1.1 Systémy nelinearnych diferencialnych rovnic
V tejto kapitole sa budeme zaoberaf systémom diferencialnych rovnic
l’/l = fl(t,l’l, ey ,I’n),

l’/z = fg(t,l’l, ...,,I’n),

':ELL = fn(t> T, ...,l’n),

kde ' = d/dt a fi, fs, ..., [, st funkcie definované na nejakej mnozine G C R**'.
Tento systém budeme zapisovat vo vektorovom tvare

x' = f(t,x), (1.1)

kde x = (z1,...,x,),f(t,x) = (fi(t,x1, ..., xn), ..., [ult, T1, ..., T,)), & jeho riesenim
budeme rozumiet n- vektorovi funkciu x diferencovatelnti na nejakom intervale I a
takid, ze pre t € I je [t,z1(t),...,x,(t)] € G a X'(t) = f(t, x(t)).

Uplnym riesenim systému (1.1) budeme rozumiet riesenie x, ktoré nie je ziizenim
ziadneho iného riesenia.

Bud xo € R", [ty,Xo] € G. Problém ur¢it rieSenie rovnice (1.1), ktoré spliia
pociatocni podmienku

x(ty) = Xo, (1.2)

sa nazyva pociatocny (Cauchyho) problém alebo tloha. Hovorime, 7e pociatocény
problém

x = f(t, x), x(ty) = Xo, (1.3)
je jednoznacny, ak ku kazdym dvom rieseniam x(t),t € Jy,y(t),t € Jy problému
(1.3) existuje § > 0 také, ze x(t) = y(t) pre kazdé t € Jy N Jo N (tg — I, 19+ 0).

1.1.1 Existencia a jednoznac¢nost rieSenia

Veta 1 (Picardova - Lindel6fova) Budte a,b € IRT,ty € IR, oy € IR™ a oznacme
J = (to,to +a),D = {x € R" : |& — x| < b}. Predpokladajme, Ze funkcia f :
J x D — R" je spojitd a splia Lipschitzovi podmienku (vzhladom k x): existuje
L > 0 tak, Ze plati

[f(t, @) = fty)| < Lle—yl,  [ta], [ty € J x D, (1.4)



Potom ezistuje prave jedno riesenie pociatocného problému (1.3) definované na in-
tervale (to,to + 0) =: J*, kde

§ = min(a,bm ™),

pricom
= t,x)|.
m [t;]ne%le(, )|

Veta 2 (Peanova) Budte a,b € Rty € R, xy € R" a oznacme I = (to,tq + a),
D ={z e R": |z — x| < b}. Nech funkcia f : I x D — IR je spojitd. Potom
existuje aspon jedno riesenie pociatocného problému (1.3), ktoré je definované na

intervale J = (to,to + a), kde a := min(a,bm™'),m = max |f(t, z)|.
[t,xleIxD

1.2 Autonémne systémy

1.2.1 Geometricka interpretacia

Vektorova diferencidlna rovnica q
X

dt

kde vektorova funkcia f je definovana na nejakej oblasti €2 v priestore IR", sa nazyva
autondmny systém. Casto byva Q = IR". V tejto kapitole budeme predpokladat, Ze
f je spojita n-vektorova funkcia a ze pociatoény problém (1.5), x(t9) = xq je jedno-
znacny pre lubovolné [ty, %] € IR x Q. RieSenim budeme rozumiet plné riesenie.
Oblast €2 sa nazyva fdazovy priestor, premennd t sa nazyva cas.

Riesenie x = ¢(t) rovnice (1.5) moézZeme interpretovat bud ako graf funkcie
x = ¢p(t) v priestore IR x €, alebo ako krivku v priestore 2 dant parametricky
rovnicou x = ¢(t). V druhom pripade sa taka krivka nazyva trajektoria systému
(1.5). Je to kolmy priemet grafu funkcie x = ¢(t) z IR x Q do Q.

f(x), (1.5)

Veta 3 Budx = p(t) riesenie systému (1.5) spliiajice pociatocnii podmienku @ (ty) =
xy. Potom pre kazdé c € R je tieZ x = 1(t) := @(t + ¢) riesenim (1.5) a splria pod-
mienku ¥ (ty—c) = xy. Ak je p(t) definované na intervale (t1,t2), je ¥ (t) definované
na intervale (t; — ¢, ta — ¢).

Dékaz. Ndjdeme napriklad v [4].

Veta 4 Budte @, riesenim systému (1.5). Potom ich trajektorie bud splyjvaji,
alebo nemaji ani jeden bod spolocny.

Dékaz. Ndjdeme napriklad v [4].

Definicia 1 Bod zy sa nazjva singuldrny bod (kriticky bod, staciondrny bod, rov-

novdzny bod, degenerovand trajektoria) systému (1.5), ak flwg) = 0. Trajektoria
systému (1.5) sa nazyjva cyklus, ak je uzavretou krivkou.



Veta 5 Autondmny systém (1.5) maozZe mat trajektorie typu:
1. Singuldrne body. Odpovedaju konstantnym rieseniam.
2. Uzavreté trajektorie (cykly). Odpovedaji nekonstantnym periodickym riese-
niam.
3. Trajektorie, ktoré samy seba nepretinajii.

Dékaz. Néjdeme napriklad v [4].

1.2.2 Typy singularnych bodov v rovine

Nech je autonomny systém dvoch rovnic dany vo vektorovom tvare
x' = f(x) (1.6)

a predpokladajme existenciu a jednoznacnost riesenia kazdého pociatocného pro-
blému. Singuldrny bod x¢ systému (1.6) sa nazyva:

o stred, ak existuje rydze okolie U bodu xy také, ze kazdym bodom a € U
prechadza jedina trajektoria, ktord je uzavreta a obsahuje vo svojom vnutri
bod xg;

o ohnisko, ak existuje rydze okolie U bodu xq také, ze bod x(t) trajektorie x
vychadzajuici z Tubovolného bodu a € U ma tu vlastnost, ze konverguje pre
t — oo alebo t - —oo k x¢ a to tak, ze velkost orientovaného uhlu vektoru

XOX(ti od nejakého pevného vektoru xoxj; ma nevlastni limitu;
o wuzol, ak existuje rydze okolie U bodu x( také, Ze pre bod x(t) trajektérie x
vychadzajuici z Iubovolného bodu a € U plati

lim; . x(t) = %o alebo lim . x(t) = %o,
pricom velkost orientovaného uhlu xox(ti od nejakého pevného vektoru xpxi
ma konecnu limitu,
o sedlo, ak existuje len kone¢ny pocet trajektérii x = x(t) takych, ze

lim; o x(t) = %o alebo lim;, o x(t) = xo.

1.2.3 Linearne autonémne systémy v rovine

Je dany autonémny systém
x' = Ax, (1.7)
kde

Q21 A22 X2

A= |:a11 a12:| N am € IR, X = |:£L’1:| .

Ak je x riesenim systému (1.7), je tiez 7x,7 € IR, rieSenim tohto systému. Poéiatok
je jedinym singuldrnym bodom systému (1.7) prave vtedy, ked detA # 0, tj. prave
vtedy, ked 0 nie je korenom charakteristickej rovnice matice A

2 — (@11 + ago)\ + ajagn — ajpaz = 0.



Veta 6 Uvazujme sustavu linedrnych rovnic (1.7) a jej charakteristicki rovnicu s
korenmi Ay, Aa.

e Ak si oba korene redlne a kladné, tj. 0 < A1 < g, singuldrny bod je odpudzujici
uzol.

e Ak si oba korene redlne a zaporné, tj. A\ < Ay < 0, singuldrny bod je pritazlivy
uzol.

e Ak su oba korene redlne, jeden kladny a druhy zdaporny, tj. Ay < 0 < Ao,
singuldarny bod je sedlo.

e Ak su korene komplexne zdruzené s kladnou redlnou castou, tj. M2 = p £
i, (> 0,v#0), singuldrny bod je odpudzujice ohnisko.

e Ak su korene komplexne zdruZené so zdpornou redlnou castou, tj. Ao = 1 £
v, (n < 0,v#0), singuldrny bod je pritahujice ohnisko.

e Ak su korene komplexne zdruZené s nulovou redlnou castou, tj. Ao = Ziv,
singularny bod je stred.

Jednotlivé typy singularnych bodov moézeme vidiet na obrazku 1.1

RozloZenie fazovych kriviek v okoli sinquldrnych bodov

ys X ymx ymx
limitné -

cykly i
TN \\ \\
7z NN
\\_}_—j_/y X \\ x
"'\-“_-.-'/

singuidrmy singuidmy ! 3
A bod typu B bod typu c singularny bod
“stred” “ohnisko” Typir; ol

ymx y=x y=x

sEparatrixy

z
J X /))x

inquld
fzf b::::y F singuidrmy bod
E typu “uzol”

singuidmy bod
typu “sedlio” “ohnisko™

Nestabilné rovnovdine stavy | Stabilné rovnovdine stavy

Obr. 1.1: Typy singularnych bodov

1.2.4 Singularne body nelinearnych autonémnych rovnic

Uvazujme systém
2 = ax + by + P(z,y), (1.8)

Y =cx+dy+ Q(z,y).

Definicia 2 Singuldrny bod xy sa nazgva bod rotdcie, ak v lubovolnom okoli bodu x
existuje aspon jeden cyklus, obsahujici vo svojom vnitri bod .



Zavedme dalej oznacenie

fi = 91 (o, %o) fr = 9f (o, o)
1 or ) 2 8y 5
~ 0g(zo0,y0) ~ 0g(x0,Y0)

Veta 7 Predpokladajme, Ze funkcie f(x,y), g(x,y) su spojité a maji spojité parcidlne
derivdcie druhého rdadu v okoli bodu [, yo] a Ze f(xo,vy0) = g(zo,yo) = 0. Nech

fi fo
det [91 92] # 0.

Potom je bod o, yo] izolovanym singuldrnym bodom systému
v’ = f(z,y),

Y =g(x,y). (1.9)

Pritom je bod [xq,yo] wzol, ohnisko alebo sedlo pre systém (1.9), ak je pociatok
singuldarnym bodom rovnakého typu pre linearny systém

:I", = flx—i-f?y’

v = g1z + gay. (1.10)

Ak je vsak pociatok stred pre systém (1.10), je bod [xo,yo] bud bod rotdcie ,alebo
ohnisko pre systém (1.9).






Kapitola 2

Model Lotka - Volterra

V 20. rokoch 20. storocia poziadali V. Volteru o zostavenie modelu, ktory by popi-
soval kolisanie populacie ryb v Jadranskom mori. Dévodom bolo velké znepokojenie
rybarov pocas nizkej populacie ryb. Volterra teda zostavil model znamy ako model
Lotka - Volterra (pretoze A.J. Lotka zostavil podobny model v inom kontexte pri-
blizne v ten isty ¢as) zalozeny na predpokladoch, Ze ryby a zZraloky su vo vztahu
dravec - korist (vid napr. [1]).

2.1 Predpoklady a popis modelu

Nech N; znad velkost populdcie koristi a N, velkost populdcie draveca. Dalej uva-
zujme nasledujice predpoklady:
1. Korist ma neobmedzené mnozstvo potravy. To znamena, ze populéacia koristi
bez pritomnosti dravca rastie neobmedzene podla Malthusovho modelu, tj.
dN,/dt = £1Ny, kde g1 > 0 znadi stredni rychlost rastu velkosti populdcie

koristi.
2. Korist je jedinym alebo aspon dominantnym zdrojom potravy dravca. Dravce
teda bez pritomnosti koristi vymieraju, tj. dNa/dt = —eaNay, kde —e9 < 0

znad¢i stredni rychlost rastu velkosti populéacie dravcov.
3. Pritomnost predéatora spdsobi pokles populdcie koristi, tj. dN1/dt = —1 Na Ny,
kde —v; < 0 je koeficient predacie.
4. Pritomnost koristi spdsobi narast populdcie dravca, tj. dNy/dt = 49NNy, kde
Y9 > 0 je miera porodnosti dravca na jednu korist.
Na zaklade tychto predpokladov mdzeme zostavit nasledovni ststavu diferencial-
nych rovnic

N, = (g1 — 1N3) Ny, Ny = (—€3 4+ 72 N1) N. (2.1)

Dostavame tak najzakladnejsi model popisujici vztah dravec - korist, model Lotka
- Volterra, ktory mézeme najst napriklad v [2], [3].

2.2 Singularne body, smerové pole, riesenie stustavy

2.2.1 Singularne body, smerové pole

Uvazujme teda stustavu rovnic (2.1). Kazdy pociatoény problém pre tento systém
m4 jediné Gplné riesenie. Budi nds zaujimat rieSenia, ktorych trajektorie lezia v IR? .
Pravi stranu rovnic polozime rovno nule a ziskame tak dva singularne body :

[0,0] a [%, %] Dalej zostavime Jacobiho maticu, pomocou ktorej vysetrime chovanie
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trajektorii v okoli singularnych bodov. Jacobiho matica ma tvar

g1 — 71NV -7 N

Y2 N2 —&g + 72 V;

Po dosadeni singuldrnych bodov do Jacobiho matice obrzime nasledovné

-0 €y € 0o 1=

ol (2212 )
0 —e& Yo' M - 0
Vlastné cisla matice J(0,0) st Ay = g1 > 0, Ay = —e2 < 0. Obe vlastné ¢isla su
realne a maji navzajom opacné znamienka, a teda podla Vety 6 a 7 je singularny
bod [0,0] sedlo. Vlastné ¢isla matice J(%’ %) st A1 2 = %i,/g1&5. Dalo by sa dokézat,
ze singuldrny bod [%’ %] je stred (dokaz mozeme ndajst napr. v [3]). Smerové pole
sustavy (2.1) je zobrazené na obrazku 2.1

€Yy

0 E,V, N

Obr. 2.1: Smerové pole ststavy (2.1)

2.2.2 Riesenie sustavy

Sustavu diferencialnych rovnic (2.1) prevedieme do tvaru

le/dt _ le _ (61 —’leg)Nl
ng/dt ng (—62 + ’}/gNl)Ng

a dalej pokraCujeme separaciou premennych

(—e2 + %Nl)le _ (1 — 1 N2)

dNs.
N1 N2 ?

Néaslednou integraciou potom dostavame

(€2 +72N1) _ / (e1 — 11 N2)
/ N, dN; = N, dN,

12



Y1 N2
N,

—&2 Y2 N1
—dN.
N, ot * N,

€1
dN1 = | —dN, — dN:
1 Ny 2 2

—&9 lan + ’}/gNl = &1 thg — ’YlNg + C
—&9 lan — &1 1IlN2 + ’}/gNl + ’YlNg =C

kde C' znadi konstantu.
Polozme
V(Nl, Ng) = —&9 lan — &1 ln N2 —+ ’}/gNl —+ ’}/1N2.

Potom kazda orbita systému je dand implicitne rovnicou V(Ny, Ny) = C pre kon-
stantu C, ktord je definovana pociatocnymi podmienkami. Trajektorie systému (2.1)
su zobrazené na obrazku 2.2.

i ‘ . . . : ‘
N, - 4

e1lv1 )

0 &)V, N
Obr. 2.2: Trajektorie systému (2.1)

Vsetky trajektorie su teda uzavreté krivky, ktoré vo svojom vnitri nutne obsahuji
bod [e2/72,€1/71]. Dokaz mozeme najst napr. v [3]. Z uzavretosti kriviek tiez vy-
plyva, Ze riesenia su periodické. Stav jednotlivych populacii v ¢ase ¢ mozeme vidiet
na obrazku 2.3 .
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Obr. 2.3: Stav jednotlivych populécii v zavislosti na case

Velkosti populécii koristi a dravcov sa teda periodicky opakuji, pricom kolisaji okolo
rovnovaznych stavov; Ny okolo €3/74,N3 okolo €1 /7.

14



Kapitola 3

Model s vnutrodruhovou
konkurenciou

Klasicky model Lotka - Volterra popisujtci vztah dravec - korist, ktory sme rozo-
berali v prvej kapitole, méa viacero nedostatkov. Uvazovali sme v nom napriklad,
ze zdroj potravy koristi je neobmedzeny a teda populacia koristi bez pritomnosti
dravca rastie donekonecna. V skutocnosti to vSak nie je mozné, pretoze korist ma
len obmedzené mnozstvo potravy. Pri velkom pocte jedincov teda dochadza k tzv.
vnutrodruhovej konkurencii, kedy jedince navzajom bojuji o potravu. Dalsim vy-
raznym nedostatkom je to, ze je systém velmi citlivy na poruchy. Akakolvek mala
zmena v pociatocnej velkosti populacie spdsobi, ze sa dostaneme na odlisnui orbitu.
Tieto nedostatky sa pokusime odstranit v nasledujicom modeli s vnitrodruhovou
konkurenciou odvodenom napriklad v [1], [3].

3.1 Predpoklady a popis modelu

Majme teda rovnaké predpoklady ako v modeli Lotka - Volterra len s tou zmenou,
ze Malthusov model rastu populacie v prvom predpoklade nahradime Verhulsto-
vym logistickym modelom. Rast populécie koristi bez pritomnosti dravcov potom
bude popisovat rovnica dN;/dt = (¢; — aN;)Ny, kde a>0 a ¢len —aN; popisuje
vnutrodruhovi konkurenciu v populacii koristi. Dostavame tak nasledujicu sistavu
diferencialnych rovnic

/

N, = (51 —alN; — ’Y1N2)N1> Né = (—52 + ’Yle)Nz, (3-1)

kde N; opét popisuje velkost populacie koristi, Ny popisuje velkost populécie dravca,
€1 je Specifickd miera rastu populacie koristi, —ey je Specifickd miera rastu popula-
cie dravca, « popisuje mieru vnutrodruhovej konkurencie koristi, —v, je koeficient
predacie a 7, je miera pérodnosti dravca na jednu korist.

3.2 Singularne body, smerové pole, trajektorie

Kazdy pociatoény problém pre tento systém ma jediné uplné riesenie. Opéat nas
budt zaujimaft len riesenia, ktorych trajektérie lezia v prvom kvadrante.
Systém (3.1) méa singuldrne body [0,0] , [e1/a,0] a pre voe1 > aey tiez

€2 7M2E1 — Q&2
N{,N;| =[—,——]|.
[ ! 2] [’72 Y172 ]
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Jacobiho matica je v tvare

€1 — 2aN; — 1N —y1 V-

Y2 N2 —&2 + 72Ny

Po dosadeni singularneho bodu [0,0] do Jacobiho matice obdrzime nasledovné

7(0,0) = {%1 _052} .

Vlastné cisla tejto matice st e; > 0 a —e9 < 0, takze podla Vety 6 a 7 je singularny
bod [0,0] sedlo. Dalej uvazujme pripad, ked y2e1 < aes. Vlastné ¢isla matice

Ji€1
—&1 -

J (5—1,0> — (3.2)
(6] 0 Y21 —QEQ ]

st —e1 < 0, (71261 — aea)/a < 0. Obe vlastné ¢isla st zaporné, singularny bod
[e1/,0] je teda podla Vety 6 a 7 uzol. Smerové pole mézeme vidiet na obrazku 3.1.
N, | N

51.'\,'1 .
AN

£ /a N

Obr. 3.1: Smerové pole ststavy (3.1) v pripade, ked v2e1 < aey

V tomto pripade teda vsetky riesenia, ktorych trajektorie prechadzaji nejakym bo-
dom leziacim v prvom kvadrante , sa pre ¢t — oo limitne blizia k bodu [g1/c,0] (obr.
3.2). To znamen4, Ze populdcia dravca vymrie a velkost populdcie koristi sa ustali
na hodnote £;/a.
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Obr. 3.2: Trajektorie sustavy 3.1 v pripade, ked v261 < aes

Uvazujme teraz pripad, ked 261 > aeo. Vlastné éisla matice (3.2) s v tomto
pripade —g; < 0, (7261 — ags)/a > 0. St to teda redlne ¢isla s opa¢nymi znamien-
kami, z ¢oho podla Vety 6 a 7 vyplyva, ze singularny bod [e;/a,0] je sedlo.

Dosadenim singuldrneho bodu [Ny, N3] do Jacobiho matice obdrzime maticu

__ Qg _ne2
N . Y2 Y2
J(NT,N3) = : (3.3)
J2E1 Q€2 0
71
Charakteristicka rovnica tejto matice
ae €9(Y2e1 — e
A2 252y 2(72€1 2):0
72 Y2
ma korene
—QE9 + \/5
)\1,2 = )
27,

kde D = a%2 — 4y9e9(70e1 — agy). Ak je D>0, potom z predpokladu ee; > ey
plynie, Ze VD < ae, a teda vlastné &sla matice (3.3) st redlne zaporné. Ak je
D < 0, potom st vlastné ¢isla matice (3.3) komplexne zdruzené a maji zaporné
redlne casti.

Vysetrime si najskor, za akych podmienok je singularny bod [Ny, N5] ohniskom.V
takom pripade musi byt podla Vety 6 a 7 diskriminant zaporny a teda

2.2
ate; — 4’}/252(’}/251 — Oéffg) < 0.
Po tprave dostavame nerovnicu
520&2 + 452720( — 451’}/5 < 0.

Rovnica g9a? + 4egyoar — 4e17y5 = 0 mé jeden kladny korefi

a*:272< (1+€—1)—1>
€2

a jeden zaporny koren. Kedze koeficient a mé byt kladny, dostavame podmienku,ze
ak je a € (0,a*), potom je singularny bod [N, N;] podla Vety 6 a 7 ohniskom. Ak
je a > a*, potom je singularny bod [N, N5] podla Vety 6 a 7 uzlom.
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Trajektérie systému (3.1) pre jednotlivé situdcie mézeme vidiet na obrazkoch 3.3 a
3.4.

ey, L 8

0 £V, gfa Ny
Obr. 3.3: Trajektérie siustavy (3.1) Obr. 3.4: Trajektorie stustavy (3.1)
v pripade, ked « € (0, a*) v pripade, ked o« > o*

Velkost populdcie koristi sa teda ustali na hodnote Ny a velkost populéacie dravca
na hodnote Nj.

Pripad, ked 7,61 = aes nemé z hladiska aplikacii vyznam, pretoze je velmi
nepravdepodobné, Ze skutocné hodnoty parametrov budid presne také, aby splnili
tito rovnost.
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Kapitola 4

Modely dravec - korist Gauseho
typu

V predchadzajucich kapitolach sme si zostavili a analyzovali dva modely popisujice
vztah dravec - korist. Obidva modely vysvetlovali javy vyskytujice sa v skuto¢nych
spolocenstvach. V oboch sa vyskytoval stacionarny stav, okolo ktorého kolisali alebo
k nemu smerovali velkosti uvazovanych populécii. Poloha tohoto stacionarneho stavu
zavisela na Specifickych mierach rastu jednotlivych populacii. Takato zavislost byva
pozorovana napriklad pri morskom rybolove.

Tieto modely vSak nie si bez chyby. Nedostatky klasického modelu Lotka -
Volterra sme si uz spominali v kapitole 3 . Tiez sme si spomenuli, Ze tieto nedostatky
mozno odstranit, pokial Malthusov model rastu populdcie v prvom predpoklade
vymenime za Verhulstov logisticky model. Tym sme vsak ziskali model ktory zase
nevysvetluje cyklické kolisanie pocetnosti populacii.

V tejto kapitole si zostavime model, ktory uvedené nedostatky nema a moézeme
ho néjst napr. v [3].

4.1 Predpoklady a zostavenie modelu

Ozna¢me opit N; velkost populdcie koristi a Ny velkost populdcie dravca. Dalej
predpokladajme, ze:
1. Prirastok alebo tibytok izolovanej populacie koristi je imerny jej velkosti. Pri-
tom Specifickd miera rastu u; zavisi len na velkosti populacie, tj. g1 = 1 (V7).
2. Jeden dravec za jednotku casu zabije V jedincov koristi. Mnozstvo ulovenej
koristi moze zavisiet na mnozstve koristi (ak je koristi menej, dravcom zaberie
viac ¢asu, kym nejaku korist ndjdu, ak je koristi viac, moze sa napriklad ttoku
dravca branit) aj na mnozstve dravcov (dravei mézu pri love koristi spolupra-
covat alebo sa naopak vzajomne od koristi odhanat), takze V' = V(Ny, Ny).
3. Populécia koristi je jedinym alebo aspon dominantnym zdrojom potravy pre
populéaciu dravca. To znamend, Ze populacia dravca vymiera v prostredi, kde
nie s jedince z uvazovanej populacie koristi. Predpokladajme dalej, Ze toto
vymieranie ma konstantni rychlost 5 > 0.
4. Pokial dravce maju korist, mézu sa rozmnozovat. Jeden dravec ma v takom
pripade za jednotku ¢asu o potomkov. Specifickd miera pérodnosti dravea puo
teda zavisi na mnozstve skonzumovanej koristi, tj. o = (V).

Tieto predpoklady vedu k nasledujicej sustave diferencidlnych rovnic

Ny = i (N1)Ny = V/(N1, Na) Ny, Ny = [—e2 + pa(V(Ny, No)) Ny (4.1)
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Konkrétne modely z nej potom dostaneme Specifikovanim funkcii puq, pa, V.

Budeme predpokladat, zZe izolovana populacia koristi sa vyvija podla Verhul-
stovho modelu, tj. p1(N1) = €1 — aNy, kde €1, a st kladné konstanty. Dalej bu-
deme pre jednoduchost predpokladat, ze dravci pri love koristi nespolupracuji, ani
si nijako neprekazaji. Funkcia V teda na druhej premennej nijako nezavisi, a teda
V = V(N,). Dalsim zjednodusujicim predpokladom bude to, Ze mnoZstvo skonzu-
movanej koristi sa priamo podiela na raste populdcie dravca, tj. us(V) = &V, kde
kladna konstanta x predstavuje efektivnost premeny populécie koristi na populaciu
dravca. Za uvedenych predpokladov sa ststava (4.1) zjednodusi na tvar

/

N, = (g1 — aNy)N; — V(N;) Ny, N, = [—&5 + &V (N})]Ns. (4.2)

Zostava este Specifikovat funkciu V, ktora sa nazyva trofickd funkcia alebo funkcnd
odpoved predatora.

4.2 Troficka funkcia a jej typy

Modely uvedené v kapitole 2 a 3 mozeme povazovat za modely typu (4.2) s trofickou
funkciou V(N;) = 71 N;. Ako sme si vsak uz na zaciatku tejto kapitoly povedali,
tento pripad trofickej funkcie nie je realisticky, pretoze funkcia V je neohranic¢ena. V
skutocnosti vsak jeden dravec aj pri neobmedzenom mnozstve potravy skonzumuje
len jej urcité mnozstvo, ktoré predstavuje jeho hladinu nasytenia. Predpokladame,
7e funkcia V je spojitd a splita nasledujice podmienky:
e V(0)=0 - pokial nie je dostupna ziadna korist, dravci ni¢ neulovia.
o limy, oo V(Ny) = S - pri nadbytku koristi ulovi jeden dravec za jednotku ¢asu
maximalne S jedincov koristi.
o Funkcia V je neklesajica - pokial vzrastie mnozstvo dostupnej koristi, dravci
jej neulovia menej.
MbZeme rozliSit Styri typy trofickej funkcie, ktoré spiiiajt tieto podmienky (obrazok
4.1) a st uvedené napriklad v [3].

4 I v I
8 fmmng L e
' Nl N1
S/a
v 111 4 v
| ———— § bemmmes
N M

bla  (S+b)/a

Obr. 4.1: Typy trofickej funkcie
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Typ I. Pokial je koristi menej, nez predstavuje hladinu nasytenia dravca, potom
mnozstvo ulovenej koristi je priamo timerné mnozstvu dostupnej koristi. V pripade
nadbytku koristi mnozstvo znicenej koristi odpoveda hladine nasytenia dravca. Tento
typ trofickej funkcie mozeme vyjadrit v tvare

ar, = <5S/a
V(x):{ S, x>5/a,

kde a je kladna konstanta. Je charakteristicky napriklad pre predatory loviace korist
filtrovanim vody.

Typ II. Konkavne rastica diferenciovatelna funkcia, ktora sa asymptoticky blizi
k hladine nasytenia. V podstate je hladkou aproximéaciou funkcie typu I. K vyhla-
deniu dochadza, ked dravec presne nerozlisuje medzi nasytenim a skoro nasytenim.
Tento typ je charakteristicky pre viaceré bezstavovce.

Typ III. Rastica funkcia, ktorej grafom je hladka krivka bliziaca sa asympto-
ticky k hladine nasytenia. Je hladkou aproximaciou trofickej funkcie typu IV. Vy-
hladenie moze byt spdsobené stucastnou existenciou ukrytu koristi a alternativnych
zdrojov potravy dravca.

Trofické funkcie typu II a IIT mézeme vyjadrit napriklad v tvare

Viz) = S(-%2-) alebo V(z)=S5(1—e*"),

axF4+1

kde a je kladna konstanta a k € (0, 1) pre troficka funkciu typu II, & > 1 pre troficku
funkciu typu IIL.

Typ IV. Tento tvar moze mat funkcia bud v pripade, ked ma korist v prostredi
moznost, tkrytu, ¢im je tato ukryta cast koristi pre dravce nedostupna a dravci
lovia len neukryté jedince, alebo v pripade, ked dravci korist ignoruji, pokial jej
je malo a zacnu ju lovit az ked jej mmnozstvo presiahne urciti prahovi hodnotu.
Druhéa spominand situdcia moéze nastat, pokial uvazovana korist netvori jediny zdroj
potravy dravca. Tento typ trofickej funkcie mdézeme vyjadrif v tvare

0, x<b/a
V(r)=< ar—>b, bla<z<(S+b)/a
S, x> (S+0b)/a,

kde a, b st kladné konstanty. Je charakeristicky hlavne pre stavovce.
My si na podrobnejsiu analyzu zvolime trofické funkcie typu II. a typu IIL.

4.3 Model dravec - korist s limitnym cyklom
(model s trofickou funkciou typu II)

4.3.1 Popis modelu

Uvazujme teda sustavu diferencidlnych rovnic 4.2, kde x polozime k = /7 a
troficki funkciu zvolime v tvare
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Obr. 4.2: Troficka funkcia

Z obrazku 4.2 mozeme vidiet, Ze ide o trofickd funkciu typu II (vid obr. 4.1).
Systém (4.2) potom bude vyzerat nasledovne

/ 4! / 2
N, = (e; — aN;)N; — NNy, N, = —e9 Ny +
1= (&1 1)V, p+N112 2 PIAD) P+ N

NiNs, (4.3)

kdea > 0,p > 0,7 > 0,7 > 0st konstanty. Co popisuji ¢leny Ny, Ny, 1, —€2, V1, Vo
sme si vysvetlili uz v predchddzajicich kapitolach (vid sekcia 2.1).

Stredna rychlost rastu velkosti populacie v tomto novom modeli teda nie je kon-
stantna, ale je dana vyrazom £, — aNy, kde « je koeficient znizovania rychlosti rastu
velkosti populacie koristi. U dravca zostava strednd rychlost rastu velkosti populacie
konstantna. O ubytku koristi vplyvom konzumaécie dravcom za jednotku ¢asu uz ne-
predpokladame, Ze je priamo timerny stucinu Ny Ny, ale konstanta priamej imernosti
71 je nahradend vyrazom 7;/(p + Np).

Pre malé Ny > 0 je vyraz
71

p+ M i
blizky k %NlNg, takze okamzity ibytok velkosti populacie koristi vplyvom toho, ze
je konzumovana dravcom, je podobne ako pri modeli Lotka - Volterra prakticky pri-
amo umerny N; a Ny, zatial ¢o pre velké Ny > 0 je vyraz (4.4) blizky k v, No. Vyssie
spomenuty ubytok mozeme teda pre velké N; povazovat za priamo timerny len Ns.
Tato vlastnost modelu je realistickejsia ako tomu bolo u klasického modelu Lotka -
Volterra a da sa ocakavat, ze novy model bude lepsie odrazat skutocnost a bude lep-
sie korespondovat s vysledkami pozorovania. Rovnaka tivaha plati aj pre okamzity
prirastok velkosti populacie dravca vplyvom konzumaécie koristi, kde konstanta v, je
nahradend vyrazom 7, /(p+ Ni). Poznamenajme, ze tento model moézeme najst v [3].

N, (4.4)

4.3.2 Singularne body. smerové pole, trajektorie
Rovnako ako v knihe [3] budeme predpokladat, ze ap < ¢ a

Eqle] + @
oy > 2(1 p).
g1 —ap

Tieto dve podmienky mézeme zhrnit do jednej nerovnosti

(61— ap)y2 > ea(e1 + ap), (4.5)
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ktori mozeme prepisat na tvar
ap(y2 +€2) < e1(y2 — €2). (4.6)
Z nerovnosti (4.6) potom plynie nasledovné
V2 > €2 (4.7)

E172 > 52(51 + Oép) (48)

Opét nas budi zaujimat predovietkym riesenia leziace v IR?.
Systém (4.3) mo6zeme prepisat na ekvivalentny tvar

N

N, = [(e1 — aNy)(p + Ny) — 11 No] ———,
1 [( 1 1)(29 1) 4! 2]p+N1
/ Ny

Ny = |79 Ny — pes — Nie . 4.9
> = [12N1 — peo 12]p+N1 (4.9)

Uvazovany systém mé singuldrne body [0, 0] a [g;/c, 0]. Dalsi singuldrny bod dosta-
neme rieSenim sistavy rovnic

(51 — OéNl)(p+ Nl) — ’leg = 0,

Y2N1 — €2p — €2N; = 0.

Singularny bod ma teda tvar

[N* N*] _ [ gap (6172 — €162 — 045229)2972]
o Y2 — 52’ ’71(72 - 52)2

a podla predpokladu (4.5) lezi v prvom kvadrante. Jacobiho matica systému (4.9)
je

1 — QOéNl — ’hNQW _71p_]|_V]1V1
J(Nl,Ng) -
V2 N2 Gy ’szivjlvl — &2

Po dosadeni singularneho bodu [0,0] do Jacobiho matice dostavame
k=) 0
J(07 0) - |:0 —52:| ’

a teda vlastné Cisla tejto matice st Ay =1 > 0 a \y = —e9 < 0. Podla Vety 6 a 7
je singularny bod [0,0] typu sedlo.
V bode [e1/a,0] ma Jacobiho matica tvar

€1

—&1 N
€ pa+teq
J (—1,0> = ’

a

0 721!)04641-61 — &2
takze vlastné cisla vychadzaju

)\1:—€1<0, )\2:’}/2 — g9 > 0.
pa—+ ey
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Singularny bod [e1/a, 0] je teda podla Vety 6 a 7 tiez typu sedlo.
V bode [Ny, N3| dostavame

ea[—pa(y2te2)te1(y2—e2)] Ay E2
 OATH Y2(v2—€2) N5
J(N1 ) N2 ) =
172169 —paey 0

71
Charakteristicka rovnica je v tvare

Ea]—pa(ye + €2) + €1(72 — €2)] A+ £2(€172 — €162 — paea)

A2 —
Y22 — €2) 72

=0,

pricom korene tejto rovnice st

b++vD

Ao = 5
kde
b Ea[—pa(y2 + €2) + €1(72 — €2)]
72(72 - 52)
a
D=p_ 452(5172 — €162 — pasg).

Y2
Podla predpokladov (4.6) a (4.8) je b > 0 a D < b2 Vlastné ¢isla preto maji kladné
redlne Casti, a teda singularny bod [Ny, N3] je podla Vety 6 a 7 bud nestabilny uzol
(v pripade D > 0), alebo nestabilné ohnisko (v pripade D < 0).
Smerové pole systému (4.3) s vyznacenymi singularnymi bodmi mézeme vidiet
na obrazku 4.3.

(E-I p)/‘/1 L -

Obr. 4.3: Smerové pole systému (4.3)
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Trajektériou tohoto systému je limitny cyklus zobrazeny na obrazku 4.4 (dékaz
existencie limitného cyklu moézeme najst napr. v [3]).

N, |

Obr. 4.4: Limitny cyklus

To znamend, ze po uplynuti istého prechodného obdobia sa velkosti populécii dravca
a koristi periodicky opakujt, pricom stav koristi, resp. dravca, kolisa okolo strednej

hodnoty
€op

9
Y2 — &2

resp.
(51’72 —&£1€2 — 045229)2972

71(72 - 52)2

4.4 Model s trofickou funkciou typu III

Uvazujme opét sustavu diferencidlnych rovnic (4.2), pricom trofickd funkciu tento-
krat zvolime podla [3] v tvare

kde k>1. Na obrazku 4.5 mézeme vidiet, Ze ide skutoc¢ne o troficki funkciu typu 111
(vid obr. 4.1).
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N1

Obr. 4.5: Troficka funkcia

Dostavame tak nasledujicu stustavu diferencialnych rovnic

’ aNk ’ aNk
N, = (¢ — aN,)N; — S———LN. N, = —e5N. S—2L N 4.10
1 = (61— alN1) N aNF+1 2, 2 €2lNo + K aNF 1 2, | )

kde a, p st kladné konstanty. Co vyjadruji zvys$né ¢leny systému sme si uz vysvetlili
v predchadzajucich kapitolach.

4.4.1 Singularne body, trajektérie systému

Aby mohla populacia dravca dlhodobo prezivat, musi byt Specifickd miera jej rastu
—e9+ KV (N7) kladné aspon v pripade, ked ma populécia koristi maximélnu velkost.
Budeme teda predpokladat, ze plati nasledujica nerovnost

1% (5—1> > 22 (4.11)

a K
kde 1/ znaci kapacitu prostredia.
Systém (4.10) méa singuldrne body [0, 0], [e1/a, 0], [Ny, N3], kde

k €2 _ €2
/%(61 a(kS—e2) aa(ﬁS—sz))

)

[N, Ve ] = [ a(kS —&3)’ €9

Jacobiho matica systému (4.2) mé obecne tvar

g1 —2aN; — V'(N;)N, ~V(Ny)
J(Ni, Ny) = /
KV (Nl)Ng —&9 + /‘fJV(Nl)

a po dosadeni nasej trofickej funkcie dostavame

akNF~ aNk
€1 —2OéN1 _S(aNk—l—l) N2 _SaNfil—l
J(Nl,Ng) =
kS (“J’;]Z L s —&> + RS
Matica
€1 0
J(0,0) =
0 E9
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maé vlastné ¢isla A\; = 1 > 0, Ay = —e53 < 0, a teda podla Vety 6 a 7 je bod [0, 0]
sedlo. Matica
—ey Y
J(=,0) = :
0 —ea2+KS—mti
ma vlastné ¢isla —e; < 0a KV (e1/a)—e2 > 0 (druhd nerovnost plynie z predpokladu

(4.11)). Singuldrny bod [e1/, 0] je teda podla Vety 6 a 7 tiez sedlo.
Pre lepsiu prehladnost si zavedme nasledujiice oznacenie

6 = 2N} — e, + V' (N})N;.
Matica
—0 —V(NY)
TN NG = |
KV (NT)N; 0
maé charakteristickl rovnicu

A2 4+ 0N+ kN V(NHV (NS =0

aN;* akN;™" B
aN* +1 (aN;* +1)2

A% 4 A+ kNZS

a2k Ny
AN 4O+ rNSZ—— L
> (aNT + 1)

Y

ktorej korene st
~30++vD

Ao = 5

kde

*2k—1
Do apNr RN
27 (aNf" 4+ 1)3

Singularny bod [Ny, N3] je teda podla Vety 6 a 7 v pripade D > 0 uzlom a v pripade
D < 0 ohniskom.
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Trajektérie systemu (4.10) v pripade, ked D>0 (resp. D<0) st zobrazené na
obrazku 4.6 (resp. 4.7)

1, S e e b e et et N, [
(e,-aN N V(N,)| | (21-GN1)N1N(N1)7 “
0 N; e o N, 3
Obr. 4.6: Trajektérie systému Obr. 4.7: Trajektérie systému
(4.10) v pripade, ked D > 0 (4.10) v pripade, ked D<0

V oboch pripadoch sa teda velkost populacie koristi ustali na hodnote N a velkost
populacie dravca na hodnote Nj.
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Kapitola 5

Aplikacia modelov dravec - korist

V predchadzajicich kapitolach sme si postupne rozobrali tri typy modelov popisu-
jucich interakciu dravec - korist. Teraz si do jednotlivych modelov dosadime kon-
krétne hodnoty a pomocou softwaru Matlab si trajektorie tychto modelov vykres-
lime.

5.1 Model Lotka - Volterra

Uvazujme nasledovné hodnoty konstant: e; = 1,2; v = 0,01; g5 = 1; 7o = 0,02.
Sustava (2.1) bude mat potom tvar

/

Ny = (1,2 = 0,01N,) Ny, N, = (=1 +0,02N;)No. (5.1)

Téato ststava ma singularne body [0,0] a [50,120]. Vlastné ¢isla matice J(0,0) st
A1 =12a X\ = —1, a teda bod [0, 0] je podla Vety 6 a 7 sedlo. Vlastné ¢isla matice
[50, 120] st A o = +iv/1,2. Singuldrny bod [50, 120] je podla Vety 6 a 7 stred (vid
sekcia 2.2.1).

Trajektérie systému (5.1) st uzavreté krivky, takze velkosti populécii koristi a
dravca sa budu periodicky opakovat, pricom velkost populdcie koristi (resp. dravca)
bude kolisat okolo hodnoty Ny = 50 (resp. No = 120).

Pre pociatocnu velkost populacie koristi Ny = 60 a dravca Ny = 100 bude mat
systém nasledovnu trajektoriu

. L . . .
35 40 45 50 55 60 65

Obr. 5.1: Trajektoria systému (5.1)

Velkosti jednotlivych populacii v zavislosti na ¢ase mozeme vidiet na obrazku 5.2.
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Obr. 5.2: Velkosti jednotlivych populacii v zavislosti na case

Fazovy portrét systému (5.1) pre pociato¢nu velkost populdcie dravca No = 100 a
rozne pociatocné velkosti populécie koristi Ny = 40, N; = 50, N; = 60, N; = 70,
N; = 80 je vykresleny na obrazku 5.3.

60 L . . . L )
20 30 40 50 60 70 80 90

Obr. 5.3: Fazovy portrét systému (5.1) pre No = 100, N; = 40 az N; = 80

5.2 Model s vnutrodruhovou konkurenciou

5.2.1 Pripad e < aes

Zvolme teraz hodnoty konstant ¢; = 1; v; = 0,01; &5 = 1,2; 75 = 0,02; = 0,02.
Systém (3.1) bude v tvare

Ny = (1= 0,02N; — 0,01N3) Ny, Ny =(-12+002N)N,.  (5.2)

Tento systém ma singuldrne body [0, 0] a [50,0]. Vlastné ¢isla matice J = [0, 0] st
A1 =1a X =—12, bod [0,0] je teda podla Vety 6 a 7 sedlo. Vlastné ¢isla matice
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J =1[50,0] s A\; = —1 a Ay = —0,2, singularny bod [50,0] je podla Vety 6 a 7 uzol.
Velkost populécie koristi sa teda ustali na hodnote N7 = 50, pricom populacia
dravca vymrie.
Pre pociatocni velkost populdcie koristi Ny = 60 a dravca Ny = 100 vyzera
trajektoria systému (5.2) nasledovne

100 . : ; ——

9} T

N i

70 |

60 -

= 50 f
‘

w0 |

30f \

20t e

10 e

T
0 1 L 1 L e | L
25 30 35 40 45 50 55 60

Obr. 5.4: Trajekéria systému (5.2)

Velkosti jednotlivych populécii v zavislosti na case moézeme vidiet na obrazku 5.5.

100 ¢

90 1

80 |
70 |
60 -

50

40 [

30 -

20 -

0 5 10 15 20 25 30

Obr. 5.5: Velkosti jednotlivych populécii v case t

Fazovy portrét systému (5.2) pre pociatoéni velkost populdcie dravca Ny = 100 a
rozne pociatocné velkosti populacie koristi Ny = 40, N; = 50, N; = 60, Ny = 70,
N7 = 80 vyzera nasledovne
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100

80 -

40 r

20

20 36 4‘0 56 66 7‘0 30
Obr. 5.6: Fazovy portrét systému (5.2) pre No = 100, N; = 40 az N; = 80

5.2.2 Pripad e > ae
Ak a € (0,a*)

Nech st hodnoty konstant e; = 1,4; v; = 0,01; 9 = 0,8; 75 = 0,04; a = 0,02. Stistava
rovnic (3.1) bude v tvare:

N, = (1,4 = 0,02N; — 0,01N) Ny, Ny = (=08+0,04N))Ny.  (5.3)

Singularne body systému (5.3) s [0, 0], [70,0] a [20,100]. Vlastné ¢isla matice
J =10,0] st \y = 1,4 a X = —0,8, bod [0, 0] je teda podla Vety 6 a 7 sedlo. Vlastné
¢isla matice J(70,0) st A\ = —1,4 a Ay = 2, takze signularny bod [70, 0] je tiez sedlo
(vid Veta 6 a 7). Vlastné ¢isla matice J = (20, 100) st

_ —0,016 VD

A1 0,08 ’

kde D = a%e2 — 4vyae9(0e1 — agy) = —0,004864 < 0. V tomto pripade je teda podla
Vety 6 a 7 singularny bod [20,100] ohnisko.

Velkost populécie koristi sa ustali na hodnote N; = 20 a velkost populécie dravca
na Ny = 100.

Trajektoria tohto systému pre pociatocné velkosti populacie koristi Ny = 60 a
dravca Ny = 100 je nasledovna
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Obr. 5.7: Trajektéria systému (5.3) pre N; = 60 a Ny = 100

Velkosti jednotlivych populacii v zavislosti na case t mozeme vidiet na obrazku 5.8.
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N1
NZ
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Obr. 5.8: Velkosti jednotlivych populécii v case t

Trajektérie systému (5.3) pre pociatoéni velkost populdcie dravea Ny = 100 a rozne
pociatocné velkosti populacie koristi Ny = 40, Ny = 50, N; = 60, N; = 70, N; = 80
su zobrazené na obrazku 5.9.
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Obr. 5.9: Trajektérie systému (5.3) pre Ny = 100, N3 = 40 az N; = 80

Ak a > of

Uvazujme nasledovné hodnoty konstant: e; = 1,2; 14 = 0,01; g5 = 1; 7 = 0,02;
a = 0,02. Ststava (3.1) bude mat tvar

/ /

N, = (1,2 = 0,02N; — 0,01N5)N; N, = (=1 + 0,02N;)Ns. (5.4)

Singularne body systému (5.4) su [0,0], [60,0] a [50,20]. Vlastné ¢isla matice
J =1[0,0] st A\; = 1,2 a Ay = —1, bod [0,0] je teda podla Vety 6 a 7 sedlo. Vlastné
¢isla matice J(60,0) st Ay = —1,2 a Ay = 0,2, takze signularny bod [60,0] je podla
Vety 6 a 7 tiez sedlo. Vlastné ¢isla matice J = (50, 20) su

~ —0,002+ D

A
1,2 0,04 ’

kde D = ae3 — 4y9e9(70e1 — agz) = 0,00008 > 0. Singulérny bod [50, 20] je v tomto
pripade podla Vety 6 a 7 uzol.

Velkost populécie koristi sa ustali na hodnote N; = 50 a velkost populacie dravca
na hodnote Ny = 20.

Trajektéria systému (5.4) pre pociatocné velkosti populdcie koristi N; = 60 a
dravca Ny = 100 je na obrazku 5.10.
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Obr. 5.10: Trajektéria systému (5.4)

Velkosti jednotlivych populacii v ¢ase t st zobrazené na obrazku nizsie.
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Obr. 5.11: Velkosti jednotlivych populacii v case t
Trajektérie systému (5.4) pre pociatoéni velkost populdcie dravea Ny = 100 a rozne

pociatocné velkosti populacie koristi Ny = 40, N; = 50, N; = 60, N; = 70, N; = 80
mozeme vidiet na obrazku 5.12.
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Obr. 5.12: Trajektérie systému (5.4) pre Ny = 100, Ny = 40 az Ny = 80

5.3 Model typu Gause

5.3.1 S trofickou funkciou typu II.

Zvolme si hodnoty konstant nasledovne: ey = 1,5; v = 5; 65 = 6; v = 10; p = 28;
a = 1/80. Ststava rovnic (4.3) bude v tvare

10

, 1 ) ,
N, =(15——N; | Ny — NN Ny =—6No+ ——
1 ( 75 1) 1 14V2, 2 2+ 28+N1

2 NNy, (5.5
80 28 + N, N2 (5.5)

Singularne body systému (5.5) st [0, 0], [120, 0] a [42; 13,65]. Vlastné ¢isla matice
J =1[0,0] st Ay = 1,5 a Ay = —6, bod [0, 0] je teda podla Vety 6 a 7 sedlo. Vlastné
¢isla matice J(120,0) st Ay = —1,5 a Ay = 2,11, takze signularny bod [120,0] je
podla Vety 6 a 7 tiez sedlo. Vlastné ¢isla matice J(42;13,65) st

b++D

)\1,2 = 9 5
kde
b Ea[—pa(v2 + €2) + €1(72 — €2)] — 0,06
72(72 - 52)
a

ea(e172 — €189 — paey)
Y2
Singularny bod [42; 13, 65| je teda ohnisko (vid Veta 6 a 7).

Trajektoriou systému (5.5) je limitny cyklus (vid [3]). To znamend, ze po uply-
nuti istého prechodného obdobia sa velkosti populacii dravca a koristi opakuju,
pricom velkost populécie koristi (resp. dravca) kolisa okolo hodnoty N; = 42 (resp.
N, = 13,65).

Trajektéria stustavy (5.5) pre poéiatoénu velkost populécie koristi Ny = 80 a
dravca Ny = 20 je na obrazku 5.13.

D=b -4 = —9.3564 < 0.
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Obr. 5.13: Trajektoria systému (5.5) pre Ny = 80 Ny = 20
Velkosti jednotlivych populacii v ¢ase t vidime na obrazku 5.14.
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Obr. 5.14: Velkosti jednotlivych populacii v ¢ase t
Trajektorie systému (5.5) pre pociatoéni velkost populacie dravca Ny = 20 a rozne

pociatocné velkosti populacie koristi Ny = 40, N; = 50, N; = 60, N; = 70, N; = 80
su zobrazené na obrazku 5.15.
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Obr. 5.15: Trajektorie systému (5.5) pre Ny = 20, N3 = 40 az N, = 80

5.3.2 S trofickou funkciou typu III.
Ak D> 0

Uvazujme nasledovné hodnoty konstant: ey = 0,7; a = 0,007; 5 = 3,26; kK = 0,23;
S =15; k = 2; a = 0,002. Ststava rovnic (4.10) bude vyzerat nasledovne

, 0,002N2
N, =(0,7—0,007N,)N;, —15—————L
1 ( ) ) 1) 1 0,002N12 + 1 25
, 0,002N2
N, =—326N, +345——— L N, 5.6
2 2ON2 S N 1 (56)

Singularne body systému (5.6) su [0, 0], [100,0] a [92,62;0,336]. Vlastné cisla
matice J = [0,0] si A\; = 0,7 a Ay = —3,26, bod [0, 0] je teda podla Vety 6 a 7 sedlo.
Vlastné ¢isla matice J(100,0) s Ay = —0,7 a Ay = 0,0257, takze signularny bod
[100, 0] je podla Vety 6 a 7 tiez sedlo. Vlastné ¢isla matice J(92,62;0,336) st

—0++D
)\1,2 - 2 )
kde
6 = 2aN; — 1 + V' (N})N; = 0,602
a

*Zk—l
D =62 —4/{N*SQ% = 0,289 > 0

Singularny bod [92,62;0,336] je teda podla Vety 6 a 7 uzol.
Velkost populacie koristi sa ustali na hodnote N; = 92,62 a velkost populacie
dravca na hodnote Ny = 0,336.
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Trajektéria systému (5.6) pre pociatoénu velkost populacie koristi N; = 100 a
dravca Ny = 1 je na obrazku 5.16.

- Fuil

08

0.6

051

04r \_
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Obr. 5.16: Trajektorie systému (5.6) pre Ny = 100, Ny =1

Velkosti jednotlivych populacii v ¢ase t mozeme vidiet na obrazku 5.17
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Obr. 5.17: Velkosti jednotlivych populacii v case t
Trajektérie systému (5.6) pre pociatocni velkost populédcie dravca Ny = 1 a rozne

pociatocné velkosti populacie koristi N; = 80, Ny = 90, N; = 100, N; = 110,
Ny = 120 st na obrazku 5.18.
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Obr. 5.18: Trajektorie systému (5.6) pre Ny =1 a N; = 80 az N; = 120

Ak D <0

Uvazujme nasledovné hodnoty konstant: e; = 0,7; a = 0,007; e5 = 1,8; K = 0,4;
S =10; k=2; a =0,001. Ststava rovnic (4.10) bude vyzerat nasledovne

0,001N?

N, = (0,7 —0,007N;)N; — 10————1
1 ( ) ) 1) 1 0,001N12+1 25

0,001N2
0,001N2 + 1
Singularne body systému (5.7) su [0, 0], [100,0] a [28,6;3,176]. Vlastné ¢isla ma-
tice J = [0,0] s Ay = 0,7 a A\ = —1,8, bod [0, 0] je teda podla Vety 6 a 7 sedlo.
Vlastné ¢isla matice J(100,0) su Ay = —0,7 a Ay = 1,836, takze signularny bod
(100, 0] je podla Vety 6 a 7 tiez sedlo. Vlastné ¢isla matice J(28,6;3,176) si

Ny =—1,8N, +4 No. (5.7)

—5++D
>\1,2 = ?7
kde
6 =2aN; — e, + V' (N})N; = 0,25
: a2k N
D=6 —4rN;S*——1—— = 3895 < 0.

(aN{* +1)3

Singularny bod [28,6;3,176] je teda podla Vety 6 a 7 ohnisko.
Velkost populacie koristi sa ustali na hodnote N; = 28,6 a velkost populacie
dravca na hodnote Ny = 3,176.
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Trajektoéria systému (5.7) pre pociatocnu velkost populacie koristi Ny = 60 a
dravca Ny = 30 je na obrazku 5.19.
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25| /
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Obr. 5.19: Trajektorie systému (5.7) pre Ny = 60, No = 30

Velkosti jednotlivych populacii v ¢ase t mozeme vidiet na obrazku 5.20
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Obr. 5.20: Velkosti jednotlivych populacii v case t
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Trajektorie systému (5.7) pre pociatoéni velkost populacie dravca Ny = 100 a rézne
pociatocné velkosti populacie koristi Ny = 40, Ny = 50, N; = 60, N; = 70, N; = 80
st na obrazku 5.21

120
100 [

80 r

40 -
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Obr. 5.21: Trajektorie systému (5.7) pre Ny = 100 a N; = 40 az N; = 80
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Zaver

Cielom tejto prace bolo zostavit a analyzovat niektoré modely z matematickej bio-
logie a nasledne ukazat ich pouzitie v praxi. Konkrétne sme sa zaujimali o modely
popisujuce vztah dravec - korist.

Najskor sme si na zaklade istych predpokladov zostavili klasicky model Lotka -
Volterra, ktory je vyjadreny systémom dvoch nelinearnych diferencidlnych rovnic.
Zistili sme, ze trajektorie tohto systému si uzavreté krivky, ktoré vo svojom vnutri
nutne obsahuju singularny bod [e2/72, €1/71]. Velkosti populacii dravcov a koristi sa
teda podla tohto modelu periodicky opakuju, pricom kolisaji okolo rovnovaznych
stavov. Prisli sme vsak k zaveru, ze tento model méa viacero nedostatkov. Uvazovali
sme v nom napriklad neobmedzeny zdroj potravy koristi a z toho vyplyvajici neko-
necny rast populacie koristi bez pritomnosti dravca, ¢o v skutocnosti nie je mozné.
Dalsim nedostatkom bola tiez velké citlivost na poruchy.

V dalsej casti tejto prace sme sa pokusili odstranit spominané nedostatky prvého
modelu tym, Ze sme Malthusov model rastu populacie v klasickom modeli Lotka -
Volterra nahradili Verhulstovym logistickym modelom rastu populdcie. Tym sme
teda zacali brat do tivahy aj vntutrodruhovi konkurenciu v populécii koristi. Zistili
sme, ze mozu nastat dve situacie: bud populacia dravca vymrie a velkost populacie
koristi sa ustédli na hodnote €1/, alebo sa velkost populacie tstali na hodnote N
a velkost dravca na hodnote Nj.

Poslednym modelom, ktory sme si zostavili, bol model Gauseho typu. Mnozstvo
ulovenej koristi nam vyjadrovala trofickd funkcia V' (V). Rozobrali sme si Gauseho
modely s réznymi trofickymi funkciami, konkrétne s trofickou funkciou typu II. a
trofickou funkciou typu III. (vid obrazok 4.1). Zistili sme, Ze trajektoriou systému s
trofickou funkciou typu II. je limitny cyklus. To znamenad, Ze sa velkosti populacii
dravca a koristi zacni po uplynuti istého prechodného obdobia periodicky opako-
vat, pricom stavy koristi aj dravca budu kolisat okolo urcitych strednych hodnot.
Naopak, v systéme s trofickou funkciou typu III. sa velkosti jednotlivych populacii
periodicky opakovat nebudu, ale ustédlia sa na hodnotach N; a NJ.

Smerové polia a trajektorie jednotlivych modelov sme si vykreslili pomocou pro-
gramu pplane.

Na zaver sme si zvolili konkrétne hodnoty koeficientov a trajektorie vsetkych
spominanych modelov sme si pomocov softwaru Matlab vykreslili.
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