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Uvod

Cilem této prace je seznameni s metodami vnitinich bodi. Zamérime se jak
na cast teoretickou, tak praktickou a budeme se zabyvat tlohou kvadratického
programovani, specialné tlohou konvexni. V praktické ¢asti vyuzijeme predevsim
moznost Teseni v matematickém programu Matlab a programovacim jazyce For-
tran 77.

Metody vnitfnich bod jsou v soucasné dobé velmi popularni oblasti optima-
lizace. Zékladem byl Karmarkariv c¢lanek z roku 1984, ve kterém byla poprvé
uvedena projektivni metoda vnitiniho bodu. Na rozdil od simplexové metody,
ktera je znamé od 40. let 20. stoleti a ktera ma exponencialni slozitost, dosahuje
tato metoda pouze polynomialni slozitosti a méa také dobré vysledky v praxi. Me-
tody vnitinich bodi jsou velmi efektivni pfi feSeni rozsahlych problémi. Nejprve
se aplikovaly na tlohu linedrniho programovani a pozdéji na ulohu kvadratic-
kého programovani. Nejvétsi zajem teoretiki vzbuzuje primarné-dualni metoda
vnitinich bodt, které se vénujeme v nasi praci.

V prvni kapitole uvadime zakladni definice z oblasti optimalizace a matema-
tické analyzy. Jde naptiklad o pojmy: gradient, Hesian, globalni minimum, atd..

Druhé kapitola popisuje ulohu kvadratického programovani, a to jak s rov-
nostnimi, tak s nerovnostnimi podminkami. Uvadime zde také zakladni tvar ilohy
nelinedrniho programovani a Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky.

Ve treti kapitole se zabyvame fesenim tlohy kvadratického programovani po-
moci primarné-dualni metody, kterd je jednou z metod vnitinich bodi. Treti ka-
pitola je rozdélena do nékolika podkapitol, ve kterych se zabyvame jednotlivymi
¢astmi vypoctu napf.: startovacim bodem, délkou kroku «, ukoncenim itera¢niho
procesu, atd..

Ctvrta kapitola popisuje feSeni tilohy kvadratického programovani pomoci
metody logaritmické bariérové funkce. Jelikoz po vSech tpravach ziskdme stejnou
soustavu jako v predchozi metodé, odkazeme se po odvozeni na kapitolu treti.

V paté kapitole se zamérime na metody feseni soustav rovnic vznikajicich

pii pouziti metody vnitinich bodi. Uvadime zde metodu Schurova komplementu.
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Tyto soustavy je vSsak mozné Tesit i pomoci klasické Gaussovy eliminacni metody
s ¢astecnym vybérem prvku.

Sest4 kapitola obsahuje fegené piiklady, u kterych jsou uvedeny pocty iteraci
potfebnych k dosazeni feseni pti pozadované presnosti a pri pouziti riiznych me-
tod vypoctu. Ve dvou podkapitolach dale uvadime strucny popis programového
zpracovani algoritmu v programu Matlab a zakladni prikazy programovaciho ja-
zyka Fortran 77.

V prilohach jsou uvedena programova zpracovani algoritmu pro feseni tlohy
kvadratického programovani s podminkami ve tvaru rovnosti a nerovnosti pomoci
primarné-dualni metody v programu Matlab a v programu vytvofeném progra-
movacim jazykem Fortran 77.

Vypracované programy jsou prilozeny na CD.



1. Zakladni definice

V této kapitole se kratce seznamime s pojmy, které budeme pouzivat pri reseni

optimalizacnich problému.
Definice 1. Kruhové okoli bodu x o poloméru e je definovano jako
B(z,e) ={y € R": 0 < ||z — y||2 < €}.

Definice 2. Rekneme, Ze bod 7 je bodem lokdlniho minima tlohy, jestlize & € S

a existuje € > 0 takové, ze plati
f(z) < f(x) Yaxe SNB(,e).

Definice 3. Rekneme, ze bod 4 je bodem globdlniho minima tlohy, jestlize
T € S a plati
f(#) < f(x) VreS.

Definice 4. Mnozina X C R" se nazyva konvezrni, jestlize plati
A+ (1-NyeX Vae,ye X, Ae (0,1).
Definice 5. Funkce f: X — R se nazyva konvexni, jestlize

1. X je konvexni
2 fz+ (1= Ay) S Af(@) + (1- Nf(y) Yoy € X,a £y A€ (0,1).
Definice 6. Funkce [ : X — R se nazyva ryze konvexni, jestlize

1. X je konvexni
2. fAx+ (1 =Ny < Af(x)+ (1 =N f(y) Ve,ye X, z#y, e (0,1).

Definice 7. Necht méa funkce f v bodé z parcialni derivace 1. fadu. Gradientem

funkce f v bodé x nazyvame vektor

of
ox
of

Vi) =] " | (2).
of

OTn



Definice 8. Necht mé funkce f v bodé x parcidlni derivace 2. fadu. Hesianem

funkce f nazyvame symetrickou matici

9 f

H(l‘) = (hij)ijl(x) , kde hij = m
]

Definice 9. Symetrickd pozitivné definitni matice je takova symetricka ¢tvercova
matice, jejiz vlastni ¢isla jsou vétsi nez nula.

Definice 10. Symetricka pozitivné semidefinitni matice je takova symetricka

¢tvercova matice, jejiz vlastni ¢isla jsou vétsi nebo rovna nule.

Definice 11. Normu vektoru x mizeme vyjadrit jako

|2l = max [z;].
1<i<n

Tato norma se nazyva krychlovd norma vektoru .

Definice 12. Normu vektoru x mizeme vyjadrit jako

n

lella = (D)

i=1

=

Tato norma se nazyva eukleidovskd norma vektoru z.

Definice 13. Méjme funkce f;(x1,...,z,) proi=1,...,m, které maji parcialni
derivace g—i. Pak Jacobitho matice je definovana jako

9fi Of1 of
Oxr1 Oxze " Oxn
9fr Of2 Of2
Oxry Oxo " Oxn
Ofm Ofm Ofm
Oxr1 Oxo " Oxn



2. Optimalizace s podminkami
Zakladni ulohu optimalizace s podminkami mizeme zapsat nasledovné

minimalizovat  f(x)
za podminek g;(x) >0, i€l (1)
0,

hj(z) = jed,

kde f, g; a h; jsou funkce a I a J jsou konecné mnoziny indexti. Funkce f se
nazyva tucelovd funkce, g;, © € I, jsou nerovnostni omezeni a h;, j € J, jsou rov-
nostni omezeni. Pfi optimalizaci s podminkami hledame vazané extrémy, tj. body
ucelové funkce, které jsou minimalni v oblasti omezené jistymi podminkami.

Ulohou melinedrniho programovdni nazveme ulohu, ve které je alespon jedna

z funkei f, g; a h; nelineérni.

Zavedeme doplikovy vektor y > 0 a dostaneme tilohu

minimalizovat  f(x)
za podminek g;(x) —y; =0, i€l (2)
hj(z) =0, jelJ
y = 0.

Definice 14. Pripustna mnozina Glohy (2)

S={(z,y)lgi(x) —yi =0, y; >0, i€l; hj(x)=0, jeJ}
Definice 15. Striktné pripustnd mnoZina ulohy (2)

SO ={(z,y)|gi(z) —y; =0, v >0, i€l; hir)=0, jeJ}

Definice 16. Aktivni mnozina A(z°) obsahuje indexy rovnostnich omezeni z .J

a indexy nerovnostnich omezeni i, pro které g;(z°) = 0, tj.

A(2°) = JU {i € I|gi(2") = 0}.



Definice 17. Lagrangeovou funkci piislusejici iloze (1) rozumime funkci
Lz, A v) = f(x) =Y Ngiw) = Y i) (3)
iel jeJ

= f(z) = g(x)"A = h(z)"v. (4)

Definice 18. LICQ-kvalifikacni podminky linedrni nezdvislosti

Gradienty podminek aktivnich v bodé z* jsou linearné nezavislé, tj. 7g;(z*),
iel={i:g(z*)=0}ayhij(x*),j=1,...,1 jsou linedrné nezavislé.

Véta 1. Nutné podminky 1. radu

Piedpoklddejme, Ze x* je lokadlni minimum tulohy, kde funkce f, g; a h; jsou

spojité diferencovatelné a plati LICQ v z*. Pak existuji vektory Lagrangeovych

multiplikdtori \* a v* takové, ze plati nasledujici podminky v (z*, \*, v*)

VaL(z", A", v") = (5)
, Viel (6)
hj(z*) =0, VjeJ (7)
>0, Viel (8)

(9)

Agi(x*) =0, Viel, 9

Dukaz: Viz. [8].
Tyto podminky se nazyvaji Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky nebo také

KKT podminky. Podminky \fg;(z*) = 0, Vi € I, jsou podminky komplemen-
tarity.

Definice 19. Vektory A a v se nazyvaji Lagrangeovy multiplikdtory prislusejici

odpovidajicim omezujicim podminkam.
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Definice 20. Uloha

minimalizovat  f(x)

za podminek g;(x) >0, 1€l

se nazyva tlohou konvexniho programovant, jestlize f(x) je konvexni funkcee, g;(x),
i € 1, jsou konkavni funkce, h;(x), j € J, jsou linearni funkce a X je oteviena

konvexni mnozina.

Dusledek 1. KKT podminky jsou pro ulohu konvexniho programovani nutné

i postacujici.
Poznamka 1. Viastnosti ulohy konvexniho programovdni
1. kazdé lokalné optimalni feSeni je globalné optimalni,
2. je-li mnozina optiméalnich feSeni neprazdna, je konvexni,

3. je-li f(z) ryze konvexni, mé tloha nejvyse jedno optimdlni feseni.
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2.1. Kvadratické programovani

Optimaliza¢ni problém, ve kterém je ucelova funkce kvadratickd a omezujici
podminky jsou linearni, se nazyvé kvadratické programovdni. Ulohu kvadratického

programovani muzeme zapsat jako:

1
minimalizovat  f(x) = ixTGx +z7c (10)
za podminek alrx >0b;, i€l={1,....,m} (11)
elx=f; jeJ={1...1}, (12)

kde G je symetrickd n x n matice. Jestlize matice G je pozitivné semidefinitni,
pak se jedna o tulohu konwvexniho kvadratického programovani a feseni problému
je podobné linedrnimu programovani. Je-li matice G pozitivné definitni, pak jde
o ulohu ryze konvexniho kvadratického programovani. Nekonvernim kvadratic-
kym programovanim se nebudeme zabjvat. Uloha kvadratického programovéani

patii do teorie nelinearniho programovani, jelikoz ucelova funkce je kvadraticka.

2.1.1. Uloha kvadratického programovani s podminkami ve tvaru rov-

nosti
Uvazujme tlohu

1
minimalizovat  f(z) = ixTGx +a'c

za podminek eJTx =f;, jeJ={1,... 1}

Tuto tlohu mtzZeme zapsat maticové jako:

minimalizovat  f(z) = —27Gx + 27 ¢ (13)

za podminek Ex = f, (14)

kde E je Jacobiho matice typu I x n (I < n), jejiz fadky jsouel, j € J, a f € R
je vektor, jehoz slozky jsou f;, j € J.

12



Sestrojime Lagrangeovu funkci ptislusejici tloze (13)-(14)
L 7 T T
L(z,v) = 3% Gr+z c— (Ex— f) v

Nutné podminky prvniho fadu maji tvar

Gr+c—FE'v=0
Ex— f=0.

Maticové je miizeme zapsat nasledovné
_FE7T _
G —F | _ | —c ’ (15)
E 0 v f

kde v je vektor Lagrangeovych multiplikdtori. Matice (15) se nazyva Karush-

Kuhn-Tuckerova matice.

2.1.2. Uloha kvadratického programovani s podminkami ve tvaru ne-

rovnosti
Uvazujme nasledujici ulohu
minimalizovat f(x) = o' Gz + 2”7 ¢
za podminek alx > b, ie€l={1,...,m}.

Maticové ji mizeme zapsat nasledovneé:

1
minimalizovat  f(x) = axTGx + a2’ (16)
za podminek Ax > b, (17)

kde matice A je typu m x n a vektor b € R™.

Zavedeme-li doplikovy vektor y > 0, dostaneme tlohu

1
minimalizovat  f(x) = ExTGx +a'c
za podminek Ar —y =10 (18)
y = 0.

13



Sestrojime Lagrangeovu funkci prislusejici tloze (18)

1

L(xz,y,\) = ixTGx +afc— Z Ni(alz — b, — )

el

1
= ixTG:c +alc— (Ar —b—1y)" A

Nyni napiseme KKT podminky pro tuto tlohu
Gr+c— AN =0
Ar—b—y =0

yZAZZO, izl,...,m
(y,A) = 0.

Jak jsme uvedli v pfedchozim textu, jestlize G je pozitivné semidefinitni (popf.

pozitivné definitni), pak jsou tyto KKT podminky nejen nutné, ale také posta-

Sujici.
KKT podminky (21)-(23) mizeme piepsat nasledovné
Gr+c— AT\

F(z,y,\) = Ar—b—vy =0,
Y Ae

kde Y = diag(y1, .-, Ym), A = diag(Ay, ..., A\p) ae=(1,...,1)T.

Definice 21. Striktné pripustnd mnozina tlohy (18)

./TOZ{(ZL‘,y,/\)|Al’—b—y:O,Gl'—}—c—AT)\:()’(y’A)>0}

14
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3. Reseni tlohy kvadratického programovani po-
moci primarné-dualni metody

Primarné-dualni metoda pocita feSseni KKT podminek pomoci Newtonovy
metody, kterou aplikujeme na soustavu (21)-(23). Délka kroku « musi byt ur-
Cena tak, aby platila podminka (y, A) > 0. Proto se tato metoda nazyva metoda
vnitrnich bodd.

Nejprve se zamérime na feSeni tlohy kvadratického programovani s podmin-
kami ve tvaru nerovnosti a pozdéji uvedeme rozsiteni na tulohu kvadratického
programovani s podminkami ve tvaru rovnosti a nerovnosti.

V Newtonové metodé fesime soustavu F' = 0 linearizaci okolo aktuélniho

bodu a smér (Az, Ay, AN) ziskdme FeSenim linedrni soustavy

Ax
J(l’,y,)\) Ay = —F(l',y,)\), (27)
AN
kde J(x,y,\) je Jacobiho matice funkce F'.

Dostavame tedy

G 0 —AT Ax —ry
A—-1 0 Ay | =| —rp |, (28)
0 A Y AN —AYe
kde
rq = Gr +c— AT) (29)
r, =Ax —b—uy. (30)

Dalsi iteraci ziskame jako
(@ y " AT = (2,5, 0) + a(Dx, Ay, AN), (31)
kde « € (0, 1] je zvolena tak, aby byla zachovana nerovnost (y*, A*) > 0.

Délka kroku v metodé s ¢isté Newtonovym smérem je ¢asto velmi mala a zlep-

seni smérem k optimalnimu feseni je tak velmi pomalé.
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Proto priméarné-dualni metoda upravuje zakladni postup Newtonovy metody
nasledovné:
- upravuje smér hledani smérem dovnitt nezdporného kvadrantu (y,\) > 0,
coz umozni delsi krok v tomto sméru, nez dojde k poruseni podminek (y, A) > 0,

- zabranuje komponentdm (y, \), aby se ptiblizily k hranici kvadrantu.
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3.1. Metoda sledovani cesty

Centralni cestou rozumine kiivku, ktera je parametrizovana kladnym para-

metrem 7, tj. 7 > 0.

Definice 22. Centrdlni cesta je mnozina bodia C = {(z,,y,, A\;)|7 > 0}, které

ziskame TeSenim soustavy

Gr+c—ATA =0 (32)
Az —b—y =0 (33)
(y,A) >0 (35)
nebo pomoci funkce F

0

F(anyn )\T) = 0

Te

(Yr, Ar) > 0.

Tyto podminky se lisi od KKT podminek pouze veli¢inou 7. Misto splnéni
podminky komplementarity pozadujeme, aby soucin y;A\; mél stejnou hodnotu
pro vSechny indexy i. Parametr 7 je roven soucinu opu, kde o € (0, 1) je centrugici

parametr, ktery spocitame podle vztahu

azymin((l—r)1;€,2>3, (36)

kde 0 < r < 1 a y jsou parametry s hodnotami » = 0.95 a v = 0.1. Vzdalenost

od centralni cesty € vypocitame jako

min Y Ae

Z predchoziho vztahu vidime, ze 0 < € < 1 a také to, ze € = 1 pravé tehdy, kdyz

hodnoty ;\; jsou stejné pro vSechna 7.

17



Mira duality p je definovana néasledovné

1 y'A
p=— k=" (38)

m < m

Aplikujeme-li Newtonovu metodu na soustavu (32)-(34) a polozime-li 7 = oy,

dostavame soustavu linedrnich rovnic

G 0 —AT Ax —rg
A-1 0 Ay | = —7p , (39)
0 A Y AN —AYe+ope
kde
re = Gr+c— AT) (40)
rp, =Ar —b—y. (41)

V dlohéach, ve kterych mame k dispozici striktné pripustny pocatecni bod, jsou
vyrazy rq a r, roviy nule.

Reseni této tlohy pro kladné hodnoty o a p definuje centrdlni cestu. Centralni
cesta vede k feseni ulohy, pokud 7 = ou konverguje k 0. Parametr 7 udava, jak
budou jednotlivé iterace posouvany od hranice striktné piipustné oblasti. Cim
vétsi bude hodnota parametru 7, tim vice bude iterace posouvana od hranice
striktné pripustné oblasti. Algoritmus pro sledovani cesty se anglicky nazyva path
following algorithm.

Jestlize se nachazime blizko centralni cesty, mizeme parametr 7 snizit, protoze
centralni cesta vede k feSeni vnitikem striktné ptripustné oblasti. Naopak, jsme-
li daleko od centralni cesty, je vhodné parametr 7 zvétsit, abychom se nedostali
prilis blizko k hranici striktné pripustné oblasti, coz by mohlo zptisobit zpomaleni,
pripadné zastaveni algoritmu.

Pokud se iterace budou blizit k feseni, bude se souc¢in y? A blizit k nule a pa-
rametr 7 bude konvergovat k nule.

Centralni cesta vede k feseni podél sméru, ktery udrzuje hodnoty y a A\ kladné

a snizuje hodnotu y;\;,7 = 1,...,m, k nule ve stejném poméru.

18



Algoritmy sledovani centralni cesty omezuji iterace na blizkém okoli centralni
cesty C' a sleduji C' k TeSeni tulohy, tj. metody sledovani cesty omezuji délku kroku
tak, aby iterace zlstaly v urcitém okoli centralni cesty a nepriblizily se k hranici

kvadrantu (y, A) > 0.
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3.1.1. Metoda sledovani cesty s dlouhym krokem

Jedna se o metodu, kterd omezuje iterace na okoli
N—OO(/Y) :{(:anv/\) ef0|yl/\l Z/yuaZ:L)m}a (42)

kde parametr v € (0, 1). Casto se parametr  voli jako v = 10~2. Pro bod lezici
v N_oo(7y) musi platit, ze kazdy ze soucini y;)\; je alesponn malym ndsobkem
hodnoty .

Pro tuto metodu je typické, Ze jeji Sirsi okoli umoznuje dlouhy krok a rychlejsi

posun k optiméalnimu feseni.

Algoritmus sledovani cesty s dlouhym krokem
Dano v € (0,1),0 < Opmin < Omaze < 1 a (2%, 3%, X% e N_o(7);
for k=0,1,2, ...

v/ e kT k v v/
Vybereme oy € [0min, Omaz), VypoCitame puy, = £ m)‘ a vyFesime soustavu (39);

Poté vypocitame nové iterace
(@ M) = (@F,yF )+ a(Adt, AyE AN,

kde o € (0,1] je nejvétsi délka kroku splitujici (2%, y*+1 \FFL) € N (7);

end.

V mnoha pripadech nemame k dispozici striktné pripustny startovaci bod,
tudiz musime pouzit tzv. nepfipustnou metodu vnitfnich bodi.
V pripadé neptipustné metody sledovani cesty s dlouhym krokem jde o rozsi-

feni okoli N_ () na okoli N_ (v, ), které je definovano nasledovné

0 ,.0
N 8) = (V] ol < 22,

yl)\l z’yu,’&:l,,m,(y,)\) >O},

kde v € (0,1) a 8 > 1 jsou dané parametry a (r9, 7"2) a o jsou hodnoty rezidui,

resp. miry duality pro startovaci bod (29, °, \°).
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Algoritmus sledovani cesty s dlouhym krokem v pripadé nepiipust-
ného startovaciho bodu
Dano v € (0,1), 8>1,0 < Opmin < Omae < 0.5 a (22,9°, \0) tak, ze (y°, \°) > 0;
for k=0,1,2,...

Tk

v/ 7’ k v v/
Vybereme oy € [0min, Omaz], VypoCitame puy, = £ m)‘ a vyfesime soustavu (39);

Poté vypocitame nové iterace
(@ M) = (@F, yf W)+ a(Adt, AyE AN,

kde o € (0, 1] je nejvétsi délka kroku takova, ze (x# 1 y* 1 N+ € A (v, B)

a plati Armijova podminka

prr1 < (1 —0.01c)pug;

end.
Tuto problematiku jsme pfevzali z [12] a nsledné prokonzultovali s vedoucim
diplomové prace.

Parametr o, muzeme pocitat podle vztahu (36).

21



3.1.2. Metoda sledovani cesty s kratkym krokem

Tato metoda omezuje iterace na okoli
Na(o) = {(z,y,0) € | |[Y Ae — pellz < op}, (43)

kde parametr ¢ € [0,1). Casto se parametr ¢ voli jako ¢ = 0.4. Toto okoli omezuje
délky kroki tak, aby rozdil y;A\; — v nebyl ptilis velky pro zadné i, tj. aby se zadna
slozka vektoru (y, A) nepfiblizila k hranici nezaporného kvadrantu (y, A) > 0 ditv,
nez je p dostateéné malé. Délka kroku je konstantni, tj. a = 1.

Pro tuto metodu je typické velmi pomalé priblizeni k optimalnimu feSeni.

Algoritmus sledovani cesty s kratkym krokem
Méme dano ¢ € [0,1),0 =1 —0.4//m a (2°,4°,\%) € Na(p);
for k=0,1,2, ...

Resime soustavu (39) pro (Az*, Ay*, ANF);

Poté vypocitame nové iterace
(@ PN = (af, 4R, NF) 4 (A, AyE, AN,

end.

Podrobnéji je tato problematika popsana v [12].
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3.2. Urceni délky kroku «

V této kapitole se budeme zabyvat volbou délek krokti: zda volit odlisné délky

dual

kroklt o™ a « uzivané pro primarni proménné x, y a dudlni proménné A, v

nebo stejné délky kroktt a = o™ = a9, Definujeme-li nové iterace jako

(a7, y7) = (2,) + oAz, Ay)
A=A+t A,

kde o™ a a® jsou takové délky kroki, které zajisti, Ze (y*, A*) > 0, pak nova

rezidua spliuji nasledujici vztahy

ri = (1—a™ry + (o — ™G A

= (1-a"")r,
které lze odvodit z

GAx—ATAN=—rg=—(Gz+c— A"N)
ANz — Ay = —r,=—(Az —b—vy).

dual

Jestlize tedy a = o™ = « ak obé rezidua zmensime linedrné pro vSechna
)

dual

a € (0,1). Pro ur¢ité volby rtiznych délek krokii o™ a ™ se reziduum ] muze

zvysit, coz muze zpusobit divergenci.

dual )
)

Moznou volbou je uzit stejné délky krokt a polozit o = min(al™, af

kde

o’ = maz{a € (0,1] :y+a Ly > (1 -7y}, (44)
oz;l“al = mazr{a € (0,1] : A+ a AX> (1 —v)A}, (45)

kde v € (0, 1) kontroluje, jak daleko ustoupime od maximéalniho kroku, pro ktery
jsou podminky y+a Ay > 0a A+aA X > 0 splnény. Pokud v konverguje béhem
vypoctu feseni k 1, je mozné dosahnout rychlejsi konvergence.

Jeden zpiisob volby nestejnych délek krokii je zvolit (a?", ad*!) tak, abychom

minimalizovali miru optimality
M(a",y*" M) =[|Gz* + e — ATN[G 4+ ||Az" — b=y |3+ (y) "2
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za podminek 0 < a?" < ozl’/” a0 <l < aﬁfual.

Délky krokii tedy volime tak, aby platila podminka
M(a®,y", A7) < M(z,y, ).

Viz. [7], [8].

Pti odlisnych délkach krokii miizeme dosdhnout rychlejsi konvergence. Riizné
délky krokt volime také proto, aby nedoslo k prilisnému zkracovani délek kroki.

Pti volbé délek kroki je nutné zajistit, aby proménné y a A, které maji ztistat
kladné, kladné ztstaly. Spoc¢itdme maximalni délky krokt, které miizeme brat
pro proménné y a A bez poruseni nezapornosti, a pak vezmeme délky kroki
mensi nez je toto maximum, ale ne vétsi nez 1. Nyni si nadefinujeme nejvetsi
délky krokt, pro které jey +aAy>0al+a X >0.

pri . Yi }
v = min { —
mazx iel:Ay;<0 Ayz

s
dual : { ? }
(6% = min —

AT e AN <0 AN

Délky krokii pro primarni a dualni proménné pak vypocitame jako

o7 = min(1,a77,) (46)
ol = min(1, yadel), (47)

kde v € (0,1) mé zajistit, aby nékteré z pomocnych proménnych nebyly rovny
nule. Obvykle se hodnota v pohybuje kolem 0.99.
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3.3. Startovaci bod

Volba startovaciho bodu je v metodach vnitinich bodd velmi dilezita. Pokud
pouzijeme dobry startovaci bod, miize byt schopnost a rychlost priblizeni k op-
timalnimu feSeni mnohem vétsi nez pii uziti tzv. horkého startu. Pocatecni bod
20 je vétsinou soucasti zadani. Poc¢ateéni bod 3° spocitame pii dosazeni bodu x°

do podminky Ax —b—y = 0, tj.
y? = Az® —b. (48)

Miize se stat, ze bod x° lezi na hranici striktné piipustné oblasti nebo tak blizko
hranice, Ze nékteré hodnoty y? by mohly byt ptili§ blizko nule, coz by mohlo
zpusobit problémy. Musime tedy zvolit hodnotu 6 > 0 tak, aby poc¢ate¢ni hodnoty
y? mély alespoii hodnotu 6, tj.

y? = max(al 2° — b;,0), Viel, (49)

2

kde § = 0.1. Startovaci hodnoty Lagrangeovych multiplikatortt A’ mtzeme volit

mnoha zptusoby. Jeden z nich je nasledujici
A0 = de, (50)

kded =0.1ac=(1,...,1)".

Dalsi zptisob, jak volit startovaci body, je

' =7 (51)
y? = max(1, |7; + Ay)) (52)
A0 = max(1, | + AN, (53)

kde (Z,7, \) je libovolny bod a (Az®/, Aya/f AXT) je Newtontiv krok. V na-
Sem piipadé byl bod Z soucasti zadani a body 7 a A jsme volili nasledovné:

y=1,.... DT, x=(1,...,1)7T.
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3.4. Kritérium pro ukonceni vypoctu

Itera¢ni proces ukonc¢ime v okamziku, kdy dosdhneme pozadované presnosti.

Nemtizeme pouzit kritérium

k

||z" — 2*|| < tol,

jelikoz presné TeSeni z* nezname.
Pouzijeme tedy vazebni podminky a podminku, ze gradient Lagrangeovy

funkce ma byt roven nule. Budeme pozadovat, aby maximalni poruseni podminek
Ar —b—y=20
neprekrocilo urc¢itou hranici, tj.
||Az — b —yl| < tol, (54)

kde ||.|| je néjaka vektorova norma a tol je zvolené hranice.

Piipomenme si Lagrangeovu funkci
L(z,y,\) = %:pTGx +alc— (Az —b—y)" A
Vypocitame si gradient této funkce
Vo L(z,y,\) = Gz +c — AT\
a postupujeme stejné jako u vazebnich podminek
|V L(z,y, A)|| < tol. (55)

Konstantu tol volime na zakladé presnosti, se kterou chceme pocitat. Iteracni
proces se zastavi, pokud jsou splnény podminky (54) a (55) zarover.

My jsme pouzili k ukonceni itera¢niho procesu t¥i podminky

y'\ < tol (56)
|Gz 4 c — AT )|y < tol (57)
[|Az — b — y||2 < tol, (58)
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kde tol je zvolena na zakladé presnosti, se kterou chceme pocitat. Iterac¢ni proces
se ukonci, pokud jsou splnény podminky (56), (57) a (58) zaroven. My jsme si
zvolili tol = 1077,

Existuje jesté mnoho zpiisobti, jak ukoncit iteracni proces.
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3.5. Prakticka primarné-dualni metoda

Nejvice pouzivana primarné-dudlni metoda je zalozena na Mehrotrové algo-
ritmu typu prediktor-korektor. Tento algoritmus nevyzaduje pripustny startovaci
bod.

Hlavnim rysem praktického algoritmu je uziti korektorovych krokii, které kom-
penzuji chybu udélanou pti Newtonové kroku v modelovani rovnosti y;\; = 0,
i € I. Nejprve spocitame Newtontv smér (Ax®S Ay ANT) a to tak, Ze kla-

deme o = 0 v soustavé (39), tj.

G 0 —AT Azt f —rg
A—I 0 AyI | =1 —-r, |, (59)
0 A Y ANT —AYe
kde
re = Gr +c— AT) (60)
r,=Ax —b—uy. (61)

Jestlize pouzijeme plny krok v tomto sméru, ziskame

(i + Dy + LAY = ydhi 4y AXT 0 Dy 4 Ay A
_ quff A )\Qlff.

Nova hodnota y;\; je Ay™? AN Abychom ziskali krok (Aze| Ay, AXT),

ktery se pokusi o snizeni odchylky, vyfesime nésledujici soustavu

G 0 —AT] [LAzer 0
A-1 0 Ay | = 0 . (62)
0A Y AXeOr — ANV N yelle

V mnoha pripadech kombinace krokt
(AZL‘aff, Ayaff’ A/\aff) + (AZL’COT, Aycor’ A/\cor)
lépe zmensuje miru duality nez pouze krok (Az®// Aya/f ANIT).
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Jestlize Newtontv krok podstatné zmensuje miru duality, neni potfeba cen-
trovani, a proto je vhodna mensi hodnota o. V opacném pfipadé volime vétsi
hodnoty o, které zaruci, ze dalsi iterace bude vice centrovand a bude mozné
provadét delsi kroky z této nové iterace.

Dale spocitame délky krokt podél Newtonova sméru (Ax®7/ Ay®F ANT),

.
o/;;if = min (1, ' .miarjlcf { - Ayiff}>’ (63)

iel:nyt T <o Y
oz;“;;l = min (1, A mir}f { - /\iff}), (64)

iel:aNd <o AN
Qaff = min(aZ;if, agiih). (65)

Nyni spoc¢itame miru duality g
(D)
e (66)
a definujeme si fiq¢f

pasr = (Y + aagr Dy TN+ aggy AXIT) m. (67)

Centrujici parametr o spocitame podle vztahu

o= (%)3 (68)

Celkovy krok je ziskan pri feseni soustavy

G 0 —AT] [ Ax —ry
A-I 0 Ay | = —7p (69)
0 A Y AN —AYe — AANYT AY e+ ope

Resime tedy dvé soustavy linearnich rovnic. Koeficienty obou matic jsou
stejné. Faktorizaci matice staci pocitat pouze jednou, tudiz mezni nédklady na te-

seni druhého systému jsou relativné malé.
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Nyni si uvedeme Mehrotriv algoritmus pro tilohu konvexniho kvadratického

programovani s uzitim stejnych délek krokii.

Algoritmus 1
Vypoéitame (2, y°, \%) tak, aby (3°, A\°) > 0;
for k=0,1,2, ...
Polozime (z,y, \) = (2%, 4%, \F) a vyfesime soustavu (59),
dostaneme (Az®7 Ayl AN,
Vypocitame p = y%‘;
Vypoditame a,ss podle (63), (64) a (65);
Vypocitdme fiars = (y + qaps Dy )TN+ aapp & NIT) fm;

Vypocitdme centrujici parametr o = (uazs/p)%;

Vyfesime soustavu rovnic (69) a dostaneme (Ax, Ay, AN);

Délky kroki a:t}i a a;lf‘k“l vypocitame podle (46) a (47);
Vybereme oy, = min(agfé, adieh);

Dalsi iteraci ziskame jako
(@M M) = (@8, 95 ) + an(Da, Ay, AN);

end.
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3.6. Rozsireni primarné-dualni metody na feSeni ulohy kva-
dratického programovani s podminkami ve tvaru rov-
nosti a nerovnosti

Rozsiteni metody na tlohy s rovnostmi a nerovnostmi je velmi snadné.

Uvazujme tlohu

1

minimalizovat  f(x) = axTGx + a2’
za podminek Az > b (70)
Ex = f.

Zavedeme doplnkovy vektor y > 0 a sestrojime Lagrangeovu funkci. Lagrangeova

funkce pro tlohu s rovnostmi a nerovnostmi bude mit nasledujici tvar
1
L(z,y,\,v) = §ZL‘TGZL‘ +alc— (Az —b—y)"'\— (Bx — v (71)

Sestrojime KKT podminky

Gr+c—ATN—E"v =0
Ar—b—y =0
Ex—f=0

yii =0, 1=1,....m
(y,A) = 0.

Centralni cestu ziskame fesenim soustavy

Gr+c—ATN—E"v =0 (72)
Ar—b—y =0 (73)
Ex—f=0 (74)

Yy =7, 1=1,...,m (75)

(y,\) > 0, (76)

kde 7 = opu.
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Po aplikaci Newtonovy metody na soustavu (72)-(75) dostaneme soustavu

rovnic
G 0 —AT —ET Az —Tyg
Eo o o o= | (m
0OA Y O Av —AYe+ opue

kde

rg=Gr+c— AT\ — ETp
r,=Ar —b—y
r, = Ex — f.

Dalsi postup je stejny jako v tlloze s podminkami ve tvaru nerovnosti.

0

Pocatecni hodnoty Lagrangeovych multiplikdtorii »* mitizeme volit mnoha

zpusoby. Ve vypoctech jsme pouzivali bud
0 _
v’ = de, (78)

kde 6 =0.1ae=(1,...,1)T nebo

N =0

: (79)

kde 7 je libovolny bod. My jsme volili 7 = (1,...,1)T.
Nové iterace vypocitame podle vztaht
(2%, %) = (z,y) + o™ (Az, Ay) (80)
(AT, vh) = (\,v) + o™ (AN, Av), (81)

kde a”" je délka kroku pro primarni proménné z, y a a®® je délka kroku pro du-

alni proménné A\, v.

K podminkédm na ukonceni iteracniho procesu musime jesté pridat podminku
|[Ex — fll2 < tol, (82)

kde tol volime jako 1077,

32



4. ResSeni tlohy kvadratického programovani po-
moci metody logaritmické bariérové funkce

V této kapitole si popiseme druhou interpretaci metod vnitfnich bodd-metodu
logaritmické bariérové funkce.

Metoda logaritmické bariérové funkce spociva v nahrazeni ucelové funkce
funkci slozenou. Slozena funkce obsahuje ptvodni Gcelovou funkci a bariérovy
¢len.

Ucelovou funkci f(z) nahradime slozenou ti¢elovou funkci, tj. dostaneme tilohu

minimalizovat  f(z) — T Z In y; (83)
el

za podminek gi(x) —y; =0 1€l (84)

hi(z) =0 jeJ (85)

Uloha mé pouze omezeni ve tvaru rovnosti, protoZe nerovnost y; > 0 je zahrnuta
v In y;, nebot v argumentu pfirozeného logaritmu mohou byt jen kladné hodnoty
(tj. y; je dokonce vétsi nez 0).

Pro tlohu kvadratického programovani dostavame tvar

L L 7 T
minimalizovat o Gr+azle— 1 ;lnyi

za podminek alx —b; —y; =0 i€l (86)
e]Tx—fj:O jeJ

Sestrojime Lagrangeovu funkci tlohy (86)

1
L(z,y,\,v) = 5:UTG3: +afe—1 Z Iny; — (Az —b— )"\ — (BEx — )T,

icl

kde parametr 7 je kladné ¢islo.
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KKT podminky tlohy (86) si pfepiseme do néasledujiciho tvaru

Gr+c—ATA-FE"v =0 (87)
Ar—b—y =20 (88)
Ex—f=0 (89)

—7Y e+ A =0 (90)

(v, A) > 0. (91)

Na soustavu (87)-(90) aplikujeme Newtonovu metodu a ziskdme soustavu linear-

nich rovnic

G 0 —AT —ET Ax —rg

A -1 0 0 Ay | -1

E 0 0 0 AN -7, ’ (92)
0—7Y2 I 0 Av 7Y le — \

kde
rg=Gr+c— AT\ — ETy
rp,=Ar —b—y
r, = Ex — f.

Dostaneme tzv. primarni metodu.

Vynésobime-li rovnici (90) matici YV, dostaneme KKT podminky ve tvaru

Gr+c—ATN—E"v =0

Ar —b—y =0
Exr—f=0
—T1e+YAe =0
(y,A) = 0.

Opét pouzijeme Newtonovu metodu a dostaneme tzv. primdrné-dudlni metodu

ve tvaru
G 0 —AT —ET Ax —rg
A-I 0 0 Ay | -1,
Eo0 0 0 ||ax] T - | (93)
0O A Y 0 Av Te — Y Ae
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kde

rg=Gr+c— AT\ — ETy
rp,=Ar —b—y
r, = Ex — f.

Centrélni cesta je mnozina bodi C' = {(x,,y,, \r,v;)|T > 0}, které jsou

feSenim soustavy

Gr+c—ATN—E"v =0

Ar—b—y =0
Ex—f=0
YAe = e
(y,A) >0,

kde parametr 7 = ou a jeho vypocet je popsan ve tteti kapitole.
Jak vidime, po vSech tipravach jsme dosli ke stejné soustave jako v kapitole

¢islo 3.
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4.1. Lokalni konvergence metody logaritmické bariérové funkce
Uvazujme nasledujici problém

minimalizovat — f(x) (94)

za podminek  g;(x) > 0,i € I. (95)

Oznac¢me si B(z, 7) logaritmickou bariérovou funkeci tvaru

B(x,7) = f(x) — Tngi(x),

kde 7 je kladny bariérovy parametr. Symbolem F ozna¢me pfipustnou oblast
tilohy (94)-(95) a symbolem F? striktné piipustnou oblast tlohy (94)-(95). Mini-

méalni hodnotu ucelové funkce f(x) pro x € F oznacime f*.

Véta 2. (Existence kompaktni uzaviené mnoZiny)

Uvazujme problém (94)-(95). Necht A oznacuje mnozinu vSech lokélnich vaza-
nych minim s hodnotou ucelové funkce f* a predpokladejme, ze f* ma byt vy-
brana tak, Ze N je neprazdna. Piedpokladejme déle, Ze mnoZina N* C N je
neprazdnd kompaktni izolovanid podmnozina z N. Pak existuje kompaktni mno-
zina S takova, ze N* lezi v int(S) N F a f(y) > f* pro kazdy pfipustny bod v,
ktery lezi v S, ale nelezi v N*. Kazdy bod x*, ktery lezi v N*, m4a tu vlastnost,
ze f(z*) = f* = min f(x) pro vSechna z € SN F.

Dukaz: Viz. [4].

Véta 3. (Lokdlni konvergence bariérovijch metod)

Uvazujme problém (94)-(95), kde f a g jsou spojité funkce. Nechf F oznacuje
ptipustnou oblast, necht N oznacuje mnozinu bodt minima ucelové funkce f(z)
odpovidajici f* a predpokladejme, Zze N je neprazdna. Necht {7} je ryze kle-
sajici posloupnost kladnych bariérovych parametrt takova, ze limy .. 7 = 0.

Predpokladame, ze

(a) existuje neprazdnd kompaktni mnozina lokdlnich minim A*, ktera je izolo-
vanou podmnozinou N;
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(b) alespoti jeden bod N'* se nachézi v uzavéru F°.
Pak plati nasledujici tvrzeni

(i) existuje kompaktni mnozina S takova, ze N* C int(S) a takovd, Ze pro kazdy

pripustny bod Z, ktery lezi v S, ale nelezi v N*, je f(T) > f*;

(ii) pro vSechna dostate¢né maléd 7, je nevazané minimum y; bariérové funkce

B(x,7,) v FPNint(S) a plati
B(yg, ) = min{B(x,7,) : x € F°N S}.
Tedy B(yg, ) je nejmensi hodnota B(x,7;) pro kazdé = € FO N S;

(iii) kazda posloupnost téchto nevéazanych minim {y;} funkce B(z,7;) ma ale-

spon jednu konvergentni podposloupnost;

(iv) bod x4 kazdé konvergentni podposlounosti {z;} vybrané z neomezenych

minim {y;} definovany v (ii) lezi v N'*;
(v) pro konvergentni podposloupnosti {zx} z (iv) je

lim f(zy) = f* = lim B(xg, 71).

k—o0 k—o0

Dukaz: Viz. [4].
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5. Reseni soustav rovnic vznikajicich pfi pouziti
metody vnitfnich bodu

Soustavu linearnich rovnic, kterou dostaneme po aplikaci Newtonovy metody,
muzeme Tesit mnoha zptsoby. Vybér nejvhodnéjsi metody je predmétem nume-
rického experimentovani.

Prvni z metod, kterou si uvedeme, je metoda Schurova komplementu (I.).

Uvazujme soustavu tvaru

n(0)= () (=) 9

Vysledné vektory r a s ziskdme jako feseni nasledujici soustavy

() (2)- (1 ) )

kde

H=D-BTA'B
F=—-H'BTA™

Vidime, ze

r=A" - A"'BFu— A"'BH %
s = Fu+ H .

Oznacéme si

Hn=H W= Hz=v

z=Fu=—-H'B"A\u=-H"'w=— Hz = —w,
kde

w= BTA .
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Po vypoctu dosadime z; a zo do vztahil pro vypocet r a s, tj.

r = Ailu — AilBZQ — Ailel

S = 29 + 27.

Tento zptisob vypoctu je vhodny pro rozsahlé tlohy. Pii aplikaci metody Schu-
rova komplementu je velmi vyhodné pouzit Choleského metodu.
Viz. [13].

My potrebujeme najit feseni soustavy

G 0 —AT —ET Ax —rg
A-I 0 0 Ay | -1,
Eo 0 o0 ||ax]” | (97)
0 A Y 0 Av —AYe+ ope
kde
rqg=Gr+c— AT\ — ETp
r,=Ax —b—y
rr = Er— f7
tudiz musime tuto soustavu jesté upravit.
Ze soustavy (97) si pfimo vyjadiime doplikovy vektor y. Dostaneme
Ay=—y—ANYAX+ouLte.
Dosadime Ay do soustavy (97), tj.
ANT+ANY AXN=—r,—y+oul e
Novéa soustava ma tedy tvar
G —AT —ET Az —ry
AANTY 0 AN =|-r,—y+oulte]|, (98)
E 0 0 Av —r,
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kde

rg=Gr+c— AT\— ETy
rp,=Ar —b—y
r, = Ex — f.

Po tpraveé ziskame soustavu

-G AT ET Az rq
A AYY 0 AN| = | —Az+b+oulte|, (99)
E 0 0 Av —r,

kde

rqg=Gr+c— AT\ — ETp
r, = Ex — f.

P1i aplikaci metody Schurova komplementu na soustavu (99) vidime, zZe

A=-G
B= (AT ET)
ATY 0
v (%)
U ="7Tq
[ —Arx+b+opAte
v = .
r=Azx
AV
Il N
Vektor Ay vypocitame podle vztahu
Ay=—y— A AN+ouLe. (100)

Tento postup muizeme pouzit v piipadé, ze je matice G pozitivné definitni.
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V pripadé, ze je matice GG pozitivné semidefinitni, pouzijeme nasledujici po-
stup.

Soustavu (99) prepiseme do néasledujiciho tvaru

G AT —ET| [Az —ry
—A-AYY 0 AN| = | Az —b—ouA~lte
-E 0 0 Av Ty

V této soustavé si oznacime B = (—AT, —ET) r = Ax, u = —ry,

[ Az —b—oulle N EAY) (=AY 0
(M) (W)= ()

Uvazujme matici G = M — N, kde N = oI, 0 > 0. Zavedeme si novy iterac¢ni
M B rfH\ N0 rk L
BT D st )00 sk v )’

tj. TeSime soustavu
M B [ rktt Nr¥ +u
BT D skt ) v '

Nyni je matice M = G + N pozitivné definitni a na soustavu mizeme aplikovat

proces

metodu Schurova komplementu.
Viz. [7].
Druhou metodou, kterou pii vypoctu pouzivame, je Gaussova eliminacni me-
toda s cdstecnym vybérem prvku (I1.), kterou aplikujeme na soustavu (97).
Treti metodou (/11.), kterou jsme pouzili k FeSeni soustavy linedrnich rovnic

(97) v programu Matlab, je piikaz

x=A\b.

41



6. ReSené piiklady

Tato kapitola obsahuje priklady, které jsou feseny pomoci programi piiloze-
nych na CD. U jednotlivych priklad uvadime optimélni feseni, funkéni hodnoty
v Teseni, vektory Lagrangeovych multiplikatori a pocty iteraci pti uziti progra-
mového zpracovani Algoritmu 1 v programu Matlab a v programovacim jazyce
Fortran 77 a pfi pouziti riznych metod na feseni soustav rovnic. Pro srovnani zde
uvadime pocty iteraci pii uziti programového zpracovani algoritmu nepiipustné
metody sledovani cesty s dlouhym krokem a pocty iteraci pti uziti riznych délek
kroki pro primarni proménné z, y a dudlni proménné A\, v v Algoritmu 1 v pro-
gramu Matlab a v programovacim jazyce Fortran 77. V poslednich dvou metodéach
feSime soustavy rovnic metodou Schurova komplementu. Startovaci body volime
ve v8ech metodach podle (51), (52), (53) a (79). Pro srovnani uvadime pocet
iteraci pri uziti programového zpracovani Algoritmu 1 v Matlabu pii volbé star-

tovacitho bodu podle (49), (50), (51) a (78).

Priklad 1:
4 0 O —8
f(x)zach 01 —1|z+a2"| -6
0-11 —6
— —— ——
G c
ZL‘1+I’2+IL‘3:3
T1, %9, 23 = 0
Tj.
100 0 1\ "
A=|o1o0|.b={0o].E=(1] .r=3
001 0 1

Matice G je pozitivné semidefinitni.
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=111, t 2° je pripustny

Reseni:
z* = (0.5,1.25,1.25)"
A\* = (0.6641,0.01,0.01)".10°®
vt = —6
f(z*) = —18.5

Pocet iteraci: Matlab

Metoda I. | II. | III.
stejné kroky 5

start. bod (49), (50), (51) a (78) | 4 - —
rizné kroky Y

Pocet iteraci: Fortran 77

Metoda 1. II.
stejné kroky 5 5
ruzné kroky 5 —

Pocet iteraci: Nepfipustnd metoda sledovani cesty s dlouhym krokem

Matlab Fortran 77

6 6
b)
1
=121, ¢ 2° je nepripustny
2
Reseni:

z* = (0.5,1.25,1.25)7
A\ = (0.6641,0.01,0.01)".107®



Pocet iteraci: Matlab

Metoda I. | II. | III.
stejné kroky 5 5 )
start. bod (49), (50), (51) a (78) | 4 — —
rizné kroky 5 — —

Pocet iteraci: Fortran 77

Metoda I. I1I.
stejné kroky 5 5
ruzné kroky 5 —

Pocet iteraci: Nepripustnd metoda sledovani cesty s dlouhym krokem

Matlab Fortran 77
6 6

Priklad 2:

f(z) =27+ 23 — 62 — 4y + 13

.’L’1+33'2§3
1,72 >0
1
0 _
=)
Tj.
-1 —1 -3
A= 1 0 |.,b=1| 0 ,G:(gg),c:(:i)
0 1 0
Resen:

2,1)"
(2,0.18.107%,0.53.10 %)
2

*
*

Xz
A
l’*

(")
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Pocet iteraci: Matlab

Metoda I. | II. | III.
stejné kroky 5 5 5
start. bod (49), (50) a (51) | 6 - —
rizné kroky 5 — —

Pocet iteraci: Fortran 77

Metoda I. | II.
stejné kroky 5 5
rizné kroky 5 —

Pocet iteraci: Nepripustnd metoda sledovani cesty s dlouhym krokem

Matlab Fortran 77
6 6

Priklad 3:

f(x) =27 — vym9 + 23 — 314

—T1 — X9 > —2

1,72 > 0
1
0 __
= (1)
Tj.
-1 -1 —2
A= 1 0 |, b= 0 ,G:(_Ql_;),c:(_og)
0 1 0
Resen:
z* = (1.5,0.5)7

A = (0.5,0.53.107°,0.31.10%)"
f(z*) = —2.75
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Pocet iteraci: Matlab

Metoda I. | II. | III.
stejné kroky 5 5 5
start. bod (49), (50) a (51) | 5 - —
rizné kroky 5t — —

Pocdet iteraci: Fortran 77

Metoda 1. II.
stejné kroky 5 5
ruzné kroky 5 —

Pocet iteraci: Nepripustnd metoda sledovani cesty s dlouhym krokem

Matlab Fortran 77
6 6

Priklad 4:

f(l‘) = —21‘1 —I— 051‘? - 6372 - l‘le + l‘%

3r1 + 22 < 25

IN

A

- + 21’2 10

IN

xr1 + 233'2 15

Y
o

X1, T2

)

(=)
Il
N
— =
~_

-3 -1 —25

1 -2 —10

A= -1-2|,b=| —15 ,G:(_ll_;),c:(:@

1 0 0
0 1 0
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Reseni:

7 = (5.6,4.7)"

A= (0.6.107"°,0.66.10""*,1.1,0.21.107°,0.61.10 1"

f(z®) = —27.95
Pocet iteraci: Matlab
Metoda II. II11.
stejné kroky 6 6

start. bod (49), (50) a (51)
rizné kroky

| | o] ™~
|
|

Pocet iteraci: Fortran 77

Metoda 1. II.
stejné kroky 6 6
ruzné kroky 5 —

Pocet iteraci: Nepripustnd metoda sledovani cesty s dlouhym krokem

Matlab Fortran 77
7 7

Priklad 5:
f(z) = xf + 179 + 2:753 + 2x§ + 22913 + 421 + 622 4+ 1223
Ty +x2 + 23 > 6

—$1—IL‘2+2IL‘3 22

Ty, X3 Z 0
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Ly i 210 4

A= b= G=[142],c=[6
Lol U 024 12
0 01 0

Reseni:

r* = (4.3333, —1,2.6667)"
M\ = (14.6667,3,0.63.107°,0.82.10%)7
f(x*) = 68.6667

Pocet iteraci: Matlab

Metoda I. | II. | III.
stejné kroky 6 6 6
start. bod (49), (50) a (51) | 8 - -
rizné kroky 6 — —

Pocet iteraci: Fortran 77

Metoda I. | II.
stejné kroky 6 6
rizné kroky 6 —

Pocet iteraci: Nepfipustnd metoda sledovani cesty s dlouhym krokem

Matlab Fortran 77
8 8

Priklad 6: Markowitztiv model - sestaveni portfolia z n akcii na jedno investi¢ni

obdobi s predpokladem averze rozhodovatele k riziku

. vynosy jednotlivych akcii(ndhodné veli¢iny)
. stfedni hodnoty vymnost
. rozptyly vynosi

. smérodatna odchylka, riziko
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x; ... podil akcie na portfoliu, z; € [0, 1]

Markowitziuv model:

n n
manimalizovat E E GijTi %

i=1 j=1

n
za podminek E ejT; =T
Jj=1

il‘j =1
j=1

r; >0, jg=1,...,n,

kde 7 oznacuje pozadovanou vysi ocekavaného vynosu portfolia.

Jde tedy o nasledujici tlohu
minimalizovat  f(z) = 27 Gx
za podminek FEx = f

x>0

Méme déana data

10000000 0 0.0093 1 0
01000000 0 0.0741 1 0
00100000 0 0.1919 1 0
00010000 0| o |018651 0.16 0

A=100001000 ["= |0 [F | 006761 hﬁ‘( 1)’6_ 0
00000100 0 0.0016 1 0
00000010 0 0.1178 1 0
00000001 0 0.0674 1 0

0.1756 0.0641 0.1462 0.0093 0.0057 —0.0531 —0.0632 —0.0068
0.0641 0.2177 0.1041 0.0808 0.0596 0.0179 —0.0275 0.0898
0.1462 0.1041 0.3556 —0.0134 0.0133 —0.0116 0.0640 0.0056
0.0093 0.0808 —0.0134 0.3189 —0.0520 —0.0452 —0.0348 0.0752
0.0057 0.0596 0.0133 —0.0520 0.0768 0.0355 —0.0071 —0.0004
—0.0531 0.0179 —0.0116 —0.0452 0.0355 0.0859 0.0695 0.0060
—0.0632 —0.0275 0.0640 —0.0348 —0.0071 0.0695 0.1787 0.0053
—0.0068 0.0898 0.0056 0.0752 —0.0004 0.0060 0.0053 0.1619
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Reseni:

r* = (0,0,0.2896,0.3892,0.1195,0,0.2017,0)"
A* = (0.1985,0.1310,0.14.1077,0.11.1077,0.1.107%,0.1403,0.26.10~", 0.0815) "
* = (1.9454,-0.1488)"

vt = (
f(z*) = 0.0812

Pocet iteraci: Matlab

Metoda I. | II. | III.
stejné kroky 6 6 6
start. bod (49), (50), (51) a (78) | 6 — —
rizné kroky 6 — —

Pocet iteraci: Fortran 77

Metoda I. | II.
stejné kroky 6 6
rizné kroky 6 —

Pocet iteraci: Nepripustnd metoda sledovani cesty s dlouhym krokem

Matlab Fortran 77
8 8

Pocty iteraci se pii uziti riznych metod k feSeni soustav rovnic nelisi.

V nepiipustné metodeé sledovani cesty s dlouhym krokem jsme volili parametr
[ = 5. Zvolime-li parametr § jinak, mohou se pocty iteraci lisit.

Pti volbé délky kroku a v metodé s dlouhym krokem jsme pouzili tzv. zpétné
vyhled4vani, tj. vybrali jsme prvni hodnotu « z posloupnosti a, pa, p*a, ... tak,
aby nové iterace padla do okoli N (7, 3). Parametr p € (0, 1), nejcastéji se voli
jako p = 0.9.

Volba startovaciho bodu je predmétem experimentovani. V prikladech jsme
pouzili dvé rtizné metody na volbu startovaciho bodu. Z tabulek je ziejmé, Ze se

pocty iteraci mohou lisit.
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Nepripustna metoda sledovani cesty s dlouhym krokem vyzaduje vétsi pocet
iteraci nez metoda prediktor-korektor.

Pti volbé rtznych délek kroki se v nékterych piikladech pocet iteraci snizil.
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6.1. Popis programového zpracovani algoritmu v programu
Matlab

Zakladem algoritmu je cyklus, ve kterém se provadi jednotlivé iterace. Nej-
prve za¢neme tim, ze zaddme vSechna data, kterd mame dana, tj. matice G, A,
E, vektory ¢, b, f, a zvolime maximalni pocet iteraci maxit. Matice a vektory
nacteme pomoci ptrikazli load z textovych soubori, které jsme si vytvorili. Data

do souboru *.txt zadavame nasledovné:

4 0 O
0 1-1
0-1 1.
Dale naprogramujeme cyklus pomoci piikazu for k = 1, maxit ... end, do né-

hoz vlozime jednotlivé prikazy. V cyklu vytvoiime podminku pomoci ptikazu ¢ f,
pri jejimz splnéni se cely cyklus ukonci. Na zavér programu uvedeme piikazy,

které zajisti vypis hodnot jednotlivych proménnych.
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6.2. Zakladni prikazy programovaciho jazyka Fortran 77

Jazyk Fortran je jednim z nejstarsich programovacich jazykt. Je to jazyk,
ktery byl a je urcen predevsim pro védecko-technické vypocty.

Uvedeme si pro ukazku nékteré zakladni prikazy, které jsme pouzili v progra-
movém zpracovani algoritmii pro vypocet.

Program se vétsinou sklada z hlavniho programu a z libovolného poctu vnéj-
sich procedur a programovych jednotek. Hlavni program zaciné popisem PRO-
GRAM 1ih, kde ih je identifikitor a slouzi k pojmenovani hlavniho programu.
Podprogram za¢ina popisem SUBROUTINE jm [(sfp)], jm je identifikdtor pod-
programu. Volani podprogramu se provadi pomoci piikazu CALL jm [(ssp)], kde
gm je identifikator volaného podprogramu a ssp je seznam skutecnych parametri
oddélenych carkami.

Na zacatku programu je nutné urcit typ proménnych, tj. urcit, zda jsou realné,
celociselné, znakové nebo zda pocitame s dvojitou presnosti.

Ptikaz OPEN ([UNIT =] j, FILE = zv), kde zv je znakovy vyraz oznacujici
vstupni a vystupni jednotku nebo soubor.

Ptikazy READ (j,n) s a WRITE (j,n) s, kde j je celé kladné ¢islo bez zna-
ménka oznacujici vstupni a vystupni jednotku nebo znak *. Symbol n je navesti
popisu FORMAT nebo znak *, ktery oznacuje volné formatovani.

Ptikaz cyklu ma tvar DO n [, |i = vy, vs[,v3), kde n je navésti posledniho
prikazu cyklu, ¢ je parametr cyklu a vy, vo, v3 jsou vyrazy typu INTEGER nebo
REAL, které oznacuji dolni mez resp. horni mez parametru cyklu resp. krok.
Prikaz DO ukonc¢ime ptikazem END DO.

Podminény prikaz je urcen k podminénému provadéni prikaz nebo skupin
prikazi. To znamené, ze provedeni téchto piikazli je vazano na splnéni urcité
podminky. My jsme pouzili ptikaz

IF (v) skupina piikazi,
kde v je logicky vyraz.

Piikaz STOP ukon¢i ¢innost programu.

Ptikaz END musi byt uveden pravé jednou v kazdé programové jednotce jako
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jeji posledni ptikaz.
bor DATA.dt.txt a nasledné odstranime priponu .txt. Data do souboru zadavame
podle toho, jak budeme data ¢ist. V nasem pripadé zadavame data po tadcich.
Pro predstavu uvadime priklad:
4.,0.,0.,0.,1.,-1.,0.-1.,1.
Musime provést nasledujici opravu. V okné programu klikneme na Project a dale
pak na Project Options. Poté opravime polozku Result file tak, aby obsahovala
*.dt.

Ve vypoctech mohou nastat chyby. Jsou to naptiklad: zaokrouhlovaci chyby

nebo chyby zptisobené praci a manipulaci s maticemi.
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Zavér

Cilem této prace bylo sezndmeni s feSenim tulohy kvadratického programo-
vani pomoci metod vnitinich bod. V praci jsme popsali dvé interpretace metod
vnitinich boda a déale jsme se také zabyvali riznymi metodami sledovani cesty.
Na fesSeni 1illoh jsme vytvorili programy v programovacim jazyce Fortran 77 a také
jsme Tesili problematiku v matematickém programu Matlab.

Metody vnitinich bodi jsou metody, které vyzaduji mensi pocet nakladnéjsich
krokll a jsou velmi uc¢inné pro velké optimalizacni problémy. Metody vnitinich
bodi jsou méné vhodné pii uziti tzv. ,horkého startu”. Rizné tpravy algoritmi
mohou vést ke zméné poctu iteraci a k vétsi presnosti feseni. Jde napftiklad o
volbu rtiznych délek krokt pro primarni a dualni proménné.

V préci je uvedena metoda k feSeni soustav rovnic vznikajicich pfi pouziti
metody vnitinich bodi-metoda Schurova komplementu. Pro autorku prace je tato
metoda nova. Pfi feSeni rozsahlych problémi je uziti této metody velmi vhodné.
Pii vypoc¢tu pomoci metody Schurova komplementu jsme pouzivali Choleského
metodu.

Odlisnosti mezi programovacim jazykem Fortran 77 a programem Matlab jsou
dosti velké. Program Matlab ma v sobé jiz zabudované nékteré operace a nemu-
sime se jimi tedy zabyvat, zatimco v jazyce Fortran 77 musime tyto operace
naprogramovat. Rozdil je predevsim v praci s vektory a maticemi. Jelikoz jsme
v programu vytvofeném programovacim jazykem Fortran 77 pocitali s dvoji-
tou presnosti, tak se pocty iteraci pfi vypoctu v nasem programu a v programu
Matlab nelisi.

P1i psani diplomové prace jsem ziskala mnoho novych zkusenosti s programo-
vanim a také jsem se seznamila s ¢asti optimalizace, kterou jsem diive nestudo-

vala.
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Priloha 1

Uvadime zde programové zpracovani algoritmu pro reseni ulohy kvadratického
programovani s podminkami ve tvaru rovnosti a nerovnosti pomoci primarné-
dualni metody v programu Matlab. Soustavy rovnic fesime pomoci metody Schu-
rova komplementu s vyuzitim Choleského metody a délky krokt volime stejné
pro primarni a dudlni proménné. Jde o rozsiteni Algoritmu 1 na tlohy s rov-
nostmi a nerovnostmi. Nasledujici program je urcen k feseni Prikladu 6.

Tento program je spolu s dalsimi ptilozen na CD.

function primdualschurpr6

load G.txt

load A.txt

load E.txt

load b.txt

load c.txt

load £

load x0.txt

G=2.*G;

gama=0.99;

[GL,nav]=rozklad(G) ;

[m,n]=size(A);

[h,n]=size(E);

lamO=ones(m,1) ;

niO=ones(h,1);

yO=ones(m,1);

Li=zeros(m) ;

for i=1:m
Li(i,1)=1/1am0(i);

end;

YO0=diag(y0);

Q=Lix*YO;

nav=2;

u=G*x0+c—-A’*1amO-E’*ni0;

rp=A*x0-b-y0;

rr=E*xx0-f;

v=[-rp-y0;-rr];

C=[A’ E’];

D=[Q zeros(m,h);zeros(h,m) zeros(h)];

for i=1:(m+h)
[isc(:,1i)]=choleski(GL,C(:,1));

end

ctisc=C’*isc;
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P=D+ctisc;
w=isc’*u;
[L,nav]=rozklad(P);
if (nav==0) [z1]=choleski(L,Vv);
[z2]=choleski(L,w);
else [zl]=aff(P,v);
[z2]=aff (P,w);
end
z2=z2+z1;
lamOaff=z2(1:m);
yOaff=-y0-Li*YO*lamOaff;
y=max (ones(m, 1) ,abs(yO+yOaff));
lam=max (ones(m,1) ,abs(lamO+lamOaff));
ni=nio0;
x=x0;
u=G*x+c-A’*x]lam-E’*ni;
rp=A*x-b-y;
rr=E*xx-f;
maxit=100;
for k=1:maxit
nav=2;
for i=1:m
Li(i,i)=1/1lam(i);
end
Y=diag(y);
Q=LixY;
v=[-rp-y;-rr];
D=[Q zeros(m,h);zeros(h,m) zeros(h)];
P=D+ctisc;
w=isc’x*u;
[L,nav]=rozklad(P);
if (nav==0) [z1]=choleski(L,v);
[z23]=choleski(L,w);
else [zl]=aff(P,v);
[z23]=aff (P,w) ;
end
z2=z23+z1;
lamaff=z2(1:m) ;
yaff=-y-LixY*lamaff;
mi=(y’*lam)/m;
alfap=Inf;
for i=1:m
if (yaff(i)<0) mpri=-y(i)/yaff(i);
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if (mpri<alfap) alfap=mpri;
end
end
end
alfad=Inf;
for i=1:m
if (lamaff (1)<0) mdual=-lam(i)/lamaff(i);
if (mdual<alfad) alfad=mdual;
end
end
end
alfaaff=min([1;alfap;alfad]);
miaff=((y+alfaaff.*yaff)’*(lam+alfaaff.*lamaff))/m;
sigma=(miaff/mi)"3;
v=[-rp-y-Lixdiag(lamaff)*diag(yaff)*ones(m,1)+...
sigma*mi*Li*ones(m,1);-rr];
if (nav==0) [z1]=choleski(L,v);
else [zl]=aff(P,v);
end
[gul=choleski(GL,u) ;
dx=-gu+isc*z23+isc*zl;
z2=z23+z1;
dlam=z2(1:m) ;
dy=-y-Li*Y*dlam-Li*diag(lamaff)*diag(yaff)*ones(m,1)+...
sigma*mix*Li*ones(m,1) ;
dni=z2(m+1:m+h) ;
alfapr=Inf;
for i=1:m
if (dy(i)<0) mpri=-y(i)/dy(i);
if (mpri<alfapr) alfapr=mpri;
end
end
end
alfapri=min(1,gama*alfapr);
alfadu=Inf;
for i=1:m
if (dlam(i)<0) mdual=-lam(i)/dlam(i);
if (mdual<alfadu) alfadu=mdual;
end
end
end
alfadual=min(1,gama*xalfadu) ;
alfa=min(alfapri,alfadual);
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x=x+alfa.*dx;

y=y+alfa.x*dy;

lam=lam+alfa.*dlam;

ni=ni+alfa.*dni;

u=G*x+c-A’*x]lam-E’*ni;

rp=A*x-b-y;

rr=E*xx-f;

pl=y’*lam;

if ((pi<ile-7)&(norm(u)<le-7)&(norm(rp)<le-7)&. ..
(norm(rr)<le-7))break;end;

end

y

disp(’Reseni:’);

X

disp(’Lagrangeovy multiplikatory:’);

lam

ni

disp(’Pocet kroku:’);

k

Pomoci této funkce vypocitame rozklad LLT matice M, kde L je dolni troj-
thelnikova matice. Aby bylo mozné rozklad provést, musi byt M symetricka
pozitivné definitni matice.

function [L,nav]=rozklad(M)
[n,n]=size(M);
L=zeros(n);
nav=2;
for i=1:n
for j=i:n
r=0;
for k=1:i-1
r=r+L(i,k)"2;
end
m=M(i,i)-r;
if (m<=0)nav=1;return;end;
L(i,i)=sqrt(m);
nav=0;
s=0;
for k=1:(i-1)
s=s+L(i,k)*L(j,k);
end
L(j,1)=M(j,1)-s)/L(i,1);
end
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end
end

Pokud méme rozklad LL?, mfizeme pomoci nasledujici funkce najit feseni
soustavy LLTz = p.

function [x]=choleski(L,p)
n=length(p);

for i=1:n
t=0;
for j=1:i-1
t=t+L(1,j)*y(j);
end
y(1)=(p(i)-t)/L(i,1);
end
LT=L’;
for i=n:-1:1
u=0;

for j=(i+1):n
u=u+L(j,1)*x(j);
end
x(1)=(y(i)-u)/LT(i,i);
end
x=x";
end

V pripadech, kdy nelze pouzit Choleského rozklad, pouzivame na feSeni sou-
stav rovnic Gaussovu metodu s ¢astecnym vybérem prvku.

function[ql=aff (M,p)
%Gaussova metoda
[s,s] = size(M);

T = [M,p];

for i = 1:s
max = 1i;
for r = (i+1):s
if abs(T(r,i)) > abs(T(max,i))

max = r;
end
end
if(max ~= 1)
t =T(i,:);

T(i,:) = T(max,:);
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T(max,:) = t;
end
D(i,i) = 1;
for j = (i+1):s
D(j,i) = T(j,1)./T(1i,1);
for 1 = (i+1):(s+1)
T(j,1) = T(j,1) - D(j,1i) .* T(i,1);

end

for 1 = 1:1
T(j,1) = 0;

end

end
end
7M je dolni trojihelnikovd matice
»T je horni trojihelnikova matice(roz§ifend s pravou stranou)
for i = s:(-1):1
q(i) = T(i,s+1);
for j = s:(-1):(i+1)
q(i1) = q(i) - q(j§).*T(1,]7);
end
q(i) = q(i) ./ T(i,1);
end
9=q’;
end
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Priloha 2

Uvadime zde programové zpracovani algoritmu pro reseni ulohy kvadratického
programovani s podminkami ve tvaru rovnosti a nerovnosti pomoci primarné-
dualni metody v programu vytvofeném programovacim jazykem Fortran 77. Sou-
stavy rovnic feSsime pomoci metody Schurova komplementu s vyuzitim Choles-
kého metody a délky krokt volime stejné pro priméarni a dudlni proménné. Jde
o rozsiteni Algoritmu 1 na tlohy s rovnostmi a nerovnostmi. Nésledujici program
je urcen k teseni Prikladu 6.

Tento program je spolu s dalsimi ptilozen na CD.

PROGRAM PRIMDUALSCHURPRG
INTEGER N,U,HH,V,I,J,K,NPD,TI
C MATICE G JE TYPU VxV
MATICE A JE TYPU HHxV
C MATICE E JE TYPU UxV
PARAMETER (U=2,HH=8, V=8, N=V+HH+U)
DOUBLE PRECISION LAM(HH),YAFF(HH),YMIAFF (HH),YL(HH) ,DDD(V),
LL (HH+U,HH+U) ,P1(V) ,LAMMIAFF (HH) ,DLAM(HH) ,R(V),SSSS(HH),
IDDLAMAFF (HH,HH) ,GICCZ1(V) ,DY(HH) ,DX (V) ,DDY (HH,HH) ,D(HH),
DNI (U) ,NI(U),P(HH+U) ,A(HH,V) ,X(V),B(HH),C(V),E(U,V),Y(HH),
LP (HH+U,HH+U) ,F (U) ,LAMAFF (HH) ,EN(V) ,AT(V,HH) ,RRR(U) ,CS(V),
IGC(V,HH+U) ,ET(V,U),CC(V,HH+U) ,DD (HH+U,HH+U) ,P2 (HH) ,P3(U),
IDDLAM(HH,HH) ,Z23 (HH+U) ,UU(V) ,PP (HH+U,HH+U) ,CG (HH+U ,HH+U) ,
SP(HH,HH) ,DLAMAFF (HH,HH) , CT (HH+U, V) , Z2 (HH+U) , W(HH+U) ,GU (V) ,
GICCZ2(V),Z1(HH+U) ,L(V,V) ,TIGC(HH+U,V),G(V,V),SS(HH),GIC(V)
DOUBLE PRECISION ALFAPRI,ALFADUAL,MIAFF,YLAM,MI,ALFA,M,MM,KM,
1 SIGMA,P11,P22,P33,ALFAPAFF,ALFADAFF,YLAMMIAFF, ALFAAFF
PARAMETER (EPS=1E-7 ,MAXIT=100,GAMA=0.99)
OPEN(1,FILE=’DATA6.DT’)
OPEN(2,FILE="VYSL6.DT’)
READ(1,*) ((G(I,J),J=1,V),I=1,V),(C(I),I=1,V),(X(I),I=1,V),
1 ((a(1,3),J=1,V),I=1,HH), (B(I),I=1,HH),
2 ((E(1,3),J=1,V),I=1,0),(F(I),I=1,U)
DO 1 I=1,V
DO 2 J=1,V
G(I,J)=2%G(I,J)
2 END DO
1 END DO
DO 3 I=1,HH
Y(I)=1.
LAM(I)=1.
3 END DO

Q

00N O O b W N -

63



10

13

12
11

15
14

DO 4 I=1,U

NI(I)=1.

END DO

CALL TRANS(A,AT,HH,V)
CALL TRANS(E,ET,U,V)

CALL VYPMATL(G,L,V)

DO 5 I=1,V

DO 6 J=1,HH
CC(I,J)=AT(I,J)

END DO

DO 7 J=1,U
CC(I,HH+J)=ET(I,J)

END DO

END DO

DO 8 I=1,HH+U

DO 9 J=1,HH+U

DD(I,J)=0.

END DO

END DO

CALL INV(LAM,IDDLAM,HH)
CALL MATXVEC(IDDLAM,Y,YL,HH,HH)
DO 10 I=1,HH
DD(I,I)=YL(I)

END DO

DO 11 I=1,HH+U

DO 12 J=1,V

DO 13 K=1,V

CS(K)=CC(X,I)

END DO

CALL CHOLMET(L,CS,GIC,V)
IGC(J,I)=GIC(J)

END DO

END DO

CALL TRANS(CC,CT,V,HH+U)
CALL MATXMAT(CT,IGC,CG,HH+U,V,HH+U)
DO 14 I=1,HH+U

DO 15 J=1,HH+U
PP(I,J)=DD(I,J)+CG(I,J)
END DO

END DO

CALL MATXVEC(G,X,DDD,V,V)
CALL MATXVEC(AT,LAM,R,V,HH)
CALL MATXVEC(ET,NI,EN,V,U)

64



DO 16 I=1,V
UU(I)=DDD(I)+C(I)-R(I)-EN(I)
16  END DO
CALL MATXVEC(A,X,D,HH,V)
DO 17 I=1,HH
P(I)=-(D(I)-B(I))
17  END DO
CALL MATXVEC(E,X,RRR,U,V)
DO 18 I=1,U
P(HH+I)=-(RRR(I)-F(I))
18  END DO
CALL TRANS(IGC,TIGC,V,HH+U)
CALL MATXVEC(TIGC,UU,W,HH+U,V)
c RESENI SOUSTAVY
DO 19 I=1,HH+U
DO 20 J=1,HH+U

LP(I,J)=0.
20 END DO
19 END DO

DO 21 I=1,HH+U
DO 22 J=I,HH+U
MM=0.
DO 23 K=1,I-1
MM=MM+LP (I,K) **2
23  END DO
M=PP(I,I)-MM
IF(M.LE.0.)GO TO 600
LP(I,I)=SQRT(M)
KM=0.
DO 24 K=1,I-1
KM=KM+LP (I,K)*LP(J,K)
24  END DO
LP(J,I)=(PP(J,I)-KM)/LP(I,I)
22  END DO
21  END DO
CALL CHOLMET(LP,P,Z1,HH+U)
CALL CHOLMET(LP,W,Z2,HH+U)
GO TO 700
600 CONTINUE
CALL AFF(PP,P,Z1,HH+U)
CALL AFF(PP,W,Z2,HH+U)
700 CONTINUE
CALL CHOLMET(L,UU,GU,V)

65



25

26

27

28

29

30

31

32

33

35
34

DO 25 I=1,HH+U
Z2(1)=22(1)+Z1(1)

END DO

DO 26 I=1,HH

LAMAFF (I)=Z2(I)

END DO

CALL DIAG(Y,DDY,HH)

CALL INV(LAM,IDDLAM,HH)

CALL MATXMAT (IDDLAM,DDY,SP,HH,HH,HH)
CALL MATXVEC(SP,LAMAFF,SS,HH,HH)
DO 27 I=1,HH
YAFF(I)=-Y(I)-SS(I)

END DO

DO 28 I=1,HH
Y(I)=MAX(1,ABS(Y(I)+YAFF(I)))
END DO

DO 29 I=1,HH
LAM(I)=MAX(1,ABS(LAM(I)+LAMAFF(I)))
END DO

CALL MATXVEC(AT,LAM,R,V,HH)

DO 30 I=1,V
P1(I)=DDD(I)+C(I)-R(I)-EN(I)
END DO

DO 31 I=1,HH
P2(I)=D(I)-B(I)-Y(I)

END DO

DO 32 I=1,U

P3(I)=RRR(I)-F(I)

END DO

ZACATEK CYKLU

DO 100 TI=1,MAXIT

NPD=2.

CALL INV(LAM,IDDLAM,HH)

CALL MATXVEC(IDDLAM,Y,YL,HH,HH)
DO 33 I=1,HH

DD(I,I)=YL(I)

END DO

DO 34 I=1,HH+U

DO 35 J=1,HH+U
PP(I,J)=DD(I,J)+CG(I,J)

END DO

END DO

DO 36 I=1,V
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36

37

38

40
39

43

44

42
41

800

900

UU(I)=P1(I)

END DO

DO 37 I=1,HH
P(I)=-P2(I)-Y(I)
END DO

DO 38 I=1,U
P(HH+I)=-P3(I)
END DO

CALL MATXVEC(TIGC,UU,W,HH+U,V)
RESENI SOUSTAVY

DO 39 I=1,HH+U

DO 40 J=1,HH+U

LL(I,J)=0.

END DO

END DO

DO 41 I=1,HH+U

DO 42 J=I,HH+U

MM=0.

DO 43 K=1,I-1

MM=MM+LL (I,K) **2

END DO

M=PP(I,I)-MM

IF(M.LE.0.)GO TO 800
LL(I,I)=SQRT(M)

KM=0.

DO 44 K=1,I-1

KM=KM+LL (I,K)*LL(J,K)

END DO
LL(J,I)=(PP(J,I)-KM)/LL(I,I)
END DO

END DO

CALL CHOLMET(LL,P,Z1,HH+U)
CALL CHOLMET(LL,W,Z23,HH+U)
GO TO 900

CONTINUE

NPD=1.

CALL AFF(PP,P,Z1,HH+U)

CALL AFF(PP,W,Z23,HH+U)
CONTINUE

CALL CHOLMET(L,UU,GU,V)
CALL MATXVEC(IGC,Z23,GICCZ2,V,HH+U)
DO 45 I=1,HH+U
Z2(1)=2Z23(1)+Z1(I)
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46

47

48

49

50

51

52

53

END DO
DO 46 I=1,HH

LAMAFF (1)=Z2(I)

END DO

CALL DIAG(Y,DDY,HH)

CALL MATXMAT (IDDLAM,DDY,SP,HH,HH,HH)
CALL MATXVEC(SP,LAMAFF,SS,HH,HH)

DO 47 I=1,HH
YAFF (I)=-Y(I)-SS(I)
END DO

CALL PODKRIT(Y,YAFF,ALFAPAFF HH)

CALL PODKRIT(LAM,LAMAFF,ALFADAFF,HH)
ALFAAFF=MIN(1.,ALFAPAFF,ALFADAFF)

CALL SKSOUC(Y,LAM,YLAM,HH)

MI=(YLAM) /HH

DO 48 I=1,HH
YMIAFF(I)=Y(I)+ALFAAFF*YAFF(I)

END DO

DO 49 I=1,HH

LAMMIAFF (I)=LAM(I)+ALFAAFF*LAMAFF (I)

END DO

CALL SKSOUC(YMIAFF,LAMMIAFF,YLAMMIAFF,HH)
MIAFF=(YLAMMIAFF) /HH

SIGMA=(MIAFF/MI)**3

CALL DIAG(LAMAFF,DLAMAFF, HH)

CALL MATXMAT (IDDLAM,DLAMAFF, IDDLAMAFF,HH,HH, HH)
CALL MATXVEC(IDDLAMAFF,YAFF,SS,HH,HH)

DO 50 I=1,HH
P(I)=-(D(I)-B(I))+SIGMA*MI*IDDLAM(I,I)-SS(I)
END DO

RESENI SOUSTAVY

IF(NPD==1.)CALL AFF(PP,P,Z1,HH+U)
IF(NPD==2.)CALL CHOLMET(LL,P,Z1,HH+U)
CALL MATXVEC(IGC,Z1,GICCZ1,V,HH+U)

DO 51 I=1,V
DX (I)=-GU(I)+GICCZ2(I)+GICCZ1(I)
END DO

DO 52 I=1,HH+U
Z2(1)=2Z23(I1)+Z1(I)
END DO

DO 53 I=1,HH
DLAM(I)=Z2(1)

END DO
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54

55

56

57

58

59

60

61

62

DO 54 I=1,U0
DNI(I)=Z2(HH+I)
END DO

CALL MATXMAT(IDDLAM,DDY,SP,HH,HH, HH)
CALL MATXVEC(SP,DLAM,SSSS,HH,HH)

DO 55 I=1,HH

DY (I)=-Y(I)-SSSS(I)-SS(I)+SIGMA*MI*IDDLAM(I,I)

END DO

CALL PODKRIT(Y,DY,ALFAPRI,HH)
ALFAPRI=MIN(1.,GAMA*ALFAPRI)

CALL PODKRIT(LAM,DLAM,ALFADUAL,HH)

ALFADUAL=MIN(1.,GAMA*ALFADUAL)

ALFA=MIN(ALFAPRI,ALFADUAL)
DO 56 I=1,V
X(I)=X(I)+ALFA*DX(I)

END DO

DO 57 I=1,HH
Y(I)=Y(I)+ALFA*DY(I)

END DO

DO 58 I=1,HH
LAM(I)=LAM(I)+ALFA*DLAM(I)
END DO

DO 59 I=1,U
NI(I)=NI(I)+ALFA*DNI(I)

END DO

PODMINKA PRO UKONCENI CYKLU
CALL SKSOUC(Y,LAM,YLAM,HH)
CALL MATXVEC(G,X,DDD,V,V)
CALL MATXVEC(AT,LAM,R,V,HH)
CALL MATXVEC(ET,NI,EN,V,U)
DO 60 I=1,V

P1(I)=DDD(I)+C(I)-R(I)-EN(I)

END DO

CALL MATXVEC(A,X,D,HH,V)
DO 61 I=1,HH
P2(I)=D(I)-B(I)-Y(I)

END DO

CALL MATXVEC(E,X,RRR,U,V)
DO 62 I=1,U
P3(I)=RRR(I)-F(I)

END DO

CALL NORM(P1,P11,V)

CALL NORM(P2,P22,HH)
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CALL NORM(P3,P33,U)
IF((P11.LT.EPS) .AND. (P22.LT.EPS) .AND. (P33.LT.EPS) . AND.

2 (YLAM.LT.EPS) ) THEN
WRITE(2,%)’X=",(X(I),I=1,V),’Y=",(Y(I),I=1,HH), LAM’,

1 (LAM(I),I=1,HH),’NI=",(NI(I),I=1,U),’K=",TI,

2 ’Konec vypoctu’
STOP
ENDIF

100 END DO
END

V hlavnim programu pouzivame nékolik podprogrami. Prvnim z nich je pod-
program na soucin matice a vektoru.

SUBROUTINE MATXVEC(MAT,VEC,MATVEC,H,HH)
INTEGER H,HH,I,J
DOUBLE PRECISION MAT(H,HH),VEC(HH) ,MATVEC (H)
DO 1 I=1,H
MATVEC(I)=0.
DO 2 J=1,HH
MATVEC(I)=MATVEC(I)+MAT(I,J)*VEC(J)

2 END DO

1 END DO
END

Tento podprogram nam spocita skalarni soucin vektort.

SUBROUTINE SKSOUC(VEC1,VEC2,SKSOU,H)
INTEGER H,I,J
DOUBLE PRECISION VEC1(H),VEC2(H),SKSOU
SKS0U=0.
DO 1 I=1,H
SKS0U=SKSOU+VEC1 (I)*VEC2(I)
1 END DO
END

K vypoctu ukoncovaciho kritéria potiebujeme znat eukleidovskou normu vek-
toru. Vytvorili jsme si tedy podprogram s ndzvem NORM.

SUBROUTINE NORM(VEC,NVEC,H)
INTEGER H

DOUBLE PRECISION VEC(H),NVEC,SKS
CALL SKSOUC(VEC,VEC,SKS,H)
NVEC=SQRT (SKS)

END
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K vypoctu inverze diagonalni matice slouzi nasledujici podprogram.

SUBROUTINE INV(VEC,MAT,H)
INTEGER H,I,J
DOUBLE PRECISION VEC(H),MAT(H,H)
DO 1 I=1,H
DO 2 J=1,H
MAT(I,J)=0.
2 END DO
MAT(I,I)=1/(VEC(I))
1 END DO
END

Jelikoz pfi vypoctu potfebujeme transpozice matic, vytvorili jsme si podpro-
gram s nazvem TRANS.

SUBROUTINE TRANS(MAT,TMAT,H,HH)
INTEGER H,HH,I,J
DOUBLE PRECISION MAT(H,HH),TMAT(HH,H)
DO 1 I=1,H
DO 2 J=1,HH
TMAT(J,I)=MAT(I,J)
2 END DO
1 END DO
END

Diky tomuto podprogramu vytvotrime diagonalni matici z vektoru.

SUBROUTINE DIAG(VEC,MAT,H)
INTEGER H,I,J
DOUBLE PRECISION VEC(H),MAT(H,H)
DO 1 I=1,H
DO 2 J=1,H
MAT(I,J)=0.
2 END DO
MAT(I,I)=VEC(I)
1 END DO
END
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K vypoctu soucinu dvou matic pouzijeme podprogram s nazvem MATXMAT.

SUBROUTINE MATXMAT(MAT1,MAT2,MXM,H,HH, HHH)
INTEGER H,HH,HHH,J,K,L

DOUBLE PRECISION MAT1(H,HH) ,MAT2(HH,HHH) ,MXM(H,HHH)
DO 1 J=1,H

DO 2 K=1,HHH

MXM(J,K)=0.

DO 3 L=1,HH
MXM(J,K)=MXM(J,K)+MAT1(J,L)*MAT2(L,K)

END DO

END DO

END DO

END

Nésledujici podprogram pouzivame k vypoctu délek kroki.

SUBROUTINE PODKRIT(VEC,DVEC,MINMVEC,H)
INTEGER H,I

DOUBLE PRECISION VEC(H),DVEC(H) ,MVEC,MINMVEC
MINMVEC=1E+15

MVEC=1E+15

DO 1 I=1,H

IF (DVEC(I).LT.0.) MVEC=-VEC(I)/DVEC(I)

IF (MVEC.LT.MINMVEC) MINMVEC=MVEC

END DO

END

Soustavy linedrnich rovnic mtzeme fesit Gaussovou metodou s ¢astecnym

vybérem prvku.

SUBROUTINE AFF(M,P,Q,N)
INTEGER N,I,J,L,MX
DOUBLE PRECISION M(N,N),P(N),T(N,N+1),TT(N+1),Q(N),D(N,N)
DO 1 I=1,N

DO 2 J=1,N
T(I,1)=M(1,J)

END DO

END DO

DO 3 I=1,N
T(I,N+1)=P(I)

END DO

DO 4 I=1,N

MX=I

DO 5 J=I+1,N
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IF(ABS(T(J,I)).GT.ABS(T(MX,I))) MX=J

5 END DO
IF(MX==I) GO TO 30
DO 6 J=1,N+1
TT(J)=T(I,J)
6 END DO
DO 7 J=1,N+1
T(I,J)=T(MX,J)
7 END DO
DO 8 J=1,N+1
T(MX,J)=TT(J)
8 END DO
30 CONTINUE
D(I,I)=1.
DO 9 J=I+1,N

D(J,D=T(J,D1)/T(I,I)
DO 10 L=(I+1), (N+1)
T(J,L)=T(J,L)-D(J,I)*T(I,L)

10  END DO
DO 11 L=1,T
T(J,L)=0.
11 END DO
9 END DO
4 END DO

DO 12 I=N,1,-1
Q(I)=T(I,N+1)

DO 13 J=N,I+1,-1
Q(I=Q(T)-QI*T(I,T)

13 END DO
Q(I=Q(I)/T(I,D)
12 END DO
END

K vypoctu rozkladu LL”, kde L je dolni trojuhelnikova matice, pouzijeme
nasledujici podprogram.

SUBROUTINE VYPMATL(MAT,L,N)
INTEGER I,J,K,N
DOUBLE PRECISION MAT(N,N),L(N,N)
DOUBLE PRECISION R,S,M
C VYPOCET DOLNI TROJUHELNIKOVE MATICE
DO 1 J=1,N
DO 2 I=1,N
L(I,J)=0.
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END DO

END DO

DO 3 I=1,N

DO 4 J=I,N

R=0.

DO 5 K=1,I-1
R=R+L(I,K)**2

END DO
M=MAT(I,I)-R
L(I,I)=SQRT(M)
S=0.

DO 6 K=1,I-1
S=S+L(I,K)*L(J,K)
END DO
L(J,I)=(MAT(J,I)-S)/L(I,I)
END DO

END DO

END

Choleského rozklad LLT vyuzijeme k feseni soustav rovnic.

SUBROUTINE CHOLMET(L,B,X,N)

INTEGER I,J,N

DOUBLE PRECISION B(N),Y(N),X(N),L(N,N),LTR(N,N)
DOUBLE PRECISION T,U

VYPOCET VEKTORU Y

DO 1 I=1,N
T=0.

DO 2 J=1,I-1
T=T+L(I,J)*Y(J)

END DO
Y(I)=(B(I)-T)/L(I,I)
END DO

CALL TRANS(L,LTR,N,N)
VYPOCET VEKTORU X

DO 3 I=N,1,-1

U=0.

DO 4 J=I+1,N
U=U+L(J,I)*X(J)

END DO
X(I)=(Y(I)-U)/LTR(I,I)
END DO

END

74



