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Řízení modelu dvoučlánkového inverzního 

kyvadla 

Abstrakt 

V t é t o diplomové práci se řeší problematika dvoji tého inverzního 

kyvadla na vozíku od společnosti Quanser. N a začá tku jsou popsá­

ny jeho vlastnosti a omezení. Cílem práce je nejen náv rh řízení, 

aby bylo kyvadlo stabil izováno v horn í poloze, ale také realizace 

nového kloubu spojujícího obě ramena kyvadla. T í m se zajistí lep­

ší pohyblivost a o tevřou se další možnos t i řešení. N a 3D t i skárně 

vyt i š těný kloubní mechanismus byl navržen tak, aby byl co nejvíce 

modu lá rn í a u spo řádán í nebylo pouze jednoúčelové. Pro lepší po­

hyblivost kloubu je n u t n é zajistit bezdrá tový přenos dat z kloubu 

do vytvořené při j ímací stanice. Z t é jsou údaje o na točen í kyvadla 

opět posí lány do původn í měřicí karty od výrobce. 

Stabilizace kyvadla je řešena pomocí L Q R regulace. Proto je n u t n é 

odvodit m a t e m a t i c k ý model a nás ledný stavový popis. Jsou popsá­

ny i různé modely t ření , k te ré se mohou při tvorbě modelu využí t . 

Parametry modelu jsou identifikovány a naměřené p růběhy úhlů 

jsou porovnány se simulacemi. V závěru je rozmyšlení nad realizací 

tzv. swing up procedury pro vyšvihnut í kyvadla z dolní do horní 

pozice. 

Klíčová slova: Dvoji té inverzní kyvadlo, stavové řízení, 3D tisk, 

L Q R 



Control of a Linear Double Inverted Pendu­

lum Model 

Abstract 

This diploma thesis deals wi th the problem of a double inverted 

pendulum on a cart made by Quanser company. In the beginning, 

its properties and limitations are described. The aim of the work 

is not only the design of the control stabilizing the pendulum in 

the upper position, but also the implementation of a new joint 

connecting both arms of the pendulum. This wi l l ensure better 

mobility and open up further solution options. The joint mechanism 

printed on the 3D printer was designed to be as modular as possible 

and the arrangement was not only single-purpose. For better joint 

mobility, it is necessary to ensure wireless data transmission from 

the joint to the created receiving station. The information about 

the pendulum angle is sent back from the receiving station to the 

original measuring card from the manufacturer. 

The stabilization of the pendulum is done by L Q R regulation. The­

refore, it is necessary to derive a mathematical model and a sta­

te-space representation. Various friction models are also described, 

which can be used in the model creation. The parameters of the 

model are identified and the measured angles are compared with 

the simulations. In the end, there is a reflection on the implemen­

tation of the swing-up procedure for lifting the pendulum from the 

lower to the upper position. 

Keywords: Double inverted pendulum, state-space control, 3D 

print, L Q R 
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1 Úvod 

Mechatronika je obor k te rý snoubí mechaniku, elektroniku a softwarové inženýr­

ství. Spojením těchto t ř í disciplín se o tevírá b r á n a k sofistikovaným a víceúčelovým 

s t ro jům. Jako reprezenta t ivn ího zás tupce mechat ronického sys tému můžeme b r á t 

právě inverzní kyvadlo, k t e rému se budu věnovat v t é t o diplomové práci . P ř i práci 

s t í m t o sys témem je n u t n é osvojit si znalosti mechaniky a matematiky při odvozová­

ní diferenciálních rovnic. Je nu tné zařízení osadit p o t ř e b n o u elektronikou zajišťující 

správný chod a spolehlivé měření dat. To vše je n u t n é zpracovávat v počí tačových 

programech a různých programových prostředích, k te ré spolu komunikují a vymě­

ňují si důleži tá data. Nakonec se toto završí teori í řízení a vše se uvede do pohybu, 

k terý je přesně řízen a regulován. 

Díky t ě m t o a dalš ím d ů v o d ů m je inverzní kyvadlo čas tým p ř e d m ě t e m zkoumání 

a tes tování různých t y p ů řízení. Ať už se j edná o l abora torn í úlohy, ve k terých se 

pomocí něho zkoumají různé metody stabilizace systému, nebo o prakt ické využi t í 

např ík lad v oblasti robotiky u humanoidn ích robo tů . Existuje mnoho variací, jak 

tento sys tém navrhnout, co se topologie týče. Jedna verze může být taková, že je 

rameno kyvadla přichyceno k ro tačn ímu mechanismu. Pomocí rotace celého sys tému 

se poloha kyvadla řídí. V t é to práci se j edná o variantu kyvadla, ve k te ré je kyvadlo 

př iděláno k po j ízdnému vozíku. Ten se může pohybovat pouze v j edné ose. Ta je 

na rozdíl od typu, kdy kyvadlo rotuje, omezena konečnou dráhou . Tato konfigurace 

může být p ř i rovnána k osobě stojící na segwayi, kde kola jsou obdobou vozíku a nohy 

a trup dané osoby odpovídaj í dvěma kyvad lům spojeným k sobě kloubem. 

Touto prací bych chtěl obsáhnou t jak teoretickou část , týkající se jak vlas tnost í 

kyvadla, ma tema t i ckého popisu, tak následně praktickou část týkající se stabilizace 
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pomocí stavového řízení. Dále bude v prakt ické část i navrhnut a nás ledně vy tvořen 

nový kloub spojující obě ramena, k te rý umožní kyvadlu plný pohyb. Ten bude obsa­

hovat p o t ř e b n o u elektroniku. Ta zajistí bezdrá tový přenos informací o úhlu na točen í 

kyvadel. Data budou př i j ímána navrženou a vy tvořenou stanicí pomocí k teré budou 

informace p ředávána do osobního počí tače př ímo, nebo přes měřicí kartu. 

Kyvadlo jako takové, je zajímavé t ím, že m á dva, pro nás zajímavé stavy. Jeden 

stav je, když kyvadlo volně visí směrem dolů. Tato poloha je s tabi lní . Pokud tedy 

přijde nějaký vnější zásah, např . se do kyvadla strčí rukou, sys tém se po nějaké době 

vždy opět us tá l í v dolní poloze. Druhý stav nas tává , když je kyvadlo v horní poloze, 

tedy směřuje směrem nahoru. Tento stav je velice nestabi lní , jelikož zde už n e p o m á h á 

gravitace, a i při menš ím zásahu přejde sys tém do již zmíněného s tabi lního stavu 

v dolní poloze. 

P ř i d á n í m dalšího ramene vznikne kyvadlo dvoji té. To může mí t čtyři různé sta­

vy, ve k te rých můžeme kyvadlo stabilizovat. Obě kyvadla mohou viset p ř ímo dolů, 

kde mají obě s tabi lní polohu, nebo obě mohou být v poloze horní , ve k teré jsou 

velice nestabi lní , obdobně jako u j ednoduchého kyvadla. Navíc zde ale přibývají dva 

stavy, ve k te rých je vždy jedno kyvadlo v horn í a d ruhé ve spodní poloze. Jelikož 

je i v těch to př ípadech alespoň jedno kyvadlo v nes tabi ln í poloze, je nes tabi ln í celý 

systém. 

Systém je s přibývajícími rameny násobně složitější na popis, jelikož pohyb jed­

noho ramene výrazně ovlivňuje chování celkového systému. Dále je celá soustava 

přichycena na vozíku, k te rý je také ovlivňován pohybem kyvadel. 

Výpoč ty budou prováděné v p rogramovém pros t řed í Mat lab a simulace v pro­

středí Simulink. P ros t ř ed í Simulink je kompat ib i ln í s měřicí kartou od firmy Quanser 

dodávané s kyvadlem. 
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2 Kyvadlo 

Použi té kyvadlo je od firmy Quanser [1], k t e rá se právě zabývá produkty pro la­

bo ra to rn í a výukové účely. Výhodou tohoto kyvadla je, že po instalaci po t ř ebného 

softwaru a licence, je př ipraveno k použi t í . Kyvadlo je schémat icky znázorněno na 

obr. 2.1 jako m o d r ý vozík se dvěma červenými rameny. Všechny parametry, jako 

jsou hmotnosti m, délky ramen L a polohy těžišť / jsou očíslovány podle přís lušných 

část í mechanismu. Vozíku náleží indexy 0, p ros t ř edn ímu ramenu indexy 1 a konco­

vému ramenu indexy 2. Podobně jsou očíslovány zobecněné p roměnné . 6Q J e poloha 

vozíku v ose x, 9\ je úhel na točen í p rvn ího ramene vůči ose y a obdobně úhel 62 

značí úhel na točen í d ruhého ramene vůči ose y. 

Obrázek 2.1: Schématické znázornění dvoji tého kyvadla na vozíku. [Obrázek autor] 

y 

n n 
x 
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2.1 Kloub 

Originální řešení kloubu je zobrazeno na obrázku 2.2. Úhel, o k te rý se může kloub 

otáčet je pouze 60°, po odšroubování mechanických záb ran je tento úhel až 220°. 

To je vhodné pro stabilizaci kyvadla v horní poloze. Avšak pouze za podmínky , že 

kyvadlo do horn í polohy umís t íme ručně. K e snímači je př ipojen pě t ip inový D I N ka­

bel, k t e r ý m je př ipojen k měřicí ka r t ě . Pro účely t é t o práce je tento kloub nevhodný 

a bude proto navržen nový, k t e rý toto omezení mí t nebude. 

Obrázek 2.2: Originální řešení p ros t ředn ího kloubu. [Foto autor] 

2.2 Snímače 

Snímače na měření úhlů na točen í ramen kyvadla jsou od firmy USDig i t a l a jsou to 

optické inkrementá ln í snímače E2 [2] s rozlišením 4096 půlzů na otáčku. Pro měření 

hor izontální polohy je vozík vybaven enkodérem SI [3] od stejné firmy s rozlišením 

1024 půlzů na otáčku. Snímač E2 je možné vidět na obr. 2.2 v pravé části . 

2.3 Kyvadlo Quanser 

Parametry kyvadla jsou vypsány v tabulce 2.1. Výhodou tohoto labora to rn ího ky­

vadla je ta, že výrobce udává i polohu těžišť obou ramen, k teré se nenachází přesně 

v polovině délek kvůli hmotnosti senzorů a kloubů. Díky tomu může být vytvořený 

model o něco přesnější. 
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Tabulka 2.1: Parametry kyvadla Quanser (podle [1]). 

Z n a č k a P o p i s H o d n o t a J e d n o t k a 

hmotnost kloubu 0,1410 kg 

777.1 hmotnost kra t š ího ramene 0,097 kg 

U délka kra tš ího ramene 0,2 m 

k těžiště k ra t š ího ramene 0,1635 m 

hmotnost delšího ramene 0,127 kg 

L2 
délka delšího ramene 0,3365 m 

h těžiště delšího ramene 0,1778 m 

Ke rozlišení enkodéru 4096 počet pulsů na o táčku 

B1 t l umen í kra t š ího ramene 0,0024 N m s / r a d 

B2 t l umen í delšího ramene 0,0024 N m s / r a d 

2.4 Aparatura 

N a obr. 2.3 je znázorněna celá aparatura kyvadla. Pojezd kyvadla je řešený pomocí 

kovových tyčí, po k terých se, díky ložiskům, snadno vozík pohybuje. Délka dráhy, 

po které se může pohybovat je 99 cm, s t ím, že ozubená část , díky které se vozík 

pohybuje, m á 86 cm. N a vozíku jsou t ř i D I N konektory, díky k t e r ý m se pomocí ka­

belů komunikuje s měřicí kartou Q 8 - U S B (viz podkapitolu 2.4.1). Vozík je p o h á n ě n 

pomocí s te jnosměrného motoru, na k t e r ém je ozubené kolečko, k te ré je v kontaktu 

s konst rukcí pojezdové lišty. 
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Obrázek 2.3: Dvoji té kyvadlo na vozíku. [Foto autor] 

Tyče kyvadla, stejně jako celá konstrukce, jsou kovové a jsou př idělány na sní­

mače otáček. Jeden snímač je na vozíku (kde je p ř ipevněno prvn í rameno kyvadla) 

a d ruhý tvoř í spojení kloubu prvního a d ruhého ramene kyvadla. Sn ímané hodnoty 

se př ipojenými kabely přivádí do měřicí karty, k t e rá data následně posílá pomocí 

U S B kabelu do P C . 

2.4.1 Sběr dat 

Zařízení Q 8 - U S B (na obrázku 2.4) je určeno k získávání dat (anglicky data acquisiti­

on device, zkráceně D A Q ) . Disponuje osmi kanály, k te ré zpracovávají data v reá lném 

čase a poskytuj í je p ros t ředn ic tv ím rozhraní U S B . S max imá ln í rychlost í 2 kHz je 

ideální pro H I L simulace. Rozlišení analogových v s t u p ů je 16 bitové a napěťový roz­

sah je ± 5 V nebo ± 10V. Maximáln í frekvence kvadra tu rn ího dekódování enkodéru 

je 99 M H z . D A Q m á i analogové vstupy s rozlišením 16 b i tů a max imá ln í frekvencí 

49 M H z . [4] 

Tyto vlastnosti jsou naprosto vyhovující, jelikož samotný mikrokontrolér , k te rý 

bude přenos dat z enkodéru provádět pracuje s frekvencí 8 M H z a data pos í laná po 

sběrnicích jsou posí lány řádově pomaleji. 
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Obrázek 2.4: Měřicí karta Q 8 - U S B . [Foto autor] 

2.4.2 Komunikace Měřicí karty se Simulinkem 

Měřicí karta komunikuje s p ros t ř edn ím Simulink pomocí U S B sběrnice př ipojené 

k P C . K tomu je n u t n é mí t nains ta lovaný software Quarc od firmy Quanser, k terý 

př idává funkční bloky do knihovny Simulinku. Komunikace je zaj iš těna pomocí bloku 

H I L initialize (obrázek 2.5), ve k te rém se nastavuje připojení s hardwarem, k te rý je 

od firmy Quanser. Díky tomu je možné s daty v Simulinku pracovat. Simulink pracuje 

v reálném CclSG cl J 6 tedy možné sledovat vývoj všech p roměnných jak v podobě grafu, 

tak ve formě vypsaných aktuá ln ích hodnot. 

HIL-1 (q2_usb-0) 

Obrázek 2.5: Blok H I L initialize. [Obrázek autor] 
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Dalš ím důleži tým blokem je H I L Read Encoder (obrázek 2.6 vlevo). V n ě m je 

možné nastavit ze k te rého konektoru měřicí karty chceme data číst. A blok H I L Write 

Analog (obrázek 2.6 vpravo), k t e r ý m jsou data posí lány analogovým v ý s t u p e m dále 

do zesilovače a nás ledně řídí motor vozíku. 

HIL 
Read 

Encoder 
0> 

(HIL-1) 

Obrázek 2.6: Blok pro čtení dat z enkodéru (vlevo) a blok pro zápis analogové 

hodnoty na výs tup (vpravo). [Obrázek autor] 

2.4.3 Zesilovač 

Výkonový zesilovač V o l t P A Q - X l , zesiluje n a p ě t í v závislosti požadavku na akční 

zásah. Toto n a p ě t í nás ledně p o h á n í motor, k t e rý pohybuje vozíkem kyvadla. M a x i ­

máln í nepře t rž i té s te jnosměrné napě t í je ± 2 4 V a max imá ln í s te jnosměrný proud 4 

A . Je možné volit zisk zesilovače bud 1 V / V nebo 3 V / V . [5] 

Obrázek 2.7: Zesilovač V o l t P A Q - X l . [Foto autor] 
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3 Komunikace 

Originální řešení přenosu dat ze senzorů, k teré bylo vytvořeno firmou Quanser, je 

zajištěno pomocí D I N kabelů . To je velice nevhodné pro plně o točný kloub mezi 

rameny, jelikož by se kabel do kloubu zamotáva l a řízení by bylo zcela nemožné. 

Z toho důvodu byl kabel př ipojený k senzoru na točen í kloubu mezi rameny nahrazen 

přenosem dat pomocí bezdrá tové technologie. K tomu byly využi ty dva jednodeskové 

počí tače značky Arduino a dva vysílače a zároveň při j ímače bezdrá tové komunikace. 

Enkodér 
AS5600 

I2C Arduino 
Mini 

SPI Vysílač 
nrf24l01 + 

Přijímač 
nrf24l01 + 

SPI Arduino 
Mini 

USB 

I I2C 

DA 
převodník 

Obrázek 3.1: Blokové schéma komunikace. [Obrázek autor] 

3.1 Rotační enkodér 

Pro měření úh lu 62, p o č t u otáček a dalších p a r a m e t r ů byl použi t magne t ický ro tační 

enkodér AS5600. S 12 b i tovým rozlišením, tedy 4096 pulsy na otáčku, je vhodnou 

n á h r a d o u za enkodér E2 od firmy USDig i t a l [2], k t e rý byl volen výrobcem kyvadla. 

Výhodou je t aké jeho nízká hmotnost. Absolu tn í enkodér v p o d s t a t ě n e m á mecha­

nické části . Skládá se z čipu AS5600, k te rý je umís těný na desce plošných spojů 

společně s pull-up rezistory a blokovacími kondenzátory. D r u h á část "obvodu" je 

s amotný magnet, k te rý m á bý t umís těný nad čipem. Rotac í kolem své osy, k t e rá je 

kolmá na čip, působí na Hallovy sondy uvn i t ř čipu [6]. 
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Obrázek 3.2: Ro tačn í enkodér AS5600. [Foto autor] 

Výhodou tohoto enkodéru je bezkon tak tn í měření , což znamená , že se kloub 

nebude zatěžovat p ř i d a n ý m t ř en ím a je tolerované mí rné vyosení (v př ípadě nepřesné 

konstrukce). Dále cena je mnohonásobně nižší než na př íklad u opt ických snímačů 

otáček při s te jném rozlišení. 

Získávání úh lu z enkodéru je možné buď pomocí s t anda rdn ího rozhraní I2C 

nebo př ímo pomocí analogového v ý s t u p u či P W M . Magnet by měl být umís těný 

mezi 0,5 m m a 3 m m od čipu v závislosti na v y b r a n é m magnetu. Maximáln í vyosení 

osy magnetu od s t ředu čipu by mělo být max imá lně 0.25 m m při využi t í magnetu 

0 velikosti 6 m m . Hallovy sondy jsou umís těny ve s t ředu čipu v kruhu o poloměru 

1 m m [6]. 

3.2 l 2C 

Komunikace po sběrnici I 2 C je p o d o b n á jako pomocí SPI. Avšak je možné mí t př ipo­

jeno více zařízení v úloze master. Sběrnice je t aké sériová, takže jsou zprávy posílány 

pouze po jednom vodiči (SDA, seriál data), a synchronní , tzn. že je n u t n é mí t při­

pojený ke slávu hodinový signál mastera (SCL, seriál clock). Zapojení je znázorněno 

na obrázku 3.3. 

Zprávy jsou v tomto př ípadě posí lány v jednot l ivých zprávách. Začátek zprávy 

je indikován podmínkou Start a ukončen podmínkou Stop. Mez i t í m je vys lána 

adresa slávu, bit R / W , k te rý se nas tav í podle toho, jestli chce master data číst nebo 

zapisovat. Dále jsou posí lané rámce zpráv, mezi k te rými je vždy bit oznamující , jestli 

byl pos laný rámec při jat . Výhodou komunikace po t é t o sběrnici je ta, že je možné 

mí t tolik slavů, kolik umožňuje velikost adres (délka je 7 nebo 10 b i tů) [7]. 
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SDA <*—• SDA 

SCL • SCL 

Master Slave 

Obrázek 3.3: Propojen í I 2 C (podle [7]). 

3.3 Bezdrátový modul 

K přenosu dat byl v y b r á n bezdrá tový modul N R F 2 4 L 0 1 + od firmy Nordic Semicon­

ductor [8], k te rý využívá rozhran í SPI pro komunikaci s ř ídicím procesorem. Opě t 

jsou výhodou tohoto zařízení malé rozměry a možnost snadno využí t již zmiňované 

Arduino, k te ré bude komunikaci ř ídit . M o d u l je navržen tak, že operuje ve frekvenč­

n ím p á s m u 2,4 G H z až 2,4835 G H z , což odpovídá p á s m u I S M , ve k t e r ém je možné 

využívat jakákol iv zařízení do 25 m W vyzářeného výkonu [9]. M o d u l umožňuje t ř i 

rychlosti bezdrá tové komunikace, jsou to 250 kbps, 1 Mbps a 2 Mbps. Nižší rychlost 

zaručuje lepší citlivost při j ímače, avšak vyšší rychlost m á menší p r ů m ě r n o u spotře­

bu proudu a redukuje p ravděpodobnos t kolizí dat ve vzduchu. Př i volbě přenosové 

rychlosti 1 Mbps, tedy ziskem -12 d B m , odpovídá 0,063 m W vyzářeného výkonu. 

Obrázek 3.4: Bezdrá tový modul nrf24101+. [Foto autor] 

Pro přenos dat je využíván protokol E S B (Enhanced ShockBurst). Ten automa­

ticky zpracovává packetové zprávy pro spolehlivou obousměrnou komunikaci. Pod­

poruje hvězdicovou topologii sítě, což znamená , že jeden modul musí být jako hlavní 

při j ímač. [10] 
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3.4 SPI 

Pro př ipojení bezdrá tového modulu nrf24101+ k mikropočí tač i byl použi t protokol 

SPI (seriál peripheal interface). J e d n á o komunikaci, k t e rá je j ednoduchá na imple­

mentaci a nevyžaduje příliš mnoho hardwaru na realizaci. N a rozdíl od paralelní 

komunikace je sériová realizována m é n ě vodiči, avšak je možné vždy komunikovat 

pouze v jednom směru. 

Zařízení komunikující pomocí SPI jsou ve vztahu master-slave. To znamená , že 

master (mikrokontrolér) ř ídí komunikaci se slávy (př ipojenými zařízeními) . Komu­

nikace je realizována pomocí čtyř vodičů znázorněných na 3.5. Vodič M O S I (master 

output/slave input) je určený pro zprávy posí lané masterem slávu, M I S O je naopak 

pro zprávy od slávu do mastera. Dále je mezi kontro lérem a zař ízením společný vodič 

pro hodinový signál S C L K a poslední vodič je pro volbu zařízení slavě (CS, neboli 

chip select), jelikož jeden master může ovládat více slavů v závislosti na p o č t u CS 

pinů mastera [11]. Výhodou t é to komunikace je, že nejsou data posí lány v packetech, 

ale v nepře t rž i t ém toku dat. To zajišťuje, že je SPI rychlejší než např . komunikace 

po sběrnici I 2 C . 

MOSI MOSI 
MISO MISO 
SCLK SCLK 

CS » CS 

Master Slave 

Obrázek 3.5: Propojen í SPI (podle [11]). 

3.5 Řídicí jednotky 

Jako řídicí jednotky byly vyb rány jednodeskové počí tače Arduino. T y se hodí nejen 

díky svým rozměrům, ale t aké kompat ib i l i tě s dalšími využi tými moduly pro realizaci 

bezdrá tové komunikace. 
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Arduino M i n i bylo vyb ráno kvůli svým v ý h o d á m . Jedna z nich jsou malé rozměry, 

které jsou důležité z toho důvodu, že tato řídicí jednotka musí být př idě lána na 

rameni kyvadla. T í m se zvyšuje hmotnost kyvadla a je n u t n é poupravit ma tema t i cký 

popis. K d y b y byla zátěž na kyvadlu příliš vysoká, bylo by obtížnější celý apa rá t ř ídit . 

B y l a zvolena verze pracující s napá jen ím 3,3 V . Tento typ m á sice oproti své 5 V verzi 

menší rychlost, ale v tomto př ípadě je i tak rychlost 8 M H z dostačující . V tomto 

kroku bylo přihlíženo více na spo t řebu energie. 

• • • fě '„ '-, DTR 
9 8 7 « 5 4 3 2 GND RST RH TXO * 

S T . * V - ' Ä ' - ' * g a 

ľsľl ** 
1011 1? IV AO A1 A2 A3 ACCŘSTCMJRAW « 

9 9 • • I I I l In 

Obrázek 3.6: Arduino mini . [Foto autor] 

Arduino je použ i to t aké v při j ímací stanici, kde už není kladen důraz na hmotnost 

a rozměry zařízení. Avšak nebylo zde n u t n é využí t j iný mikroprocesor, jelikož jeho 

vlastnosti a počet pinů zcela dostačuje i v t é to situaci. 

Tyto mikropočí tače mají možnost komunikace, jak pomocí protokolu SPI , tak 

po sběrnici I2C. Díky tomu je možné př ipoj i t a komunikovat s po t ř ebnými prvky. 

3.6 DA převodník 

Měřicí karta Q 8 - U S B m á pouze vstupy pro enkodéry a analogové vstupy. Jelikož 

rozlišení analogových v ý s t u p ů Ardu ina není příliš vysoké (10 bi tů) a jejich rychlost 

je pouze 490 Hz , byl využi t externí D A převodník MCP4725 . Ten se svým 12 bito­

v ý m rozlišením dobře doplňuje 12 bitové enkodéry. Hodnoty výs tupn ího n a p ě t í jsou 

generovány v ý s t u p n í m rail-to-rail operačn ím zesilovačem. To znamená , že se ana­

logový výs tup dokáže vy tváře t n a p ě t í mezi m a x i m á l n í m a min imá ln ím napájec ím 

napě t ím . Běžně jsou operační zesilovače napájeny k l adným a z á p o r n ý m napě t ím , 

např . ± 15 V (tzv. split-supply). Výs tupn í zesilovač v obvodu M C P 4 7 2 5 je typu 
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Single-supply, to znamená , že je napá jen k l adným n a p ě t í m proti zemi (0 V ) . V tom­

to p ř ípadě se k ladné n a p ě t í napě t í musí pohybovat mezi 2,7 V a 5,5 V . 

Obrázek 3.7: D A převodník M C P 4 7 2 5 . [12] 

Převodník M C P 4 7 2 5 komunikuje s mikropoč í t ačem pomocí sběrnice I2C. To 

zajišťuje dos ta tečnou rychlost. P řevodník umožňuje t ř i režimy rychlosti přenosu. 

S t a n d a r d n í režim je 100 kbps, rychlý 400 kbps a vysokorychlostní umožňuje až 

3,4 Mbps. V tomto př ípadě byl zvolen rychlý režim 400 kbps, jelikož vyšší rychlosti 

by vyžadovali více energie. 

3.7 Převodník USB T T L UART 

Pro p ř ípadné ladění a tes tování komunikace bez nutnosti př ipojení měřicí karty, byla 

při j ímací stanice vybavena také převodníkem CP2102. Ten převádí komunikaci ze 

sběrnice RS-232 na U S B . To umožňuje posí lání dat z p inů R X a T X Ardu ina do 

U S B portu počí tače . Následně je možné data číst např . v Simulinku pomocí bloku 

Serial Configuration a Serial Receive jak je znázorněno na obr. 3.8 . 

COM7 
Baud rate : 115200 

double h. 175.2 double 

Obrázek 3.8: Čten í dat pomocí sériové komunikace v pros t ředí Simulink. [Obrázek 

autor] 

• 

28 



Jelikož se musí sériová komunikace složitěji nastavovat, je tento nás t ro j určen 

pouze pro ladění. P ř í p a d n ě je možné převodník využí t v nějaké j iné práci s kyva­

dlem ci výzkumu. Výhodou převodníku je, že se př ipojením např . k P C , pomocí 

U S B portu také napáj í 5 V . Díky tomu není n u t n é př ipojení externích akumulá to rů . 

P ř i využi t í p řevodníku CP2102 jsou všechny piny pro sériovou komunikaci obsaze­

né. To znamená , že pokud je p o t ř e b a mikropoč í tač p řeprogramovat , je n u t n é tento 

převodník odpojit a př ipoj i t po t ř ebný p rogramá to r . 

Pokud bylo p o t ř e b a čerpat data pomocí sériové komunikace v pros t ředí Matlab, 

je n u t n é zajistit navázání spojení. Je však n u t n é při nas tavení zná t port na k te rý je 

při j ímač př ipojený a zároveň jestli je volný. Jelikož může být zvolený správný port, 

ale komunikace s n ím již p rob íhá ně jakým j iným způsobem. Následujícím př íkazem 

se zjistí volné porty pro připojení . 

i >> serialportlist("available") 

Obrázek 3.9: P řevodn ík RS-232 na U S B . [Foto autor] 

ans = 
C0M7 
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4 Návrh kloubu 

Originální kloub, k te rý výrobce na kyvadlo využil není schopen o pro táčení o celých 

360 s tupňů . Pro stabilizaci v horní poloze by to nebyl problém, pokud by obsluha 

vždy nejprve kyvadlo do t é to polohy umíst i la . V našem př ípadě je kloub nevýhodný, 

jelikož budeme chtít aby se kyvadlo do horn í polohy mohlo dostat samo od sebe bez 

cizí pomoci. 

Nový kloub byl navržen tak, aby byl tvarem co nejméně komplikovaný a zároveň 

se na něj vešly všechny komponenty po t ř ebné pro přenos dat. V hlavní části je pří­

mo vytvarované mís to pro magnet ický enkodér. Pro další části jsou určené výsuvné 

moduly. Detail na mís to pro enkodér AS5600 s u m í s t ě n ý m magnetem na ose klou­

bu je na obrázku 4.1. Díky možnost i změny zásuvných modulů , je možné zapojení 

měni t a testovat tak různá zapojení a součástky, např . je možnost př ipoj i t gyroskop 

a získávat tak data t í m t o způsobem, namís to magnet ického enkodéru. Z důvodu fle­

xibilního výběru součástek je propojování součástek řešeno kabely, k teré se zapojují 

do t e rminá lu s mikropoč í t ačem pomocí svorek j iš těných šrouby, nikoli př ipájených 

d r á t ů či dokonce umís t ěn ím na desce plošných spojů. 
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Obrázek 4.1: Detai l na vni t řek kloubu kyvadla. [Foto autor] 

Čás tečné osazení zásuvnými moduly je znázorněné na obrázku 4.2. Obrázek je 

focen z opačné strany než je obrázek 4.1. Modu ly jsou zajištěny záb ranou na přední 

s t raně . Po zapojení po t ř ebných m o d u l ů je n u t n é na čelní stranu nasadit p ředn í kryt, 

k terý zajistí, aby se moduly nevysouvaly. Hlavním požadavkem kloubu je robustnost. 

Jelikož se může kyvadlo hýba t chaoticky a velice rychle, je po t ř eba , aby se kloub 

b ě h e m pohybu nerozpadl. Proto jsou vyměni te lné části zajištěné šrouby. T y prochází 

skrz celý kloub (i skrze otvory enkodéru AS5600 pa t rných na obrázku 3.2), a jsou 

zajištěny matkami zapuš těnými v kloubu tak, aby nebráni ly pohybu kloubu. 
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Obrázek 4.2: Detai l na vni t řek kloubu kyvadla. [Foto autor] 

V hlavní konfiguraci jsou př idělány dva moduly. Jeden obsahuje vysílač nrf24101+ 

a d ruhý mikrokontrolér . N a t ře t í pozici je možné umís t i t akumulá to r s n a p ě t í m 3,6 V , 

k terý slouží k napájení všech komponent. A k u m u l á t o r je př ipojen na vstup R A W , 

k terý je př ipojen ke s tabi l izá toru n a p ě t í na 3,3 V . Schéma zapojení je znázorněno 

na obrázku 4.3. 
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MK3 
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MOSI SCK 
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VCC GND. 

Obrázek 4.3: Schéma zapojení vysílače na kloubu. [Obrázek autor] 
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4.1 Program vysílače 

Hlavním důvodem využi t í mikropoč í tačů Arduino byla široká podpora knihoven. Je­

j ich nač ten í je proto ihned na začá tku programu. Ve funkci setup() jsou inicializační 

příkazy, k teré se vykonávají pouze jednou při spuš tění programu. Program začíná 

prodlevou 10 sekund: 

1 delay(10000); //čekání na ustálení kyvadla 

N a us tá lení kyvadla je p o t ř e b a čekat , jelikož se př i res ta r tování mikropočí tače vždy 

inicializuje nový úhel kyvadla. A b y bylo zajištěno, že úhel nebude vychýlený (z dů­

vodu manipulace s kyvadlem při restartu), je n u t n é vyčkat . V další části programu 

je nas tavení vysílače nrf24101+. 

rádio.begin(); //aktivace vysílače 

2 rádio.openWritingPipe(address); //otevření kanálu pro přenos 

rádio.setRetries(5,15); //počet pokusů při neúspěšném ^ 

odeslání 

rádio.setAutoAck(true); //automatické potvrzování packetů 

5 rádio.setPALevel(RF24_PA_MIN); //nastavení zesílení (-18dBm) 

e rádio.setDataRate(RF24_2MBPS); //nastavení rychlosti 

7 rádio.stopListeningO; //ukončení odposlechu 

Pro zahájení komunikace po sběrnici I 2 C jsou n u t n é pouze dva řádky, jelikož mi­

kropočí tač disponuje pouze j edn ím S C L a j edn ím S D A pinem pro tuto komunikaci. 

Wire.begin(); //zahájení komunikace I2C 

2 Wire.setClock(800000L); //nastavení frekvence 800kHz 

N a konci inicializační části programu je nas tavení magnet ického enkodéru AS5600. 

Zde se nacházejí t ř i funkce. 
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checkMagnetPresenceO ; //kontrola umístění magnetu ve 

správné pozici 

2 ReadRawAngleO; //načtení úhlu natočení magnetu k enkodéru 

startAngle = degAngle; //nastavení počátečního uhlu 

P r v n í funkce checkMagnetPresence() blokuje p r ů b ě h celého programu do té doby. 

dokud není magnet umís těn ve správné pozici od snímače. Magnet je pevně při lepen 

na kovovou osu kloubu. Je ale možné , že by mohl časem odpadnout a uživatel by 

si toho nemusel vš imnout , jelikož je umís těn uvn i t ř kloubu, kam nejde za provozu 

vidět . Proto je zde tato funkce pro kontrolu. Po úspěšné kontrole následuje č tení úhlu 

ReadRawAngle() a nás ledné nas tavení počá tečn ího úh lu startAngle(). Počá tečn í úhel 

se musí nastavit po každém spuštění , jelikož pokud byl kloub sestaven, je možné, že 

se osa natoči la do libovolného úhlu a bylo by náročné j i umís t i t tak, aby odpovídala 

požadovanému počá tečn ímu úhlu . Díky t ě m t o funkcím se uživatel nemusí o úhel 

na točení osy zaj ímat a vždy se data budou číst tak jak mají . 

Po inicializační funkci setup() program přechází do funkce loop(). T a se vykonává 

cyklicky. Jsou v ní proto umís těny všechny příkazy, k te ré je p o t ř e b a vykonávat 

neustá le . T í m je č tení úhlu a vysílání dat pomocí vysílače nrf24101+. 

Data č tená z enkodéru byly zat íženy nahodi lými chybami o velikosti přibl ižně 20° 

a jednalo se pouze o jednot l ivé vzorky (výchylky lze vidět na obrázku 4.4). Proto byl 

napsán kód pro omezení těchto poruch. Ten, pokud bude změna úhlu větší než 20°, 

bude mís to tohoto úhlu nastavovat hodnotu vycházející z předchozích dvou vzorků. 

I přes to, že data nebudou tak přesná, je výsledný signál vhodnější než původní . 
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Obrázek 4.4: Chyby snímače AS5600. [Obrázek autor] 

aktualni_uhel = Array [1 ] ; 

starsi_uhel = stary_uhel; 

i f (abs(aktualni_uhel-stary_uhel) > 20 && abs(aktualni_uhel-^ 

stary_uhel) < 60){ 

aktualni_uhel = (starsi_uhel+stary_uhel)/2; 

//Serial.println(aktualni_uhel); 

starsi_uhel = stary_uhel; 

stary_uhel = aktualni_uhel; 

} else { 

aktualni_uhel = aktualni_uhel; 

//Serial.println(aktualni_uhel); 

starsi_uhel = stary_uhel; 

stary_uhel = aktualni_uhel; 

} 

Array[1] = aktualni_uhel; 

Vysílání dat je zajištěno j ednoduše pomocí následujícího př íkazu. Ve k te rém 

p r o m ě n n á Array obsahuje informace o na točen í kyvadla. N a d r u h é m mís tě (index 

1) je právě hodnota ak tuá ln ího úh lu na točení . 
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rádio.write(feArray, sizeof(Array)); 

Celý a okomentovaný program vysílače s názvem Transmitter.ino je v příloze. 

4.2 Konstrukce 

P ů v o d n í kloub byl z kovového mater iá lu . Díky jeho pevnosti bylo možné minima­

lizovat jeho rozměry. U náv rhu nového kloubu bylo n u t n é tuto v ý h o d u zavrhnout, 

jelikož se na nový musela umís t i t všechna elektronika. Pro realizaci nového spoje 

mezi rameny byl využi t 3D tisk. Jako mate r iá l byl využi t filament P L A . Ten je 

nej univerzálnějším ma te r i á l em 3D tisku. I přes větší rozměry kloubu je výsledná 

hmotnost, i s osazenou elektronikou, p o d o b n á jako u původn í kovová konstrukce. 

Přesnos t 3D tisku umožni la vytvoření i deta i lů ve formě děr pro šrouby a matky. 

A b y byla zaj iš těna p o t ř e b n á tuhost výt isku a zároveň nebyla výsledná hmotnost 

příliš vysoká, byla zvolena 30% výplň. 
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4.3 Porovnání dat snímačů 

Pro ověření správné funkce enkodéru AS5600 byl na nový kloub umís těn původní 

enkodér E2. Po té bylo kyvadlo vychýleno z rovnovážné polohy a nás ledně volně 

puš těno . N a následujícím grafu je vidět , že se hodnoty naměřených pomocí enkodéru 

AS5600 příliš neliší. Rozdíl je však v šumu, k t e r ý m jsou hodnoty získané enkodérem 

AS5600 více zat ížené. To může být způsobeno např . b e z d r á t o v ý m přenosem dat, 

nebo také vlivem okolního šumu, k te rý ovlivňuje vodice, k teré data přenášejí . 

Porovnání snímačů E2 a AS5600 

AS5600 

43 44 45 46 47 48 49 50 
čas [t] 

Obrázek 4.5: Porovnán í sn ímačů E2 a AS5600. [Obrázek autor] 

Největší nepřesnost můžeme pozorovat u větších úhlů . P ř i stabilizaci v horní 

poloze by to nemělo být příliš na obtíž, jelikož by neměl úhel přesahovat 5°. Tento 

úhel musí být t aké dodržen z důvodu linearizace, k t e rá bude p o p s á n a v podkapitole 

6.1.2. 
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5 Návrh prijímače 

Pro pří jem signálu vysí laného z kloubu bylo n u t n é navrhnout při j ímací stanici (na 

obrázku 5.1), kterou bude možné připoj i t do P C , a čerpat z ní data. N a rozdíl od 

kloubu se ne jedná o náv rh zat ížený velkými požadavky, jelikož s touto komponentou 

se nebude příliš manipulovat. Př i j ímací zařízení obsahuje, stejně jako vysílač, modul 

nrf24101+ a mikrokontrolér Arduino M i n i . N a rozdíl od kloubu, je zde možnos t 

výběru využi t í napájení z akumulá to ru nebo pomocí U S B kabelu, př ipojeného k P C 

nebo přes a d a p t é r do sítě. O b d o b n ě jako u kloubu je zde využit t e rminál , ve k te rém 

je mikropoč í tač umís těn . To je opět pro snadnou výměnu samotného mikropočí tače , 

nebo dokonce pro př idán í dalších p rvků do obvodu. 

Jak už bylo zmíněno v podkap i to lách 3.6 a 3.7, při j ímač disponuje výs tupy ve 

formě U S B portu pro sběr dat pomocí sériové komunikace, a analogového výs tupu , 

k terý je určený pro popojení s měřicí kartou. 

Obrázek 5.1: Př i j ímací stanice. [Foto autor] 
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5.1 Napájecí obvody 

Při j ímač je možné napáje t několika způsoby. Avšak vždy je n u t n é aby napě t í bylo 

minimálně 5 V . To je snadno zajištěno pomocí napájení z U S B . Jelikož je však možné 

stanici napá je t i z př ipojeného akumulá to ru , byl do obvodu p ř idán nas tav i te lný zdroj 

snižující napě t í se v s t u p n í m rozsahem 4,5 V až 24 V [13]. Výs tupn í napě t í je možné 

nastavit v rozsahu 0,8 V - 17 V . V obvodu je nastaven na 5 V a je tedy možné 

k obvodu připoj i t např . 9 voltovou baterii. Tento zdroj je vždy n u t n é napáje t vyšším 

napě t ím , než k teré je na generováno na výs tup . 

Výsledné napě t í 5 V je dále sníženo s tabi l izá torem AMS1117 na napě t í 3,3 

V . T í m je napá jen mikropoč í tač a při j ímač nrf24101+. Schéma zapojení je zná­

zorněno na obrázku 4.3. Pokud by byl mikropoč í tač Arduino M i n i zaměněn např . 

za svou 5 V verzi, je možné po úpravě pro napájení využí t výs tup ze zdroje 5 V . Pří­

padně po t ř eby je možno pomocí potenciometru na napájec ím zdroji nastavit napě t í 

vyšší. Stabi l izátor AMS1117 je však stále n u t n ý pro napájení bezdrá tového modulu. 

U2 
CP2102 MICRO USB TO UART TTL 

-S- + 5V 
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TX 

-2- < RX 

-2- DTR 

— 3V3 

DA 
GND 
VCC 
SDA 
SCL 

GND 
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Analog out 
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I RQ Ml SO 
MOSI SCK 
CSN CE 
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G: 

Obrázek 5.2: Schéma zapojení při j ímače. [Obrázek autor] 
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5.2 Obvody pro komunikaci 

Analogový výs tup získaný z D A převodníku p o p s a n ý m v podkapitole 3.6 je ve sché­

matu zobrazeným výše (obr. 5.2) označený jako Analog out. V při j ímací stanici je 

tento výs tup realizovaný R C A konektorem, k te rý lze po t é pomocí kabelu př ipoj i t 

do stejného konektoru v měřicí ka r t ě označeným Analog Inputs (viz obrázek 2.4). 

Dalš ím komunikačn ím obvodem je převodník RS-232 na U S B popsaný v podka­

pitole (3.7). Tento obvod je př ipojen na napájení 5 V z napájecího zdroje. Pokud by 

bylo p o t ř e b a toto napájení zvýšit , např . z důvodu výměny mikropočí tače napá jeného 

vyšším napě t ím , jak bylo popsáno výše, je n u t n é napájení upravit. V tomto př ípadě 

je p o t ř e b a využí t napájecí vstup v modulu, k te rý podporuje 3,3V. Toto napě t í se 

opět přivede ze s tabi l izá toru AMS1117, p ř ípadně se n a p ě t í d o d á čistě z př ipojeného 

zařízení, v tomto p ř ípadě z U S B osobního počí tače . Stabi l izátor AMS1117 je t aké 

určen pro napájení obvodu nrf24101+, k te rý je popsán v kapitole 3.3. Programy 

obstarávající bezdrá tovou komunikaci jsou popsány v podkap i to lách 5.3 a 4.1. 

5.3 Program přijímače 

Program n a h r a n ý do mikropočí tače vykonávající funkci při j ímače je v celku jed­

noduchý. V inicializační části setup() je zahájení bezdrá tové komunikace obdobné 

vysílači. Pouze se dvěma rozdíly, odlišující vysílání a při j ímaní. 

rádio.openReadingPipe(0, address); //otevření kanálu pro ^ 

čtení 

2 rádio.startListeningO; //zahájení odposlechu 

Dále je v t é t o část i programu pouze inicializace D A převodníku MCP4725 . J e d n á 

se o nas tavení rychlosti na 400 kHz a př ipojení se k převodníku. Zde je př ipojení 

opět pomocí sběrnice I 2 C . 
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TWBR = 12; // 400 kHz //nastaveni DA prevodniku 

2 dac.begin(0x60); //připojení DA převodníku s adresou 0x60 

V části loopQ je důležitý př íkaz pro př í jem dat. V něm se uloží p ř i ja tá data do 

s te jnojmenné p roměnné . 

rádio.read(&Array, sizeof(Array)); 

A b y bylo možné př i j ímat data pomocí sériové komunikace v Simulinku, bylo nut­

né data upravit. Úprava spočívala v rozdělení hodnoty úh lu do jednot l ivých b y t ů 

a p ř idán í počá tečn ího a koncového znaku. 

Hlavním prvkem přij ímací stanice je D A převodník. H o d n o t á m úhlu je n u t n é 

přidělit číslo od 0 od 4096, podle rozlišení D A převodníku. Výsledná hodnota je 

po t é nastavena na výs tup . 

uint32_t Napeti = round(Array [1] * 4096/360); //přepočet <r-> 

úhlu na napětí 

2 dac.setVoltage(Napeti, falše); //nastavení výstupního • 

napětí 
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6 Matematický model 

A b y bylo možné zkoumat vlastnosti sys tému a metody řízení, je nejprve n u t n é zná t 

jeho model. Model popisuje chování urč i tého sys tému pomoci ma tema t i ckých vz t ahů 

a rovnic. I když je model vždy nějaké zjednodušení , jelikož nelze dokonale popsat 

chování sys tému, odvozený popis větš inou pro simulace a řízení postačuje [14]. M o ­

delování se dá rozdělit na různé úrovně abstrakce, díky nimž se d á dopracovat k po­

pisu sys tému s takovou přesnost í , k t e rá bude dos ta tečně vysoká. Postup modelování 

popisuje Maixner [15] následovně. 

P r v n í m krokem je vytvoření topologického modelu systému. Topologie popisuje, 

j a k ý m způsobem jsou jednot l ivé prvky modelovaného sys tému uspo řádané a propoje­

né. Tento krok je zásadní , jelikož např . mechanické části sys tému svým u s p o ř á d á n í m 

p o d s t a t n ý m způsobem ovlivňují celý k inemat ický řetězec soustavy. 

Z topologického modelu lze vytvoř i t model fyzikální. Ten vznikne z topologické­

ho p ř idán ím vlas tnos t í k j edno t l ivým p rvkům. N a př íklad u kyvadla jsou to délky 

a hmotnosti ramen. U sys témů se zkoumá i rozložení hmoty nebo t řen í v ložiskách. 

T ř e t í m krokem je vytvoření ma tema t i ckého modelu, k te rý je ve formě matema­

tického popisu. Vychází z modelu fyzikálního a je nejčastěji ve tvaru soustavy rovnic. 

Zde se modely mohou lišit na základě zvolené rozlišovací úrovně, kdy může bý t na 

př íklad zanedbáno t řen í v ložiskách. Tyto zjednodušení však ovlivňují přesnost vý­

sledného modelu. 

A b y bylo možné model počí tačově simulovat, je n u t n é jej algoritmizovat. T í m je 

získán numerický model. 

Jak bylo zmíněno, pro vytvoření ma tema t i ckého modelu je p o t ř e b a získat model 

fyzikální. Ten by se dal považovat za vytvořený díky topologickému modelu znázor-
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něnému na obr. 2.1 a vlastnostem jednot l ivých členů vypsaných v tabulce 2.1. Na 

základě těchto znalost í je možné odvodit fyzikální vztahy pro jednot l ivé členy. 

Definujeme polohu vozíku jako 6Q. Po zderivování je rychlost vozíku tedy 9o a jeho 

zrychlení 90. V t é to práci se budou znači t derivace tečkou nad p roměnnou . Jelikož 

se vozík pohybuje pouze ve směru hor izontální osy x, může být poloha v ose y b r á n a 

za nulovou. N a základě znalosti polohy vozíku je možné spočí ta t polohu těžiště x\ 

a yi p rvn ího ramene kyvadla jako: 

x\ = 9Q + hsin (6*i) 

ž/i = hcos (#i) 

O b d o b n ě pak můžeme urči t polohu těžiště x2 a y2 d ruhého ramene kyvadla. 

x2 = OQ + Lisin (9i) + l2sin (92) 

y2 = Lxcos (#i) + l2cos (92) 

Po zderivování poloh získáme rychlosti. 

x\ = x\ + 6\l\cos (#i) 

l / i = -Šihsin (#i) 

x2 = XQ + d\Lxcos (#i) + 92l2cos (92) 

Ví = -9lLlsin (#i) - 92l2sin (92) 

Pomocí těch to vz t ahů je možné vypoč í t a t kinetické a potenciá lní energie K a P. 

K = -mv 
2 

P = mgh 

kde m je hmotnost jednot l ivého prvku, v je jeho rychlost, g gravi tační konstanta 

a h je výška těžiště daného tělesa. Po vypoč í t án í kinetických a potenciálních energií 

dos táváme následující vztahy, kde index 0 označuje vozík, index 1 p rvn í (prostřední) 

rameno, a index 2 rameno druhé (na konci). 

KQ = ^m09l 
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Kx = - m i $ + - ( m i / i + Ji) Oi + mMihcos (OJ 

1 • 1 1 • 
^ 2 = ^ 2 ^ 0 + 2 m 2 # i 2 £ i + ( ™ 2 ^ + J2) + m29190L1cos (OJ 

+ m20002l2cos (O2) + m20102L1l2cos (0\ - 02) 

Po = 0 

P\ = m\gLxcos (OJ 

P2 = m2g (Lxcos (OJ + l2cos (OJ) 

S pomocí vypoč í t aných energií může být vypoč í t án Lagrangian. Postup je popsán 

v následující kapitole. 

6.1 Lagrangeovy rovnice 

Pro získání soustavy ma tema t i ckých rovnic, popisujících model systému, se využívají 

tzv. Lagrangeovy rovnice 6.1. Za pomocí známých kinet ických a potenciálních energií 

je možné vypoč í t a t Lagrangian L jako rozdíl celkové kinetické a celkové potenciá lní 

energie [16]. 

kde 

L = K - P 

K = KQ + Kl + K2 

P = P0 + P1 + P2 

N a pravé s t raně rovnice figuruje p r o m ě n n á Q, k t e rá znázorňuje zobecněné síly vstu­

pující do systému. V našem př ípadě bude nenulová složka Q o udáva t sílu, kterou 

vyvolává elektromotor vozíku, díky níž vozík řídí a zároveň t řen í proti pohybu vozí­

ku. Zbývající složky Q1 a Q2 zahrnuj í pouze třecí síly, působící proti směru rychlosti 

pohybu [17]. Různé modely t řen í jsou popisovány v podkapitole 6.1.1. 
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Vypoč ten ím rovnice 6.1 získáme výslednou soustavu t ř í rovnic 6.2. 

d\9o + d20\cos (#1) — d<iv\sin (9i) + dz^cos (62) — dz9\sin (#2) 

d$\ + d20QCOs (#1) + d^cos (#1 — 62) + d^9\sin [d\ — 62) — d2gsin (9i) 

o?6#2 + ds9ocos (#2) + d<j6\cos d^,9\sin {0\ d3gsin (92) 

kde 

di = nio + m i + m 2 

d2 = m1l1 + m2Li 

ds = m2l2 

c?4 = mil\ + m2L\ + Ji 

d5 = m2Lil2 

d6 = m2ll + J2 

Rovnice 6.2 se dají e legantně zapsat pomocí mat icového zápisu 6.3. 

kde 

E(0) 

F(0 , i 

E (9) 9 + ¥(9,9)9 + G (9) = H (9, u) 

di d2Cos{9i) dzcos{62) 

d2Cos{9i) GÍ4 d5cos(9i — #2) 

dscos^) d<jCos{9i — 62) d§ 

0 —d2sin{9i)9i — c ^ s m ^ ) ^ 

0 0 d5sin(9i - 92)92 

0 -d5sin(9i - 92)9i 0 

G(9) 

0 

-fisin(9i) 

-f2sin(92) 



H ( » ) 

u - FT (é, 

-F, («,; 

'o ) 

V té to práci budou matice značeny dvoj i tými p ísmeny (např . E) a vektory tučné 

(např. H ) 

Jeden z identifikovaných p a r a m e t r ů je koeficient t ření . Třen í je možné popsat pomocí 

různých modelů . Jak popisuje [18], je mnoho faktorů, k teré t řen í způsobují . J edn ím 

z nich je při lnavost jednoho povrchu k d ruhému, nebo odhrnování měkčího povrchu 

tv rdš ím. Tyto základní faktory můžeme nalézt t aké v našem př ípadě . V ložiskách, 

které nejsou ideální, uložených v kloubech, se smýkají dvě plochy. 

Základním modelem t ření je tzv. Coulombovo t ření . Ten je ne j jednodušš ím a nej-

známějším, díky své jednoduchosti. J e d n á se o velké zjednodušení , při k t e r ém se 

zanedbávaj í dynamické efekty t ření . Coulombova třecí síla FC m á kons tan tn í ampli­

tudu a působí proti směru pohybu, jak je znázorněno na obrázku 6.1. 

Charakteristika zobrazená výše je matematicky p o p s á n a pomocí rovnic 6.4 a 6.5. 

6.1.1 Tření 

a) 
F " 

v 

Obrázek 6.1: Charakteristika Coulombova t řen í [18]. 

(6.4) 
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Fc = fiFN (6.5) 

V rovnici 6.5 značí FN sílu tlačící dva povrchy k sobě a \x je koeficient t ření . Jak 

je z obrázku 6.1 pa t rné , není možné tento model používat při nulové rychlosti (tuto 

skutečnost lze t aké vyčíst z rovnice 6.4). P rob l ém nulové rychlosti není jen v klidné 

poloze (statické t řen í ) , ale t aké pokaždé když se nulovou hodnotou prochází (např. 

při pohybu kyvadla, když se mění směr kyvů) . Tento problém se dá vyřešit zavedením 

koeficientu /x 0, k t e rý se dosadí do rovnice 6.4 právě když je rychlost nulová. 

Dalš ím m o ž n ý m modelem je viskózni t ření [18]. Tento model vychází z výše 

popsaného Coulombova t řen í (v rovnici 6.6 je Coulombovo t řen í v závorce). V tomto 

př ípadě je však třecí síla ú m ě r n á velikosti rychlosti. Toto t řen í lze reprezentovat 

obrázek 6.2, či rovnicí 6.6. 

V 

Obrázek 6.2: Charakteristika s p ř i d a n ý m viskózním t ř en ím [18]. 

v (t) ^ 0 : Ft (t) = —Fvv (t) + (-Fcsgn (v (*))) (6.6) 

Tře t í základní model př idává důraz na stat ické t ření . Stat ické t řen í je větší než 

dynamické, ([19] uvádí o 20 % až 30 %). Tento fakt je v tomto modelu zohledněn. 

N a obrázku 6.3 je tento jev znázorněn společně s předchozími t řen ími . 
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v 

Obrázek 6.3: Charakteristika s p ř i daným s ta t i ckým t ř en ím [18] 

Existuje mnoho komplexnějších mode lů t ření . T y obsahují více koeficientů, k teré 

se dají identifikovat. Identifikací t řen í se zabývají v [20] a uvádí , že model zahrnující 

Coulombovo a viskózni t ření dos ta tečně popisuje vlastnosti kyvadla. 

6.1.2 Linearizace 

Jelikož je sys tém kyvadla silně nel ineární sys tém je n u t n é jeho m a t e m a t i c k ý popis 

linearizovat v u rč i t ém pracovním bodě . V našem př ípadě je to horn í pozice obou 

kyvadel. Získat l ineární popis je nu tné také z důvodu, že je po t é možné využít j is té 

metody řízení, např . za pomocí L Q R . Nevýhodou však je, že kvůli linearizaci, je 

popis t í m nepřesnější , čím dál je od pracovního bodu [21]. Linearizace goniometric­

kých funkcí se dají považovat za dos ta tečné přesné, pokud velikost úh lu nepřekročí 

5° [22]. 

Zavedením stavového vektoru ve tvaru 

x = (flo 0i 02 0o 0i 02 ) T (6.7) 

můžeme podle [16] soustavu rovnic 6.2 napsat pomocí mat icového zápisu jako 

O I O O 
x + + 

O - E _ 1 F — E _ 1 G E _ 1 H 

A b y byla úprava v rovnici 6.8 z ma tema t i ckého hlediska v po řádku , musí odpovída t 

rozměry matic s rozměrem vektoru x 6x1. Proto I značí jednotkovou matici 3x3, 
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0 nulovou matici 3x3 a O nulový vektor 3x1. Toto je možné jen v př ípadě , že je 

matice D regulární matice, a tudíž je možné nalézt inverzní matici . To je možné 

zjistit pomocí determinantu př íkazem det() v Mat labu. Pokud je determinant různý 

od nuly, tak existuje inverzní matice. 

1 » det(E) 

5 5.6111e-06 

Podle [23] se hodnota determinantu příliš nehodí k zjišťování regularity matice. 

K tomu spíše slouží číslo podmíněnos t i . To charakterizuje, jak přesně se s touto 

mat ic í numericky pracuje, čím větší je toto číslo, t í m hůře se s mat ic í poč í t á a je 

blíže k s ingulární matici. Pro výpočet v matlabu slouží př íkaz cond(). 

i >> cond(E) 

Hodnota rovná j edné je nejmenší , co může vyjít a značí dobře podmíněnou matici . 

J e d n á se o matice, k teré jsou or togonální [23]. 

Rovnici 6.8 můžeme obecně napsat jako 

ans = 

4 

ans = 

4 

295.2925 

(6.9) 

kde 
O I O 

O - E _ 1 F 
x + 

— E _ 1 G 
(6.10) 

O 

E _ 1 H I 
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Nelineární sys tém může být zapsán pomocí s t anda rdn ího l ineárního tvaru 

(6.12) 

kde A a B jsou výsledkem linearizace pomocí Jakob iánu (rovnice 6.13). J akob ián je 

matice parciálních derivací J . 

g / i g / i g / i 
9 x i (9x2 (9x3 

ď/2 g / g ď/2 
( 9 x i (9x2 (9x3 

ď/3 ď/3 ď/3 
( 9 x i (9x2 (9x3 _ 

(6.13) 

Vychází se z Taylorova rozvoje při zanedbán í vyšších derivací než první [21]. Dosa­

zením hodnot bodu, ve k t e r ém chceme sys tém linearizovat, z ískáme aproximovanou 

funkci. Podle [24] se matice A a B v rovnici 6.12 po linearizaci pomocí j akobiánu 

rovnají 

_ E ( 0 ) - i « <9x 

I 
(6.14) 

dg(x) 
<9x 

0 

E ( 0 ) _ 1 E I 
(6.15) 

Po dosazení p a r a m e t r ů kyvadla do rovnice 6.3 a vypoč í tán í linearizace podle 

vz tahů 6.14 a 6.15 získáme konkré tně vyčíslené matice 

0 

0 

0 

o 

o 

o 

1 o o 

0 1 o 

0 0 1 

-22 ,7187 2,0343 0 0 0 

-240,1730 54,0387 0 0 0 

-124,7757 86,2908 0 0 0 

(6.16) 

0 0 0 5,9452 35,1746 6,4478 (6.17) 
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6.2 Stavový popis systému 

K vn i t řn ímu popisu systémů, k teré mají více v s t u p ů a výs tupů , se využívá tzv. 

s tavový popis systému. Vstupy u (t) a výs tupy y (t) jsou psány do sloupcových vek­

torů . Dále je k sys tému určen s tavový vektor x (t), jehož složky nazýváme s tavovými 

p roměnnými . Pokud je sys tém spojitý, je jeho stav možné v l ibovolném čase t jed­

noznačně urči t pomocí stavu sys tému [25] 

x (ŕ) = A x (ŕ) + B u (ŕ) 

y (t) = C x (t) + D u (t) 

Mat i c i v ý s t u p u C volíme podle [24] jako 

C = 1 

kde I je jednotková matice s rozměry 6x6. A matici p řevodu D volíme nulovou. 

D = 0 

Matice A a B byly vypoč í t ány v předchozí podkapitole. Pomoc í matice sys tému A 

je možné zjistit póly charakter is t ické rovnice systému. T y se rovnají v las tn ím číslům 

matice [25]. V Mat labu k tomuto slouží př íkaz eig() nebo př ímo př íkaz pole(). 

1 » e = eig(A) 

3 e = 

4 0.0000 + 0 0000i 

5 0.0000 + 0 0000i 

6 8.0083 + 0 0000i 

7 -8.0083 + 0 0000i 

8 -0.0000 +14 7653i 

9 -0.0000 -14 7653i 
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Výsledek ukazuje, že je jeden pól sys tému v pravé polorovině komplexní roviny, 

což porušuje nutnou a postačující p o d m í n k u stability, a tudíž je sys tém v o tevřené 

smyčce nestabi lní . Také je vidět , že dva komplexně sdružené kořeny maj í nulovou re­

álnou část , jsou tedy na mezi stability [25]. P r v n í dva nulové kořeny značí astatismus 

d ruhého řádu . Jeho původ je v neomezeném rozsahu vozíku. J inými slovy, pokud by 

se vyvolala síla, k t e rá by ho uvedla do pohybu, vzdálenost vozíku od nulové pozice 

by neus tá le na růs ta la . 

6.3 Řiditelnost 

Základní v las tnos t í sys tému, kterou je vhodné zkoumat je tzv. ř idi telnost . Ta n á m 

říká, že stav sys tému je řiditelný, pokud existuje vstup u(t) , díky k t e r ému je možné 

převést sys tém ze stavu x ( í i ) do stavu x ( í 2 ) [25]. J inými slovy, můžeme pomocí 

vstupu ovlivňovat všechny stavy sys tému. 

V matlabu lze tuto vlastnost zjisti pomocí př íkazu ctrbQ. Pokud je hodnost 

výsledné matice s te jná jako počet s tavů systému, jsou všechny stavy řidi telné. To je 

možné zjistit pomocí př íkazu rank(). 

» řiditelnost = ctrb(A,B); 

>> rank(řiditelnost) 

ans = 

6.4 Pozorovatelnost 

Další v las tnos t í sys tému je pozorovatelnost. Stavy sys tému jsou pozorovatelné, po­

kud je můžeme určit pomocí budoucích hodnot výs tupn ího vektoru y(t) . Tato vlast­

nost se hodí z důvodu, že nelze vždy všechny stavy př ímo měř i t a je tedy vhodné 
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určit s tavový vektor na základě měřených výs tupů . V matlabu je pro výpočet pozo-

rovatelnosti př íkaz obsvQ. 

» pozorovatelnost = obsv(A,C); 

>> rank(pozorovatelnost) 

ans = 

Systém je pozorovatelný, pokud se hodnot matice pozorovatelnosti rovná p o č t u s t avů 

systému. 

Některé stavy, k teré nelze p ř ímo měř i t je n u t n é dopoč í ta t . J e d n á se zejména 

o derivace měřených veličin, tzn. rychlost vozíku a úhlové rychlosti ramen. Nabízí se 

možnost numerické derivace. Jelikož se však úhel kloubu poč í t á pomocí mikropočí ta ­

če, a je dále D A převodníkem převáděn na hladiny napě t í , je tento signál v p o d o b ě 

malých ale s t rmých skoků. T y by vyvolaly velké hodnoty derivace. Dále je signál 

z D A převodníku zašuměný. Hodnoty derivace by byly ješ tě více nepřesné. 

Tento prob lém řeší tzv. K á l m á n ů v filtr. J e d n á se o algoritmus, k te rý odhaduje 

hodnoty dynamických sys témů na základě předchozích odchylek [26]. Díky t ě m t o 

o d h a d ů m je možné pomocí Ká lmánova filtru nejen filtrovat šum, ale t aké estimo-

vat, či pozorovat neměři te lné stavy systému. K á l m á n ů v filtr je t aké nazýván L Q E 

(z angl. Linear Quadratic Estimator). Tento algoritmus lze snadno implementovat 

v pros t ředí Mat lab Simulink, jelikož obsahuje př ipravené funkční bloky s t í m t o al­

goritmem. 
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7 Identifikace 

Identifikace je proces, u k te rého je cílem nají t model sys tému, k te rý bude chováním 

co nejvěrohodněji odpovída t sku tečnému zařízení [27]. Nej důležitější v las tnos t í mo­

delu je fyzikální realizovatelnost, tedy popis musí bý t kauzáln í [28]. Existuje více 

p ř í s tupů jak k identifikaci př i s tupovat [29]. 

7.1 Analytická identifikace 

Jednou cestou je identifikace zakládající se na principu matematicko-fyzikální ana­

lýzy. Díky ní jsme schopni, při znalosti konstrukce objektu, odvodit model pomocí 

ma temat i ckých rovnic a fyzikálních zákonů. Př ičemž se snažíme urči t vztahy mezi 

vs tupn ími a výs tupn ími veličinami soustavy [28]. U t é t o metody je důležité určit , 

jak přesný model požadujeme. Pro zajištění přesnějšího modelu je p o t ř e b a provést 

ana lýzu důkladněj i . To však m á za následek i větší náročnos t při výpočtech . Díky 

znalosti vni t řn ích vazeb získáme vni t řn í popis systému, neboli white-box. 

7.2 Experimentální identifikace 

Další možnos t je identifikace exper imentá ln í . Jak už název napovídá , sys tém identi­

fikujeme z dat, k teré popisují p růběhy vs tupních a výs tupních veličin, naměřených 

b ě h e m experimentu. Získáme vnější popis systému, nazývaný též jako black-box. 

Nevýhodou tohoto popisu je, že neumožňuje pohled do vn i t řn í struktury modelu. 

Postup je větš inou takový, že při znalosti již h r u b é h o modelu, na základě experi­

mentu urč íme neznámé parametry. [28] 
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Exper imentá ln í identifikační metody se ješ tě rozdělují do několika dalších pod-

kategorií . Ať už jde o rozdělení na základě vs tupn ího signálu. Zde m á m e metodu 

akt ivní , kdy do soustavy př ivádíme známý (determinis t ický) , n á h o d n ý (stochas­

t ický) , či p seudonáhodný signál. Nebo pasivní , při k te ré do soustavy nepř ivádíme 

žádný doda tečný signál ale analyzujeme pouze ten, k t e rý se do soustavy vstupuje 

za normáln ích provozních podmínek . Nebo např . rozdělení podle způsobu zpracování 

výsledků experimentu. Rozlišujeme metodu neadap t ivn í , neboli v o tevřené smyčce, 

kde zpracováváme data až po ukončení experimentu. A metodu adap t ivn í , neboli 

v uzavřené smyčce. U t é to metody se na základě několika pá r hodnot vytvoř í model 

a díky následujícím n a m ě ř e n ý m h o d n o t á m se čím dál více zpřesňuje.[28] 

Tato metoda identifikace využívá dva modely. Pa rame t r i cký model je popsán 

pomocí rovnic, k teré obsahují parametry ve formě koeficientů. Nebo model nepara­

metrický. Ten může být popsán graficky, např . ve formě přechodové charakteristiky 

[30]. Paramet r ické modely mohou mí t různé tvary. Mohou to bý t diferenciální rov­

nice, diferenční rovnice, frekvenční charakteristiky, či s tavový popis 

7.3 Naměřená data 

Pro identifikaci modelu je nu tné získat data. T y byla n a m ě ř e n a pomocí experi­

mentu, při k t e r ém se uchytil vozík na pevné mís to a současně se zamezilo pohybu 

prvního kyvadla. Druhé kyvadlo bylo vychýleno přibližně o 5° a nás ledně uvolněno. 

Během procesu us tá lení do klidové polohy jsou měřena data o poloze. Měření bylo 

zopakováno s te jným způsobem avšak kyvadlo bylo uvolněno z pozice 10°. [20] 

Pa rame t r i cký model byl odvozen v kapitole 6.1.2. Parametry tohoto modelu je 

nu tné zjistit co nejpřesněji . K tomu byla v Mat labu použ i t a funkce fminsearchbnd(). 

Ta vypočí tává parametry modelu pomocí minimalizace kr i ter iá lní funkce, kterou 

uživatel zadá . Funkce fminsearchbnd() m á tu výhodu , že je možné zadat horní a dolní 

meze jednot l ivých p a r a m e t r ů . Proces optimalizace se tak stále zpřesňuje. Jelikož byl 

model linearizován, byla data pro identifikaci n a m ě ř e n a při malých odchylkách úhlů . 

Parametry byly identifikovány pro jednot l ivé ramena kyvadla pomocí simulační-
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ho schématu , k teré je zobrazené na obrázku 7.1. Schéma vychází z rovnice 7.1. 

0i = 
FT9i + m\l\gQ\ 

m\l\ + J i 
(7.1) 

Ta vznikla po vyjádření d ruhé derivace úhlu po linearizaci d ruhého ř ádku v sou­

stavě rovnic 6.2, k t e rá reprezentuje d ruhý článek kyvadla. Dále byly os t a tn í části 

kyvadla, jako vozík a d ruhý článek kyvadla, považovány za nulové. Rovnice byla 

dále upravena, aby popisovala kyvadlo v dolní pozici. 

Obrázek 7.1: Simulační schéma j ednoduchého kyvadla. [Obrázek autor] 

Př i identifikaci byly zjišťovány údaje o hmotnost, momentu setrvačnost i , poloze 

těžiš tě a koeficientech t ření . Pro p rvo tn í odhad byly využi ty katalogové údaje od 

výrobce, k te rý udává hmotnosti kyvadel. Pro vypoč í tán í po t ř ebných p a r a m e t r ů byla 

využ i ta minimalizace funkce J (rovnice 7.2). 

fT
 2 

J = [Vmit) - y s i m ( t ) f dt (7.2) 
Jo 

Pomocí funkce J se poč í t á rozdíl mezi naměřenými (ym(t)) a s imulovanými 

(ySim{t)) hodnotami. Mocnina je zde kvůli požadavku kladných hodnot [31]. Shoda 

je znázorněna na obrázku 7.2 a 7.3. Jsou vidět stále drobné nedostatky. Hlavně při 

menších hodno tách úhlů . Úhly větší než 1° jsou však dos ta tečně přesné. 

56 



Identifikace kratšího kyvadla 

• Naměřený průběh 
Průběh po identifikaci 

Obrázek 7.2: Identifikace p a r a m e t r ů kra t š ího kyvadla. [Obrázek autor] 

Identifikace delšího kyvadla 

Naměřený průběh 
Průběh po identifikaci 

Obrázek 7.3: Identifikace p a r a m e t r ů kra t š ího kyvadla. [Obrázek autor] 

V následující tabulce jsou vypsaná identifikovaná data. Hmotnost kra t š ího ky­

vadla je zvýšena o hmotnost nového kloubu. Pokud po rovnáme původn í hmotnosti 

z tabulky 2.1 s nově identifikovanými hodnotami v tabulce 7.1, zjistíme, že je nový 

kloub pouze o necelé 2 g těžší. Není však možné, i přes podobnou hmotnost, klouby 
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pouze vyměni t . Nový kloub změnil polohu těžiště . To je způsobeno větší konstrukcí 

kloubu a změnou celkové délky. 

Tabulka 7.1: Identifikované parametry kyvadel. 

K y v a d l o K r a t š í D e l š í 

Hmotnost [kg] 0,2399 0,1219 

Moment setrvačnost i [kg- m 2 ] 0,0001 0,0001 

Vzdálenost těžiště [m] 0,1488 0,2176 

Koef. viskózního t ření [Nms/rad] 0,0011 0,0002 

Koef. Coulombova t ření [Nms/rad] 0,0010 0,0002 

Kr i t é r ium J (identifikace) 1,76625-10"4 6,19392-10" 4 

Kri t é r ium J (verifikace) 7,20422-10" 4 6,86028-10" 4 

7.4 Verifikace modelu 

Po identifikaci je vhodné položit si o tázku, zda odvozený model odpov ídá vlast­

nostem skutečného kyvadla. Nejsnadnější metodou je porovnán í výsledků získaných 

simulací s daty naměřených pomocí exper imentů . Využi tá data byla odl išná od dat 

použi tých k identifikaci. P r ů b ě h y naměřených dat s daty získaných simulacemi jsou 

na obrázcích 7.4 a 7.5. N a p r v n í m obrázku, zobrazující verifikaci k ra t š ího kyvadla, 

je pa t rné , že se n a m ě ř e n á a s imulovaná data lehce odlišují. U verifikace delšího ky­

vadla jsou odchylky výrazné až ke konci, kdy kmity odeznívají. P ř i verifikaci dat 

byla opět p o č í t á n a odchylka obou p r ů b ě h ů pomocí funkce J (rovnice 7.2). Výsledky 

těchto odchylek jsou vypsány v tabulce 7.1. 
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Verifikace kratšího kyvadla 

5 
C 4 

3 

1 
Naměřený průběh 

Simulovaný průběh 

0 1 2 3 4 5 6 
čas [s] 

Obrázek 7.4: Verifikace p a r a m e t r ů kra t š ího kyvadla. [Obrázek autor] 

Verifikace delšího kyvadla 
T 

[s] 

Obrázek 7.5: Verifikace p a r a m e t r ů delšího kyvadla. [Obrázek autor] 
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8 Řízení 

Možnost í řízení je mnoho, ale účelem t é t o práce je zkoumání tzv. s tavového řízení. 

To, jak název napovídá , se zabývá ř ízením na základě stavového popisu soustavy 

a využívá stavový vektor. P o d t í m t o druhem řízení si můžeme vybavit t ř i hlavní 

postupy. Jsou to l ineární kvadra t ická regulace ( L Q R ) , metoda pole-placement a ře­

šení pomocí tzv. Ackermannovy formule. P rávě p rvně zmíněná regulace byla využ i ta 

v t é to práci . 

Lineární kvadra t ická regulace je ze skupiny metod hledajících op t imáln í náv rh ří­

zení pro konkré tn í aplikaci. Využívá se minimalizace kvadra t ického kri tér ia . To je 

definováno funkcí 

kde Q a R jsou váhové matice. Díky n im je možné upravovat regulaci. Diagonální 

mat ic í Q je možné penalizovať vychýlení sys tému z rovnovážného stavu a mat ic í R 

se d á penalizovať zásah akční veličiny [32]. Počet p rvků (a tedy i ř ádků) odpovídá 

p o č t u stavových p roměnných a p o č t u vs tupních proměnných . Je možné nastavit 

takové matice, k teré nebudou diagonální , to ovšem komplikuje návrh , jelikož je váhou 

zatěžováno více s tavů, resp. v s tupů . Op t imá ln í Lagrangeův mul t ip l iká tor , k te rý se 

využívá v řízení, se vypoč í t á jako 

8.1 Lineární kvadratická regulace 

K = R-1BTP 
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kde se P získá vyřešením Riccatiho algebraické rovnice po dosazení matice sys tému 

A a matice řízení B 

ATP + PA + Q- PBR~1BTP = 0 

Výsledkem je tedy zesílení K využívané v záporné zpě tné vazbě popsanou vzta­

hem 8.1. Tato z p ě t n á vazba na rozdíl od klasických regulačních obvodu nepracuje 

s regulační odchylkou, ale p ř ímo se s tavovými p roměnnými . 

u = -Kx (8.1) 

G D — • © dx 

Obrázek 8.1: Pr incip zpětnovazební regulace pomocí L Q R . [Obrázek autor] 
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8.2 Nastavení regulátoru 

Jak bylo popsáno v předchozí podkapitole, je n u t n é zvolit vhodné nas tavení dvou 

váhových matic Q a R. K zajištění správného chodu regulace je n u t n é zná t Lagran-

geův mul t ip l iká tor . Výpoč ty popsané v přechozí podkapitole jsou implementovány 

v Mat labu v př íkazu lqr(). Do něj je n u t n é zadat matici soustavy A a matici říze­

ní vstupu B společně se zvolenými maticemi Q a R. Výsledkem jsou mul t ip l iká tory 

K (viz rovnici 8.2). Tyto parametry byly využi ty pro sestavení s imulačního schématu 

řízení kyvadla na obrázku 8.2. 

[K]=lqr(A,B,Q,R); (8.2) 

Diagonální matice Q, společně s parametrem R byla v Mat labu zvolena násle­

dovně. 

1 Q = diag([10 50 50 0 0.1 0.1 1]); 

2 R = 0.01; 

Omezení dráhy 

Obrázek 8.2: Simulační řízení kyvadla. [Obrázek autor] 

Základem schématu je funkční blok stavového popisu s názvem Kyvadlo. Do něj 

byly, po úpravě , zadány hodnoty matic A , B , C a D vypoč í taných v podkapitole 

6.1.2. Úprava spočívala v př idán í in tegrá toru zajišťující kvalitnější regulaci na žá­

danou hodnotu. Proto n u t n é zbavit se t rvalé regulační odchylky, kterou stavová 

z p ě t n á vazba nedokáže ovlivnit. To se docílí p ř idán ím in tegrá toru do obvodu. T í m 
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se však p ř idá nový stav sys tému [33], se k t e r ý m se musí poč í t a t t aké v s imulačním 

schématu . Regulace je zaj iš těna blokem L Q R Řízení ve schématu 8.2. Vni t řek bloku 

je znázorněn na obrázku 8.3. 

Obrázek 8.3: Schéma zajišťující L Q R regulaci. [Obrázek autor] 

Jelikož je n u t n é přiblížit se simulací co nejvíce sku tečnému modelu, je po t ř eba 

zajistit v h o d n á omezení. Skutečná d ráha , po k te ré se může vozík pohybovat, není 

nekonečná. To p la t í i pro velikost napě t í , k te ré napáj í pohon vozíku. V s imulačním 

schématu (obrázek 8.2) se tyto omezení zajistily pomocí bloků saturation pojme­

novaných Omezení napě t í a Omezení dráhy. N a obrázku 8.4 jsou zobrazeny reakce 

na impuls v čase 1 s, př ivedený na úhel většího kyvadla. Reakce na změnu žádané 

hodnoty polohy vozíku jsou zobrazené na 8.5. 
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Obrázek 8.4: Simulované p růběhy s poruchou. [Obrázek autor] 

Simulované průběhy se změnou žádané hodnoty 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 
čas [s] 

Obrázek 8.5: Simulované p růběhy se změnou žádané hodnoty polohy vozíku. [Obrá­

zek autor] 
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9 Swing up 

V té to kapitole je p rob í rán tzv. swing up, neboli vyšvihnut í . J e d n á se o proces, kdy 

se kyvadlo dos tává ze spodní polohy do horní . V tomto př ípadě existuje více konfigu­

rací kyvadla. Metod jak horní pozice dosáhnou t je mnoho. Jedna z nich je rozdělena 

na t ř i kroky, k teré popisuje [34]. P r v n í m úkolem je vyšvihnout p rvn í kyvadlo. Dalš ím 

krokem je vyšvihnut í d ruhého kyvadla, za t ímco je první kyvadlo stále stabilizová­

no. T ře t í a poslední krok je stabilizovat obě kyvadla v horní poloze zároveň. Pro 

stabilizaci p rvn ího kyvadla využil [34] zpětnovazební regulaci. Pro vyšvihnut í dru­

hého kyvadla implementoval S M C regulaci (z angl. Slide Mode Control). N a závěr 

pro přemís těn í d ruhého kyvadla t aké do horní polohy byla využ i ta metoda řízení na 

základě energií. Díky tomu, že je S M C velice robus tn í a odolné vůči rušení (rušení 

je t aké právě vyšvihnut í ) , dokáže stabilizovat p rvn í kyvadlo aniž by bylo ovlivněno 

kyvadlem d ruhým. Nevýhodou t é t o metody je, že se j e d n á o nel ineární regulaci. 

Vynesení kyvadla do horn í úv ra t i metodou založenou na energiích popisuje [35] 

a [36]. Základní myšlenka vychází z rovnice popisující energii j ednoduchého kyvadla 

9.1 a její derivace 9.2. 

Pr incip je podle [35] takový, že energie K může být zvětšována či zmenšována 

1 

K = mlŠcos (9) ř 

změnou z n a m é n k a f v závislosti na dcos (8). To znamená , že pokud pla t í 

(9.3) 
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resp. 

sgn (f) = — sgn (ócos (9)j 

pak K > O (resp. K < 0). 

Jelikož je d ráha , po k te ré může vozík jezdit, omezená, musí být f řízen ve vyme­

zených mezích. Úkolem je nás ledně vytvoř i t akční zásah ve tvaru sinusoidy, k t e rým 

bude generována požadovaná velikost energie. 

Př i dosahování horn í polohy b ě h e m swing-up procedury není p o t ř e b a aby ky­

vadlo prošlo horn í rovnovážnou polohou. Stačí pouze aby bylo v dos ta tečně malé 

vzdálenost i . V tento moment se může ukonči t proces vyšvihnut í a začíná poslední 

krok, a to stabilizace obou ramen v horních polohách. Další řízení pomocí metody 

založené na energiích, ve chvíli kdy jsou obě kyvadla v horn í poloze, již podle [36] 

nemá smysl, jelikož je regulace v t é t o poloze velmi nestabi lní . 

Další za j ímavým bodem zkoumání u swing-up procedury je počet zákmi tů b ě h e m 

tohoto procesu. Za urči tých podmínek je možné kyvadlo vyšvihnout do horn í polo­

hy za pomocí pouze jednoho výkmi tu . K tomu je p o t ř e b a dos ta tečně d louhá d ráha 

vozíku a dos ta tečné zrychlení. Pr incip je celkem jednoduchý. Pohon vozíku vyvine 

maximáln í zrychlení z nulové rychlosti. Po dosažení požadované energie opět co nej­

rychleji zastaví . Tento proces se nazývá single-swing. Jelikož se j e d n á o ex t rémní 

př ípad, je n u t n é mí t dos ta tečně výkony pohon. V př ípadě nedostatku výkonu mo­

toru, či k rá tké dráhy, je n u t n é swing-up rozložit na několik menších výkmi tů . [36] 

uvádí, že pokud je max imá ln í zrychlení menší než 4g/3, pak je n u t n é vyšvihnout 

kyvadlo na více rozhoupání . 

P ř i zkoumání co nejkratš ího času vyšvihnut í , může být použi t např ík lad typ 

bang-bang regulace. Ta spočívá v rychlém přivádění energie do kyvadla. To je zajiš­

t ěno vyp ínán ím a zap ínán ím pohonu na max imá ln í výkon. Tento typ řízení je t aké 

z n á m jako dvoustavová regulace, či regulá tory s hysterezí . [37] 
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10 Závěr 

Tato práce se zabývala celou ř adou různých inženýrských úkolů. By lo n u t n é seznámit 

se stávajícím stavem kyvadla a analyzovat jeho parametry. Následně bylo zapo t řeb í 

navrhnout elektronické obvody a vybrat vhodné součástky. Všechny využi té sou­

čás tky byly deta i lně popsány. Po úspěšném návrhu obvodů a zajištění komunikace, 

byl dovožen m a t e m a t i c k ý model a popsán princip řízení. 

V p rvn í části t é t o práce bylo předs taveno dvoji té inverzní kyvadlo od firmy 

Quanser. Jeho parametry i nedostatky v p o d o b ě nedos ta tečné pohyblivosti kloubu. 

Tyto nedostatky byly později opraveny. B y l navržen a pomocí 3D tisku vytvořen no­

vý kloub spojující obě ramena kyvadla. Pro plnou funkčnost bylo n u t n é navrhnout 

bezdrá tovou komunikaci, jelikož by se j inak kabely pro získávání dat z enkodéru 

mohly zamotáva t do aparatury. Spojující kloub byl navržen předevš ím s ohledem 

na možnos t rekonfigurace zapojení . Proto je možné z hlavice kloubu j ednoduše od­

montovat jednot l ivé část i a p ř ípadně je nahradit j inými . T í m t o se otevíraj í další 

možnost i práce na t é t o apa r a tu ř e . Celý postup byl deta i lně popsán a vysvětlen, ať 

už po hardwarové , tak i po softwarové s t ránce . 

Po vytvoření funkční aparatury bylo odvozen m a t e m a t i c k ý model kyvadla, ze 

k terého byl nás ledně po linearizaci vytvořený stavový popis. Ten byl p o t ř e b a pro 

následně vysvětlené metody řízení. Parametry modelu, včetně t ření , byly identifiko­

vány. Verifikací byly nás ledně ověřeny zjištěné parametry. Naměřené hodnoty byly 

porovnány s výsledky simulací v pros t řed í Mat lab a Simulink. 

Následovala část zabývající se ř ízením. Jelikož je řízení reálného kyvadla velmi 

náchylné na nepřesnost i , bylo řízení implementováno a ověřeno pouze za pomocí 

simulací. Bylo zvoleno řízení pomocí L Q R regulace, k t e rá využívá odvozený stavový 
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popis. By lo by možné kyvadlo řídit t aké pomocí metody pole-placement, k t e r á je 

p o d o b n á L Q R . Avšak j e d n á se o empirickou metodu a nemusí být tak p řesná jako 

právě L Q R využi té v t é t o práci . 

N a závěr jsou p rob í rány různé metody pro vyšvihnut í kyvadel do horní pozice. 

Jsou nas t íněné různé principy stabilizací a udržení jednot l ivých ramen v horních po­

lohách. Tyto metody vyžadují rozdělení regulačního pochodu na více část í a v každé 

části využívat různé nas tavení regulá toru . 

Jako mikropoč í tač byl využi t Arduino M i n i . Alternat iva mikropočí tače by mohla 

být procesor S T M 8 , či S T M 3 2 . Tyto procesory maj í menší rozměry, avšak progra­

mování není tak uživatelsky přívětivé jako u použi tého Arduina . Absence knihoven 

byl hlavní důvod proč nebyl procesor S T M použi t . Další alternativou by mohla být 

deska Keywish RF-Nano , k t e rá obsahuje procesor ATmega328P, p o d o b n ě jako mik­

ropočí tač Arduino. Výhodou je, že toto zařízení již na desce plošného spoje obsahuje, 

v t é to práci využitý, bezdrá tový modul nrf24101+. Nevýhodou je však vyšší napá­

jecí napě t í , k teré se pohybuje mezi 6-12 V . Tyto možnost i by mohli být využi té 

v budoucích pracích a výzkumech. 
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