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1. Uvod

1.1. Kvantova logika a kvantova teorie

Rozvoj logiky byl v minulosti ¢asto motivovan vyvojem a pokrokem v jinych védnich
disciplinach. V antice a stfedovéku to byla filozofie, lingvistika a dokonce i teologie. Od 19.
stoleti pak podobnou roli hrala matematika a védy o pfirod¢, a to dokonce natolik, Ze se logika
stala soucasti matematiky a pozd¢ji i informatiky. Pfesnéji feceno, logické struktury se staly
pfedmétem zajmu matematiky a informatiky. Takze tu kromé studia logiky v uzkém sepéti se
zkoumanim argumentace Vv piirozeném jazyce, které predstavuje tzv. logiku filozofickou, vznikla
logika matematicka (dfive zvana téZ symbolicka) v dilech mnohych autorti, k nimz nalezi A. de
Morgan, G. Boole, Ch. S. Peirce, G. Frege, B. Russell a dalsi. Kromé této matematizace logiky si
ostatni védy stale zachovavaji pro logiku inspirujici vliv. S tim souvisi 1 skute¢nost, Ze se logika
obohacuje v mnoha piekvapivych aplikacich. Zminme bouflivy rozvoj intenzionalni logiky
zhruba od Sedesatych let dvacatého stoleti v souvislosti s moderni lingvistikou a informatikou
(rozvoj modalni, tempordlni a jinych logik). Predklddand prace si vS§ima jednoho z
nejzajimavéjSich impulsd, které piichazeji do logiky diky aplikacim, v tomto ptipadé v oblasti
fyzikalniho studia pfirody. Vylozme blize. V nasem piipad¢ se jednd o zachyceni chovani
fyzikalniho kvantového systému tak, jak jej popisuje matematicky formulovana kvantova teorie
opirajici se o opakované a opakovatelné experimenty. ,,Chovani systému* je vagni vyraz. Minime
jim to, ze vyroky o pozorovanych charakteristikach takového systému nelze spojovat pomoci
klasicky definovanych vyrokoveé-logickych spojek, nybrz nékteré z téchto spojek nutn€ nabyvaji
diky povaze fyzikéalniho systému a jeho interakce s méficim zatfizenim (pozorovanim) odlisného
vyznamu. Tato modalita, nemoznost spojovat spojkami s klasickym vyznamem, je dana povahou
¢asti fyzikalni reality, nakolik je uchopena kvantovou fyzikalni teorii, tedy, obecné feceno,
empiricky. Realita (uchopena prizmatem fyzikalni teorie) tak motivuje vytvoreni urcitého nového
logického systému (vyrokové logiky s né€kterymi odlisn€ definovanymi spojkami, coz se promita
do inferen¢nich pravidel) zvaného kvantova logika.1 Logicky systém, logika, je ve své podstaté
apriorni, motivace pro jeho vytvoteni (¢i objeveni, zastdvame-li odliSnou filozofii logiky) je vSak
empirickd.?

Kvantova teorie ve fyzice patii k nejvétSim uspéchim ptirodni védy vibec a co do svého
vyznamu je srovnatelnd snad jen s evoluéni teorii v biologii. S kvantovymi jevy se setkavame
Vv oblasti mikrosvéta a podivné a v jistém smyslu necekané chovani nejmensich ¢astic hmoty je na
obecné urovni dobie znamo i laikim diky castému védecko-populariza¢nimu zpracovani
Vv knihach a jinych médiich (v televiznich dokumentech, ¢asopisech i novinach a derivativné pak
ve védeckofantastické literatufe). Souvisi to mimo jiné stim, Ze finanéné velmi naro¢na
experimentalni zafizeni na detekci Castic a jejich vlastnosti (napf. urychlova¢ a detektor ¢astic
CERNuU pobliz Zenevy) jsou financovéana z vefejnych zdrojii a proto je informovani elektoratu o
pfinosu takového vyzkumu nezbytné. Obeznamenost s touto oblasti védy a jejich vysledki je
tedy v laické vefejnosti vétsi nez v jinych oblastech. Casto se tak setkavame s tvrzenimi o odli§né
kvantové logice, kterou se fidi mikrosvét, a to 1 mezi mladezi, zédky stiednich Skol a vysSich

! Dgjiny vyvoje kvantové logiky od ticatych let 20. stoleti nalezneme ve Foulis (1995). Pro soucasné piistupy
v kvantové logice srov. Dalla Chiara, Giuntini (2002). Podrobny vyklad kvantové logiky, z néhoz vychazime,
nalezne ¢tenar ve Svozil (1998), zejména kapitoly 1-4.

? Putnam (1968).



ro¢nikd kol zakladnich.®

1.2. Obecny a specificky cil prace

Obecnym cilem této prace je tedy z matematického hlediska popsat tuto tak zvanou kvantovou
logiku a porozumét rozdilu mezi ni a logikou klasickou. Srovnani logiky, jiz se ,,fidi chovani
pozorovanych systémt mikrosvéta, tedy logiky experimentalnich vyrok kvantové teorie, a
logiky klasické, kterd je v pozadi popisu makrosvéta, tedy napf. experimentdlnich vyroka
Newtonovské mechaniky, je mozné na pidé logiky samotné, napt. tim, Ze srovname definice
logickych vyrazi (logickych spojek, jedna-li se logiku vyrokovou) a inferen¢ni pravidla obou
logik. Druhou moznosti je chapat ob¢ logiky jako matematickou strukturu urcitého typu (svaz) a
jejich odlisnosti popsat jako diference riznych druhii této obecné struktury. V této ve své povaze
matematické, nikoli logické praci volime druhou moZznost. Nevychazime tedy od zavedeni
vyznamu logickych vyrazii, nybrz od definice pojmu urcité obecné matematické struktury, ktera
bude ve svych zvlastnich piipadech odpovidat (ve smyslu izomorfismu) ob&éma srovnavanym
logikam. Logické systémy tedy budeme uchopovat algebraicky. Potfebnou obecnou
matematickou strukturou bude svaz a hlavni rozdil mezi obéma logikami, které budeme uvazovat
jako typy svazu, bude distributivita (svaz, ktery je nebo neni distributivni). Nyni tedy lze nas
obecné formulovany cil (porozuméni rozdilu mezi kvantovou a klasickou logikou) zpfesnit na
zéakladé pravé popsaného matematického (algebraického) pfistupu: cilem prace je popsat rozdil
mezi uvedenymi logikami chépanymi jako typy svazl. Popis rozdilu sam vSak jeSt¢ neni
porozuménim rozdilu, které je, jak bylo feceno, naSim obecnym cilem. Proto je pfi upfesiiovani
cile v ramci vysvétleného matematického pfistupu tieba doplnit, jak dosahneme urcitého stupné
porozumeéni. Jak jiz vime, kvantova logika (at’ uz ji chapeme jako logicky systém ¢i jako svaz
urcitého typu), ma empirickou motivaci, je to logika experimentalnich vyroka fyzikalni teorie.
Rozdil logiky experimentalnich vyrokti o kvantovych fenoménech a experimentalnich vyroka o
jevech makrosvéta bude tedy mit sviij zdroj, pramen ¢i zdklad v daném obrazu svéta, ve fyzikalni
teorii samotné, v nasem piipadé tedy v odliSnostech implicitnich v kvantové teorii od jinych teorii
(klasické mechaniky). Z toho divodu nestaci jen popsat rozdil obou logik z matematického
hlediska, ale je tfeba alesponi ¢astecné pochopit (a veétsi ambici zde neméame) pro¢ v kvantoveé
logice neplati distributivni zdkon. Kvantova teorie je matematicky popis fyzikalni reality, tj.
urCitym matematickym objektim a jejich vlastnostem odpovidaji realné objekty a jejich
vlastnosti. Specificnost kvantové fyzikalni reality se tedy promitne do objektli matematického
popisu této reality. Proto bude zapotiebi v nezbytné mife predstavit matematicky aparat kvantové
teorie a ukdzat, Ze na urovni matematického popisu je specificnost kvantového svéta dana
ur¢itymi vlastnostmi matematickych objekti, které reprezentuji skutecné rysy kvantového svéta
(vlastnostmi operatorti, které predstavuji pozorovatelné veli¢iny).

* Autorovi této prace byla pii jedné vefejné piednasce poloZena otazka tykajici se povahy kvantové logiky a jeji
odlisnosti od logiky klasické a dale pak obecnych dusledkid z toho plynoucich pro chapani skute¢nosti. Prace tedy
vznika z potfeby odpovédét na prvni ¢ast vzneseného dotazu, pricemz odpoveéd’ na druhou ¢ast otazky (disledkt pro
obraz svéta) jiz nespada do kompetence matematiky, nybrz fyziky a filozofie.
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1.3. Postup a charakter prace

Jelikoz cilem se fidi volba prostiedki, nas cil upiesnény vzhledem k matematickému (a nikoli
logickému) pfistupu urcuje postup Vv této praci. Zaprvé bude nutno co nejstrucnéji vylozit
charakter kvantového systému a specificnost jeho chovani v interakci s pozorovanim. Podle
metodologické zasady, podle niz neni tieba volit vice prostiedkil, nez je k dosazeni cile nezbytné
nutné (Ockhamova bfitva), zvolime ten nejjednodussi fyzikdlni systém, jehoz chovani se fidi
kvantovou logikou, coz je jiz nejjednodussi kvantovy systém viibec, izolovana mikrocastice a jeji
kvantova vlastnost, spin. Protoze logiku experimentdlnich vyrokll ziskanych métfenim stavu
tohoto systému vyjadiime jako svaz, bude zadruhé nutné zavést matematicky pojem svazu a
vSechny nezbytné matematické pojmy, které toto zavedeni umoznuji. Zatreti, S pomoci pojmu
svazu srovname logiku experimentalnich vyrokti naseho kvantového systému s klasickou
vyrokovou logikou a popiSeme zdkladni odliSnosti. V dal§im se pokusime porozumét kofenu této
odli$nosti, selhani jedné Casti distributivniho zékona, v povaze kvantového popisu samotného.
Zactvrté proto zavedeme zdkladni pojmy kvantového systému a jeho matematického popisu.
Kli¢ovym bude pojem operatoru, ktery odpovidd pozorovatelné veli¢in€. Konecné, zapaté,
znalost zakladii matematické reprezentace kvantového svéta umozni pochopit klasickou
sémantiku kvantové logiky zalozenou na piifazeni podprostort Hilbertova vektorového prostoru
jednotlivym experimentalnim vyrokiim kvantové teorie. To by nebylo mozné bez zékladnich
znalosti matematické reprezentace reality vykazujici kvantové chovani.

Tim jsme stanovili obecny cil prace, metodologicky pfistup a na jeho zékladé¢ pak specificky cil
a postup Vv péti krocich.” Zbyva piipojit nekolik poznamek k lepSimu porozuméni zkoumadni,
které mame pted sebou.

Tak jako staci izolovany systém jedné castice s jednou vlastnosti (velic¢inou) K tomu, aby
vyroky o stavu tohoto systému tvofily popis ztélesiiujici kvantovou logiku, a neni nutno studovat

vvvvv

postacuje vyrokova logika K tomu, abychom vyjadfili rozdil mezi kvantovou logikou a logikou
klasickou, a neni nutno sahat ke slozitéjSimu logickému systému, tj. bud’ k logice predikatové,
nebo k n&jaké extenzi vyrokové logiky. Pro na$ cil, ktery v praci sledujeme, rovnéz staci
predstavit zakladni poznatky z teorie svazl a také pouze elementy matematiky kvantové teorie.
Ctenaf necht’ ma tedy na paméti, ze misty zjednodusujeme (nikoliv viak na ukor korektnosti
vyjadieni) a neprobirame detailn€ ani pfisluSné partie teorie svazi, ani kvantovou mechaniku, jak
by tomu nutné bylo u prace vétsiho rozsahu (diplomové).

Kvantova logika je téma pro bakalafskou praci vdéEné, protoZe se zde propojuje logika
s algebrou a geometrii a zaroven se poukazuje na zajimavou aplikaci matematiky ve fyzikalni
teorii. Prace je vedena snahou o porozuméni z pohledu klasické fyziky necekanym vysledkim
moderni fyzikélni teorie (kvantové fyziky), touhou porozumét ,logice” kvantového svéta, ma
proto vylu¢né teoreticky charakter a explicitné chybi aplikovany rozmér. Ten je vSak implicitni.
Autor poznatkl vyuzije ve své pedagogické a pfednaskové praxi.

Na zavér je tieba predejit urcitému nedorozuméni. Hovofime-li o kvantové logice, tedy o
logickém systému s ¢astecné odlisnou definici logickych vyrazii od logiky klasické (v nasem

* Postup v péti krocich piedstavuje logické celky vykladu. Clenéni na kapitoly a podkapitoly tento sled péti krokd
presné neodrazi, jelikoz je kromé¢ logiky vykladu vedeno snahou o pfehlednost, ktera prevazila. Cislovani kapitol
také navic zahrnuje uvod a zavér prace.



ptipadé vyrokovych spojek), pak touto logikou se ,.iidi“ experimentalni vyroky o kvantové
fyzikalni realité (fyzikalnim systému), které popisuji vysledky méteni urcitych vlastnosti (velicin)
tohoto systému. Samotny matematicky aparat kvantové teorie ani popis fyzikalniho systému jako
takového ¢i popis méficiho zafizeni a jeho funkce, piipadné popis toho, které matematické
objekty kvantové teorie odpovidaji t€ém ¢i oném prvkim fyzikalniho systému, nejsou samy o sob¢
soubory vyrokt, jejichz logické spojeni by bylo odlisné od klasického. Po tomto vyjasnéni je
mozno piistoupit k naSemu teoretickému zkoumani.



2. Kvantova logika jako nedistributivni svaz

2.1. Kvantovy fyzikalni systém

Spin je typicky kvantovou vlastnosti nékterych sub-atomarnich ¢astic, jeZ nema piesny
ckvivalent na makroskopické urovni, v klasické fyzice.” Uréitou analogii zde viak ptedstavuje
veli¢ina zvana orbitalni moment hybnosti (angular momentum). Spin vykazuje charakteristiky
vektorové veli¢iny majici velikost a smér.° Zakladnimi stavebnimi kameny hmoty jsou
sub-atomarni ¢astice tzv. fermiony s polociselnou hodnotou spinu (1/2, 3/2, 5/2 atd. v jednotkach
Planckovy konstanty vydélené 27). Patfi sem protony, neutrony, elektrony, kvarky, leptony,
neutrina aj. Naproti tomu c¢astice s celociselnou hodnotou spinu, bosony, zprostfedkovavaji
fyzikalni sily: foton zprostiedkovava elektromagnetickou silu, gluon silnou jadernou silu atd. V
dalsim se soustfedime jen na jeden piiklad, elektron, majici hodnotu spinu 1/2 nebo -1/2.

Uvazujme nejjednodussi kvantové fyzikalni systém: jedinou castici, elektron, prochazejici
elektromagnetickym polem.” Nyni experimentalni procedurou méfeni zjistujeme smér spinu
podle pevné, libovolné zvolené osy X, Y, z Eukleidovského (realného) prostoru (rotaci detek¢éniho
zafizeni). Pro zjednoduseni ptedpokladejme, ze budeme spin métit ve sméru dvou os, 0SYy Z a 0SYy
X. Mé&fime-li ve sméru té€chto os, vzdy dostaneme hodnotu bud’ +1 nebo -1, tedy orientaci spinu
nahoru nebo dold.® M&feni ve sméru osy z a ve sméru osy Yy jsou dv& rizné experimentalni
procedury. Dulezitym disledkem plynoucim ze zobecnéného principu neurcitosti je skutecnost,
ze se naméfena hodnota spinu, resp. informace o orientaci spinu, nezachovava jako pevny vstupni
udaj nasledného meteni podle jiné, ortogondlni osy. Tedy ob¢é méfeni nelze provadét soucasné v
tom smyslu, ze by namécfené vysledky platily soucasné, napt. Ze by bylo mozné o daném
elektronu tvrdit, Ze mé spin ,,nahoru‘ ve sméru osy z a zarovei ostrou (konkrétni, jistou) hodnotu
projekce ve sméru osy X. Opakovana méfeni ve sméru jedné osy davaji identické vysledky, napf.
,»hahoru®. Méfeni ve sméru jiné osy ukazuje v poloviné ptipadl vysledek ,,nahoru, v poloviné
,doli“, takze nezavisi na predchozim méfeni ve sméru jiné osy. Dalsi méfeni ve sméru ptivodni
osy je opéet nezavislé, tzn. polovina piipadl dava vysledek ,,nahoru®, polovina ,,dold*.

Mame tedy dvé experimentalni procedury méfeni fz a fX. V obou vzdy naméfime smér spinu
nahoru (u) nebo dold (d). Procedura fz poskytne vysledek bud’ u(z) nebo d(z), zatimco procedura
fx da u(x) nebo d(x). Souhrnné¢ mame dvé mnoziny vysledkd téchto procedur:

Z={u(2), d()}, X = {u(x), d(x)}

® Dobré piehledy kvantové teorie pro nespecialisty jsou Jenann (2009), Gibbins (2007). Standardni &asto
doporucovana ucebnice je Shankar (1994).

® Pfesn&ji fedeno se jedna o tzv. spinor, prvek komplexniho vektorového prostoru, ktery se na rozdil od klasického
prostorového vektoru chova v transformacich mirné odlisn€, piesnéji feceno, rotace o 360° transformuje slozky
spinoru na slozky s opaénym znaménkem. Spinory dochazeji $irsiho uziti ve fyzice.

" Spin se méii tak, Ze elektronové délo vystieluje elektrony po draze, ktera je piimkou. Ta prochazi magnetickym
polem se silnym gradientem, které muiZe elektrony vychylit. Na detek¢ni roviné méjme soutadnicovy systém z-X. Pak
lze elektron vychylit ve sméru osy z i X. Tento experiment na méfeni spinu se nazyva Stern-Gerlachtiv (po O.
Sternovi a W. Gerlachovi, ktefi provadéli podobny experiment s atomy stiibra r. 1921). Neklasickou vlastnosti spinu
je, ze je ,.kvantovan®.

® V piipadé osy x bychom méli hovofit o sméru spinu dopfedu a dozadu. UZzivame vyrazii ,nahoru® a ,.doli“
obecnéji ve smyslu kladné ¢i zaporné orientace, pficemz smér je dan pfisluSnou osou. Miizeme si predstavit
ukazatel meticiho zatizeni, ktery ukazuje vzdy bud’ nahoru nebo doli. Tento ukazatel neudava smér, nybrz orientaci.
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Sjednocenim Z a X dostdvame mnozinu vSech moznych vysledkt A:

A ={u(2), d2), u(x), d(x)}.

Nasledujici podmnoziny mnoziny A budeme nazyvat udalostmi:

U}, {d@)}, {u()}, {dx)}, {u(@), d(2)}, {u(x), dX)}, 2.

Prazdna mnozina & znamena, Ze neni naméien zadny vysledek (nulova udalost). Prvni Ctyfi
mnoziny o jednom prvku pfedstavuji udalosti, kdy métenim (tj. bud’ aplikaci fz nebo fx) zjistime
vysledny stav, v némz se systém nachazi (spin ma orientaci nahoru, spin ma orientaci dold).
Mnoziny, resp. udalosti, o dvou prvcich chapeme tak, Ze méfenim zjistime, Ze systém je pravé v
jednom ze dvou uvedenych vyslednych stavi. Vycet podmnozin, resp. udalosti, nezahrnuje
vSechny podmnoziny mnoziny A, protoze jednim méfenim (bud’ jen aplikaci fz nebo jen fx) nelze
zjistit, Ze se systém nachazi v jednom ze stavu, zjiStovanych riznymi méfenimi, napt. u(z) a u(x).
Proto mezi udalosti nelze fadit {u(z), u(x)}, apod. Udalosti, které ptedstavuji vysledky jednoho
méfeni, napf. {u(x)} a {u(x), d(x)}, a jsou tak podmnozinami mnozin vSech vysledki Z ¢i X,
nazyvame kompatibilni. Kompatibilni udélosti, jejichz sjednocenim dostaneme mnozinu vSech
vysledkt dané procedury méteni, nazyvame komplementarni. Naptiklad, komplementarnimi jsou
kompatibilni mnoziny {u(x)}, {d(x)}, protoze jejich sjednoceni piestavuje mnozinu X. Prvky
mnoZziny udalosti jsou uspofadany mnoZinovou inkluzi, coZ lze zndzornit s pomoci Hasseova
diagramu:

{ui@, d(Z)DGU(X). dix)}

{diz)} {dia} {ubagl

Obr. 1

Nyni kazdé udalosti pfifadime vyrok o této udalosti, ktery je pravdivy pravé tehdy, kdyz
udalost nastava. Udalost nastava tehdy a jen tehdy, pokud méfenim zjistime, Ze systém je praveé v
jednom ze stavi, prvkil ptislusné udalosti. Tak vyrok ,,p(u(x))* je pravdivy, kdyZ nastava {u(x)},
tedy, kdyz aplikaci procedury méteni fx zjistime, Ze spin sméfuje nahoru, coZ zna¢ime u(x).

Vyroky o komplementarnich udalostech jsou negaci jeden druhého v tom smyslu, ze je-li
pravdivy jeden, neni pravdivy druhy. Naptiklad je-li pravdivy p(u(z)), neni pravdivy p(d(z)) a
naopak.

Jak bude ziejméjsi pozdgji, ptistoupime ke ztotoznéni vyrokt p(u(z), d(z)) a p(u(x), d(x)).
Tyto vyroky jsou disjunkcemi vyroku p(u(z)) a p(d(z)), resp. p(u(x) a p(d(x)) Jak uvidime,



vyroky v disjunkci budeme reprezentovat ortonormalnimi (bazovymi) vektory, disjunkce vyrokt
pak piedstavuje podprostor, ktery vznikd jako linearni kombinace téchto bazovych vektori.
Vyroky v obou disjunkcich tak ptfedstavuji alternativni baze, jejichz linedrnim obalem je cely
prostor. Je-1i tedy obéma disjunkcim pfifazen tento jediny prostor, pak maji ob¢ stejny vyznam.
Symbolem ,,1* tedy oznacujeme vyrok, ktery je pfi jakémkoli vysledku méfeni vzdy pravdivy.

Uvazujme nyni vyrok o prazdné mnozin¢, kterd je také podmnoZzinou mnoziny vysledkl A.
Prazdna mnozina znamend, Ze nastdva nulova udalost, tj. udalost s zadnym vysledkem. Vyrok o
této udalosti oznac¢ime ,,0°. Za naseho piedpokladu, ze provadime méfeni nékterou z procedur fz
nebo fx, je tento vyrok vzdy nepravdivy, protoze vzdy dostaneme néjaky vysledek z mnoziny
moznych vysledkl A. Usporadejme vyroky o udalostech do Hasseova diagramu:

Y
pidiz) pdix))

Obr. 2

Pl

pu)

Uvedena struktura piedstavuje tzv. svaz (angl. lattice). Abychom ji mohli zkoumat, je tieba
tento pojem zavést.

2.2. Svaz9

Predtim nez zavedeme pojem svazu, je zapotiebi definovat n¢kolik pojmu z teorie uspotradani.
Definujeme relaci ¢astecného uspofradani na mnoziné A a pojem caste¢né usporadané mnoziny:
Binarni relace R na mnoziné A je ¢aste€nym uspofadanim, je-li R reflexivni, antisymetricka a
tranzitivni. Uspofadand dvojice <A, R> je Castetn¢ usporfadand mnoZina (poset) a relace R je
¢astecné uspotfadani na mnoziné A.

Déle definujme nejvétsi a nejmensi prvek:

Necht <A, <> je poset, kde ,,<* ptfedstavuje relaci ¢aste¢ného usporadani, a B je podmnoZinou
A:

Prvek b € B je nejvétsi prvek B jestlize pro kazdy prvek b” € B, b’ < b.

Prvek b € B je nejmensi prvek B jestlize pro kazdy prvek b’ € B, b’ > b.

Nejmensi a nejvetsi prvek mnozZiny B nemusi existovat. Pokud existuji, pak jsou jedinecné:
jestlize a a b jsou nejvétsim (nejmensim) prvkem mnoziny B, potom a = b.

° K teorii svazii srov. napf. Mac Lane, Birkhoff (1974, s. 545-569) nebo podrobngji v Birkhoff (1967).
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Dale definujeme maximalni prvek, horni mez a supremum:

Necht' <A, <> je poset a B je podmnoZinou A:

Prvek b € B je maximalni prvek B, jestlize b € B a neexistuje zadny prvek b’ € B takovy, ze b #
b>ab<b’.

Prvek b € A je horni mez mnoziny B, jestlize pro kazdé b’ € B, b’< b.

Prvek b € A je nejmensi horni mez mnoziny B (supremum), jestlize b je horni mez a pro kazdou
horni mez b> mnoziny B, b < b’.

Analogicky definujeme minimalni prvek, dolni mez a infimum:

Necht' <A, <> je poset a B je podmnoZinou A:

Prvek b € B je minimalni prvek B, jestlize b € B a neexistuje zadny prvek b’ € B takovy, ze b #
b>’ab>Db’.

Prvek b € A je dolni mez mnoZiny B, jestlize pro kazdé b’ € B, b’> b.

Prvek b € A je nejvétsi dolni mez mnoziny B (infimum), jestlize b je dolni mez a pro kazdou
dolni mez b” mnoziny B, b > b’.

Uvazujme kone¢né mnoziny. Srovnanim definic nejvétsiho a maximalniho prvku je ziejmé, Ze
kazdy nejvétsi prvek je maximalni, ale naopak to neplati. Zatimco nejvétsi prvek, existuje-li, je
jedine¢ny, maximalnich prvkid mulze byt v ¢aste¢né usporadané mnoziné vice (pak zde neni
nejveétsi prvek). Totéz plati, mutatis mutandis, o nejmensim a minimalnim prvku. Z definice je
také zfejmé, ze dolni/horni mez nemusi patfit do uvazované podmnoziny B, zatimco
nejvétsi/nejmensi prvek a maximalni/minimalni prvek do ni z definice nalezi. Dale z definice
plyne, Ze jestlize b je nejvétsi prvek podmnoziny B, pak b je nejmensi horni mez (supremum)
mnoziny B. Kone¢né, jestlize b je horni mez podmnoziny B a b € B, pak b je nejvétsi prvek
mnoziny B. Totéz plati, mutatis mutandis, o nejmensim prvku, infimu a dolni mezi.

Hasseliv diagram na obr. 1 pfedstavuje mnozinu ¢aste¢né uspotfddanou relaci mnozinové
inkuze, ,,.c*. Mnozina nema nejvétsi prvek, ale ma dva maximalni prvky. Naproti tomu ¢astecné
uspofadand mnoZina vyrokl na obr. 2 ma nejvétsi prvek, ktery je zaroven prvkem maximalnim a
supremem.

Nyni mame definovany vSechny potfebné pojmy k zavedeni pojmu svazu jako Castecné
uspofadané mnoziny. Svaz je ¢aste¢né usporadand mnozina, v niz pro libovolnou dvouprvkovou
podmnozinu plati, Ze ma supremum a infimum, které jsou rovnéz prvky dané uspotddané
mnoziny.

Presngji: necht’ je dan libovolny poset <P, <>, kde ,,<* predstavuje né&jakou relaci ¢aste¢ného
uspofadani, a podmnozina M = {a, b}. Pak prvek inf(M) € P se nazyvé infimum podmnoziny M,
plati-li, ze inf(M) < a, inf(M) < b ax < a a x < b implikuje, ze X < inf(M). Analogicky, prvek
sup(M) € P se nazyva supremum podmnoziny M, plati-li, ze sup(M) = a, sup(M) = bax>aax
> b implikuje, ze X = sup(M).

Svaz je takova ¢aste¢né uspofadand mnozina <P, <>, v niZ pro libovolnou dvouprvkovou
podmnoZinu M = {a, b} plati, Zze inf(M) a sup(M) € P.

Doposud jsme svaz uvazovali jako Castecné uspofadanou mnozinu. Na svaz lze takeé
ekvivalentné pohliZet jako na algebraickou strukturu se dvéma bindrnimi operacemi prisek ,,A“ a
spojeni ,,v*, (P, A, V), které splituji nasledujici soubor axiomu (pro libovolné X, y, z € P):

(1) x Ax=X; Xwvx=Xx(idempotence)
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2) xAy=yAX; Xxvy=yvx(komutativita)
B) XAY)AzZ=XA(YAZ); (XvYy)vz=Xxv(YVv2)(asociativita)
@) xAXXvy)=x; xv(XAy)=x(absorbce)

Operace spojeni a prusek prifazuji kazdym dvéma a, b € P supremum, resp. infimum. Snadno Ize
také ukazat, ze ve svazu chapaném jako poset plati vztahy (1) az (4) chapané jako rovnosti mezi
infimy a supremy, napf. prvni ¢ast (2) ¢teme jako inf(x, y) = inf (y, X), coz evidentné plati.
Podobné z obrazku snadno nahlédneme, Ze absorbce (4) inf(x, sup(x,y)) = x a sup(x, inf (x,y)) = x

také plati:

Obr. 3

Vidime, ze sup(X, y) = v a inf(x, v) = X. Podobnég, inf(x,y) = z a sup(x, z) = x.

2.3. Logika experimentalnich vyrokii kvantového systému jako nedistributivni
svaz

Nyni mutzeme definované pojmy aplikovat na strukturu na obr. 2, kterou piedstavuji
experimentalni (typy) vyroky o méfenych stavech né&jakého kvantového systému. Nazvéme si
tuto mnozinu vyrokt P. Jedna se o svaz v obou definovanych, vzajemné ekvivalentnich smyslech
(svaz jako poset a svaz jako matematicka struktura s dvéma binarnimi operacemi). Libovolné dva
prvky mnoziny P maji supremum a infimum. Vidime, ze u mnoziny udalosti na obrazku 1 to tak
neni, udalosti {u(z), d(z)} a {u(x), d(x)} nemaji supremum. Proto mnozina kvantovych udalosti,
které mohou nastat, neni svaz.

Nyni blize zkoumejme druh svazu, ktery mnozina (typl) vyrokt P pfedstavuje. To bude
podstatné z hlediska srovnani kvantové vyrokové logiky s klasickou. Neékteré svazy spliuji
krom¢ axiomu (1) az (4) jeste tzv. distributivni zakony, které provazuji binarni operace prisek a
spojeni jeste tésneji nez absorbce (plati pro libovolné X, Y, z, které je prvkem svazu):

B)xAayv)=XxAay)v(xAaz)
6B)xviyArz)=(Xvy)A(xv2)

Typickym piikladem distributivniho svazu je potenéni mnozina néjaké mnoziny S, P(S).
Piikladem budiz potenéni mnoZina t¥iprvkové mnoziny {x, y, z}, P{x, y, z}), 2*:
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Vezmeme-li libovolnou trojici prvkii mnoziny P, vidime, Ze axiomy (5) a (6) plati. Plati tyto
distributivni zdkony také ve svazu kvantovych vyrokli P? Jak lze ocekdvat, neplati. K tomu,
abychom to nahlédli, sta¢i uvazovat jediny piipad, jedinou trojici prvki P, pro které rovnost
neplati. Vezméme si trojici prvkd p(u(z)), p(u(x)), p(d(x)). Leva strana rovnosti (5) vypada
nasledovné: p(u(z)) A [p(u(x) v p(d(x)] = p(u(z)) A 1 = p(u(z)). Prava strana rovnosti (5) vypada
takto: [p(u(z)) A p(u(X)] v [p(u(z) A p(d(x)] =0 v 0= 0. Prava strana se tedy nerovna levé.

Pokud bychom uvazovali pouze jedinou méfici proceduru, tedy napt. jenom fz nebo jenom fx,
pak by se ,,logika* udalosti nelisila od klasické vyrokové logiky, v niz distributivni zdkony plati.
V obou ptipadech zde mame jen dva mozné stavy, z nichz jeden se vzdy realizuje, totiZ s a ne-S,
kde ,,s* znamena, Ze systém ma ptislusny stav (napt. spin nahoru), ,,ne-s*, Ze jej nema ¢ili Ze ma
stav opaény (napf. spin dolt). Mnozinu moznych vysledki tvofi mnozina S = {s, ne-S}.
Uvazujme ctyfi udalosti, prvky potenéni mnoziny P(S), a pfifad'me jim rovnou vyroky o téchto
udalostech:

,»p(s, ne-s)“, ktery budeme znacit ,,1%, je pravdivy, kdyz se realizuje pravé jeden z ptislusnych
stavid, prvkll mnoziny S, tedy vzdy.

,»p(s)“ Cili ,,p* je pravdivy, kdyz se realizuje stav s

»p(ne-s)*“ neboli ,,~ p* je pravdivy, kdyz se realizuje prvek ne-s

,,p(D) ¢ili ,,0%, znamena, Ze se zadny stav, prvek S, nerealizuje, a tudiz neni pravdivy nikdy.

Poznamenejme, ze symboly ,,1 a ,,0 se obvykle zna¢i nejvetsi a nejmensi prvek ve svazu.
Mnozina vyrokl {1, p, ~p, 0} predstavuje distributivni svaz:

10 Zdroj obrazku Wikipedia.
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Obr. 5

Navic kazdy prvek této mnoziny ma svij komplement. Komplement prvku a je prvek a’ takovy,
ze plati:

Q) ana’ =0
@@ ava-=l1

Je zfejmé, Ze p a ~p jsou komplementarni. Evidentné, p A ~p =0 a p v ~p = 1. Svaz, ktery ma
nejvetsi a nejmensi prvek a plati vném (i) a (ii) pro kazdy jeho prvek a, je komplementarni.
Komplementarni distributivni svaz je tzv. Boolova algebra. Na§ svaz vyrokl o experimentalnich
vyrocich kvantového systému P je komplementarni, neni vSak distributivni.

Svaz P spliiuje slabsi, resp. obecné€jsi podminku, nez je distributivita, a tou je modularita.
Modulérni svaz spliuje tuto podminku (pro libovolnou trojici prvka X, Y, z):

(5) jestlize x < z,potom Xv(yAz)=(XVYy)Az

Ukazme na piikladu. Mé&jme naptiklad trojici prvka p(u(z)), p(u(x)), 1) pti¢emz plati, ze p(u(z))
< 1 LS (5) p(u(z)) v [p(u(x)) A 1] = p(u(2)) v p(u(x)) = 1; PS (5)" [p(u(z)) v pU(x)] A1 =1 A
1 =1. Levé strana rovnosti se skute¢né rovna pravé.

Plati, ze kazdy distributivni svaz je moduldrni, naopak to vSak neplati. Dulezitym
matematickym poznatkem je, Zze svaz podprostort libovolného vektorového prostoru je
moduldrni. Mezi dal§i vyznamné poznatky patii tato fakta: NejjednodusS$i nedistributivni
modularni svaz je diamant, coz je pravé podsvaz naseho svazu P, ktery zahrnoval vybrané prvky
p(u(z)), p(u(x)), p(d(x)), u nichz jsme prokazali, Ze neplati distributivni zakon (obrazek 6).
Obecné plati, Ze podsvaz M svazu S je neprazdnad podmnoZzina S, pro jejiz libovolné dva prvky a,
b (e M) plati, Ze a A b, a v b € M. Jinak feCeno, M je uzaviena svazovym operacim prasek a
spojeni.
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Obr. 6

Plati, Ze kazdy podsvaz distributivniho svazu je sdm distributivnim. Pokud je podsvazem
n¢jakého svazu diamant, pak ma dany svaz nedistributivni podsvaz, a tudiz nemulze byt
distributivni. Ve svazu P lIze identifikovat vicero podsvazi, jejichz diagram mé tvar diamantu.
Snadno nahlédneme, Ze jsou 4 (kazdy z diamantd vynechava jeden prvek ze stfedni Grovné
Hasseova diagramu na obr. 2.).

Nedistributivni svaz logiky experimentalnich vyrokii P srovndme s vyrokovou logikou vyroki
p a q, ktera je Boolovou algebrou.™

1 Nage srovnani je obecné tj. z hlediska toho, Ze v obou pfipadech mame strukturu vyroka, kterd odpovida n&jaké
mnoZinové struktufe. Bylo by viak mozno srovnavat i konkrétné: Reknéme, Ze vyroky p a g, resp. ~p, ~q odpovidaji
experimentalnim vyrokim ,,elektron ma spin nahoru podle 0sy z (vyse znaceno p(u(z)))“ a ,,elektron ma spin nahoru
podle osy x (p(u(x)))*, resp. ,.elektron ma spin dolu podle osy z (p(d(2)))* a ,,elektron ma spin dolu podle osy X
(p(d(x)))*“. Chova-li se systém kvantové, jak bylo popsano vyse, vztahy mezi experimentalnimi vyroky reprezentuje
diagram na obr. 2. Nyni pfedpokladejme ve smyslu myslenkového experimentu per impossibile (tj. navzdory
fyzikalni nemoznosti), Ze by nas kvantovy systém vykazoval klasické chovani, tj. ze by mohla byt méfena hodnota
spinu podle osy z i podle osy x zaroveii a disjunkce experimentalnich vyroki neptedstavovala nutné pravdivy vyrok
(smysl tohoto pozadavku vyplyne z vykladu nize). Pak by logické vztahy mezi vyroky reprezentoval diagram na obr.
7.
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Obr. 7%

To, ze vyrokova logika vyrokd p a q je Boolovou algebrou, nahlédneme z toho, Ze tato logicka
struktura koresponduje ve smyslu izomorfismu néjaké mnozinové struktufe, o niz vime ¢i snadno
zjistime, Ze je Boolovou algebrou. Logické operace negace, konjunkce, disjunkce a implikace
jsou standardné interpretovany jako relace a operace na mnozinach (mnozinova algebra). Presnéji
feceno, ob& struktury (tj. logika: mnozina vyrokli a operace na nich, a mnoZinova algebra:
mnozina mnozin a operace a relace na nich) jsou izomorfni pfipady Boolovy algebry. Vyrokiim p
a q jsou pfifazeny né&jaké vlastni podmnoZiny univerzalni mnoZiny. Relace ,,byt podmnoZinou®,
C, je izomorfni s implikaci, negace je operace doplnék mnoZiny (do univerzalni mnoZiny),
konjunkce je operace prinik a disjunkce pak operace sjednoceni:

Necht’ A, B < U. Dale, necht’ A koresponduje s p a B koresponduje s g. Potom
A c Bjeizomorfnisp — q

U-A,t. A’ jeizomorfnis ~p

A N B jeizomorfnis AAB

A U B jeizomorfnis Av B

Uved'me piiklad: necht’ univerzalni mnozina U = {a, b, c, d}. Necht' p odpovidd mnozina A = {a,
b} a q mnozina B = {a, c}. Pak

U- A= {c,d} odpovidad ~p, U—-B = {b, d} odpovida ~q.

A N B={a} odpovidap A Qq

AUB={a,b,c} odpoviddip v q

Ac(AuB),t.{a b} c {a,b,c},odpovidip— (pvQ)

Tento izomorfismus snadno nahlédneme, srovname-li obrazek 7 a obrazek 8. Obrazek

12 7Zdroj obrazku Wikipedia, namisto 1 je v obrazku uvedeno TRUE, misto 0 pak FALSE.
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8 predstavuje Hassetiv diagram potenéni mnoziny &tyfprvkové mnoziny 2°. Vime, e potenéni
mnoziny predstavuji typicky ptiklad Boolovy algebry, ohrani¢eného komplementarniho
distributivniho svazu. Proto je Boolovou algebrou vyrokova logika vyrokt p a q.

Obr. 8

2.4. Logické spojky v kvantové vyrokové logice

Ve svazu (Hasseovu diagramu) klasické vyrokové logiky vyrokti p a q na obrazku 7 si vSimnéme,
ze zde prisek p A q interpretujeme jako konjunkci a spojeni p v q jako disjunkei, jejichZ vyznam
je dan zndmymi pravdivostnimi tabulkami. Jak jiZ bylo feCeno, s t€émito logickymi operacemi
koresponduji mnozinové operace. V logice experimentalnich propozic P na obrazku 2 naproti
tomu vidime, Ze prasek (infimum), konjunkce libovolnych ,.elementarnich vyrok* z mnozZiny
{p(u(z)), p(d(2)), pu(x)), p(d(x))}, napt. p(u(z)) a p(d(x)), je vzdy nepravdivy vyrok. To
neznamena, Ze by se jednalo o jiny vyznam ,.konjunkce®, o jinou podobu pravdivostni tabulky ¢i
ze by konjunkci nebylo mozno chéapat jako mnoZzinovy prunik (prinik vektorovych podprostort,
ktery koresponduje konjunkci, 1ze v §ir§im smyslu chapat jako prinik mnoZin, jejichZ prvky tvofi
vektory). V logice experimentalnich propozic vlivem chovani fyzikalniho systému nikdy
nenastava situace (tj. je fyzikdln¢ nemoznd takové situace), kdy by prinikem dvou mnozin
reprezentujicich dvé rizné propozice byla jinda mnoZina neZ mnozina pradzdnd. To snadno
nahlédneme srovnanim Hasseova diagramu chovani kvantového systému na obrazku 1 a obrazku
8, ktery odpovida mnozinovym relacim a operacim izomorfnim s vyrokovou logikou vyroki p a
q. Jinymi slovy, konjunkce experimentalnich vyrokli o chovani kvantového systému bude vzdy
nepravdivy vyrok, protoze libovolné dva z téchto vyrokii nemohou byt zaroven pravdivé, at’ uz
proto, ze vyjadfuji nekompatibilni vysledky meéfeni (slaba nekompatibilita), nebo proto, ze
popisuji vysledky nekompatibilnich mé&ficich procedur fz a fx (silna nekompatibilita).™

Podobné spojeni (supremum) elementarnich vyrokt z mnoziny {p(u(z)), p(d(z)), p(u(x)),

3 Ve fyzice se pojem nekompatibility vztahuje na silnou nekompatibilitu.
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p(d(x))}, napt. p(u(z)) a p(d(x)), je vzdy pravdivy vyrok. To uz neni jen diky tomu, Ze by kvuli
Z hlediska logiku vnéjSimu fyzikdlnimu omezeni byla fyzikdlnim systémem realizovéna jen
»cast™ moznosti danych vyrokovou logikou, jako je tomu v ptipadé konjunkce danych vyroku,
nybrz proto, ze samotna disjunkce, tedy logicka operace, nabyva odlisného vyznamu. Disjunkci
totiz neodpovidd mnozinové sjednoceni, nybrz linearni obal vektorti. Pied zkoumanim odlisného
vyznamu disjunkce vSak pfedfad’me pojednani o vyznamu negace.

Zminili jsme dvoji nekompatibilitu vyroki (a stavi, které popisuji): slabou, v ramci jednoho
meéieni a silnou, jez se tyka vyroku, které Cini pravdivymi nekompatibilni méfeni. Uvazujme
vyrok p (,,elektron ma spin podle z nahoru®). Je-li pravdivy, pak slabé nekompatibilni vyrok q
(,,elektron ma spin podle z dolu®), ktery predstavuje (kvantové logickou) negaci vyroku p, tzn.
~p, je automaticky nepravdivy. Pokud by byl vyrok q pravdivy, pak by byl naopak p nepravdivy.
Zde ovSem paralela s vyrokové-logickou negaci konéi. Kvantové logicka negace nemad stejny
vyznam s vyrokové-logickou negaci, protoze z nepravdivosti p nebo g nelze usoudit na
pravdivost slabé nekompatibilniho vyroku q nebo p. Hlubsi divod bude ziejmé&jsi pozdéji na
zéklad¢ izomorfie kvantové logiky s podprostory Hilbertova prostoru. Nyni staci fici, Ze nevime,
zdali je ptislusny vyrok nepravdivy proto, Ze je pravdivy vyrok opacény (jak by piipadné ukazala
méfici procedura {z), nebo proto, ze je pravdivy n€ktery ze siln€ nekompatibilnich vyroka, jehoz
pravdivost méii fx. Vyrok i jeho kvantova negace mohou byt oba nepravdivé.

Vratme se ale k pfedpokladu, Zze je p pravdivy. Potom neni nepravdivy jen vyrok slabé
nekompatibilni, g, ale nepravdivé jsou i silné nekompatibilni vyroky r (,,elektron ma spin podle X
nahoru®) a s (,,elektron ma spin podle x dolu®), z nichz pravé jeden muze byt pravdivy, jen
provedeme-li méteni fx. Neni tieba dodavat, Ze r a s jSou vzajemné slabé nekompatibilni. Tyto
zavislosti pravdivostnich hodnot plati, mutatis mutandis, pro vSechny ¢tyfi vyroky p, q, r, s.
Piehledné je vyjadieme v tabulce:™

p/~q | g/~p | r/~s | SI~r
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Podobna zména vyznamu se tyka také disjunkce v kvantové logice. Uvidime, Ze tak jako muze
byt zaroven nepravdivy vyrok a jeho kvantova negace, tak mohou byt nepravdivé oba Cleny
kvantové disjunkce.

Selhava-li distributivni zakon,

pr@vne(@EAagv(Aan.

pak jedna stimto zadkonem provazanych logickych spojek musi mit odliSny vyznam od
standardniho. Neni-li to konjunkce, musi to byt disjunkce. Ma-li odliSny vyznam, pak se uz
nejedna o odlisné chovani systému od bézného, tedy o ,.kvantovou logiku“ v uvozovkach, ale o
deviantni ¢i neklasickou logiku v tom smyslu, Ze definice alespon jedné z logickych spojek je

14 ’ , y v . . , . .
Lomitko v tabulce znamena ,,zaménnost®, tj. striktni ekvivalenci.
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odli$na & zm&néna.® Pak uZ se jedna o kvantovou logiku jako takovou.

Abychom trochu Iépe porozuméli nestandardnimu logickému chovéani disjunkce,
prozkoumejme selhani distributivniho zakona blize: méjme vyrok p, ktery znamena ,,elektron ma
spin nahoru ve sméru osy z“, q: ,,elektron ma spin nahoru ve sméru osy x“ a r: ,,elektron méa spin
dol ve sméru 0sy x“. Pfipustme hypoteticky, Ze se nas systém chova klasicky, coz, jak vime, je
v rozporu s fyzikalni realitou: Kdyby se systém elektron-spin choval ve shod¢ s klasickou
mechanikou, pak by platilo, Ze ,.elektron mé spin nahoru ve sméru osy z A ZAROVEN ve sméru
oSy X ma bud’ spin nahoru, nebo dolid“, pokud by méfeni ukazalo, Ze ve sméru osy z je skute¢né
nahoru a predpokladali bychom, ze musi platit jedna z opa¢nych variant ve sméru osy X (kterou
by mohlo nasledné¢ méfeni zjistovat). Za stejné situace by platilo také ekvivalentni vyjadieni
podle distributivniho zakona ,,elektron mé spin nahoru ve sméru osy Z a zdroverni ma spin nahoru
ve sméru osy X NEBO ma spin nahoru ve sméru osy z a zdrovern doli ve sméru osy X*“. Jelikoz
bychom védéli, ze ve sméru osy z ma elektron skute¢né spin nahoru a dale bychom
predpokladali, ze ve sméru osy X ma elektron bud’ spin nahoru, nebo dolti, byla by nutné jedna ze
dvou disjunktivné spojenych konjunkci pravdiva, a tim by byla pravdiva i hlavni disjunkce.
Nemuseli bychom ani provadét méfeni ve sméru osy X. Nicméné pokud bychom ho provedli a
zjistili kuptikladu, Ze elektron ma spin nahoru, nerusil by se pfedchozi vysledek méteni podle osy
Z a platil by vyrok o tom, ze elektron ma spin nahoru podle osy z a zaroven nahoru podle osy X.

Jak jiz vime, systém se takto ve skuteCnosti nechova. Nyni tedy uvazujeme ve shod¢ s vyse
popsanymi kvantové mechanickymi charakteristikami systému. Méfeni opét prokaze, Ze spin je
orientovan nahoru podle osy z. Zdroven lze piedpokladat, ze plati disjunkce vzajemné slabé
nekompatibilnich vyrokd o spinu elektronu ve sméru osy x. Platnost disjunkce je vysledkem
naseho poznani, ze se jedna o nekompatibilni stavy (orientace nahoru, resp. dol) a ze je uplna
(vice stavii neni)."® Nevime v3ak, ani v principu nemiiZzeme védet, ktera z téchto hodnot to je.
Proto je sice disjunkce slabé nekompatibilnich experimentalnich vyrok pravdiva, ani jeden
zZ disjunkce experimentalnich vyrokia vSak neni pravdivy, protoZe vime, Ze plati elektron ma spin
ve sméru osy Z (nahoru), a pravdivost tohoto vyroku vyluc€uje, aby zaroven platil vyrok o tom, Ze
elektron ma jednu ze silné¢ nekompatibilnich vlastnosti. Naproti tomu druha ¢ast distributivniho
zékona, ekvivalentni vyjadreni (,,prava strana ekvivalence*), pravdiva neni, ani jeden z disjunkci
spojenych konjunktivnich vyrokil nemiize byt pravdivy, protoZe se zde predpokladd soucasna
pravdivost nekompatibilnich experimentalnich vyrok. Méteni podle osy z a X nelze provadét
soucasné. Jedno ,,zrusi“ vysledek druhého.

Nyni je tedy nestandardni charakter kvantové disjunkce o néco ziejméjsi: na rozdil od
standardni disjunkce ve vyrokové logice miize byt kvantova disjunkce pravdiva, tfebaze ani jeden
Z disjunktii neni pravdivy. Pravdivost disjunkce je kompatibilni s tim, aby ob¢& disjunktni
moznosti byly nedeterminované. Pro¢ tomu tak je, objasnime pozd¢ji. K tomu je zapotiebi
obeznamit se s kvantovou teorii trochu blize, zejména s matematickou strankou této teorie.

Popsany jev silné nekompatibility se ve fyzikdlnim popisu kvantovych jevl objevuje na
riznych arovnich a z riznych hledisek jako princip superpozice a princip neurcitosti. My jsme si
jej ilustrovali jen na nejjednodussim piikladu fyzikdlniho kvantového systému, elektronu s
orientaci spinu méfenou podle osy z a osy x. Analogické vysledky bychom ziskali pti zkoumani
vyroki o vysledcich méfeni hybnosti a polohy elektronu, které nelze provadét zaroven. I zde
bychom ziskali kvantovou logiku, v niz selhava distributivni zakon (srov. Putnam, 1968). Jedna
se 0 nemoznost mé&fit hodnoty riznych pozorovatelnych veli¢in systému zaroven. Matematickym

' Neklasickymi & ,,deviantnimi* logikami v&etné kvantové se zabyva Haack (1996).
1® Minime zde slabou nekompatibilitu, co neni nekompatibilita fyzikalni.
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diivodem je nekomutativita urcitého typu linedrnich operatorti, které piedstavuji pozorovatelné
(mefitelné veliCiny), v maticové-mechanickém vyjadieni kvantové mechaniky. Nyni je tedy
zapotiebi alesponl v hrubych obrysech nastinit tuto matematickou formulaci kvantové teorie.

3. Matematické minimum kvantové teorie

3.1. Maticové-mechanické vyjadreni kvantové teorie: operatory, vlastni
vektory a vlastni Cisla

Maticové-mechanické (matrix mechanics) vyjadfeni kvantové teorie zformulovali Werner
Heisenberg, Max Born, and Pascual Jordan v roce 1925.'" Je ekvivalentni s vinovou formulaci
Erwina Schrodingera, kterd je o necely rok mladsi. Zakladem je myslenka, ze stavy kvantového
systému se chapou jako vektory Hilbertova vektorového prostoru (se skalarnim souc¢inem) nad
télesem komplexnich ¢isel. Pozorovatelnym veli¢indm odpovidaji Hermitovské linearni operatory
(jejichz povahu vyjasnime pozd&ji), které si lze reprezentovat jako matice (odtud
,maticové-mechanické” vyjadreni kvantové mechaniky). Ttebaze se jednd o nekonecny prostor
s vektory (pfesnéji: spinory) s nekonecné mnoha komplexnimi slozkami (tj. slozky vektorQ
predstavuji komplexni ¢isla), zakladni myslenku Ize ilustrovat i analogii s kone¢nym realnym
vektorovym prostorem, napf-. R?, R® na kterou se budeme odvolavat kvili nazornosti.

Uvazujme opé€t nas jednoduchy systém elektronu, u né¢hoz métime spin, tentokrat pouze ve
sméru osy z. Pozorovatelnou veli¢inou je spin ve sméru osy z, kterou piedstavuje linearni
1 0
0 -1
+1, -1."® Té&mto meéfitelnym hodnotdm odpovidaji dva mozné méfitelné stavy systému, spin
nahoru a spin dolt, které reprezentujeme jednotkovymi vektory zapsanymi ve sloupcovém tvaru

operator — matice, A = ( ) Dvé mozné hodnoty, které 1ze naméfit, jsou ,,nahoru* a ,,doli*,

((1)) , ((1)) Mame tedy pozorovatelnou veli¢inu, méfitelnou hodnotu a stav systému. Vyjadieno

jazykem maticové kvantové mechaniky, mame linearni operator (se specialnimi vlastnostmi,
které popiseme nize), realné Cislo a vektory. Nyni ukazme, nejprve obecné, jak spolu tyto prvky
fyzikalniho systému, resp. jeho matematického popisu souvise;ji:

Nenulové vektory, které pii transformaci (tj. je-li na n¢ aplikovan operator, resp. nasobime-li
vektor matici zleva) zistavaji co do sméru totozné, jsou tzv. vlastni vektory operatoru A (angl.
eigenvectors). Cislo A, které udava, o kolik se v transformaci zméni velikost pivodniho vektoru
Vv, je tzv. vlastni ¢i charakteristické ¢islo (angl. eigenvalue) pfislusného operatoru A. Dopliime, Ze
V kvantové fyzice jsou vlastni Cisla fyzikdlnich operatorii redlna kvili zvlastni vlastnosti
zminénych fyzikalnich operatord, hermicité, tfebaZze vektory a matice obsahuji komplexni slozky,
jak bylo uz feceno:

Av=Av
Alv) = Alv)

7 Piehled matematiky kvantové teorie nalezne tendf napf. v Gillespie (1973).
'8 Tento udaj je oviem bez fyzikalniho rozméru, bez vyjadieni v standardnich jednotkach. Ve skute¢nosti je spin

elektronu £% % kde h je Planckova konstanta.
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Druhy zapis rovnice je v kvantové mechanice obvyklejsi, vektory se zapisuji pomoci tzv. bra-ket
notace, kterou zavedl jeden z autort teorie Paul Dirac, napf. sloupcovy ket vektor |v) znamena

A\ * * * * .
(V;).lg Korespondujici bra podoba (v| ptedstavuje fadkovy vektor (vi, Vo), kde vi, v, jsou

Cisla komplexné sdruzena k vi, V.. Plati, Ze skaldrni soucin (V||v), resp. ve standardnim
zjednoduSeném zapise (V|V), je roven svému komplexn¢ sdruzenému ¢islu <V|V)*, COZ znamena, 7
se jedna o (kladné) redlné cislo.

Klicové nyni je, ze vlastni vektory operatoru, ktery chapeme jako pozorovatelnou velicinu,
predstavuji mozné meéfitelné stavy systému s ohledem na danou veliCinu. Pfitom stavy
reprezentujeme obvykle jednotkovymi vektory. Jejich k-nasobky nemaji v kvantové teorii
fyzikalni vyznam. VSechny tyto vektory reprezentuji jediny stav. Vlastni ¢isla operatoru udavaji
mozné méfitelné hodnoty dané veli¢iny-operatoru (diky vysledku méfeni — vlastnimu ¢islu — vim,
v jakém stavu se systém nachazi, jelikoz znam operator-matici a mohu zjistit korespondujici
vlastni vektor; to je typicka uloha v rdmci kvantové fyziky). Nyni je jasné, proC se jedna o redlnd
Cisla — jde o vysledky méfeni. Fyzikalni pozadavek realnosti métitelnych velicin je zabezpecen
matematicky hermicitou ptislusnych operétora.

Nyni se vratme k méfeni spinu ve sméru osy z Eukleidovského prostoru. Plati tyto rovnice:

(0 V()= 10)
(6 Q=10

(1)) , ((1)) jsou v transformaci nezménény. Jsou to tedy vlastni vektory, a 1,
-1 jsou vlastni ¢isla operatoru A = ((1) _01
vzhledem k dané pozorovatelné veli¢ing, pfi€emZ uvedend vlastni €isla jsou hodnoty veliCiny,
které lze zjiStovat méfici procedurou. Vidéli jsme, jak spolu jednotlivé prvky fyzikéalniho
systému, resp. jeho matematického popisu souviseji a nyni se podrobnéji zaméfme na samotné
linearni operatory, které predstavuji pozorovatelné veliCiny.

Jak vidime, vektory (

). Je tedy zfejmé, Ze dané vektory reprezentuji stavy

3.2. Operator a jeho reprezentace

Podivejme se nejprve obecné na ideu operatoru. Operator ve vektorovém prostoru je néjaka
matice, nazvéme si ji M, ktera pisobi na kazdy vektor z daného prostoru (ndsobime vektor timto
operatorem zleva). Vysledkem tohoto piisobeni je rovnéz vektor daného vektorového prostoru:
Mla) = |b).

Jinak zapséno (uzivame nejjednodussiho piipadu matice 2x2):

(s ma)a2) = (1)

19 oy R y . . . . o
Vektor mize mit samoziejmé n slozek, kde n je kone¢né nebo i nekonecné ¢islo.
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Jedna se o linedrni operator, tzn. operator M spliujici tyto zndmé podminky:
1.M[zla)] =zM la),

kde ,,z* je ¢islo (v nasem piipadé komplexni),

2.M[|a) + |b)] =M [a) + M |b)

Hermitovsky operétor — matice je takovy, v némz pro kazdou slozku plati m;; = mj;, kde mj; je
komplexné sdruZené ¢islo k ¢islu my;. Jinak feceno, M = (M")" = M, tj. matice hermitovského
operatoru se rovnd matici transponované, kde vSechny slozky nahradime jejich komplexné
sdruzenymi Cisly.

Naptiklad matice o, = (? Bl) je hermitovskym operatorem. Matice o3 = (81 (1)) a
(6T)'= (? ) Vidime tedy, 7e 0, = (}).

Spin elektronu ve smérech X, Y, Z pfedstavuje tfi pozorovatelné veliciny, které 1ze reprezentovat
operatory G1, Gy, G3. V maticové podobé se jedna o tzv. Pauliho matice:%°

A= Dio=(0 W= )

Snadno nahlédneme, Ze vynasobime-li kaZzdou ztéchto matic sama sebou, dostaneme
jednotkovou matici, napf.

(6 D6 2)=G 1)

To znamena, Ze tyto matice pfedstavuji tzv. unitarni operatory. Dluzno vSak poznamenat, Ze
unitarnost neni obecnou vlastnosti hermitovskych operatort.

Z faktu, Ze 0% =1 plyne, Ze mozna vlastni &isla jsou pouze 1 a -1. Reenim soustavy dvou
rovnic o dvou neznamych s vlastnimi Cisly pro kazdou matici bychom zjistili, ze vlastnimi

vektory jsou napf. Gy : (1),(_11), 02:(%),(_11,), o3: ((1)),(2)

Snadno ovéfime, Ze tomu tak je, vynasobenim vektoru s pfislusnou matici. Za reprezentanty
piislusného stavu se standardné berou jednotkové vektory, takze uvedené vektory o1 a o, je
nutno normalizovat.

o 50 EC Do () ()

Je tomu tak proto, ze libovolny stavovy vektor je mozno zapsat jako linearni kombinaci
jednotkovych bazovych vektorti, jako tzv. superpozici bazovych vektort, resp. métitelnych stavii:

% pojmenovany na pocest rakouského fyzika Wolfganga Pauliho (1900-1958), ktery je uzil ve své studii 0 spinu
v kvantové mechanice (z r. 1925).
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lv) = all) + Bl0),

a
kde |y) piedstavuje libovolny stavovy vektor (B); o, B jsou komplexni ¢isla; |1), |0) jsou

jednotkové bazové vektory, napf. ((1)),(2) Jiz vime, Ze mozné stavy, které lze ziskat jako

vysledky méfeni, prestavuji pravé ony bazové vektory. Pied méfenim ale systém muize byt
v libovolném stavu, ktery je linearni kombinaci bazovych vektord. Rikdme, Ze se systém nachazi
V tzv. superpozici obou stavii. Druhd mocnina absolutni hodnoty koeficientd o, B, tj. |af’, |B,
predstavuje pravdépodobnost, s niz bude vysledek méteni stav |1) resp. |0). (Komplexni) ¢isla o,
B se nazyvaji amplituda pravdépodobnosti. Standardné se tato skutecnost interpretuje tak (tzv.
Kodaniskd interpretace kvantové mechaniky), Ze systém nabude méfenim jeden
z determinovanych stavu |1) nebo |0), nikoli tak, ze pfed méfenim je v daném stavu s ptislusnou
pravdépodobnosti. Jedna-li se o pravdépodobnost, s niz bude zméten ten ¢i onen stav, pak je
ziejmé, Ze |of> + |B[* = 1. Jinak feceno, (y|ly) = 1. Pokud by béazové vektory nebyly
normalizovany, pak by tato rovnost neplatila.

Snadno nahlédneme, Ze dvojice jednotkovych vlastnich vektori kazdého z operator tvoii
ortonormalni bazi dvoudimenziondlniho komplexniho vektorového prostoru. Jejich skalarni
sou¢in je roven 0. Vezmeme-li jednu bazi za vychozi, bdzové dvojice vlastnich vektori

zbyvajicich dvou operatort 1ze zapsat jako linearni kombinaci vektort vychozi baze. Za vychozi
0
1
Tato dvojice vektorti odpovida naméfené +1, resp. -1 ve sméru osy z (Eukleidovského prostoru),
. _ (1 0\ . _ (1 0 . y , ,

.11y =1 (0) +0 (1), 0)=10 (0) +1 (12 Vime, Ze ve sméru osy x bude vysledek +1, resp.
-1 nésledné naméifen s pravdépodobnosti > Proto bazové vektory veliiny (operatoru) ,,smér

podle x* budou mit hodnotu \/% ((1)) + %(g),resp.\%(é) - \/% ((1)) Vidime, Ze se jednd o

V2 V2 1 1
vektory (1;\&),(_11//\/27),resp. \E(D\E(—ll)

Jsou operatory komponent spinu komutativni? Linearni operatory obecné nejsou komutativni.
Snadno nahlédneme, Ze 6103 # 63071:

G 06 =G )
((1) _01)((1) (1))= (_01 é)

Je to pravé nekomutativita hermitovskych operatora reprezentujicich pozorovatelné veliiny, co
odpovida za nemoZnost méteni dvou veli€in soucasné. Naptiklad linearni operator reprezentujici
hybnost nekomutuje s tim, ktery reprezentuje polohu.

Tim jsme si zavedli matematické reprezentace pojmu stavu systému (angl. state),
pozorovatelné (méftitelné veli¢iny, angl. observable) a métitelné hodnoty (angl. value).

Fw e

bazi se zpravidla bere dvojice ((1)) ,( ) v kvantové komputaéni teorii zvand komputacni baze.

omezujeme jen na tzv. nedegenerované veli¢iny): Vlastnich vektort piislusného operatoru je
vzdy tolik, kolik je dimenze pfisluSného prostoru, tedy n. Tyto vektory reprezentujici mozné
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stavy systému, jsou vzajemné ortogondlni, resp. ortonormalni, protoze se jedna o jednotkové
vektory. To v nasem piipadé snadno nahlédneme — jejich skalarni souéin je roven 0. Jak vime, n
ortogonalnich vektord tvoii bazi n-dimenzionalniho vektorového prostoru. Tiebaze se v naSem

ptipad¢ bude jednat o komplexni vektorovy prostor, dané vektory ((1)) ((1)) tvoti bazi i readlného

prostoru R?, ktery je velmi snadno predstavitelny, takze dobfe poslouzi pro ilustraci. Pokud by

byl systém slozitéj$i a mél by tfi mozné stavy, pak by bazi tvofily tfi vektory a ilustraci by byl

realny prostor R®. Musime mit viak stale na paméti, ze se jednd jen o ilustraci, o strukturalni

podobnost (analogii), ktera pro vysvétleni kvantové logiky staci. Vektorovy prostor, s nimz zde
o

pracujeme, je komplexni vektorovy prostor C2. Viechny jednotkové vektory ( B)’ jez predstavuji

mozné (nikoliv vSak ve smyslu méfitelné) stavy systému, lze transformovat do koule v R0
o

poloméru 1, jejiz jednotlivé body tvoii koncové body polohového vektoru (B) Tato koule se

nazyva Blochova. Ortogonalni vektory sméfuji ze stfedu koule k bodim, které jsou presné

naproti sob¢, tedy napfi. k severnimu a jiznimu p(')lu:21

#=|0)

21 7droj Wikipedia. Pozor na tento rozdil: v obraze C? v R® — coZ je Blochova koule — jsou ortogonalni sméry (tj.
ortogonalni v C?) kolinearni (kolinearni v R®). V' R® se pochopitelné nejedna o ortogonalni sméry.
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Obr. 9

Nyni jiz mame vSe potifebné pro poucenéjsi navrat ke kvantové logice. Vétsi vhled bude
spocivat v tom, Ze zatimco v prvni kapitole jsme pouze konstatovali, Ze ,,logika* kvantového
systému neni distributivni, v dalsim 1épe pochopime proc¢ tomu tak je.

4. Von Neumannova formulace kvantové logiky

Nyni ptedstavime zakladni mysSlenku klasické formulace kvantové logiky, ktera pochazi od
Garretta Birkhoffa and Johna von Neumanna (Birkhoff, von Neumann, 1936).%

Zakladni myslenkou je, Ze experimentalni vyrok, napi. ,hodnota veli¢iny Sje s
koresponduje uzavienému podprostoru Hilbertova prostoru nad télesem komplexnich cisel.
V nasem piikladu mame jen dvé mozné experimentdlni propozice: vyroku ,.elektron mé spin

podle osy z nahoru“ odpovida podprostor generovany vektorem ((1)) a vyroku ,,elektron ma spin

podle osy z dolt“ odpovida podprostor generovany vektorem ((1)) Ozna¢me si prvni vyrok p a
druhy q. Nyni plati:

(1) negace vyroku p je vyrok ~p, jemuz odpovida podprostor, ktery je ortogonalni doplnék
k podprostoru, jenz koresponduje s vyrokem p.

(2) konjunkci p A q odpovida podprostor, ktery je prunikem ptislusnych podprostort, které
odpovidaji vyrokiim p a q.

(3) disjunkci p v q odpovida podprostor, ktery je linearnim obalem (vSech) vektort
ptislusnych podprostori, které¢ odpovidaji vyrokiim p a q. Je to nejmensi podprostor, ktery

22 Krom piisluiného &lanku — primarniho zdroje — vychazime zejména z Dalla Chiara, Giuntini (2002) a Svozil
(1998).
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obsahuje oba podprostory asociované s p, resp. g.
(4) implikaci p — q odpovida fakt, ze prostor piifazeny p je podprostorem prostoru
odpovidajicimu q.

Nyni bliZze objasnéme uvedené ptifazeni podprostorti vyroklim. Zamétime se na dusledky tohoto
piifazeni ve srovnani s vyrokovou logikou a podobné piifazeni relaci a operaci s mnozinami
logickym spojkdm. Pokud jde o samotné piitazeni podprostorti vyrokiim, pak se nejedna o nic
piekvapivého, protoze jiz vime, Ze standardni vyrokova logika je izomorfni s mnoZinovou
algebrou (obsahujici relaci <, a operace doplnék ’, m , U). Vektorovy podprostor je rovnéz
v zédkladnim smyslu podmnozinou vektorového prostoru (plus néco navic, totiz podmnozinou
uzavienou na operace s¢itani vektorti a ndsobeni skalarem). Proto implikace v obou logikach
(standardni a kvantové) Ize ptipodobnit mnozinové inkluzi.

U negace musime byt opatrni, jiz jsme vidé€li, Ze kvantova negace ma jinou definici nez
standardni negace (za jistych okolnosti, tj. pokud je pravdivy jeden z experimentalnich vyroki
verifikovanych jinym méfenim, nez to, které verifikuje nas vyrok a jeho negaci, mohou tyto byt
zaroven nepravdivé). Standardni negace je izomorfni s mnozinovym doplitkem do univerzalni
mnoziny. Kvantova negace je izomorfni s ortogondlnim doplitkem k pfisluSnému podprostoru.
Mgjme podprostor A, jeho ortogonalni doplndk zna¢ime A™*. Ortogonalni doplngk znamend, Ze
vSechny vektory tohoto podprostoru (doplitku) jsou ortogonalni ke vSem vyrokiim druhého
podprostoru (jejich skalarni soucin je roven nule). Zatimco sjednoceni mnoziny a jejiho doplnku
predstavuje univerzalni tfidu, sjednoceni podprostoru a jeho ortogonalniho doplitku netvoii cely
prostor. Nékteré vektory prostoru tedy nepatii ani do podprostoru, ani do jeho ortogonalniho
doplikku. Napft. v R je ortogonalnim doplikem pfimky rovina, na kterou je pfimka kolma. Jiné
pimky, které protinaji rovinu a sviraji s ni ostry thel jiny nez 90°, napi. 45°, patii do R®, nelezi
ani vroviné, ani nejsou kolinearni s pfimkou. Cely prostor vSak piedstavuje linearni obal
podprostoru a jeho ortogonalniho dopliiku. Tedy napf. viechny vektory v R® Ize zapsat jako
linearni kombinace dvou libovolnych vektorti zroviny a vektoru piimky. Pokud se systém
nachazi ve stavu, jemuz odpovida vektor, ktery nelezi ani v uvedeném podprostoru, ani v jeho
ortogondlnim dopliiku, pak vyrok pfifazeny podprostoru ani jeho negace (jiz je ptifazen doplnck)
nejsou pravdivé. Vznikd vSak otazka, zda je to mozné, jelikoZ bylo fec¢eno, Ze vSechny mozné
stavy systému predstavuji ortonormalni bazi celého prostoru. ProtoZe plati, ze dim(A) + dim (A™)
= n, pak po provedeném méfeni musi stavovy vektor lezet bud’ v A nebo v A*. Je to mozné proto,
Ze tyto mozné stavy, pfesnéji, stavy, v nichZz miize méfeni ukézat, ze se systém nachazi, jsou
relativni pravé vici tomuto meéteni konkrétni veliiny (pfipomeiime: pozorovatelné veli¢ingé
odpovidé operator, hodnoty veli¢iny jsou vlastni ¢isla, mozné stavy jsou vlastni vektory tvoftici
bazi v daném prostoru). Takze vektor, ktery nelezi ani v A ani v A", piedstavuje mozny stav jiné
veli¢iny zjistované odliSnym méfenim (tj. je vlastnim vektorem jiného linedrniho operatoru),
jeden z bazovych vektorii jiné baze v R®, kterou bychom z pivodni ziskali rotaci v R®. To je
situace, kdy vyrok a jeho kvantova negace jsou oba nepravdivé, jelikoz je pravdivy praveé jeden
z experimentalnich vyrokd méteni jiné veliCiny (napf. misto spinu ve sméru osy Z mé&fime spin ve
sméru osy X).

Priinik podprostort je rovn€z podprostor, takze konjunkce odpovidd mnoZinovému pojeti.
Mnozinové algebfe vSak podobné jako negace neodpovida disjunkce.23 Mame dalsi prilezitost
1épe pochopit jeji odlisnost v kvantové logice (jak jsme vid€li, tato odlisnost odpovida za selhani

2 Podrobngéji v Aerts, D'Hondt, Gabora (2000).
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distributivity). Standardni disjunkce je izomorfni mnozinovému sjednoceni. Tak je tomu i v
logice experimentalnich vyroka klasické fyziky, kterd se tidi standardni logikou a predstavuje
Boolovu algebru. Systému odpovida tzv. fazovy prostor (angl. phase space), v némz body
predstavuji vSechny mozné stavy uvedeného systému. Fazovy prostor hmotného bodu je
mnozina, jeho body jsou vsechny uspotadané Sestice realnych Ccisel, kde prvni tii slozky
piedstavuji X-ovou, y-0vou a z-ovou soufadnici polohy, zbyvajici tii slozky podobné soutradnice
hybnosti:

<Iy, I, I'3, P1, P2, P3>

Podobné n-tice existuji i pro jiné veliiny. Diferencialni rovnice popisuji, jak se tyto stavové
n-tice meéni. Jedna se o mnoziny, tedy plati izomorfie mezi strukturou podmnozin a vyroki
S prislusnymi relacemi a operacemi, kterou jsme popsali vySe. V kvantové fyzice jsou ovsem
vyrokiim pfifazeny podprostory vektorového prostoru, nikoli jen mnoZiny. Sjednoceni
podprostort neni vzdy podprostorem! Napiiklad v R?, tj. v roving, mame dvé& rizné p¥imky, které
dohromady netvoifi podprostor. Vektory, které nalezi témto podprostorim (pifimkam), jejich
generatory U a V a vSechny jejich k-nasobky, sice pfedstavuji mnozinu, kterd je podmnozinou
mnoziny V vSech vektorti vektorového prostoru R®, tato podmnozina vSak neni uzaviend na
ptislusné operace spjaté s vektorovym prostorem (s¢itani vektor a ndsobeni skaldrem). Problém
vznika se séitanim, napf. vektor U + Vv nelezi ani v podprostoru generovaném U, ani v tom, ktery
vzniké nasobenim V redlnym Cislem. Nejmensi uzavieny podprostor, v némz lezi obé piimky —
podprostory pfifazené p a q — je celd rovina R?. Tento podprostor je linedrnim obalem vektort u a
v. Proto je disjunkci vyrokii v logice kvantovych pfifazen tento linearni obal.

Snadno nahlédneme, ze pravé z tohoto diivodu distributivni zékon neplati.

ra(pvg) < (rap) v (raq).

M¢gjme vyroky p, g, r a dale se drzme analogie s R Vsechny tyto vyroky ptedstavuji ,,paprsky*
(ptimky) v roving. Reknéme, Ze p, q jsou navzajem kolmé a predstavuji dva mozné stavy spojené
S jednou veli¢inou (resp. méfenim, operatorem). ,,p v q° predstavuje celou rovinu R% Vyrok r
pak interpretujeme jako ptimku, ktera ob¢ piedchazejici protina a neni kolma ani na jednu z nich.
oL A (P Vv @) je prunik pfimky spojené s r a roviny, jiz je samotna ptimka, korelat vyroku r.
Naproti tomu ,,(r A p) v (r A q)* odpovida nulovy podprostor: obé konjunkce ,,r A p“a ,,r A q°
jsou nulové podprostory (pifimky se protinaji); linearni obal nulovych vektorti je nulovy
podprostor. Prava strana distributivniho zakona neni ekvivalentni s levou. TotéZ plati, mutatis
mutandis, pokud uvazujeme R® a disjunkci tf stavovych bazovych vektort. Linearni obal této
baze je cely R3, kam nalezi i podprostor-ptimka, kterd nelezi v roviné generované dvéma
Z bazovych vektord, ani neni kolinearni s pfimkou ur¢enou tfetim bazovym vektorem. Leva
strana tedy bude odpovidat této pfimce, zatimco pravd strana nulovému prostoru piesné ze
stejnych divodi jako v pfedchozim ptipadé¢ modelovaném v R%

Poznatky o kvantové negaci a disjunkci Ize vztahnout na otazku, zdali v kvantové logice plati
princip vylouc¢eného tietiho, ktery neplati v n¢kterych nestandardnich logikéach (intuicionisticka,
tithodnotova), které podobné jako kvantovd logika interpretuji negaci tak, ze za urcitych
okolnosti neplati vyrok ani jeho negace. Zatimco ve zminénych nestandardnich logikach tento
princip neplati, v kvantové logice ano. Je tomu tak proto, ze uvedené nestandardni logiky pracuji
se standardni vylucovaci disjunkci, zatimco kvantova logika m4, jak jsme vidéli, slabsi disjunkci
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(tzv. ,,choice disjunction®, srov. Hardegree, 1979, s. 56). Princip vylouéeného ttetiho ,,p v ~p*
v kvantové logice plati ve smyslu linearniho obalu A a A*, nikoli sjednoceni A a A™. Jelikoz je
mozné, aby platil vyrok o stavu systému, jehoz vektor nelezi ani v A, ani v A" (viz vyse), pak
,vylouceny tieti” v pravém smyslu tfeti (vyrok) nevylucuje. Jak vyrok spjaty s A, tak jeho negace
odpovidajici A* mohou byt oba nepravdivé a plati n&jaky tieti vyrok.

Nyni vztahnéme obecné poznatky na nami zkoumany piiklad kvantového systému.

Uvazujme pro ilustraci opét R?se skalarnim sou¢inem. Podprostor generovany vektorem (é) je

pfimka, osa z, podprostor generovany vektorem ((1)) je taktéz ptimka, osa X. Jak jiz vime,

vSechny vektory v daném podprostoru reprezentuji tentyz stav systému, potazmo propozici resp.
vyrok o tom, Ze systém je v tomto stavu. Jak zfejmo, naSe vyroky p a q jsou logickymi opaky,
jeden je negaci druhého, jelikoz s nimi spojené podprostory, piimky, jsou navzajem kolmé (vime,
ze skalarni souin uvedenych vektori je 0). Vidime, Ze konjunkce p A q je prinik s vyroky
spojenych podprostort, vtomto piipad¢ ptimek, os z a X. Prinikem je nulovy podprostor,
pocatek. To pIn€ odpovida nasim poznatkiim v prvni kapitole. Nulovy podprostor odpovida nutné
nepravdivému vyroku. Lze ocekdvat, Zze naopak nutné (ve vSech modelech) pravdivy vyrok bude
pfifazen celému prostoru, ktery reprezentuje kvantové-fyzikalni systém. Pfesné toto nastava.

Linearnim obalem jednotkovych vektort ((1)),(2), které tvoii bazi R? je cely tento prostor,

protoze vSechny vektory v R? Ize zapsat jako linedrni kombinaci danych bazovych vektort (resp.
jejich k-nasobk, které tvoti dalsi mozné baze). Tedy disjunkci p v q je pfifazen cely prostor.

Vidime, ze se nyni propojuje tvaha z prvni a nyngjsi kapitoly. MnoZina vSech podprostorti
Hilbertova prostoru je svaz. Casteénym uspoiadanim je zde inkluze (vztah prostoru a
podprostoru). Kazdé dva prvky, resp. podprostory, maji supremum, jimz je linearni obal M v N, a
infimum, jimzZ je priinik M " N. VSechny svazy Hilbertovych podprostori kone¢né dimenze jsou
modularni. Distributivni je pouze svaz podprostori s dimenzi mensi nebo rovnou jedné (Halmos,
1982, s. 9,177). Svaz podprostor nekone¢né dimenze spliuje slabsi podminku nez je modularita,
tzv. ortomodularitu. Ortomodularni svaz je ortosvaz, ktery spliiuje axiom ortomodularity.
Ortosvaz je komplementarni ohrani¢eny svaz, kde navic, kromé podminek pro komplementarni
svaz

Q) ana =0
@@ ava-=l1

plati (iii) @’ =a; (iv)jestlizea <b, paka’ >b’

Ortomodularita je nasledujici axiom: (v) jestlize @ < b, potom a v (2’ A b) = b. Abychom ptedesli
moznému omylu, poznamenejme jen, Ze ortomodularni svaz neni totéZ co modularni ortosvaz.
Sice kazdy modularni ortosvaz je ortomoduldrni, nicméné ortomoduldrni svaz nemusi byt
modulérni.

Tyto detaily vSak nejsou rozhodujici. Klicovym poznatkem je, Ze svaz podprostorti Hilbertova
prostoru (at’” uz konecné nebo nekonecné dimenze) neni distributivni. Selhani distributivity
souvisi s tim, Ze disjunkci vyrokli neni pfifazeno sjednoceni mnozin odpovidajicich témto
vyrokiim, nybrz podprostor vSech linearnich kombinaci vektord, které jsou samy generatory
jednodimenzionalnich podprostort spjatych s danymi disjunkci spojenymi vyroky. Levé strané
(jedné ze dvou ekvivalenci) distributivniho zakona
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ra(pva) < (rap)v(raq),

tj. r A (p v q) odpovida prinik jednodimenziondlniho podprostoru. Reknéme, Ze ,.r* odpovida
piimka z = X (mnozina k-nasobka vektoru (i)) Konjunkci rs (p v g) koresponduje podprostor,
ktery je prunikem ptimky z = X S rovinou, Vv niz lezi jednodimenzionalni podprostory-pfimky osa
Z (generovana ((1))) a 0sa X (generované((l))). Tato rovina — cely prostor R? — je linearnim obalem
téchto ptimek (pfesnéji danych vektort). Prinikem je samotny podprostor piifazeny r, resp.
pfimka z = X, ktera lezi ve stejné roving.

Prava strana ekvivalence, (r A p) v (I A q), pfedstavuje prostor, ktery vznika jako linearni
kombinace vektor podprostort, které piedstavuji obé konjunkce. Témito podprostory jsou vSak
Vv obou ptipadech nulové podprostory, jelikoz prinik dvou ne-kolinedrnich pfimek (pfimky z = X
S0SOU z a téze ptimky s 0sou X), je bezrozmérny bod, Vtomto piipadé pocatek. Proto celé
disjunkci odpovidd nulovy podprostor (linedrnim obalem nulovych vektorti je zase nulovy
vektor). Vysledkem je, Ze leva strana konjunkce se nerovna pravé (srov. napt. Bacciagaluppi,
2007, s. 9). Dodejme, ze vyrok r ptedstavuje podprostor, ptimku, kterda je moznym stavem
zjisStovanym jinym méfenim, nez stavy spojené s vyroky p a q. Témito stavy jsou piimky

generované bazovymi vektory ((1)) , (2), které jsou vlastnimi vektory operatoru — pozorovatelné
veli¢iny, jiz je spin ve sméru osy z. Jednotkovy vektor \E (i) je vlastnim vektorem jiného

operatoru — pozorovatelné veli¢iny, jiz je spin ve sméru osy X. Spolu s jednotkovym vektorem
1 R , ; r1 o x , wr R oy
\E( 1 1), jenz je druhym vlastnim vektorem téhoz operatoru, tvoii ortonormalni bazi generujici

tentyz prostor R?, kterou dostaneme z piivodni baze pouhou rotaci 0 -45°.

Dluzno jesté poznamenat, Ze existuje jeSté reprezentace experimentalnich vyroki ekvivalentni
k reprezentaci pomoci jednodimenzionalnich podprostort Hilbertova prostoru, a to pomoci
projektivnich operatori Hilbertova prostoru. Misto jednodimenziondlniho podprostoru, napf.

napf. ((1)), je kazdému vyroku pfifazen tento operator. Projektivni linearni operator transformuje

libovolny vektor (E), ktery reprezentuje stav kvantového systému vzhledem k néjaké meéftitelné
veli¢in¢ (kterd je, jak vime, reprezentovdna také jako specidlni linedrni operétor, tzv.
hermitovsky) do podprostoru, ktery je k-nasobkem bazového vektoru, napft. ((1)) tedy v nasem
Eﬁ%%gé se jednd o projekci do ptimky, osy z. Jakou podobu mé tento operator? Vime, ze obecné

Proj,(x) = % v,
kde x je libovolny vektor, jehoz projekci na pfimku L hledame, Vv je vektor, ktery generuje
ptimku L. Tento vztah lze odvodit nasledovné. Jedna se o ortogondlni projekci na ptimku, takze
plati

24 ¥ 1z ~ r . oo v
Predpokladame, ze mame ve vektorovém prostoru zaveden skalarni soucin.
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(x — Proj.,(x)).v=0

kde x — Proj_(X) ptedstavuje kolmici z pfimky L do koncového bodu vektoru X a v je vektor,
ktery generuje ptimku L. Jelikoz Proj.(X) je néjaky k-nasobek vektoru v, tj. Proj (x) = kv, pak
muzeme psat

(x — kv)).v = 0, j. % =k, atedy Proj, (x) = % v

Pokud je v jednotkovy vektor, pak se vztah zjednodusi na Proj;(x) = (x.v) v. Pokud o projekci
uvazujeme jako o linearnim operatoru, pak Proj;(x) = Ax. Pfislusna matice A bude mit

oy r b V
nasledujici podobu. Necht' v = (V;):
Vi Vv
ViV, V3

Proto matice odpovidajici projektoru na podprostor generovany vektorem (1 ma tento tvar:

1 0 5 g 1 . 1 0 f\ f
(0 O)' M¢jme naptiklad vektor X=\E(1), pak PI'OJL(X)— 0 0 \[/ ( )

Pro
ro) Xl), bude slozka Proj x; vzdy rovna 0,

Z tvaru matice je ziejmé, ze ve vektoru Proj; (x) = (Proj X
2

takze libovolny vektor bude nékterym k-ndsobkem vektoru ((1)) Jiz vySe bylo feceno, ze

vSechny k-nasobky daného vektoru jsou z fyzikalniho hlediska ekvivalentni. To znamena4, Ze jim
odpovida jen jeden méftitelny fyzikalni stav systému.
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5.Zaver

Zkoumali jsme jednoduchy kvantovy systém tvofeny izolovanou mikrocastici, elektronem, a jeji
kvantovou vlastnosti, jiz je spin méfeny ve sméru 0Sy za 0Sy X. Vyroky o téchto méfenich
predstavuji experimentalni propozice, které lze negovat a vyrokové-logicky spojovat. Negace a
disjunkce vSak nemaji tentyz vyznam jako v klasické vyrokové logice. Zatimco logika téchto
experimentalnich vyroka predstavuje nedistributivni svaz (splitujici uré¢ité dalsi vlastnosti), logika
klasickych protéjski (experimentalnich vyrokii za ptedpokladu, ze by se zkoumany systém
choval klasicky) je Boolova algebra, tedy svaz distributivni. Selhani jedné ¢asti distributivniho
zakona (distributivity konjunkce vzhledem k disjunkci) se na Grovni matematické reprezentace
fyzikalni reality (méfitelnych veli¢in, resp. pozorovatelnych) projevuje jako nekomutativita
operatort, které odpovidaji témto pozorovatelnym veli¢indm. Na Grovni sémantické reprezentace
kvantové logiky (klasické von Neumannovy koncepce) pomoci podprostori Hilbertova
vektorového prostoru (vektory Hilbertova prostoru matematicky reprezentuji stavy fyzikalniho
systému) je selhani distributivniho zakona ziejmé. Plyne ze skutecnosti, Ze disjunkci neodpovida
sjednoceni podprostorti, které samo neni podprostorem, nybrz linearni obal spojovanych
podprostort (resp. jejich charakteristickych vektorti). Tim jsme dosahli cile, ktery jsme si v praci
stanovili: popsat odlisnost kvantové logiky od logiky klasické (na vyrokové-logické urovni) a
¢astecné porozumét diivodiim pro tento rozdil.
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Abstract

The thesis focuses on the main differences between quantum logic and classical logic. The aim is
to describe and at least partially understand these differences. The issue is narrowed down to
propositional logic and the physical system under scrutiny is that of one isolated elemental
particle and its spin. The mathematical approach to the problem enables one to compare the two
logics as special mathematical structures, lattices. While quantum logic is isomorphic to a
non-distributive lattice, its classical counterpart corresponds in the same way to Boolean algebra
which is a distributive lattice. The failure of distribution is accounted for by a different logical
behavior of both negation and disjunction in quantum logic. This clearly stands out through the
fact that in von Neumann’s concept of quantum logic disjunction does not correspond to the
union of subspaces, but to their linear span.

Keywords: quantum logic; non-distributive lattice; deviant logic; Hilbert space
Abstrakt

Prace se zamé&fuje na hlavni rozdily mezi kvantovou a klasickou logikou. Cilem je tyto rozdily
popsat a alespon castecné jim porozumét. Problém se omezuje na vyrokovou logiku a zkoumany
fyzikalni systém piedstavuje jen jedna izolovana cCastice a jeji spin. Matematicky pfistup
umoziuje srovnat ob€ logiky, uvazujeme-li je jako zvlastni typ matematické struktury, svaz.
Zatimco kvantova logika je izomorfni s nedistributivnim svazem, jeji klasicky protéjsek takto
odpovidd Boolové algebre, kterd je svazem distributivnim. Selhani distributivnosti Ize pfipsat
logickému chovani negace a disjunkce, které je v kvantové logice odlisné. To se zfetelné ukazuje
ve skuteCnosti, Ze ve von Neumannové koncepci kvantové logiky neodpovida disjunkce
sjednoceni podprostort, nybrz jejich linearnimu obalu.

Kli¢ové vyrazy: kvantova logika; nedistributivni svaz; neklasicka logika; Hilbertiv prostor
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