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Uvod

Cilem této bakalarské prace je blize se seznamit s teorii her jako samostat-
nou védni disciplinou, analyzujici konfliktni rozhodovaci situace, se kterymi se
muzeme setkat kdekoliv, kde dochazi ke stietu zajmu. Puvodné byla teorie her
oznacovana za disciplinu matematickou, v dnesni dobé ale nachazi uplatnéni i v
bézném zivoté.

Matematickd teorie her je jako védni disciplina velmi rozsahla. Proto se v
této praci zamérime pouze na zakladni teoretické poznatky. Podrobné se budeme
vénovat antagonistickym hram a jejich aplikaci v prikladech.

Celou praci lze rozdélit do tif ¢asti. V prvni ¢asti se nejprve seznamime s touto
matematickou disciplinou a jejim strué¢nym historickym vyvojem. Predstavime si
i nékteré osobnosti matematické teorie her.

Ve druhé casti si vysvétlime zakladni definice a pojmy z oblasti teorie her.
Ziskame prehled o zakladnich vlastnostech strategii a klasifikujeme si hry do
skupin podle ruznych kritérii.

Posledni nejobsahlejsi ¢ast této prace je vénovana antagonistickym hram.
Podrobnéji si vysvétlime zakladni definice a vlastnosti tykajici se téchto her.
Tyto teoretické poznatky pak aplikujeme na piikladech. Na zavér této kapitoly
se zminime o vyuziti maticovych her v ekonomii a ukazeme si toto vyuziti na

jednoduchém prikladu.



Kapitola 1

Teorie her

Teorie her je disciplina aplikované matematiky, ktera je soucasné zahrnovana
i do teorie rozhodovani a opera¢niho vyzkumu. Teorie her analyzuje Siroké spek-
trum konfliktnich rozhodovacich situaci s vice ucastniky. Pojem ,hra“ m& v mo-
dernim pojeti teorie her velmi obecny vyznam. Nezahrnuje pouze salonni hry,
jako jsou sachy ¢i poker, ale obecné vyjadiuje jakoukoli konfliktni situaci. Teorie
her je aplikovana v ruznych oblastech lidské ¢innosti od ekonomie, pes politologii
az po sociologii a biologii. Tato ruznorodost poukazuje na univerzalitu modelu
vyvinutych v ramci teorie her a také predstavuje zdroj pro tvorbu novych modelu,
které by lépe zachytily zvlastnosti z aplikacnich oblasti.

V zakladnich rozhodovacich situacich obvykle predpoklddame, ze subjekt voli
mezi ruznymi akcemi, které muze provadét na zakladé danych pravidel hry, bez
ohledu na to, jestli svym rozhodnutim vyvold néjaké protiopatteni okoli. Dulezité
je si uvédomit, ze vysledek, ktery dosdahne hra¢ v dané hie, nezavisi Cisté jen
na akcich provedenych danym hracem, ale je také urcen akcemi, které provedli

ostatni hraci.

1.1. Strucna historie teorie her

Teorie her je jako samostatna védni disciplina velmi mlada. Zaklady této ma-
tematické teorie byly polozeny Johnem von Neumannem a Oskarem Morgenster-

nem v roce 1944 vydanim publikace ,, Theory of Games and Economic Behavior|[9].



Jeji historie vSak sahd mnohem déle.

Prvni zminky o teorii her se objevuji v dopisech, které napsal James Wal-
degrave francouzskému matematikovi Pierre Raymond de Montmortrovi v roce
1713. James Waldegrave v nich popsal minimaxovou smiSenou strategii, kterou
vyuzil pro stanoveni feseni tehdy populdrni karetni hry le Her pro 2 hréce [12].
Jeho cilem bylo nalézt takovou strategii, ktera by maximalizovala pravdépodobnost
hracova vitézstvi, bez ohledu na to jakou strategii zvoli protihrac.

V dalsim stoleti, v roce 1838 byla francouzskym matematikem a filozofem
Antoinem Augustinem Cournotem vydéna kniha , Researches into the Mathe-
matical Principles of the Theory of Wealth*, ktera obsahovala zdkladni prin-
cipy pouzivané pozdéji v teorii her. V této publikaci Cournot zvazoval duopoly a
predstavil feseni, které je dnes zname jako Nashuv rovnovazny stav. Presto, ze
Cournotova analyza je obecnéjsi nez Waldegravova, teorie her redlné neexistovala
jako védni obor, dokud John von Neumann nepublikoval sérii ¢lanku v roce 1928.

John von Neumann je povazovan za zakladatele teorie her. Jeho veskerou praci
v oblasti teorie her shrnul v knize ,, Theory of Games and Economics Behaviour
[9], kterou vydal spolecné s Oscarem Morgensternem v roce 1944. Von Neumann
v knize popsal metodu k nalezeni feseni pro hry s konstantnim souc¢tem pro dva
hréce, kterou povazujeme za tehdejsi velky prulom. Béhem ptedchozich let se
vyzkum teorie her zaméroval prevazné na teorii kooperativnich her vice hracu
(volby a volebni procedury).

V 50. letech 20. stoleti se teorie her zacala bouflivé rozvijet. Nerozvijela se
pouze jako samostatnd védni disciplina, ale expandovala i do oboru jako je filo-
zofie, biologie, ekonomie a politicka véda.

Vice o tom, kde byla teorie her aplikovana v praxi je mozné se docist v [3],

], [2] a [10].



Kapitola 2

Predmét teorie her

Teorie her se zabyva fesenim konfliktnich rozhodovacich situaci. S rozhodo-

vacimi situacemi se setkame v bézném zivoté, kdekoli kde dochézi ke stretu zdjmu.

2.1. Zakladni pojmy teorie her

Teorie her se puvodné zabyvala salonnimi hrami (napf. Sachy, poker). S tim
souvisi ponékud odlisné pojmy, nez na které jsme v ekonomii zvykli. Pracujeme
s nasledujicimi pojmy:

Hra - kazda konfliktni rozhodovaci situace, urcuje pravidla a podminky, na
zékladé kterych hréaci voli své strategie. VSichni hraci musi byt plné informovani.
Hrac - aktivni ucastnik dané hry, ktery svoji volbou muze ovlivnit jeji vysledek.
Raciondlni (inteligentni) hra¢ - hrac, ktery se snazi maximalizovat svoji
vyhru.

Indiferentni (neinteligentni) hrac - hraé¢, kterého vysledek hry nezajimé. Tito
hrac¢i maji ndhodny charakter.

Strategie - volba ucastnika hry. Mnozina vSech strategii urcitého hrace se nazyva
prostor strategii tohoto hrace.

Vyplata hrace - kvantitativné vyjadieny vysledek hry. Vyplata hrace je vzdy
zavisla na volbeé strategii vSech hracu, lze ji tedy vyjadrit jako funkci uvazovanych
strategii. Predpis pro zisk v zavislosti na zvolené strategii se nazyva vyplatni

funkce hrace [3].
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Konfliktni rozhodovaci situace musi splnovat urcité podminky:

e Musi byt splnén minimalni pocet ucastniki, tj. hra musi mit alespon dva

hréce.
e Aspon jeden z hracu musi byt hrac¢ inteligentni.
e Ucastnici rozhodovaci situace znaji své i soupetovi alternativy.

e Kazdy z ucastniki voli svoji strategii z mnoziny moznych strategii nezavisle

na tom, jakou strategii voli jeho protivnik.

Poznamka 1 Za indiferentniho ucastnika povazujeme prirodu nebo néjakou in-
stituci. Za inteligentniho hrace pak fyzickou osobu, pravnickou osobu nebo skupinu
lidi se stejnym zagmem. Neni-li v zadani urceno, jestli se jednd o indiferentniho

ucastnika, pokladdme vsechny ucastniky za ucastniky raciondlni.

2.2. Klasifikace her podle ruznych kriterii

Konfliktnich rozhodovacich situaci je nékolik druhu. Je rozdil v tom, jestli
chceme najit nejlepsi strategii, jak porazit soupete nebo jestli hleddme napiiklad
nejlevnéjsi formu tvéru u banky. V obou ptipadech dochéazi ke stietu zajmu, ale
je ziejmé, ze v druhém piipadé nejde o vzajemnou likvidaci [7].

Hry muzeme rozdélit do nékolika skupin z ruznych tiidicich hledisek. Tato

rozdéleni jsem cerpala z [3].

Konfliktni rozhodovaci situace muzeme délit podle poctu tcastniki na hry
dvou hraca a hry vice hracét. Hry dvou hracu se pouzivaji k popisu matema-
tickych modelu jednoduchych her, které se pak dale zobecnuji. Hry vice hracu
popisuji chovani lidi v koalici.

Dalsim kritériem pro klasifikaci her je soucet vyplat vSech hracu, kde rozlisuje-
me hry s konstantnim souctem a nekonstantnim souc¢tem. Hry s konstantnim

souctem nazyvame antagonistické hry, kterymi se budeme podrobné zabyvat
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ve tieti kapitole, a hry s nekonstantnim souctem nazyvame jako neantagonis-
tické hry. U neantagonistickych konfliktu déle jesté rozlisujeme kooperativni a
nekooperativni hry. Kde zalezi na tom, jestli spolu hrac¢i mohou spolupracovat
a dohodnout se na strategii nebo ne.

Z hlediska poctu strategii délime hry na koneéné a nekonecné. Konecné
hry jsou takové hry, kde kazdy hrac mé jen konecny pocet strategii. V pripadé,
ze alespon jeden z hraci ma nekonecny pocet vSech moznych strategii, jedna se
o hru nekone¢nou.

Podle informace, kterou maji hraci k dispozici rozlisujeme hry z tplnou
informaci a hry s netuplnou informaci.

Podle informaci o dusledku volby délime hry na deterministické a sto-
chastické. U deterministickych her zvolime-li strategii,vime presné kolik vyhra-
jeme v zavislosti na tom, jakou strategii zvoli protihrac¢. Prostfednictvim sto-
chastickych her vstupuje do hry ndhoda. Zvolime-li danou strategii, nas zisk je
nédhodna veli¢ina s néjakym rozdélenim pravdépodobnosti [3].

Podle po¢tu hranych her délime hry na hry fesené v ryzich strategiich a
na hry fesené ve smiSenych strategiich. Rozlisujeme situaci, kdy budeme hrat
hru jen jednou a situaci, kdy budeme hru opakovat a jednotlivé strategie volit s
urcitou pravdépodobnosti.

Poslednim kritériem podle kterého klasifikujeme hry je kritérium racionality
hracu. Hry délime na hry racionalnich hracu a tzv. hry hrané proti prirodé.

Predpokladame, Ze u her hranych proti ptirodé je jeden hra¢ indiferentni.

2.3. Modely rozhodovacich situaci

K popisu rozhodovacich situaci vyuzijeme prostiredky matematické analyzy.

Budeme rozlisovat tii zakladni modely:

1. Hra v normalni tvaru
2. Hra ve tvaru charakteristické funkce

3. Hra v explicitnim tvaru

12



Inspiraci pro nasledujici matematické modely mi byly [7] a [3].

Hra v normalni tvaru

Zékladnim matematickym modelem konfliktu je hra v normalnim tvaru.
Abychom hru mohli zapsat timto zpusobem, musi spliiovat nésledujici pozadavky.
Musime védét kdo je ucastnikem hry, jaké jsou strategické moznosti ucastniku a
jakou vyhru mohou ziskat pri volbé kazdé z jejich strategii.

Nésledné si uvedeme definici pro zapis hry N hract v normalnim tvaru.

Definice 2.3.1 Necht N je prirozené cislo uddvajici pocet hrdci, N > 2 a
Q = {1,2,...,N} je mnoZina vSech hrdci. Necht X; je neprdzdnd mnoZina
vSech strategii i-tého hrdcée. Necht M; : X1 x Xo x ... x Xy — R je vgherni
funkce i-tého hrdce, kterd prirazuje hraci i hodnotu M;(x) pro kaZdou strategii
= (r1,22,...,TN).

Uspordadanou (2N +1)-tici mnoziny {Q; X1, ..., Xy; Mi(x),. .., My(x)} nazgvdme

hrou N hrdci v normdlnim tvaru [3].

Cislo M;() nazyvame vyhrou i-tého hrace pii strategiich a. Funkce M;(z) se

nazyva vyplatni funkci i-tého hrace.

Hra ve tvaru charakteristické funkce

V nékterych konfliktech je pro tucastniky vyhodné spolupracovat. Spoluprace
vede ke zlepseni jejich vysledku v konfliktni situaci. Takové spolupracujici skupiny
nazyvame koalice. Pro posouzeni sily a vyhodnosti téchto kooperujicich skupin
je nutné znat celkovou hodnotu vyhry koalice. Funkce, ktera kazdé z potencialné
moznych koalic pritazuje jeji celkovou moznou vyhru se nazyva charakteristicka
funkce hry [7]. Konfliktni situace, kterd je dana charakteristickou funkef se nazyva

hra ve tvaru charakteristické funkce.

Definice 2.3.2 Necht N je prirozené ¢islo oznacugici pocet hraci, N > 2 a Q =
{1,2,..., N} je mnoZina vsech hrdéi. PodmnoZiny mnoZiny ) nazveme koalice.

Charakteristickou funkci hry s mnoZinou hrdcu @) nazveme mnozinovou funkci v
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definovanou na mnoziné vsech podmnozin mnoziny Q, pro kterou plati v(0) =0 a
pro vSechny vzdjemné disjunktni dvojice Q1, Q2 C @ plati v(Q1 U Q) > v(Q1) +
]

v(Q2). Dvojice {Q,v} nazveme hra N hrdcu ve tvaru charakteristické funkce. |

Jednoduseji si muzeme charakteristickou funkci definovat podle [7] jako mnozi-
novou funkci, tj. funkei, kterd mnozindm hracu (koalicim) prifazuje jejich mozné
celkové vyhry, tedy realna cisla.

Je ziejmé, ze pro zapis hry v charakteristickém tvaru potifebujeme znat pocet
vsech tucastniku konfliktu a vyherni funkci pro vSechny potencialni vytvorené

koalice, tj. charakteristickou funkci.

Hra v explicitnim tvaru

V piipadé hry v normélnim tvaru a hry ve tvaru charakteristické funkce jsme
uvazovali, ze hraci vybiraji vhodnou strategii soucasné, bez ohledu na potadi. U
hry v explicitnim tvaru na poradi zalezi. Hraci vybiraji své strategie postupné.
Vybeéry strategii se nazyvaji tahy. K popisu vSech tahu hry se pouziva graf, ktery
nazyvame strom hry.

Z duvodu slozitosti matematické definice zapisu hry v explicitnim tvaru si ji
nebudeme uvadét. Uvedeme si jen zjednoduseny zapis pomoci stromu hry, ktery
je uvedeny v nasledujicim obrazku 2.1.

Graf, tj. strom hry, je dan uzly a hranami, ktery tyto uzly spojuji. Jedna se

tedy o souvisly graf bez cyklu [10].
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p A Pozice, ve které je na tahu prvni hrag

}P S . O — Pozice, ve kterych je na tahu druhy hraé

Obrézek 2.1: Hra v explicitnim tvaru

Typickym prikladem her, které muzeme zapsat v explicitnim tvaru, jsou hry

deskové, jako Sachy nebo ddama. Stejné tak sem patii i karetni hry.
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Pouzité znaceni

Pro srozumitelnou interpretaci nasi teorie si zavedeme nasledujici znaceni:
Q mnozina vSech hracu
X prostor strategii 1. hrace
Y

prostor strategii 2. hrace

8

strategie prvniho hrdce (méme-li hru s konetnym poctem m strategii
prvniho hrace, muzeme znacit x;, kde i = 1,...,m)

Y strategie druhého hrace (mame-li hru s konetnym poctem n strategif
druhého hrace, muzeme znacit y;, kde j = 1,...,n)

M (z,y) vyplatni funkce prvniho hrace

My (z,y) vyplatni funkce druhého hrace

16



Kapitola 3

Antagonistické hry

Matematickym modelem antagonistické hry je hra dvou inteligentnich hracu,
kteri se déli o pevnou ¢astku, tzv. o svoji vyhru. Tato pevna c¢astka je konstantni
a oznacujeme ji pismenem K. Nezdlezi na tom, jakou strategii si hraci zvoli, to
co jeden hrac ziska, druhy ztrati.

Antagonisticka hra se da definovat i pomoci vyplatni funkce. V ptipadé anta-
gonistickych her je mozné omezit se na jednu vyplatni funkci, protoze pro vsechna
r e X,yeY plati

Mi(z,y) = —Msy(z,y) + K.

Znéme-li hodnotu vyplatni funkce prvniho hrace M;(x,y) a ¢islo K, zname i
hodnotu vyplatni funkce druhého hrace Ms(x,y).

V pripadé antagonistickych her uvazujeme, Ze oba ucastnici hry jsou inteli-
gentni a kazdy z nich se snazi najit nejlepsi feSeni. Na zakladé téchto vlastnosti
zavedeme pojem optimalni strategie.

Optimalni strategie je takova situace, kdy kazdy hrac¢ hleda svoji strategii
takovou, aby si pro kazdou strategii svého protihrace zajistil nejvétsi moznou
na zakladé toho principu, fikdme, ze jsou to strategie rovnovazného typu.

Presnéji jsou optimalni strategie hracu uvedeny v nasledujici definici:

Definice 3.1 Nechf

{Q:{172};X1Y;Ml(x7y)7M2<x’y)} (31>
17



je hra s konstantnim souctem. Optimalni strategii hrace 1 v této hre nazveme

takovou strategis T € X, ke které existuje strategie y € Y tak, Ze
Ml(x7y) < Ml(fay);MQ(fa y) < MQ(E7y) (32>

pro vsechna x € X, y € Y. Strategii y potom nazveme optimdlni strategii hrdce
2.
Je-li
{Q={12hX,Y; M(z,y)} (3.3)

hra s nulovgm souc¢tem, muzeme nerovnosti (3.2) zapsat ve tvaru

M(z,y) < M(z,y) < M(z7,y) (3.4)

Duojici strategii (Z,7y) s vlastnostmi poZadovanymi v (3.2), popr. v (3.4) na-
zveme TeSenim dlohy v normdlnim tvaru (3.1), popr. (3.3). U her s nulovym

souctem se ¢islo M(Z,y) nazyvd cena hry [6].

Nasledujici véta ukazuje, ze je mozné se u her s konstantnim souc¢tem omezit

pouze na pripad, kdy K = 0.

Véta 3.1 Necht (3.1) je hra s konstantnim souctem, K # 0. Potom T,7 jsou
optimdalni strategie ve hie (3.1) tehdy a jen tehdy, jsou-li T,y optimdini strategie
ve hie s nulovym souctem (3.3), kde M (x,y) = M(x,y) — Ma(z,y).

Dukaz této véty je uveden v [0, str.46].

3.1. Maticova hra

Antagonisticky konflikt dvou inteligentnich hracu, pro které existuje pouze ko-
necény pocet moznych strategii se nazyva tzv. maticova hra. Podle [1] je hlavnim
ukolem teorie maticovych her objasnit, podle jakych pravidel maji hraci provést
své volby tak, aby maximalizovali své vyhry, piipadné minimalizovali své ztraty.

Teorie konec¢ného antagonistického konfliktu je jiz dnes uzavienou disciplinou
dovedenou na hranici dokonalosti. Nelze ocekavat zadné nové vyznamnéjsi vysled-
ky.
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Definice 3.1.1 Konecnou hru s nulovym souctem

{Q=1{1,21:X ={1,2,..,m},Y = {1,2,...,n}; M(i,j) = ai;,i € X,j € Y},
(3.5)
kde
11 Q12 ... Aip
A= | @1 a2 .. an (3.6)
ot Ay . G

je dand matice, nazveme maticovou hrou [0].

Strategie x a y budeme v souvislosti s maticovymi hrami oznacovat indexy
i (= x)aj (= y), abychom zachovali obvyklé znac¢eni prvku vystupujicich v
matici. Matice (3.6) se nazyva matici hry. Maticovd hra je ji zcela urcena.

Jak najit optimalni strategii hrac¢t v maticové hre?

Existuje-1i v matici A prvek a;;, ktery je nejmensi na fadku a soucasné nejvetsi
ve sloupci, muzeme tuto usporddanou dvojici (i,7) nazvat optimélni strategii.
Tato optimélni strategie se nazyva také sedlovy bod matice A. Sedlovy bod
urcuje cenu hry a strategie hracu. Prvek 7 je strategii hrace 1 a prvek j strategii
hréce 2.

Pokud matice, ktera urc¢uje maticovou hru mé sedlovy bod, je nalezeni rov-
novazné situace velmi jednoduché. V piipadé, kdy sedlovy bod neexistuje, je si-
tuace komplikovanéjsi. Musime najit jiny matematicky model pro tento konflikt,
pomoci néhoz najdeme optimalni strategii.

Zavedeme si matematicky model, ktery udava pro kazdou strategii + € X
a kazdou strategii j € Y pravdépodobnost, se kterou musi byt zvolena. Opét
uvazujeme model hry v normalnim tvaru s koneénym poctem moznych strategii.

Takto nové vznikly prostor strategii budeme zapisovat do kulatych zavorek.

Definice 3.1.2 Necht (3.5) je dand maticovd hra. Hru dvou hrdci s nulovim
souctem, jejiz prostory strategii jsou

m

(X) = {2" = (@1, zm); Y_mi =1,z >0}, (3.7)

i=1
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(Y)={y" = (yl,-.-,yn);Zyz: 1y >0} (3.8)

a vyplatni funkce

m n

M(z,y) = Z inaijyg’ =" Ay

i=1 j=1

nazveme smisenym rozsirenim maticové hry (3.5).

Prvkam z prostoru X,Y se ik strategie, prvkam z prostoru (X), (V') se tikd
smiSené strategie. SmisSend strategie hrace 1 je tedy rozlozeni pravdépodobnosti
na prostoru ryzich strategii X. Ryzi strategie jsou vsak také soucasné prvky
prostoru (X), nebot napi. smisend strategie tvaru (1,0, ...,0) vlastné ¥ika, Ze s
pravdépodobnosti 1 (s jistotou) zvolime i = 1 a volba ostatnich ryzich strategii
mé pravdépodobnost 0 [6].

V literatufe [5] je uvedeno, ze o smiSenych rozsitenich maticovych her plati

tato dulezitd (tzv. zdkladni véta teorie maticovych her):
Véta 3.1.1 Smisené rozsireni kazdé maticové hry md resent.

Dikaz muzeme najit v literatute [5], [6], popt. [7].

3.2. Metody reseni maticovych her

Metod pro hledani rovnovaznych strategii antagonistickych her je nékolik.
Pro hledani rovnovaznych strategii u maticovych her si uvedeme tii metody.
Nejuniverzalnéjsi metodou je prevod na ulohu linedrniho programovani, ktera se
fesi postupy operacni analyzy. Dalsi dvé metody jsou vhodné pro specialni typy
uloh. Metoda hledani sedlového bodu je jednou z nejjednodussich metod. Pomoci
této metody hledame rovnovaznou strategii ve strategiich cistych. Dalsi metodou
je metoda graficka, kterou je mozné pouzit v piipadé, neexistuje-li cista strategie
a hrac¢ 1 ma pouze dvé mozné strategie. Volba nejefektivnéjsi metody zcela zalezi
na typu hry.

Metody hledani rovnovaznych strategii:
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e Hledani sedlového bodu
e Ptevod na tlohu linearniho programovani

e Grafickd metoda

3.2.1. Hledani sedlového bodu

Jednou z nejjednodussich metod je metoda hledani sedlového bodu. Existuje-
li v matici rovnovazny bod v ¢istych strategiich, existuje v matici prvek, ktery je
nejmensi na radku a soucasné nejvétsi ve sloupci. Takto vznikly prvek se nazyva
sedlovy bod matice hry. Prakticky vypocet provedeme nasledovné: oznacime si
nejvétsi prvek ve sloupci symbolem ~ a soucasné nejmensi prvek v fadku pod-
trhneme. Nalezneme-li prvek, ktery je soucasné nejmensi v radku a nejvétsi ve

sloupci, nalezneme zminovany sedlovy bod, tedy rovnovaznou situaci.

Piiklad 3.2.1.1 Necht hra dvou hrdéi je popsand matici

70 -2 3
1-3 0 1
33 2 4
41 1 -1

Najdéte sedlovy bod matice.

Reseni prikladu:
Symbolem ~ si oznacime nejvétsi prvek ve sloupci a podtrzenim oznac¢ime
nejmensi prvek v fadku. Prvek, ktery je nejmensi v fadku a soucasné nejvétsi ve

sloupci se nazyva sedlovy bod (prvek oznaceny obéma symboly).

70 —2 3
1 =3 0 1
P N
3 73°72°"4
4 1 1 -1

Sedlovy bod je situace (3,3). Kde prvni ¢islo ndm oznacuje fadek a druhé sloupec.

Tato rovnovazna situace nastane v ptripadé, ze si prvni hrac¢ zvoli strategii x3 a
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druhy hrac strategii ys.

Sedlovy bod nemusi vzdy existovat. Ukdzeme si na nasledujicim piikladu.

Priklad 3.2.1.2 Najdéte sedlovy bod matice:

3—-102
50 41
2313

Reseni piikladu:

Opét si oznacime nejmensi prvky v fadcich a nejvétsi prvky ve sloupcich.

Hra nemé teSeni v cistych strategiich, protoze ve hie dané touto matici neexistuje

sedlovy bod. Budeme hledat fesSeni ve strategiich smiSenych.

3.2.2. Prevod na ilohu linearniho programovani a reSeni

této tlohy pomoci programu Excel Resitel

Rovnovazné strategie u maticovych her je mozné uréit prevodem na tlohu
linedrniho programovéani.

Uvazujme maticovou hru s matici v obecném tvaru:

a1 a1 ... Qip
A: 21 Q22 ... Qo2n

Am1 Om2 .- Qmn

a vektory pravdépodobnosti pro hrace 1 a hrace 2:
X = (T1,%9, .y Tr), T1+ ..+ Tpm=1 x;>0, proVie{l, .. m},

y=%Yn,) B+..+ty.=1y; >0, proVje{l, .., n}
Za predpokladu, ze matice A ma vSechny prvky kladné, muzeme maticovou hru
prevést na tlohu linedarniho programovani. Pokud matice A nema vSechny prvky

kladné, plati nasledujici véta:
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Veéta 3.2.2.1 Pro rovnovadzné situace v maticové hie plati, Ze rovnovdzné stra-
tegie smiseného rozsireni maticové hry se nement, pricteme-li ke kaZdému prvku
matice hry kladné nebo zdporné cislo k. Cena hry s takto pozmeénénou matici je

c+k, kde ¢ je cena puvodni hry. [8]

Podle [¢] a [3] si uvedeme postup pro odvozeni vypoétu maticové hry prevodem
na tulohu linearniho programovani:

Pomoci nésledujici soustavy nerovnic lze vyjadrit pozadavek, aby optimalni
strategie hrace 1 tomuto hraci zajistila vyhru nejméné v hodnoté ceny vyhry c,

at uz hrac 2 voli jakoukoliv ze svych strategif:

c= jE{Ilr,l2if.l.,n}(a1j “T1 4 Qg TaF e F A - Ty (3.9)

c<ayj-m+ag ot ..ty T proV j €{1,2,...,n}

Ocekavana hodnota vyhry prvniho hrace tedy neklesne pod ¢islo ¢, pokud se hrac
1 bude tidit mechanismem vybéru popsanym vektorem (z1, ..., T, ).

Obé strany nerovnic vyndsobime odpovidajicim y;:

yr-c<yp- (a1 x1+ a9 - To+ oo+ Qm1 - T

Yo ¢ < Yo (a12-T1+ G2 - Ta+ oo + A2 - Tiy)

yn'CSyn'(afln'x1+a2n'x2+--'+amn'xm)

Soucet vsech nerovnic:

<y1+y2+'“+yn)'ngzxi'aij-yj::L‘TAy
i=1 j=1

Pro vyraz (y; + yo + ... + yn) plati, ze (y1 +y2 + ... + yn) = 1.
Obeé strany vychozich nerovnic ¢ < ay; - 21 + agj - X2 + ... + Qpj - Ty, Vydélime
¢islem c:

T ) Tm .
1§a1j~?+a2j~?+...+amj~7 jzl,...,n.
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Zavedeme substituci p; = #,7 = 1,...,m aticelovou funkci py +pa+...4+pm = %

1<ayj-pi+ay pr+...+anj Pm, Jj=1,...m

Problém se prevede na problém linearnitho programovani:
Prvni hrac¢ chce minimalizovat hodnotu ucelové funkce s cilem ziskat co nejveétsi

vyhru:

1

min (E) =min p; +ps + ... + Pm

za podminek
IL<ay-pitay pr+..+an; pm, kdej=12.nap,=%  p >0
Analogicky provedeme odvozeni pro druhého hrace. Ten chce hodnotu tcelové

funkce maximalizovat proto, aby jeho prohra byla co nejmensi:

1
max (E) =max q¢1 + ¢+ ... +¢qn

za podminek

L <an-qi+az g+ ...+ ap g, kdei =1,2,..magqg =% ¢ > 0.

Je-li ¢ vyhra prvniho hrace, pak je to i prohra hrace druhého. Ocekavand prohra
druhého hrace nesmi byt vétsi nez cena hry, at uz prvni hra¢ voli kteroukoli ze
svych strategii.

Maximaliza¢ni problém, ktery je feSenim maticové hry pro hrace 2 je dudlnim
problémem k minimaliza¢ni iloze hrace 1.

K teseni tlohy lze vyuzit i ruzné matematické softwary jako napr. Matlab,
Microsoft Office Excel, Tomlab a dalsi. Mezi nejdostupnéjsi softwarové nastroje

patif funkce Resitel, kterd je soucasti Microsoft Office Excel. Pouziti této funkce

si ukazeme na nasledujicim prikladu.

Piiklad 3.2.2.1 Preved'te maticovou hru popsanou matici A na tilohu linedrniho

programovdani a ulohu vyreste. Pro wvypocet pouZijte program Microsoft Fxcel,

funkci Regitel.
2 —-14
A= (3 0 1)
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Resend prikladu: V matici A se objevuji zdporné proky, prictenim éisla 2

ziskame matici hry pouze s prvky kladngma.

2 -14 n 222\ (416
3 01 222) \523
Uloha linedrniho programovant z hlediska prvniho hrdce:

min - p; + po

za podminek:
4p1 +5p2 2 1
p1+2p2 21
6py +3p2 > 1
p1=0,p2 >0

Uloha linedrniho programovant z hlediska druhého hrdce:
max q1+¢q2+qs

za podminek:
dg1 + g2 +6g3 < 1
5¢1 +2¢2 +3q3 < 1

q1 20,22 0,¢3 20
Resend tlohy linedrniho programovdni pomoct funkce Regitel:
Pro reseni daného prikladu si pripravime ndsledujici tabulku. Zkontrolujeme,
zZe odkazy ve vzorcich ukazuji na bunky s daty. Ocekdavané hodnoty p1 a ps budou

vypocitdny v bunkdch A3 a B3 a hodnota tcelové funkce v bunce A16.

V horni listé programu Excel vybereme zdlozku data a zvolime funkci Regitel.

Doplnime poZadované udaje:
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(4 A | B c D E
1 Hracl
2 p1 p2 levé strany pravé strany
3 =A11*A3+B11*B3 1
i =A12*A3+B12*B3 I
i =A13*A3+B13*B3

i]

7

8| 1 1
9
10 matice strukturdlnich koeficientt
11 4 5
iz 1 2
13 6 3
14
15

16 |=AB*A3+BE*B3

Obrazek 3.1: Pozadované udaje doplnéné do tabulky v Excelu

Parametry Resitele >
Nastavit buriku: Reit
Fovno: (JMax @®Mn () Hodnota: |0
e | zavit |

sas3:483 &% | oghed |
Omezujig podminka: Moinost
SAL3:8B53 >=0 # Pridat
$DS3 >= §E53
$D%4 >= §E§4 Zménit
BaTER
: Odstranit
Mapovéda

Obrazek 3.2: Resitel pro prvniho hrace
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Vysledek se zobrazi v ndmi pripravené tabulce:

B C D E

1 Hracl
2 p1 p2 levé strany prave strany
3 0 0,5 2,5
A 1
5 1,5 1
=]
7 cenové koeficienty

1 1

10 matice strukturalnich koeficientd

11 4 5
12 1 2
13 il 3
14

15 aéelova funkce

16 0,5

Obrazek 3.3: Vyslednd tabulka pro prvntho hrace

Resenim této ilohy pruni hrdce jsou hodnoty p1 = 0, ps = 0,5, hodnota ucelové
funkce je 0,5. Puvodni matice A nemd vsechny prvky kladné, proto jsme museli

pricist konstantu. Predchozi reseni tulohy, tedy meni Tesenim puvodni matice A.

Musime jej dopocitat pomoci zavedené substituce p; = =, i =1,...,m a ucelovou

funkci p1 + pa = %

Dosazenim hodnot p, a pa do ucelové funkce py +ps = X ziskdme hodnotu ticelové

c
funkce ¢ + k, ktera je rovna 2. Odectenim konstanty k = 2, ziskdme hodnotu
puvodni icelové funkce, kterd je rovna 0. Stejnym zpiusobem ziskame hodnoty 1
a T5. ReSenim pivodni matice A jsou tedy hodnoty x1 = 0 a x5 = 1 a hodnota

ucelové funkce je 0.
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Analogicky tesime tlohu hrdce 2. Pripravend tabulka:

[ 4 A | B | c | D | E F
1 Hrag2
2 |q1 q2 q3 levé strany pravé strany
3| =A11*A3+B11*B3+C11%C3 1
4 | =A12*A3+B12*B3+C12*C3 1
=N
6
7 cenovekoeficienty
8 | 1 1 1
=
10 matice strukurdinkh koeicentt
1| 4 1 6
12 5 2 3
13|
14

16 |=AB*A3+BE*BI+CB*(C3

I

Obrazek 3.4: Pozadované udaje doplnéné do tabulky v Excelu

Pozadované tdaje ndstroje Regitel:

Parametry Retitele =
Nastavit buriku: EA%16 Resit
Raovno: ®Max (OMn () Hodnota: |0 Zaviit
s WO ° awm |

5A$3:8CE3 % | oOdhad |

Omezujic podminka: Moinost
SAS3:8CE3 ==0 Pfidat
$ESL3 <=$F43
$E44 <= §F%4

Obrézek 3.5: Resitel pro druhého hrace
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Vyslednd tabulka:

A B C D E F
1 Hragé2
2 gl q2 q3 levé strany pravé strany
3 0 0,5 0 0,5 1
4 1
5
i]
7 cenove koeficienty
] 1 1 1
9
10 matice strukturdlnich koeficientd
11 4 1 il
12 53 2 3
13
14
15 ucelova funkce

=
(=1

0,5

Obrazek 3.6: Vyslednd tabulka pro druhého hrace

Hodnota icelové funkce pruniho hrdace se musi rovnat hodnoté ucelové funkce
druhého hrace. V daném prikladé je hodnota tcelové funkce 0,5. Vysledné hod-
noty ulohy druhého hrdace jsou ¢ =0, g2 = 0,5 a g3 = 0.

Opét je nutné reiend této tlohy prepocitat pro pivodni matici A. Resent ulohy
dopocitame pomoci zavedené substituce q; = %, 7 =1,....,n a ucelové funkce
G+ @+a=1

Resenim piwvodni matice A jsou hodnoty v, = 0, y» = 1 a y3 = 0 a hodnota

ucelové funkce je 0.

Cilem kazdého z hracu je ziskat co nejvetsi vyhru pomoci vhodné zvolené strategie
a zajistit tak prohru ostatnich hracu.

Inspiraci k feSeni tohoto prikladu mi byla literatura [%].

3.2.3. Graficka metoda

Mame-li maticovou hru ve tvaru 2 x n nebo m x 2, tj. jeden z hracu vybira
pouze ze dvou strategii, muzeme ji fesit grafickou metodou. Reseni pak zakreslu-

jeme do soustavy soutadnic.
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Maticova hra typu 2 x n

Predpokladejme, ze maticova hra dand matici

A — a1 a12 ... Q1
91 A22 ... Q2p
nema sedlovy bod.

Hleddme optimélni smiSené strategie X = (x1,22),Y = (y1,¥2, ..., Yn), pro které

plati:
Tit+xs =114y +.. .ty = 1521, 22,Y1, Y2, .., Y > 0, 2; € (0,1), y; € (0,1).
Uvazujeme funkce

M;(z1) = arjz1 + agjze = (a1 — a2j)1 + agj, j=1,...,n.

Tyto funkce interpretuji stfedni hodnotu vyhry prvniho hrace, resp. prohry druhé-
ho hrace, v ptipadé, ze druhy hrac¢ zvoli j — tou strategii. Druhy hrac bude volit
takovou strategii, kde stfedni hodnota prohry je nejmensi.
Graficky zndzornime ¢asti téchto pfimek pro z; € (0, 1).

Cilem druhého hrace je minimalizovat svoji prohru (resp. minimalizo-

vat vyhru prvnfho hrace). Zavedeme funkci:

M(x1) = min  M;(zy),
J

kde M(x1) je minimalni prohra druhého hrace v piipadé, ze prvni hra¢ pouzije

mechanismus volby popsany rozdélenim (z1, xs).

Cilem prvniho hracée je maximalizovat svoji vyhru vhodnou volbou

hodnoty z;. Hleddme hodnotu x7] takovou, ze

M(z]) =max  M(xy).

1

Resenfm hry je pak
v = M(f{), X = (ﬁi, 1 [E’{),
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kde pismenem v oznac¢ujeme cenu hry prvni hrace, resp. stfedni hodnotu vyhry

prvniho hrace.

Hodnoty y1, 4o, - .., y, ur¢ime pomoci matice soustavy linedrnich rovnic tak,
ze budeme hledat nenulové hodnoty yy, y;, které odpovidaji primkam My (z1) a
M;(x) a protinaji se v bodé (z7,v).

Resifme soustavu rovnic, kde hleddme hodnoty y; a y;:
i Yp + Q1 Y1 =V

A2k * Yk + Q21 Y = V.
At uz zvoli prvni hraé¢ variantu & nebo [, bude o¢ekdvans prohra druhého hrace
rovna ¢islu v. Ozna¢me si matici této soustavy pismenem B.
Déle vime, ze podle Cramerova pravidla musi platit:

(ag — ayy) - v (a1k — agg) - v

Y= T det(B) N= T det(B)

Zéaroven vime, ze plati:
* *
A1 X+ Qo - To =0
* *
- Tq + ag1 - Ty =0,
kde
. (ay —ag) v
det(B)

% (am - all) - v

2T T et (B)

Stiedni hodnota vyhry prvniho hrace je rovna v, at uz druhy hra¢ zvoli strategii
k nebo I.
Odtud:

det(B)  ag — agy det(B)  aix —ay

* ) * )

v x] v x5
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tj.

Qg — Q2 Q1 — Q1) Q1 — Ay

* *

] x5 1—x3
(a2 — agk) - (1 — 27) = (ax — an) - 23
agy — gy, — o7 - (a1 — agg) = ri(a1x — ax)
Qg — azgg = 27 + (a1 — a + ag — azy)

Qo) — A2k

T = )
! (a1x — a1y + ag — asy)

Srovname hodnoty pro z7:

(agr — agk) v gy — Qg
det(B) (a1x — a1 + ag — agg)
Ze srovnani plyne:
det(B) _
" = a1 — a1 + ag — Gz = Q.
Potom:
Qo) — A2k A1 — a1
ry = —, Xo = ——,
a a
Qo —ay Q1 — Qg
Y = ) Yy = .
a a

Inspiraci pro toto odvozeni mi byla literatura [11].

Piiklad 3.2.3.1 Reste maticovou hru s matici A = (; Zé ?7))

Dand maticovd hra nemd sedlovy bod. Budeme ji 1esit graficky.

Nasledugici primky zakreslime do grafu maticové hry:
Ml(xl) = 11’1 + 9I2 = —81’1 + 9,

Mg(l’l) = 4$1 + 6I2 = —2I1 + 6,

M3<l’1) = 7171 + 31‘2 = 4ZL’1 + 3.
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Obréazek 3.7: Grafické feSeni dané maticové hry

Maximum funkce M (x;) nabyva v prusec¢iku piimek M; N M. Proto ys = 0.
Nemd smysl volit strategii 2, protoze druhy hrac¢ by tak jesté vice ztratil. Tudiz
hledame spravnou ”"rovnovahu” pouze mezi strategiemi 1 a 3.

Ostatni slozky uréime feSenim matice soustavy linearnich rovnic:

5o (17).

Optimalni strategie obou hracu a cena hry jsou:
11 1 1
(2 Y 2) Y (2 9 07 2) ) v 5
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Maticova hra typu m x 2

Maticova hra typu m x 2 se fesi analogicky:.

Predpokladejme, ze maticova hra dand matici

air ai2
A a.21 a?Q
Am1 Gm2
nema sedlovy bod.
Hleddme optimalni smiSené strategie X = (x1,xo,...,2y), Y = (y1,¥2), pro které

plati x1 + 2o+ ...+ 2 = Lyr + 92 = 121, T2, ..., Ty, Y1, Y2 2> 0.

Uvazujeme funkce
M;(y1) = ainyr + ainy2 = (@in — ai2)yh + a2, t=1,...,m.

Graficky zndzornime ¢asti téchto primek pro y; € (0, 1).
Zavedeme funkci:

M(y) = max M;(31)-

Cilem druhého hrace je minimalizovat svou prohru (resp. maximalizovat svoji
vyhru) vhodnou volbou hodnoty ;.

Hleddme tedy hodnotu y; takovou, ze

M(yy) = min  M(yy).

Y1
Resenfm hry je pak
v=My), Y = (yi, 1 = y1)-
Hodnoty z1, xs, . .. x,, urc¢ime stejnym zpusobem jako u matice typu 2 x n.

Inspiraci proto odvozeni feseni maticové hry tyu m x 2 mi opét byla literatura

[11].

-1 3
Piiklad 3.2.3.1 Reste maticovou hru s matici A = 5 —2
0 4

Dand maticova hra nemd sedlovy bod. Budeme ji Tesit graficky.
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Nasledujici primky zakreslime do grafu maticové hry:
Ml(y1> = —1y1 + 3y2 = —4y1 + 3,

My(y1) = byr — 2y = Ty — 2,

Mg(yl) = 4y2 = —4y1 + 4.

114

Obréazek 3.8: Grafické feseni dané maticové hry

Maximum funkce M (y;) nabyva v pruseciku pfimek M, N Ms. Proto z; = 0.

Ostatni slozky uréime feSenim maticové hry s matici
5 =2
B = :

35



Optimalni strategie obou hracu a cena hry jsou:
4 — 2
x=(o X7y  y_(535) -2
117 11 11711 11

3.3. Vyuziti maticovych her v ekonomii

V 1vodni kapitole této prace jsme si uvedli, Ze obecné teorie her analy-
zuje Siroké spektrum konfliktnich rozhodovacich situaci, se kterymi se setkavame
kazdy den v bézném zivoteé.

Teorie her se nezabyvéa pouze salonnimi hrami, ale je aplikovana i v ruznych
oblastech jako je ekonomie, sociologie, psychologie a dalsi. V této kratké kapitole
se zameérime na vyuziti teorie her v ekonomii, konkrétné vyuziti maticovych her
v ekonomii.

Veskeré podnikatelské subjekty denné celi nejruznéjsim konfliktnim rozhodo-
vacim situacim, ve kterych se snazi dosdhnout svych podnikovych cilu. Mezi tyto
cile patii maximalizace zisku, minimalizace nakladu, zvySovani trzniho podilu,
maximalizace trzni hodnoty apod. Sva rozhodnuti voli v zavislosti na chovani
ostatnich ucastniku rozhodovaci situace [1]. Ucastniky téchto rozhodovacich si-
tuaci mohou byt jiné podniky, stat a nebo nahodné mechanismy jako trzni poptav-
ka, inflace, danova sazba, ...).

Uvedeme si jednoduchy priklad vyuziti maticové hry v ekonomii. Inspiraci pro

tento priklad mi byla [2].

Priklad 3.3.1 Predstavime si jednoduchou situact, mdame dva managery ve firmé,
kteri si konkurugi. Vedeni firmy dalo témto manaZerum dva ikoly. Odména za
prond kol A je 40 000 Ké a za druhy kol B je 25 000 Ké.

Oba manazeri jsou nuceni se rozhodnout, jak tkoly vyresit. KaZdy z nich chce
ziskat vetsi odménu nez ten druhy. Oba mohou pracovat na jednom (i stejném)
tukolu nebo se mohou rozhodnout pro spoluprdci.

Vysledek proniho managera zdvisi na jeho rozhodnuti, ale také na rozhodnuti ma-

nagera druhého. Situaci miZeme zapsat do nasledujici tabulky. V proni édsti ta-
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bulky jsou odmény prvniho managera a v druhé casti tabulky jsou odmeéeny druhého

managera.
Ukoly Aa B 0Odmény prvniho managera Odmény druhého managera
A B AiB A B AilB
A 20 000 K¢ 40 000 K& 25000 K¢ 20 000 K¢ 25000 K¢ 40 000 K&
B 25000 K¢ 12 500 K¢ 40 000 K& 40 000 K& 12 500 K¢ 52 500 K&
AiB 40 000 Ké 52 500 Ké 32 500 K¢ 25 000 K¢ 40 000 Ké 32 500 K¢

Pokud budou oba manageri pracovat na stejném tkolu (tedy spolupracovat),

Obrazek 3.9: Tabulka odmén obou manageru

must si rozdélit odménu na pul.

Cillem jejich rozhodnulti je ziskat vice nez druhy. Do nasledujici tabulky si zapiseme

vysledek pro pruniho managera v pripade, Ze oba spolupracuji na pronim ikolu.

Vysledek pro druhého managera bude presné opacnyj.

Ukoly AaB Odmény prvniho managera
A E AiB
A OKE 15000 Ké -15 000 K&
B -15 000 K¢ OKE -12 500 K¢
AiB 15 000 KE 12500 ]

Obrazek 3.10: Tabulka hodnot pro prvniho managera

Hra zapsand v tabulce 3.10 se nazyvd hra s nulovym souctem.
Z teorie, kterou jsme si uvedli v kapitole o maticovych hrdach vyplyvd to, Ze vyplaty
hrdcu jsou opacné. Znamend to, Ze to, co ziskd jeden, druhy ztrati. V této situaci
neni moznd dohoda hrdci.

Pri volbé rozhodnuti vychdzime z predpokladu antoginismu obou hrdci. Kazdy
z managery voli své strategie podle odpovédi protihrdce a vybird tu strategii, kterd
mu prinese nejlepsi vysledek.

Vhodnou volbu strategii obou manageri uréime pomoci pravidla minimazu a

MaTiminy.
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Nejlepsi strategii proniho managera ziskame nalezenim maximinové viyplaty, tj.
max{min(0, 15000, —15000); min(—15000, 0, —12500); min(15000, 12500,0)} = 0
Nejlepsi strategii druhého managera ziskame nalezenim minimaxové vyplaty, tj.
min{max(0, —15000, 15000); max (15000, 0, 12500); max(—15000, —12500,0)} = 0

Oba tedy musi zvolit strategii A © B, jinak bude jejich odména mensi nez
odména druhého. PrestoZe si oba konkuruji a chtéji kaZdy sam ziskat co nejvice,
je pro né v této situaci nejlepsi spolupracovat, vyresit oba ukoly a rozdeélit si obé

dvé odmeny.
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Zaver

Cilem prace bylo se sezndmit s teorii her jako samostatnou védni disciplinou,
ktera se zabyva konfliktnimi rozhodovacimi situacemi, se kterymi se setkavame
kdekoli, kde dojde ke stfetu zajmu. Teorie her je velmi rozsahld matematicka
teorie. Z duvodu omezeného rozsahu této prace jsem se mohla zamérit pouze na
jeji cast, kterou tedy byly antagonistické hry.

Na zacatku prace jsme se seznamili s teorii her jako matematickou disciplinou
a s jejim strucny historickym vyvojem. Predstavili jsme si i nékteré osobnosti
matematické teorie her.

V druhé ¢asti prace jsme si vysvétlili zdkladni pojmy a definice z oblasti teorie
her. Ziskali jsme prehled o zakladnich vlastnostech strategii a klasifikovali jsme
si hry do skupin podle ruznych kritérii.

V posledni a soucasné nejobsahlejsi casti této prace jsme se vénovali anta-
gonistickym hram. Podrobnéji jsme si vysvétlili zédkladni definice a vlastnosti
tykajici se téchto her. Seznamili jsme se se tfemi metodami feSeni maticovych
her a ziskané teoretické poznatky jsme aplikovali na ptiklady. Na zavér jsme si
uvedli vyuziti maticovych her v ekonomii a interpretovali jsme jej na jednoduchém
prikladu.

Tato prace pro mé byla pfinosnd, nebot jsem diky ni ziskala $irs{ povédomi o
rozhodovacich situacich. Obohatila jsem si své znalosti matematické teorie her.
V neposledni fadé jsem se také naucila vyuzivat funkei Resitel, kterd je soucasti
MS Excel a také jsem vyuzila dopliku MS Word - Mathematics, ve které jsem

vytvarela grafy.
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