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Zadanie

Zozndmte sa s rdoznymi druhmi kriviek, ktoré vypliuju priestor.

Pokuste sa zovSeobecnit’ tieto krivky do viacdimenzionalnych priestorov.
Implementujte niektoré algoritmy kriviek.

Navrhnite u fraktdlnych kriviek nerekurzivne rieSenie.

Zhodnot'te vysledky a analyzujte moZnosti vyuZitia tychto kriviek.
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Abstrakt

Ciel'om mojej prace je zozndmit sa s krivkami vyplilujicimi priestor a pokusit’ sa zovSeobecnit’ tieto
krivky do viacdimenzionalnych priestorov. Dalej sa v praci nachddzaji informacie o rekurzivnom

a nerekurzivnom rieSeni tychto kriviek a vyuZitie kriviek v praxi. Hlavnym ciel'om je zhotovit
program, ktory dokdZe vykreslit’ niektoré krivky.

Pomocou ziskanych znalosti navrhujem program, ktory vypocita siradnice zadanej krivky a druhy
program, ktory pomocou tychto siradnic vykresli obrazok s krivkou. K vytvoreniu pouZijem

programovaci jazyk C a grafickd kniZnicu Gd.
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Abstract

The objective of my work is introduce space filling curves, and try to generalize them to
multidimensional spaces. Below are in the work informations about recursive and non-recursive
solving of these curves, and usage curves in practice. The main objective is to create program which
can draw these curves.

Based on theory and practical knowledge I design program, which can compute the
coordinates of the curve, and another program which uses these coordinates to draw the

curve. To make this I will use programming language C and graphics library Gd.
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1 Uvod

Krivky vypliiujice priestor pouZivame v suCasnej dobe na rézne ucely v pocitacovej technoldgii,
vo viacdimenziondlnych priestoroch na indexovanie, alebo vo wireless sietach. Medzi najzndmejSie
patria Peanova krivka, Hilbertova krivka, Moorova krivka alebo Kochova vlocka. Tieto krivky mézu
byt” tvorené v dvojdimenziondlnom priestore, niektoré maji aj trojdimenziondlne verzie, napriklad
Hilbertova krivka, alebo Kochova vlocka. Patria medzi fraktilne krivky.

ZaCiatok mojej price je o fraktdlnej geometri, pri ktorej vysvetlujem Topologicki
a Hausdorffovu dimenziu. Zaoberam sa krivkami vo viacdimenziondlnom priestore. Spomeniem
nerekurzivne rieSenie kriviek a vyuzijem ich v praxi.

V praktickej Casti vysvetl'ujem tvorbu niektorych algoritmov kriviek.



2 Fraktalna geometria

2.1 Vznik fraktalnej geometrie

Rozvoj fraktdlnej geometrie sa datuje v 60. rokoch 20. storoCia a za jej zakladatela je povazovany
vedec a matematik pol'ského povodu Benoit B. Mandelbrot, ktory ako prvy matematik definoval
pojem fraktdl. Uz pred Mandelbrotom sa vedci a matematici zaoberali geometrickymi dtvarmi
nazyvanymi fraktalmi, ale nikto z nich nedefinoval obecne tento pojem, preto je prvenstvo pripisované
prave Mandelbrotovi. AZ do 19. storocia sa vyuzivalo geometrickych ttvarov pravidelnych a hladkych
(priamka, Stvorec, kruZnica), ale ak vezmeme do tvahy ttvary prirody skisme ich tymito dtvarmi
popisat’. Prave koncom 19. storoCia sa zacali objavovat’ ttvary, ktoré medzi tie pravidelné nezapadali.
V roku 1872 ako prvy Karl Theodor Wilhelm Weierstrass zostrojil spojitii funkciu, ktord nema nikde
derivaciu, nasledoval ho Georg Cantor so svojim diskontinuom (1884) Giuseppe Peano s krivkou,
ktora spojito zobrazuje usecku na Stvorec (1890) a Niels Fabian Helge von Koch s jeho nekonecne

dlhou tseckou ohrani€ujicou kone€nu plochu.

2.2 Euklidovska vs. Fraktialna geometria

Klasicka Euklidovska geometria popisuje dtvary pomocou tzv. topologickej dimenzie. O dimenzii ako
takej moZeme jednoducho povedat’, Ze definuje, kol’kymi parametrami moéZeme dané teleso popisat’.
Topologicka dimenzia je celo¢iselnd a popisuje geometricky hladké a pravidelné udtvary, napriklad
dimenzia bodu je rovna 0, pre priamku je dimenzia rovnd 1, pre rovinné teleso 2 a priestorové teleso
méa dimenziu 3. U fraktdlnej geometrie vyuzivame neceloCiselni dimenziu. Podl'a nemeckého
profesora Felixa Hausdorffa sa nazyva Hausdorffova dimenzia. V mnohej literattire sa vSak stretdvame
s pojmom fraktdlna dimenzia. Hodnota tejto dimenzie nim uddva mieru ¢lenitosti objektu. Cim je
hodnota Hausdorffovej dimenzie medzi dvoma Cislami vicSia, tym je ttvar Clenitejsi a z pohladu

vyplnenia priestoru lepsi.

2.3 Fraktal

Termin fraktal pochddza z latinského slova fractus, prekladom rozbity. Presnd definicia, Co to fraktal

je, nebola dplne definovana. Pouziva sa definicia Benoita Mandelbrota, ktory definoval fraktal ako



.....

[1]

2.4 Sebepodobnost’

Sebepodobnost’ je jednou z hlavnych vlastnosti fraktidlu a zjednodusene by sa dalo povedat, ze
sebepodobnost’ znamenda opakovanie seba samého napriklad zmenenou vel'kosti, posunutim, rotaciou,

alebo skosenim. [2]

3 Oboznamenie s krivkami

V tejto Casti budd spomenuté niektoré najznamejSie krivky vyplilujice priestor. Medzi tieto krivky
patria Kochova krivka, Hilbertova krivka, Peanova krivka a rzne iné. Budi popisané ich vlastnosti,

histéria a spdsob akym ich vytvarame. Viac informadcii v [3].

3.1 Kochova krivka

Kochova krivka je jedna z prvych popisanych fraktalnych kriviek. Znadmejsia je ako stiast’ Kochovej
vlocky, vytvorenej z troch spojenych Kochovych kriviek. Pomenovand je podl'a Helge von Kocha
(1870-1924). Bol to svédsky matematik, napisal niekol’ko knih o ¢iselnej tedrii, ale jeho najznamejSie
dielo bolo Sur une courbe continue sans tangente, obtenue par une construction géométrique

élémentaire z roku 1904, v ktorom popisal prave tito krivku.

Tvorba Kochovej krivky
Kochova krivka vznikne nekone¢nym opakovanim jednoduchého postupu. Na zaciatku je
prosta dseCka (v pripade Kochovej vlocky rovnostranny trojuholnik tvoreny tromi takymi dseCkami).
V kazdom kroku sa potom spravi nasledujice:
1. Useéka sa rozdeli na tretiny
2. Nad prostrednou tretinou sa zostroji rovnostranny trojuholnik

3. Zaékladna trojuholnika (byvala stredna tretina usecky) sa odstrani



Tym sa z povodnej tsecky stane krivka zloZzena zo Styroch tseciek (respektive z trojuholnika sa stane

Sest'cipa hviezda) a postup sa rekurzivne opakuje s kazdou takto vzniknutou tdseCkou.

fractal Koch curve
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Obrazok 1: Kochova krivka Obrazok 2: Kochova vlo¢ka(Kochov ostrov)

Kochova krivka vznikne ako limita pri opakovani tohto postupu do nekoneé¢na. Jej dizka je
nekone¢nd, lebo sa v kazdom kroku prediZi vzdy o tretinu — z troch &asti dse¢ky vznikni $tyri rovnako
dIhé. Z toho vyplyva, e v kroku n bude dizka krivky (4/3)" dizky povodnej tsecky. Hausdorfova
dimenzia Kochovej krivky je teda log 4 /log 3 = 1,26 (t.j. krivka zapliiuje priestor viac ako obyCajna
priamka s dimenziou 1, ale nezapliiuje ho tplne ako iné krivky s dimenziou 2).

Ako uz bolo povedané Kochova vlo¢ka (niekedy ju volame aj Kochov ostrov) vznika tym, Ze sa na
pociatku pracuje s rovnostrannym trojuholnikom miesto jedinej usecky. Vysledkom je teda plosny
fraktalny dtvar. Obsah takéhoto ttvaru je (na rozdiel od jeho obvodu)kone¢ny. V kazdom kroku sa
sice plocha zvicSuje, ale pridavané trojuholniky si ¢im dalej tym menSie a vysledkom je
konvergentna geometrickd rada. Obsah takejto Kochovej vloCky je rovny 8/5 obsahu pdvodného
trojuholnika. U Kochovej vlocky teda nekone€ne dlhd krivka ohranicuje kone€nd plochu.

Miernou modifikaciou pravidiel moZno vytvorit mnoho podobnych kriviek, napriklad pouZitim
Stvorcov namiesto trojuholnikov, alebo Kochova antivlocka, pri ktorej trojuholniky smeruji dovniitra

pdvodného trojuholnika a obsah fraktalu tak zmensuja.

3.2 Peanova krivka

Krivky vyplilujtice priestor (Peanove krivky), su krivky, ktoré ako prvy popisal Giuseppe Peano Zijtici
v rokoch (1858 — 1932).



Peanove krivky, na rozdiel od kriviek popisanych vysSie vypliiuji cely (2-dimenziondlny)
Stvorec alebo celt (3-dimenziondlnu) kocku. Je to vlastne spojita krivka, ktord mdZe byt’ chapana ako
neprerusend cesticka pohybujiceho sa bodu. LepSia definicia je: ,,Krivka (s koncovymi bodmi) je
spojita funkcia, ktorej oblast’ je jednotkovy interval [0,1]“. Podl'a Peanovej krivky vznikli d’alSie dve.
Jednu odvodil David Hilbert a druhi E.H.Moore, tieto krivky budd popisané niZSie.

Tvorba Peanovej krivky

Peanova krivka vznika (ako skoro vsetky) opakovanim jedného postupu. Na zaliatku krivka
vyzera ako na obr. 3. Potom sa kazdy z deviatich Stvorcov rozdeli na d’alSich 9 a do nich sa kopiruju
zmensSené krivky z predchddzajuicej iterdcie podla pravidiel z obr. 4. Tym sa z nej stane krivka, ktorad
vyzera ovela zlozitej$ie, ale je to krivka, pospdjand z 9 képii zdkladnej krivky. VSimnime si, Ze krivky
z obrazka 4 dolu ktoré kopirujeme hore podla pravidiel, vznikli z jednej zdkladnej krivky z O iterdcie
jednoduchym vertikdlnym prevratenim. Tento postup sa potom opakuje s kaZdou takto vzniknutou
krivkou. Dole7ité je aj to, Ze Peanovu krivku vytvdrame v Stvorci 3™ x 3™ zatial’ ¢o jej odvodenia od

Hilberta a Moora vytvarame v §tvorci 27" x 27,
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Obrazok 3: Zakladny tvar Peanovej krivky Obrazok 4: Tvorba Peanovaj krivky
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Obrazok 5: Prvé dve iteracie Peanovej krivky



Na obr. 5 vidime, Ze z pohl'adu vyplnenia priestoru je Peanova krivka jedna z najlepsich,

pretoze jej Hausdorfova dimenzia je rovna 2 ¢o znamend, Ze vypliuje cely priestor.

3.3 Wunderlichove modifikacie Peanovej krivky

Walter Wunderlich vytvoril 3 modifikacie Peanovej krivky. Popisal vSetky mozné krivky vypliijice
priestor, ktorych konstrukcia je v intervale 3™ tj. §tvorec o velkosti 3™ x 3™. Poznime dva typy
tychto kriviek, a to serpentinovi a zakrutovitd (Cervoviti). Vytvaranie troch Wunderlichovych kriviek
nebude podrobne popisané, mozete ich vSak vidiet' na obrdazkoch 6,7 a8. BlizSie informadcie

0 Wunderlichovych modifikaciach Peanovej krivky na [4].
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Obrazok 6: Wunderlichova krivka 1
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Obrazok 7: Wunderlichova krivka 2
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Obrazok 8: Wunderlichova krivka 3



3.4 Hilbertova krivka

Tvorcom Hilbertovej krivky je Nemecky matematik David Hilbert. Zil vrokoch 1862-1943.
Hilbertova krivka je spojita fraktdlna krivka vypliiujica priestor. Hausdorfova dimenzia tejto krivky je
2, ¢o znamen4, Ze dokonale vypliiuje 2D priestor. Dizka krivky je 2" — 1/2" a exponencidlne rastie s n,

n je Cislo iterdcie (alebo krok vykreslenia).

Obrazok 9: Tvorba Hilbertovej krivky

Tvorba Hilbertovej krivky

Hilbertovu krivku tvorime z netiplného $tvorca (md len 3 strany, alebo tvar obrateného U). Na
obrazku 9 v strede vidime 1. iterdciu Hilbertovej krivky. Kazdy zo $tyroch Stvorcov bol rozdeleny do
d’alSich Styroch. Krivka v tvare obrateného U z prvého obrédzka sa zmensi na polovicu svojej velkosti
a kopiruje sa do kazdého zo Styroch sektorov. V I'avom hornom rohu je jednoducho skopirovand,
v pravom hornom je horizontdlne prevritend. V l'avom dolnom je otocend o 90 stupiiov v smere
hodinovych ruci¢iek a v pravom dolnom je otocend o 90 stupiiov proti smeru hodinovych ruciciek.
Tieto 4 diely su spojené tromi Castami, z ktorych kazda je rovnakej vel'kosti, ako zmensené diely
obrateného U tvaru. Na obrdzku 9 ich vidime nakreslené Cervenou farbou. Viac informécii o tvorbe
Hilbertovej krivky na [8].

Na obrazku 9 vpravo vidime druhd iterdciu. KaZzdy zo Sestnastich Stvorcov z iterdcie 1 je
rozdeleny na d’alSie Styri, a tvar vzniknuty v iteracii 1 je zmenSeny a kopirovany. Znova, tri spajacie
Casti su pridané na dokonCenie krivky. VSetky iterdcie pokracuji tymto istym spdsobom. Krivka
z predchddzajicej iterdcie sa zmensi na polovicu a Styrikrat sa skopiruje. V 'avom hornom rohu sa
skopiruje, v pravom hornom prevratend, v l'avom dolnom oto¢end a v pravom dolnom oto€ena opacne.
Krivka vZdy zaCina vlavom dolnom rohu a konéi v pravom dolnom, nikdy sa neprekriZi, ani
nedotkne.

Na obrazku 10 su prvé dve iteracie s farebnym pozadim na lepSie predstavenie konStrukcie

krivky. V kazdom 2x2 bloku Stvorcov krivka zafina v ¢ervenom, ide cez zeleny, modry a koncf

8



v bielom. V prikladoch pre iterdciu 1 a2 boli mriezkové Ciary pridané na lepSie rozpoznanie

rozdelenia do $tvorcov 2x2. Tu mdzZzeme pekne vidiet, ako je zdkladny tvar krivky len velakrat

zmen$ovany a otacany.

Obrazok 10: Prvé dve iterdcie Hilbertovej krivky s farebnym pozadim

3.5 Moorova krivka

Moorova krivka je takisto ako aj Hilbertova odvodena od Peanovej krivky. Jej tvorcom je Eliakim
Hastings Moore (1862-1932). Moorova krivka je spojitd fraktdlna krivka vypliujica priestor.
Hausdorfova dimenzia tejto krivky je 2, o znamend, 7e dokonale vypliije 2D priestor. Dizka krivky
je 2" — 1/2" a exponencialne rastie s n, n je poCet opakovani rekurzie, alebo krok vykreslenia.
Tvorba Moorovej krivky

Moorovu krivku tvorime takisto ako Hilbertovu z netiplného Stvorca v tvare obrateného U. Na
tejto krivke je oproti ostatnym zvlastne, Ze kazda d’alSia iterdcia sa netvori z predchadzajicej iteracie
tejto krivky, ale je tvorend z predchadzajicej iterdcie krivky Hilbertovej. Prvi iteraciu Moorovej

krivky mozeme vidiet’ na obrazku 11 v strede.

Obrazok 11: Prvé 2 iteracie Moorovej krivky



Vznika tak, Ze kazdy zo Styroch Stvorcov sa rozdeli do d’alSich Styroch. Tvar obrateného U z obrazka
11 vlavo sa zmen$i na polovicu a postupne sa kopiruje do kazdého zo Styroch sektorov. Do l'avého
dolného sa oto¢i 0 90 stuptiov proti smeru hodinovych ruciiek, do pravého dolného sa otoci o 90
stuptiov smere hodinovych ruciciek a horizontdlne sa prevrati, do 'avého horného sa oto¢i o 90
stupiiov v protismere a tieZ sa horizontdlne prevrati a do pravého horného sa len oto¢i o 90 stupiiov
v smere hodinovych rugi¢iek. Tieto 4 diely si spojené tromi Castami, z ktorych kazda je
rovnakej vel'kosti, ako zmenSené diely obrateného U tvaru tak isto ako u Hilbertovej krivky.
Dal3iu (¢ize druhd) iterdciu vidime na obrazku 11 vpravo. Kazdy zo Sestnéstich $tvorcov bol
opat’ rozdeleny na 4, ale tento krat nebudeme zmenSovat tvar, ktory sme dostali
v predchadzajicej iteracii, ale musime pouzit tvar, ktory vznikne po prvej iteracii Hilbertovej
krivky (napr. obr. 10 v strede) a tento zmensime na polovicu a kopirujeme podla rovnakych
pravidiel ako pri prvej iterdcii. Pri tretej iterdcii opidt’ zoberieme krivku z druhej iterdcie
Hilbertovej krivky a tito potom kopiruje podla danych pravidiel.

Vznikne ndm krivka, ktord zacina ikonéi dolu v strede Stvorca, atakisto ako
Hilbertova sa nikdy neprekriZi ani nedotkne.

Pozndme tiez modifikovanud verziu Moorovej krivky, ktord sa tvori z kruhu, a mdéZeme

ju vidiet’ na obrazku 12.

Ol e B

Obrazok 12: Modifikovana (kruhova) verzia Moorovej krivky

3.6 Mortonova krivka (Z-order)

Mortonovu krivku, alebo Z-order krivku popisal ako prvy G. M. Morton. Vel'mi Casto sa pouziva
v pocitaovych technolégiach. Jej ndzov (Z-order krivka) je odvodeny od tvaru jej zdkladnej krivky,

ktora vyzera ako pismeno Z. Zobrazena je na obrazku 13 vl'avo.

Tvorba Mortonovej krivky

Mortonovu krivku tvorime tak, Ze na zacCiatku vpiSeme do Stvorca krivku v tvare pismena Z.
Prvi iteraciu vytvorime tym, Ze rozdelime $tvorec na 4 menSie Stvorce, zakladnd krivku zmenSime
na polovicu ado kazdého ztychto Styroch novovzniknutych Stvorcov skopirujeme zmensend

neotocenud zdkladnd krivku. Pri Mortonovej krivke si dolezité spojovacie Ciary, ktoré spajajui tieto 4
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krivky do jednej. Prva spojovacia Ciara zacina v spodnom konci krivky z l'avého horného rohu,
a smeruje k hornému koncu krivky z pravého horného rohu. Zo spodného konca tejto krivky zacina
druhd spojovacia €iara a smeruje k hornému koncu krivky v I'avom dolnom rohu, a z jej spodného
konca ide tretia krivka do horného konca krivky z pravého dolného rohu. Pre lepsie predstavenie je

prvych pér iterécii zobrazenych na obrazku 13.

/ / %HJ4 Z/ZZ/_é

ZZl 2222
// 22| F
ﬁ ;//;/7 I????/?

Obrazok 13: Prvé 3 iteracie Mortonovej krivky

Dalgie iterdcie, ako mdzeme vidiet' na obrazku 13 vznikaji rovnako, ako pri inych krivkéch.
Zoberieme krivku z predchadzajicej iteracie, zmensime na polovicu, skopirujeme ju do kazdého zo 4
$tvorcov a spojime pomocou spojovacich Ciar.

Mortonova krivka je spojitd fraktdlna krivka vyplitujica priestor, nikdy sa nepretne, ani
nedotyka samej seba, pouZiva sa v pocitaCovych technolégiach napriklad na indexovanie. Krivka vzdy
zacina v l'avom hornom rohu, konéi v pravom dolnom a zabezpeCuje spolahlivy prechod celym
Stvorcom. Hodnota jej hausdorffovej dimenzie je rovnd 2, takZe aj Mortonova krivka dokonale

vypliluje 2D priestor. Viac na [5].
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4 Krivky vyplinujace viacdimenzionalny

priestor

V Casti krivky vyplilujice viacdimenzionalny priestor budid popisané niektoré krivky, ktoré
vypliluju trojdimenziondlnu kocku. Medzi tieto krivky patri napriklad 3D verzia Hilbertovej krivky,
alebo trojdimenziondlna verziu Z krivky (Mortonovej krivky). Na zaver kapitoly bude popisané nieCo

o Stvordimenzionalnych krivkach. Viac informécii k tejto kapitole na [6,12].

4.1 Hilbertova krivka v 3D

Trojdimenziondlna Hilbertova krivka je takisto ako jej 2D verzia spojitd fraktalna krivka. Tvorime ju
v kocke 2x2x2 akrivka ju vyplni celd, takze jej Hausdorffova dimenzia je rovna 3. Z hladiska

vyplnenia priestoru je teda Hilbertova krivka v 3D priestore ako aj v 2D dokonala.

Tvorba Hilbertovej krivky v 3D

Trojdimenziondlna Hilbertova krivka sa tvori podobne ako dvojdimenziondlna z jednej
zékladnej krivky pomocou rekurzie. Zakladna krivka je zobrazena v kocke 2x2x2, ¢ize ndm vznikne 8
mensich kociek. Ked’ sa na kocku pozerame spredu, zdkladna krivka zacina v pravom hornom
prednom rohu, d’alej smeruje dolu, potom dol'ava a odtial’ hore. Z I'avého horného predného rohu
prejdeme do l'avého zadného horného, odtial’ prejdeme dolu, potom doprava a skon¢ime v pravom
hornom zadnom rohu. Pre lepSiu ilustraciu si méZeme tvar zakladnej kocky pozriet’ na obrazkoch 14.a

a 14.b.

Obrazok 14.a: Zakladna Hilbertova 3D krivka Obrazok 14.b: Zakladna Hilbertova 3D krivka
z r6znych pohl'adov pri pohl'ade spredu.

Ked’ze uz mame zakladny tvar krivky, mo6Zeme prejst’ na prvu iteraciu. Vytvorime ju tak, zZe

kazdd z 6smich kociek, ktoré vznikli z pdvodnej kocky rozdelime na d’alSich 8, takZze ndm vznikne
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kocka 4x4x4. Povodnu krivku zmensime na polovi¢nd velkost” a postupne otd¢ame a kopirujeme do
kazdej z 8 pdvodnych kociek podl'a zadanych pravidiel. Pre lepSiu prehl'adnost’ su tieto pravidla
uvedené v bodoch. Pravidla popisuju ako v jednotlivych kockich otd¢ame pdvodny tvar krivky. Treba
pripomentt’, Ze na kocku sa pozerame spredu, aby sme si nepomylili smer otd¢ania. Dozadu znamena,
Ze prednd strana sa stane vrchnou, a doprava znamend, Ze prednd strana sa stane pravou stranou.
Oznalenie jednotlivych kociek bude pomocou n, s, e, w, b, f z anglickych nazvov pre vychod zapad

sever, juh, prednd a zadnt stranu. (napriklad prava horna predna bude enf)

enf- v smere hodinovych ruciciek a potom prevratime dozadu.
esf-  doprava a potom dopredu.

wsf-  proti smeru hodinovych ruci¢iek a potom doprava.

wnf- v smere hodinovych ruciciek o 180°.

wnb- v smere hodinovych ruci¢iek o 180°.

wsb-  proti smeru hodinovych ruciciek a potom dolava.

esb-  proti smeru hodinovych ruciciek a potom dolava.

wnb- v smere hodinovych ruciCiek a dopredu.

Vsetky tieto Casti si pospdjané siedmimi dielmi, ktoré maji velkost, ako jedna useCka zmenSenej
zéakladnej krivky. MdZeme ich vidiet' na obrazku 15 prerusovanou Ciarou. Poradie spdjania je presne
také isté ako smer zakladnej krivky. Dal3iu iterdciu, ¢ize druhd, spravime tak, 7e zoberieme krivku
Z prvej iterdcie, zmens$ime ju na polovicu, a postupne ju kopirujeme a otdiCame podl'a hore uvedenych
pravidiel. Kazda d’alSia iteracia sa robi presne rovnako. Zoberie sa krivka z predchadzajice;j iteracie,
zmensi sa na polovi¢nt velkost,, potom sa kopiruje a ota¢a podla pravidiel.

Krivku mdZeme nazvat’ aj ako prechod pohybujiceho sa bodu celou kockou, pretoze ako uz
bolo hore spomenuté, krivka je spojita, vypliiuje celi kocku, a pritom sa nikdy nepretina ani nedotyka.

Dalsie iteracie krivky si mdzete pozriet’ na obrazku 15.

J
i
/
/

Obrézok 15: DalSie iterdcie trojdimenziondlnej Hilbertovej krivky
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4.2 Mortonova krivka v 3D

Trojdimenzionalna Mortonova krivka je takisto ako jej 2D verzia spojitd fraktdlna krivka. Tvorime ju
v kocke 2x2x2 akrivka ju vyplni celd, takZe jej Hausdorffova dimenzia je rovnd 3. Z hladiska

vyplnenia priestoru je teda Mortonova krivka v 3D priestore ako aj v 2D dokonala.

Tvorba Mortonovej krivky v 3D

Mortonovu krivku tvorime v kocke 2x2x2 zo zakladnej krivky opakovanim jedného postupu.
Zakladna krivka zacina vpredu v l'avom dolnom rohu, potom prechddza do l'avého horného, odtial’ ide
dozadu do T'avého dolného rohu, potom hore do I'avého horného zadného. Odtial’ prechadza kriZzom
cez celi kocku do pravého dolného predného rohu, potom do pravého horného pokracuje v pravom

dolnom zadnom, a kon¢i vzadu v pravom hornom rohu.

Obrazok 16. Mortonova 3D krivka

Prvi iteraciu vytvorime tak, Ze zdkladnda krivka sa zmensi na polovicu, kocka sa rozdeli na 8
mensich kociek, a do kazdej z tychto kociek sa skopiruje neotocend zmensend zdkladna krivka. Tieto
krivky st spojené pomocou spojovacich Ciar a to v poradi, vakom smeruje zakladnd krivka. Vzdy
zvrchu zmenSenej krivky ide spojovacia Ciara do zaCiatku, Cize spodku nasledujicej krivky. Kazda

d’alSia iterdcia sa robi tym istym sposobom pomocou krivky z predchadzajice;j iteracie.
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4.3 Krivky v 4-dimenzionalnom priestore

Stvorrozmerny priestor

Stvorrozmerny priestor je priestor, v ktorom je kazdy bod definovany $tyrmi rozmermi.
Clovek si svojim myslenim nevie §tvorrozmerny priestor predstavit, lebo Zije iba v trojrozmernom
priestore. V §tvorrozmernom priestore je mozné nieco také nepredstaviteIné, Ze napriklad 2 roviny
maji iba jeden spolo¢ny bod. Takyto Stvorrozmerny priestor nazyvame aj priestorocas alebo
Casopriestor. Je to priestor zjednocujici fyzikdlny 3D priestor a €as. Pri popise pohybu musime
zaznamenat’ nielen polohu, ale aj as zaznamendvanej udalosti. Zadznam o kazdej udalosti sa sklada
vzdy zo Styroch Cisel, kde tri z nich udavaji polohu udalosti v priestore a jeden tdaj udava Cas jej
nastatia. Tdto skutoCnost’ mdZeme povedat’ aj inymi slovami:
“VSetky objekty aj my sa pohybujeme nielen v priestore, ale aj v case”.[6] Alebo by sme mohli
povedat’ skratene v Casopriestore. VSetky udalosti, dianie okolo nds, ale aj vo vesmire sa odohrava
v Casopriestore. Na prvy pohl'ad by sa mohlo zdat, Ze takato myslienka ddvat’ dokopy Cas a priestor,
len tym, Ze sme vymysleli novy skrateny ndzov neprinesie ni¢ nového. Ukdzalo sa vSak, Ze v relativite
je to jedna z kliCovych myslienok. NavySe v tedrii relativity je dokonca nevyhnutné uvazovat’ vzdy

dianie v rdmci Casopriestoru, nikdy nie osobitne v priestore a osobitne v Case.

Krivky vypliujice 4-rozmerny priestor

(b) Level 2

Obrazok 17: 4D Hilbertova, Mortonova, a Peanova krivka
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Krivky vyplilujice Stvorrozmerny priestor si vel'mi zloZité na pochopenie, lebo Clovek si
nevie predstavit’ Stvorrozmerny priestor, preto nebudem podrobne popisovat’ tvorbu tychto kriviek.
Niektoré moZete vidiet na obrazku 17. Krivky na obrazku vznikaji pomocou koncentrovania
trojdimenziondlnych kriviek do jedného bodu, ktory sa nachddza v strede trojdimenziondlneho
priestoru. Krivky sa daji vykreslit' s roznou koncentraciou prvych troch dimenzii do stredu kocky. Na
obrazku st vykreslené krivky po druhej iterdcii s koncentraciou prvych troch dimenzii do stredu 25%.
Samozrejme je nemoZné sledovat’ smer krivky na obrazkoch, ich dcelom je len lepSie predstavenie

tychto 4D kriviek.
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5 Rekurzia a nerekurzivne rieSenie

kriviek vyplinujacich priestor

Vicsina algoritmov kriviek vyplitujicich priestor je vytvorenych pomocou rekurzie. V tejto kapitole

sa budem zaoberat’ tym, €o je rekurzia a ako sa vytvaraja algoritmy tychto kriviek bez rekurzie.

5.1 Co je rekurzia

Rekurzia znamena sebaopakovanie. Pouziva sa velmi Casto v matematike a informatike. V oblasti
matematiky pojem rekurzia chdpeme ako definovanie objektu pomocou volania samého seba. VyuZziva
sa napriklad pre definiciu prirodzenych Cisiel, stromovych Struktdr a niektorych funkcii.

V programovani rekurzia predstavuje opakované vnorenie volanie rovnakej funkcie (podprogramu),
v takom pripade sa hovori o rekurzivnej funkcii. Neoddelite'nou sicastou rekurzivnej funkcie musi
byt ukonCujica podmienka urCujiica, kedy sa ma vnaranie zastavit. Ked'Ze toto byva najCastejSim
zdrojom chyb, je treba ju navrhnit’ dostatoCne silnym spdsobom a preverit’ vSetky mozné stavy. Pre
uplatnenie rekurzivnych algoritmov je treba, aby programovaci jazyk umoziioval volanie podprogramu
eSte pred ukon¢enim jeho predchadzajiceho volania. Kazdy algoritmus pouzivajici rekurziu je mozné

prepisat’ do nerekurzivneho tvaru pri pouZiti zasobniku alebo inej pamitovej Struktiry.

Zakladné rozdelenie rekurzii
Rekurzivne chovanie méZe byt r6zne v zavislosti na tom, kol'’ko podprogramov sa jej t¢astni.
RozliSujeme dva zakladné typy delenia:

e Priama rekurzia nastava, pokial podprogram vola priamo sdm seba.

¢ Nepriama (vzajomna) rekurzia je situicia, kedy vzdjomné volanie podprogramov vytvori
»kruh®. Napriklad v prikazovej Casti funkcie A je voland funkcia B, vo funkcii B volame
funkciu C, ktora vola funkciu A.

Druhé delenie:

¢ Linearna rekurzia natdva, pokial’ podprogram pri vykondvani svojej tlohy vold sam seba iba
raz. Vytvéra sa tak linedrna Strukttira postupne volanych podprogramov.

e Stromova rekurzia nastdva, pokial’ sa funkcia alebo procediira v rdmci jedného vykonania
svojej ulohy vyvold viackrat. Vzniknutd Struktdru je mozné zndzornit' ako strom. Pre dve
volania v jednom priechode vznika bindrny strom, pre tri ternarny strom atd’.

Pri kombindcii spomenutych typov rekurzie je mozné docielit’ vel'mi komplikovanych Struktir. Je
treba pripomenut, Ze uZ z charakteru takéhoto volania podprogramov sa neda docielit’ inej ako

symetrickej Struktiry. Rekurzivne algoritmy st vyhodné najmi vtedy, ked’ problém, ktory sa riesi,
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alebo tudaje, s ktorymi sa ma manipulovat, st definované rekurzivne. To v8ak neznamend, Ze
rekurzivne definicie automaticky zaru€uji, Ze pouzitie rekurzivneho algoritmu bude najlepSim
spdsobom rieSenia daného problému. SkutoCne, objasnenie pojmu rekurzivny algoritmus
prostrednictvom nevhodnych prikladov, bolo najva¢sim dévodom vzniku vSeobecnych obav a antipatif
proti pouZzitiu rekurzie pri programovani. Stucasne vznikla domienka, Ze rekurzia je neefektivna. To
samozrejme neznamend, Ze by sme sa mali zbavit’ rekurzie za kazdd cenu. Prave algoritmy kriviek
vyplitujicich priestor si vhodné na aplikdciu pomocou rekurzie, pretoze su tvorené pomocou
predchadzajiceho kroku. Napriklad Hilbertova krivka je tvorend Styrmi krivkami z predchadzajiceho

kroku, zmenSenymi na polovicu.

5.2 Nerekurzivne rieSenie kriviek vyplnujacich

priestor

Ako uz bolo spomenuté krivky vypliiujice priestor sa tvoria pomocou rekurzivnych algoritmov,
pretoZze kazdy nasledujiici krok pouZiva krivku z predchddzajiceho kroku. Preto je velmi tazké
vytvorit’ tieto algoritmy bez rekurzie.

Pri tvorbe algoritmov bez rekurzie si musime krivku oznalit’ indexami, od zacliatku aZ po
koniec krivky na kazdom bode, kde sa meni smer krivky. Algoritmy bez rekurzie potom pouZivaji
tieto indexy na vypocitanie siradnic daného bodu. Ked chceme krivku pomocou takéhoto algoritmu
nakreslit’ musime najskor vSetky sturadnice vypocitat’, zapisat’ ich do tabulky a aZ potom vykreslit’.

Priklad na takyto algoritmus bez rekurzie moZzete ndjst na [7].
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6 Vyuzitie kriviek vypliujucich

priestor v praxi

Krivky vypliujice priestor pouzivame v sti¢asnej dobe na rozne uclely, hlavne v pocitaCovych
technoldgiach, napriklad v pocitaCovej grafike, viacdimenzionalnych priestoroch na indexovanie[9],
na preskupovanie vypoctov[10], alebo vo wireless sietach [11]. Tato kapitola bliZSie popisuje

jednotlivé odvetvia vyuzitia tychto kriviek.

6.1 Pocitacova grafika

Krivky vyplilujice priestor maji vel'ké zastipenie v pocitacovej grafike. Nasli vela uplatnenia
v oblastiach pre pracu s informaciami. Kompresia dat je typickou oblastou vyuZzitia tychto kriviek.
Dalej mbéZeme nimi generovat’ textiry, ktoré si pamitovo velmi ndro¢né, (niekedy az 10x men3i
objem dat) a netrpia skreslenim, pri zvicSeni ako bitmapové textiry. Si vhodné aj pre kompresiu dat,
ked’Ze jedna transformaécia je v tomto pripade zapisana pomocou 6smich Cisel. Tito metédu vyuziva
graficky format FIF. Tato fraktdlna kompresia je stratovd a dosahuje pri vyssSich stupiioch vizudlne
lepsie vysledky, aj ked” porovnanie nie je jednoduché z doévodu odliSnych prejavov straty kvality
oproti napriklad JPEG. Priklad rekonstrukcie fotografie na obrdzku 18.a pomocou Cciernej plochy
vidime na obrazku 18.b. P6vodny obrazok bol analyzovany pomocou hierarchického ¢lenenia a boli

vyhlI'adané podobné pod oblasti pre jeho komprimaciu.

4

herace 3 Iterace15

Obrazok 18.a: P6vodna Lena Obrazok 18.b: RekonStrukcia obrazku Lena
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6.2 Vyuzitie fraktialnej analyzy pri hodnoteni
kvality tlace

KedZe krivky vyplilujice priestor patria medzi fraktalne krivky, spomeniem nie€o o fraktdlnej analyze
pri hodnoteni kvality tlaCe.

Pri hodnoteni kvality tlace hrd v dneSnej dobe stdle védcSiu dlohu obrazova analyza. Suvisi to
so stile sa zvySujicou kvalitou a rozliSovacich schopnosti zariadeni, ktoré vedia prevadzat obrazy
do digitalnej podoby. Kvalita zaznamenanych obrazov zavisi predovSetkym na kvalite zdznamového
zariadenia. TakZe pre bezchybnti obrazovi analyzu je potreba mat’ Co najlepSie ziznamové zariadenie,
ataktieZ zdznam musi byt uloZeny v Co najlepSej kvalite, preto je treba pouZit' len bezstratovi
kompresiu. Len pri splneni tychto podmienok méZeme vlastnou obrazovou analyzou ziskat’ parametry
obrazov, ktoré objektivne vypovedajui o vlastnostiach povrchov potlatenych materidlov a ploch.

Programy na spracovanie digitdlnych fotografii pouZivaji integrdlne transformécie
obrazovych dat (a to bud’ periodickych, resp. harmonickych alebo waweletovych). Tieto transformacie
mdZeme vyuzit' k zistovaniu fraktdlneho charakteru Ciar, ploch, respektive povrchov a objemov 3D
objektov. Pri fraktilnej analyze hraji dolezitd tlohu dva parametre: Fraktdlna dimenzia D a fraktdlna
miera K. Fraktdlna dimenzia leZi v intervale D=<0,E>, kde E je rozmer euklidovského priestoru, je to
vlastne ndm uz znama Hausdorffova dimenzia. Pre D—0 je zmena $truktiry ako funkcie velkosti
mierky najvicSia(to je charakteristické pre obrazy, v ktorych analyzovana Struktiira zaberda vel'mi maly
priestor , napriklad bod v priestore, na priamke) Pre D—E sa Struktira nemeni v zavislosti na velkosti
mierky (analyzovany objekt zaberd cely analyzovany priestor). Fraktilna miera lezi v intervale
K=<Ky-Knsx>, kde K, je celkovy poCet elementiarnych buniek v objekte. Pomocou fraktalnej miery
sa da urcit, ako je priestor zaplneny danym objektom. Napriklad Peanova krivka pokryva 100%
plochy obrazu to znamend, Ze Fraktilna miera bude rovna : K/Kmax = I. Kurceniu fraktalnych
parametrov sa vel'mi Casto pouZziva metdda ,box-counting®. Tdto metédu moZno pouzit' k analyze
bindrnych dat, Ciernobielych obrazov (farebnych obrazov vytvorenych prahovanim, t.j. priradenim
Ciernej, resp. bielej farby podla urcitych kritérii v RGB, HSV priestore). Vysledkom obrazovej

analyzy je tzv. ,,box-counting* fraktdlna dimenzia a fraktdlna miera.

6.3 DalSie vyuzitie kriviek vypliiujicich priestor

Ako bolo uvedené viuvode tejto kapitoly, krivky vyplilujice priestor maji velké vyuzitie
v potitaovej technolégii. Daliie vyuZtie, ktoré nebolo v tejto kapitole popisané je napriklad
indexovanie. Na to sa najCastejSie pouziva Mortonova (Z-order) krivka, aj pretoze ma jednoduchy
priechod viacdimenziondlnymi dtvarmi [5]. Pekny priklad na to, ako sa in dexuje v Stvorci pomocou

z-krivky je na obrdzku 19. Daliie vyuZitie kriviek je v projektovani antén. Kvoli ich vlastnostiam
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ako sd napriklad pri Kochovej krivke, Ze nekoneCne dlhd krivka ohraniCuje koneCni plochu su
vyuzivané prave na tvorbu antén, pretoze ¢fm ma anténa vicSi povrch, tym ma lepSiu schopnost
vysielat’ alebo prijimat’ elektromagneticky signal. Anténa, ktord vyzerd ako Kochova krivka je na

obrazku 20.

Obrézok 19.: indexovanie pomocou Z-order krivky

Obrazok 20.: Fraktalna anténa
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7 Tvorba programu

Jednym bodom zo zadania bolo pokusit’ sa implementovat’ niektoré algoritmy kriviek. Vytvoril som
krivky Hilbertovu, Peanovu, Moorovu a Z_order krivku. Program je vytvoreny v programovacom
jazyku C. K vykreslovaniu kriviek som pouZil grafickd kniZnicu Gd. Je to jednoduchd kniZnica, ktora
shiZi na vytvaranie jednoduchych obrazkov.

Program je rozdeleny na dve Casti. Prvy program vypocitava siradnice krivky podl'a zadanych
parametrov a vypiSe ich na Standardny vystup. Druhy program spracuje tieto stradnice, pomocou
grafickej kniznice Gd vykresli obrazok s krivkou a uloZi ho pod ndzvom ,,menokrivky_levelkrivky. gif*.

Prvy program sa vold krivky. Spista sa s parametrami — meno krivky alevel krivky. Po
spracovani tychto parametrov sa program podl'a nazvu krivky rozhodne, ktord procedtiru spusti.
Stradnice vSetkych kriviek sa vypocCitavaji pomocou rekurzivnych algoritmov. Krivky si tvorené
rotaciou kriviek z predchddzajicej iteracie a spojovacimi Ciarami. Na tom istom principe funguje aj
prvy program - krivky. Z hlavnej funkcie sa zavola napriklad funkcia hilbert() s parametrami n, a UP
kde n je level krivky, a UP je otoCenie zakladnej krivky. UP preto, lebo prvy level krivky je otoCeny
hore. Potom v tele funkcie sa opit’ vola tito funkcia ale uz s parametrami n-1 a oto¢enim podla toho
ako je na rade. Medzi tymito malymi krivkami sui eSte spojovacie Ciary. Pravidld otdCania

a spojovacich Ciar pre Hilbertovu krivku st na obrazku 21.

U= J4-UtC
d=U-=>343«l1
M= Ct«M43
L =TllCtC=1
Obrazok 21.: Pravidl4 ota¢ania pre Hilbertovu krivku

Vo funkcii pre Moorovu krivku mozeme pekne vidiet ako sa tvori z predchadzajicej iterdcie
Hilbertovej krivky. Z hlavnej funkcie main je zavolana funkcia moore s parametrami n a UP, ale v tele
tejto funkcie sa nevold rekurzivne funkcia moore, ale hilbert.

Program po vypocitani siradnic vypiSe na Standardny vystup najskor meno krivky a level, aby
program na vykreslenie vedel o aku krivku ide a potom vypiSe samotné stiradnice vo formate [x,y].

Druhy program sa vola kresli. Spusta sa sicasne s programom krivky pomocou pipy. Program
- kresli preCita vSetky ddaje, ktoré vypiSe program krivky na Standardny vystup, pomocou prvych
dvoch tdajov, ktoré su nazov krivky a level vytvori subor ,,menokrivky_levelkrivky.gif*, do ktorého

pomocou nacitanych sturadnic vykresli pozadovand krivku.
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8 Zaver

V mojej praci som uplatnil ziskané vedomosti z oblasti kriviek vypliujicich priestor
a zhotovil som program, ktory dokaze vykreslit’ niektoré krivky podl'a zadanych parametrov. Je
to jednoduchy program, ktory sa moze rozsirit’ pridanim d’alSich kriviek, grafickym rozhranim a. i.

K vytvoreniu som pouzil programovaci jazyk C a graficki kniznicu Gd.

Stidiom odborne;j literatiry som si znagne rozsiril vedomosti v oblasti potitadovej grafiky,

fraktdlnej geometrie a hlavne v oblasti kriviek vyplijicich priestor. Naucil som sa pracovat
s grafickou kniZnicou Gd.
Vzhl'adom k tomu, Ze k tejto téme je malo dostupnej literatiiry v podobe knih, viac informacii som
ziskaval priamo z internetu, alebo z ¢lankov z réznych vedeckych Casopisov dostupnych tiez na
internete. Vac¢Sina odbornych ¢lankov je uvedena v anglickom jazyku, preto bolo niro¢nejsie tieto
informacie spracovat’.

Verim, Ze tito praca bude prinosom aj pre Studentov pocCitaCovej grafiky a l'udi, ktori sa

zaoberaju fraktalnymi krivkami a krivkami vyplitujicimi priestor.

23



[11]

Literatara

Mandelbrot, B.B. (1982).: The Fractal Geometry of Nature. W.H. Freeman and Company.
ISBN 0-7167-1186-9.
WWW stranky. Sebepodobnost’ — wikipedia. URL: http://en.wikipedia. org/wiki/Self-

similarity.Vyhl'adané v januari 2008.

Sagan, H. (1994).: Space-Filling Curves. Springer-Verlag. ISBN 0387942653.

WWW stranky. Plane Filling Curves: Peano's & Wunderlich's — Cut The Knot. URL:
hitp:/fwww. cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Peano.shtml. Vyhladané v januari 2008.
WWW stranky. Z-order krivka — wikipedia. URL: http://en.wikipedia.org/wiki/Z-
order_%28curve%29. Vyhl'adané v januari 2008.

Guohua, Jin and Mellor-Crumney, John.: SFCGen: A Framework for Efficient Generation of

Multi-Dimensional Space-Filling Curves by Recursion. Dokument dostupny online na URL:
hitp://portal.acm.org/citation.cfm?doid=1055531.1055537. Vyhl'adané v decembri 2007.
Moore, D. WWW stranky.: Fast Hilbert Curve Generation, Sorting, and Range Queries URL:
file:///c:/SKOLA/BP/materialy/Fast%20Hilbert%20Curves%20in%20C, %20without%20Recu

rsion.htm. Vyhl'adané v januari 2008.
WWW stranky: The Hilbert Curve — CompuPhase. URL:

hitp:/fwww.compuphase.com/hilbert.htm. Vyhl'adané v decembri 2007.

Lawder, J.K. and King, P.J.H.: Using Space-filling Curves for Multi-dimensional indexing.
Dokument dostupny online na URL: http.//www.dcs.bbk.ac.uk/TriStarp/pubs/bncodl7.pdf.
Vyhl'adané v januari 2008.

Guohua, J. and Mellor-Crummey, J.: Using Space-filling Curves for Computation Reordering.
Dokument dostupny online na URL: http://www.cs.rice.edu/~jin/papers/lacsiO5.pdf.
Vyhl'adané v januari 2008.

Nasipuri, A.: Serial Data Fusion Using Space-filling Curves in Wireless Sensor Networks.
Dokument dostupny online na URL: http.//www.cs.sunysb.edu/~samir/Pubs/serial. pdf.
Vyhl'adané v januari 2008.

WWW stranky: Multidimensional Space-Filling Curves. URL: http://www-
swiss.ai.mit.edu/~jaffer/Geometry/MDSFC. Vyhl'adané v januari 2008.

24


http://en
http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Peano.shtml
http://en.wikipedia
http://portal.acm
file:///c:/SKOLA/BP/materialy/Fas0o2OHilbert%2OCuryes%2O
http://www
http://www.dcs.bbk.ac.uk/TriStarp/pubs/bncodl7.pdf
http://www
http://www.cs.sunvsb.edu/~samir/Pubs/serial.pdf
http://www-
http://swiss.ai.mit.edu/~jaffer/Geometry/MDSFC

10 Zoznam priloh

Priloha 1. Manual.

Priloha 2. CD so zdrojovymi textami.
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Priloha 1

Tato priloha obsahuje navod ako pracovat’ s programom

Program krivky sa spisSta s parametrami: -ndzov_krivky level krivky:

Pre Hilbertovu krivku —hilbert
Pre Peanovu krivku —peano
Pre Moorovu krivku —moore

Pre Z-order krivku —z_order

Priklad: krivky.exe —hilbert 2 : vypiSe siradnice pre Hilbertovu krivku level 2

krivky.exe —z_order 5 : vypiSe stradnice pre Z-order krivku level 5

Program kresli sa spista bez parametrov ale musi sa spastat’ suCasne s programom krivky

Priklad: krivky.exe —moore 3 | kresli.exe vykresli Moorovu krivku level 3 a uloZi obrdzok do siboru

moore_3.gif

Programy s nastavené aby vykreslovali tieto 4 krivky aZ do levelu 6. Ked’ zadate vyssi level program

vypiSe chybu a skonci.

26



