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1 Uvod

Cilem této prace je predstaveni rtiznych numerickych algoritmt pro hledani
vlastnich ¢isel a vektori matice. Problém hledani téchto ¢isel a vektorid k dané
matici (dale Eigensystem!) je zajimavou syntézou zcela odlisné stavénych mate-
matickych disciplin algebry a numerické matematiky. Aplikace téchto algoritmii
lze nalézt v rtiznych odvétvich napt. dynamika, kvantova chemie, elektrické site,
chemické reakce, makroekonomika a ptesné ptiklady pouziti jsou k nalezeni v [6].

V praci analyzuji pouze algoritmy, které jsou obecné vhodné pro matice vét-
stho nez patého radu. Navic jsem se, prestoze v praxi nas casto zajimaji vlastni
c¢isla v néjakém intervalu nebo tieba nejvétsi vlastni ¢islo a pro tento ptipad jsou
vhodné specialni metody, rozhodl zamérit na rutiny, které fesi tiplny eigensys-
tem, Cili vSechny vlastni ¢isla a jim pfislusné vektory. O jednotlivych procesech
by toho slo napsat daleko vice, napt. analyzy chyb, diikazy konvergence, mozna
vylepseni, ale pro ucely této prace jsem se rozhodl na daném prostoru zpracovat
a naprogramovat co nejvice téchto algoritmu.

Po popisu algoritmt méa tato prace také za cil dané algoritmy naprogramovat,
k tomuto ucelu jsem zvolil pouziti objektové orientovaného jazyka VB.NET pod
dnes velmi rozsifenou platformu .NET (reference napf.[1]), diky této volbé bude
vystupem prace zaroven zdokumentovana a prehledna knihovna naprogramova-
nych algoritmii pro dalsi pouziti developeri pod .NET. Timto vznikne mensi
verze znamého balicku algoritmti ve Fortranu k feSeni problémii Eigensystem,
takzvaného EISPACKu?. EISPACK je vlastné programovym piepisem rutin po-
psanych v [4] a tato publikace je povazovana také za zdkladni zdroj informaci
ohledné Eigensystem algoritmi. O tom, ze podobné knihovny programatofi casto
pouzivaji, svéd¢i napiiklad fakt, Ze se vyvojem matematickych .NET knihoven
zabyvaji i nékteré komeréni firmy?.

Soucasti této prace je tedy CD, s kddy i jiz prelozenymi algoritmy. Celé fe-

Langlicky termin
%zkratka Eigensystem Pack vice [3]
3napiiklad www.bluebit.gr nebo www.centerspace.net



Seni nazvané EigensystemAlg na CD je rozdéleno do dvou projekti a vysledkem
jsou tedy dvé knihovny tiid. Projekt GenMath? je sloZen ze struktur a t¥id, pro
obecnou praci s vektory a maticemi nad R i C (diky objektové orientovanému
pristupu by $lo efektivné naprogramovat tyto funkce nad libovolnym télesem, to
by ale presahlo cil této prace), pficemz implementovany jsou pouze zakladni a pro
druhy projekt nezbytné operace a funkce. Projekt EISPACKNET je tedy slozen z
algoritmt analyzovanych v této praci a je referencovan na projekt GenMath, na-
proti tomu projekt GenMath uz zadnou referenci kromé téch, které jsou soucasti
.NET 3.5, neobsahuje.

Jako priklad pouziti mnou naprogramovanych knihoven jsem vytvofil webo-
vou stranku volné pristupnou na numalg.aspone.cz , kde 1ze on-line hledat vlastni
¢isla matice. Zde jsem naprogramoval i par doplinkovych funkci jako pro vlastni
ucely vytvorenou databazi pouziti algoritmi obsahujici naptiklad fad matice, cas

béhu algoritmu, atd.

2 Numerické algoritmy

Z definice vlastnich ¢isel je ziejmé, Ze pro matice ¢tvrtého a mensiho fadu lze
nalézt presné algebraické feseni Eigensystem (vlastni ¢isla: kofeny charakteristic-
kého polynomu matice, vlastni vektory: soustavy homogennich linearnich rovnic).
Numerické algoritmy, ale postupuji zcela odlisn€ a snazi se pouzit matematického
modelu, ktery zarucuje konvergenci, ale protoze nemohou pokracovat do neko-
necna, musi se zastavit po splnéni néjakého kritéria. Diilezitou véci v dobrém
numerickém algoritmu je tzv. zaokrouhlovaci chyba. K té vzdy dochazi a nelze
se ji Gplné vyvarovat (nastane prakticky pii kazdé numerické operaci s desetin-
nymi ¢isly a dél se Sifi v celém algoritmu), jde tedy o jeji minimalizaci. Proto
je naptiklad mozné, ale numericky neefektivni, hledat vlastni ¢isla jako ptiblizna
numericka feseni charakteristické rovnice. Takovy algoritmus by navic byl velmi
pomaly a nikde v literatufe, zabyvajici se numerickymi rutinami, se o ném ani

nezminuji.
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3 Jacobiho transformace realné symetrické ma-
tice

3.1 Pouziti

Jacobiho transformace je jedna z nejjednodussich, ale také nejelegantnéjsich v
soucasné dobé pouzivanych metod. Je vhodna pro hledani vSech vlastnich cisel a
zaroven vzdy produkuje i ortogonalni vlastni vektory. Tento algoritmus nelze nijak
upravit k hledani pouze nékterych vlastnich ¢isel a vektort a pro matice vétsiho
fadu (vétsi nez 10) je pomalejsi nez kombinace Householderovy tridiagonalizace
a QR algoritmu, viz kapitola 3.

Samoziejmé jedna se realnou symetrickou matici, kterd ma vzdy vSechna
vlastni ¢isla realnd a vlastni vektory ortogonalni a algoritmus vzdy konverguje

bez jakkychkoliv jinych pozadavkt na matici.

3.2 Popis algoritmu

Oznacime zadanou symetrickou redlnou matici jako Ay a jeji fad n. Jacobiho

iteracni proces lze popsat takto:
Ay =Ul Ay Uy k€N (1)

kde Uy jsou ortogonalni matice tvaru:

1 ... 0 0 e 0
0O -+ cos® -+ sin® --- 0] p
Ulp,q,®)=1: : : :
0O -+ —sin® --- cos® --- 0] ¢q
0 0 0 1
p q

tedy Uy jsou matice, které se lisi od jednotkové matice pouze v prvcich uy,, =
Ugg = cOs P a Uy, = —Ug, = sin® . Tyto ortogonélni transformace se také nazy-
vaji Jacobiho rotace. Dulezité je, ze diky ortogonalité (a tudiZ i regularité) jsme
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provedli vlastng podobnostni transformaci a je trividlni dokéizat, Ze podobné®
matice maji stejné spektrum (jsou matici stejného linedrniho operaturu, pouze
v jiné bazi). Pfes rizné moznosti volby parametrt p, ¢, ®, déle se budu zabyvat
tzv. klasickou Jacobiho metodou tj.: v k-tém kroku algoritmu nalezneme U}, tak,
ze parametry p, ¢(p < q) zvolime jako soufadnice prvku s nejvétsi absolutni hod-
notou mimo diagonalu a thel rotace ¢ tak aby touto rotaci byl anulovan prvek
(p,q) (a tim i (¢,p)) matice Ay_; (Podotknu, Ze v dalsim kroku, kdyz se bude
anulovat jiny prvek, se ndm mize pfedchozi nula zrusit). Takto postupujeme, az
se matice A, redukuje na diagonalni tvar na strojovou piesnost (nebo jakoukoliv

vétsi), pro¢ to nastane je patrné z dikazu konvergence, ktery je naznacen nize.

Z roznésobeni matic (1) a oznacenim Ay = {agf)} plyne :

k) _ (k) _ (k=1) (k=1) o
a;,, =a, =a; ~cos®+a; sind (2)
agi;) = af}’;) = —al(.;f_l) sin® + agi;_l) cos @ (3)

pro Vi # p, q a pro zbyvajici ¢tyfi zménéné prvky matice Ay :

ag;) = ag;’l) cos® & + Qa;’;’I) cos ®sin @ + aé’é’l) sin® @ (4)
(k) _  (k=1) g2 k-1 : k=1) .2
aqq) = a,, )sin? & — 2az(7q ) cos ®sin @ + af}q ) cos® ® (5)

k) _ (k) _ (k=1 k—1 : k—1) ( 2 2
aj(oq) = aép) = (aéq ) — a;,p )) cos @ sin ® + a;q )(cos® ® — sin® B). (6)

(k—1)

Hledame & tak, aby agf]) bylo rovno nule. Pokud ap, =/ = at(;z,_l)

=0, mi-
zeme algoritmus ukoncit, protoze by to znamenalo, Ze prvek s nejvétsi absolutni
hodnotou mimo diagonalu je anulovany a tim padem i vSechny ostatni prvky
mimo diagonalu, ¢ili Ax_1 = diag(Ay,...,\,). Budeme tedy pfedpokladat opak
a polozime

k-1 k-1
agq )_az(vp )

Zagff b

5 A je podobna B, pokud ex. regularni @ tak, ze A = Q~'BQ
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S
t=tan® = —.
c

w o g . k (s . P
Z tesené rovnice az(,q) =0z (6) pak dostavame, Ze ¢ musi spliiovat

2 4+27t—1=0.

7 této kvadratické rovnice musime urcit ten kofen, ktery je blizsi nule, tedy

1
1-+¢2

aby |®| < 7. Pak uz mizeme urcit ¢ = a s = tc. A mame tedy vsechny
parametry k urceni nové matice A. K minimalizovani zaokrouhlovacich chyb pak

pouZijeme misto (2),(3) ekvivalentni

ag;) = ag;) = ag;*l) — sin @(agf;*l) + az(-;f*l)F) (7)
az(g) = af}’;) = agsfl) + sin @(a5§71) — aﬁ{j”)r) (8)
kde I' = tan § = (222- a misto (4),(5),(6) :
k) _ (k-1 k-1
al(?p) = az(?p ) — afaq ) tan ® (9)
a(g’;) = ag’;_l) + az(f]—l) tan @ (10)
k) _ (k) _
az(Jq) - agp) = 0. (11)

Rychlost a diikaz konvergence: Pokud nalezneme vyjadieni feSeni vySe zmi-
néné rovnice ¢* + 27t — 1 = 0 pomoci klasické formule ¢, = —7 + VT2 +1 je
vidét, Ze jedno TeSeni bude v absolutni hodnoté mensi jedné. To ale znamena,
ze pro tento kofen bude vypoctené @ spliovat vyse zminéné |®| < 7. Nyni nas
bude zajimat vliv Jacobiho rotace na vyraz > i a?j, pokud bychom dokéazali,
ze aplikaci Jacobiho rotace na matici A dojde vzdy ke snizeni hodnoty vyrazu,

vlastné bychom dokazali konvergenci k diagonalni matici (soucet ¢tvercti je zjevné



nezaporny). Vzhledem k tomu, Ze transformaci se méni pouze prvky v p, ¢-tém

sloupci a fadku a vzhledem k anulaci a,, miZzeme psét

k)2 I<:12 k+1)2 kl
Sl = T 2 Sl el a2

J#1 J#i i#p,q
Pro kazdé i # p, ¢ plati z rovnic (2),(3) také:

2 2 2 2 2 2 2
alf 74 qF DT = (%0 (@)—I—a(k) sz’nQ(CI))—i—a(k) sm2(<1>)—|—a(-k) cos?(®) = o) +a'®

wp q p q p q wp q

Celkové tedy pak
AR G R MU

iJ ZJ Pq )
J#i el
odkud vidime, ze skutecné s kazdou iteraci dochéazi ke zmensovani souctt druhych

mocnin prvkd mimo diagonélu a taky to zdtvodnuje volbu prvku a,,. Oznacime-li

2
Ski=>. a7 yychazi

J#

2
Sk+1 = Sk - 2agz) .

Uvazime-li navic, Ze prvek a,, byl volen jako ten s nejvétsi absolutni hodnotou

2
mimo diagonalu v matici Ay, miZeme odhadnout (n? — n)al) > Sj(< kazdy

(k)2

s¢itanec v Sy, je mensi ne7 apg , téch sc¢itanci je celkem n? — n). Plati tedy

2S5k 2 2
Spir = S — 2a®)% < 5 — = Sp(1 — < < S(1 = )
k41 k a kT, k( n2—n)_ < So( n2—n)
Dale pokud oznacime N := “—", plati

1 =T
Spv < (1— N)TNSO <e"S.
Coz znadi, Ze kazdych (n? — n)/2 kroku iterace klesne soucet ¢tvercit prvki
mimo diagondlu nejméné e-krat. Je to upravdu piisny odhad a podle [7] i [§]
je ve skutecnosi konvergence rychlejsi a odkazuji na dikazy kvadratické kon-
vergence (=pro dostatecné velké k& Jc : /Spin < ¢Sk). Aby byl dikaz Gplné

kompletni muselo by se jesté dokazat, ze je konvergence zarucena k jedné urcité
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diagonalni matici, ze takovych matic nebude vice, to se jevi jako jednoduché,
ale dtikaz neni Uplné trivialni (vyuziva disledkl teorie perturbace), k nalezeni
je v [8] strana 268. Ptestoze, jsme v tomto dikazu déle nepouzili pozadavek
|®] < %, tento je nezbytny pravé k dikazim rychlejsi konvergence, navic po-
kud se podivame na vzorce (9),(10) je zfejmé, Ze pokud bychom zvolili to vétsi
t, mohlo by nam to zbytecné posunout uz treba dobfe aproximované vl. ¢islo.
O
Zbyva jesté vytesit otazku vlastnich vektort, ktera ale v pripadé tohoto algo-
ritmu neni viibec problém. Necht tedy na konci Jacobiho procesu mame matici
A, = diag(Ay, ..., \), kterd vznikla z pavodni Ay vySe popsanou metodou, pak
tedy
diag(Ay, ..., ) = Ut - U F - Ay - Uy - Uy,

a oznacime-li V = U; --- U, pak
D :=diag( My, ..., \) = VT - Ay -V (12)
Pokud si uvédomime, ze V' je ortogonalni, a kdyz tuto rovnici vynasobime zleva
matici V, dostaneme AgV = VD, z ¢ehoz je vidét, ze sloupce matice V' jsou
praveé vlastni vektory pfislusné vlastnim ¢islim Aq, ..., \,. Pii prubézném poci-
tani pravé této matice opét vyuzijeme specialniho tvaru matic U, : Vi=1...n
Vip 1= Uy — SIn P (v; + L)

Vig = Viq + sin ®(v;, — v;,).

4 Householderova tridiagonalizace realné syme-
trické matice a QR algoritmus

4.1 Pouziti

Tato metoda je podle [4] nejefektivnéjsi metoda, presnéji kombinace dvou
metod, slouzici k nalezeni vSech vlastnich ¢isel samotnych nebo vsech vlastnich
¢isel a jim pfislusnym vlastnim vektorim. Jak jiz bylo napsano vyse, pro matice

vyssich tadl je tato metoda vétsinou rychlejsi nez Jacobiho.
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4.2 Popis algoritmu

4.2.1 'Tridiagonalizace

Proces tzv. tridiagonalizace, ¢ili podobnostni transformace symetrické matice
A do tridiagonalniho tvaru vychazi z toho, ze pro kazdou takovou matici existuje

ortogonalni matice H tak, ze
H" - A-H=T, (13)

kde T je tridiagonalni matice. Pokud fad matice A je n, pak matici H ziskame
pomoci n — 2 householderovych transformaci dle nasledujiciho schématu.
Uvazujme iterativni proces diagonalnich transformaci matice A = Ay, kde v

kazdém kroku bude matice A;_; tridiagonalni v prvnich k£ — 1 sloupcich a tvaru

BH Blg 0 k—1
Ay = ( BL, By BL > 1
0 ng ng n—=k, (14)
k—1 1 n-—k

By By
kde submatice < BL, By, ) je tridiagonalni. Pak k jeji tridiagonalizaci v prvnich

k sloupcich a transformaci do podoby nové Ay staci zvolit transformacni matici

p— (B 0 k
k

n—=k ’

tvaru:

kde U je Housholderova transformac¢ni matice (o jeji specifikaci pozdéji, nyni
pouze vytknu, Ze plati U = U~ = U7, pro kterou musi platit :
l

0
ByU =UBys =| : |=ley. (16)

11



Plati tedy

E..1 0 0 Bi1 Bis 0 E..1 0 0
0

0 U 0 By DBss

Bll B12 0
=B, By BLU
0 UBy UBsU

(17)

aevidentné A, o =P, 9---P-Ay-P,---P,_o = H'AH = T je tridiagonalni
matice.
Jak bylo feceno, matice U tadu n — k je tzv. Householderova matice a ta je
definovana jako
U=FE—2uu”, (18)

T

kde u je vektor o velikosti 1 a symbolem uu’ rozumime vnéjsi (tenzorovy) soucin

T4 rozumime skaldrni soucin, ktery

téchto vektorii® (analogicky pak symbolem
je v tomto ptipadé roven 1). Pak z komutativity soucinu realnych ¢isel je UL = U.

Plati ale také
U? = F — 4uu” + 4(uuT)2 = F — duu” + du(u"u)u’ = E, (19)

tedy vyse zminéné UT = U = U~'. V (18) je k definici matice U pouzit libovolny
jednotkovy vektor, to je ale dost omezujici. Nechf tedy v je libovolny vektor s
n — k prvky, pokud zvolime u = \/Lf = ﬁ, kde |.| zde i dale zna¢i Euklidovu

vy

normu ||.||2 , pak lze U také napsat jako

20T

Ty’

U=F—

(20)

Pro nas ptipad potfebujeme, aby (£ — 21)”%{)323 = le; a tudiz si povSimneme

nasledujici vlastnosti vSech Householderovych transformaci, dokézanych v [7],

strana 209: pro kazdy vektor x plati

v=cxlzrles = Uz ==%£[z|e. (21)

HuuT}ij = uiu

12



Coz vlastné znamend, Ze jestlize pro vypocet matice U z (20) zvolime v jako
B3 £ | Basler, pak U B bude v zaddané formé nasobku e;. Otazkou zustava volba
znaménka. Podle stejného zdroje dojde k minimalizaci numerické chyby pokud

vypocteme vektor v jako

—(z3+... +22)

x1 + |z

V1 =

, (23)

samoziejmeé u nas r := Bas.

V algoritmu musime osetfit ptipad, kdy dostaneme v nékterém kroku vektor
Bss jiz v pozadovaném tvaru a tento krok pak musime pteskocit (kdybychom
pocitali transforma¢ni matici, dokonce by to nebyla jednotkovad matice). Ted
jesté zbyva aplikace transformaci Py Aj_1 P na jednotlivé matice, kde s vyhodou
vyuZijeme symetrie. Z rovnice (17) vidime, Ze jediné, co ndm zbyva vypocitat,
je submatice UBs3U (Pfipomenu, Ze UBys = |Basle; a zbytek ztistava stejny).

Oznacime-li

8= y=PBBsv, w=y—(By"v/2)v,

v’
pak
UB33U = ng - U’U)T - UJUT. (24)

4.2.2 Symetrické tridiagonalizované matice

Ted jiz mame piipravenou tridiagonalni matici 1" a existuje nyni vice zptisobi,
jak nalézt vlastni c¢isla a vektory. Pokud naptiklad hledame pouze vlastni ¢isla
v néjakém intervalu, je nejlepsi vyuzit vlastnosti, ze hlavni minory polynomialni
matice T' — A\E uspofadané podle fadu tvoii Sturmovu posloupnost” prislusnou
determinantu matice 7' — AE, a metody bisekce®, dok4zané napiiklad v [8]. Pro

ucely této prace jsem se ale rozhodl tento algoritmus vynechat.

"Pouze tehdy, kdyz kazdy prvek v tridiagonalnim péasu mimo diagonalu je nenulovy, v opaé-
ném ptipadé rozdélime matici podle poctu nulovych prvkt na né€kolik submatic a kazdou fesime
zv1ast (vice v [8] strana 299).

8Vyhodné upravené Givensem pro nalezeni viech vl. ¢isel v intervalu
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4.2.3 QR algoritmus

V této kapitole se budeme zabyvat pouze upravenym QR algoritmem pro
symetrické tridiagonalni matice a ne obecnym QR algoritmem. Nyni pouzijeme
podobny algoritmus jako metoda Jacobiho, a sérii ortogondlnich transformaci

dojdeme k diagonalni matici. K tomu budeme potfebovat tzv. Givensovy ro-
c —s
tace. Givensovou rotaci rozumime c¢tercovou matici fadu 2 tvaru\s ¢ /, kde

s = sin @, ¢ = cos @ takovou, ze pokud mame dana dvé realna c¢isla a a b, plati
c —s\. (a\_(r
s ¢ b 0

Tuto rotaci je v praxi nejlepsi vypocitat podle [9] tak, Ze pokud |b| > |a| tak :

§ = ——, €=57-, (25)
L+ (34)?
v opacném pripadé
1 —b
c= : s=c—. (26)
L+ ()2 ¢
Nyni uvazujme iteracni proces:
Sk = By, - Sk-1,
kde k=1,...,.n—1, Sy=Ta
1 0 0 0
0 --- ¢ —s -+ 0 k
By = 0 -+ s c - 0 /{%—17
0 0 0 1
k k+1



s pouzitim ¢ a s v kazdém kroku pomoci vyse popsaného subalgoritmu (25) nebo

(26) pro a = s,(gkk_l), b= 3,(!;1,1, pokud znacime Sy = {s};}. Evidentné je matice

By, vzdy ortogondlni. Timto vznikne takzvany QR rozklad matice
T=QR=B, " B S1=(BiBy1) S,

kde () je ortogonalni a R je horni pasova matice s Sirkou pasma 3, protoze v

kazdém kromé posledniho kroku vlastné provadime pouze nasobeni

6060
¢ 6 )-60)

Nyni jiz vime jak setrojit k libovolné tridiagonalni matici jeji QR rozklad a

a v poslednim kroku

toho dale vyuzijeme, protoze pokud oznac¢ime A, := T plati:

As = QsRs = As+l = QSASQS = QZQsRst = Rst- (27)

Pokud budeme uvazovat takovouto iteraci od s = 0, lze dokizat®, Ze matice
Ay konverguje k diagonalni matici. Konvergenci lze ale jesté urychlit pomoci

takzvanych shift'°.

Shifty: Lze velmi snadno dokazat:
(WeR)A(T —wE=QR)) =T, = RQ +wE =Q'TQ (28)

a T je také tridiagonalni. Shift je tedy praveé to, ze misto QR rozkladu matice
Ag udélame v kazdém kroku rozklad matice A; — wE a dal$i matici As1 vypoc-
teme jako R() + wFE a podle pfedchoziho tedy opét provadime pouze ortogonalni

transformaci. Toho tedy vyuzijeme k urychleni konvergence.

9napiiklad pro obecné matice v [8]
Omozno prelozit jako posunuti, ale j4 se budu déle drzet anglického terminu s ¢eskjm sklo-
fovanim.
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Pokud nalezne w jako vlastni ¢islo matice
tn—l,n—l tn—l,n
Tn—1:nn—-1:n)=\ ¢, ., ton ) (29)

to které je blize t,, ,,, tedy

tn, n— _tnn . tnf n— _tnn
o=t BRIy (R e e a)

pak po iteraci provedené s timto shiftem se rapidné zmensi absolutni hodnota
prvku t, ,—1 = t,—1, (vice o volbé shifu v kapitole 6.2.2) a po nékolika takovych
iteracich bude tato hodnota zanedbatelna. Pak také ¢, , je jiz priblizné vlastni
¢islo. Potom muzeme tedy v dalsich iteracich posledni fadek (a sloupec) vynechat

a tudiz délat QR rozklad matice fadun — 1 :
Tl:n—-1,1:n—-1)—wE=QR
a poté pocitat shift w jako vlastni ¢islo matice
Tin—2:n—1n—-2:n-1)

, to blize t,,_; ,—1 a tak pokracovat dokud nevynechame vSechny kromé prvniho
fadku (sloupce). A tedy budeme mit jiz vSechny vlastni ¢isla zadané matice.
Zbyva pouze otazka vlastnich vektori, které se budou vénovat v nasledujici pod-

kapitole.

Numericka aplikace Givensovy rotace Pro samotny numericky algoritmus
je jesté dulezité vyuzit struktury matic By, protoze pocitat () jako soucin matic
BI' je z praktického a numerického hlediska nemozné (vyzkouSeno, zpomaluje
cely algoritmus asi 60 krat). Snadno lze vidét, ze je-li L libovolnd matice, tak
aby mél uvazovany soucin smysl, pak aplikaci L' := LB} se zméni pouze k-ty a

(k + 1)-ty sloupec matice L a to nasledovné:

LI, [k, k4 1)) = L(:, [k, k + 1])(2 _CS) (31)
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Toho tedy vyuzijeme tak, ze pfi kazdém QR rozkladu nebudeme viibec matici
() pocitat, ale budeme hodnoty ¢, s ukladat do néjakého pole. Pak s pouzitim
(31) mizeme rovnou najit matici RQ = R - BT -..B,_iT postupnou iteraci a
neztratime tim informaci o tom, jak matice () vznikla. Podobné toho vyuzijeme
i pro pocitani vlastnich vektord, viz (3.2.4). V [7] je dokonce navrhnuto, jak lze
misto obou hodnot ¢, s ukladat pouze jednu a tu pak zpétné prevést, dochazi tam
ale k malé chybé pfi zpétném pocitani s, kterd je podle mé pii dnesni pamétové

vybavenosti pocitact zbytecna.

Implicitni QR: Uréitou modifikaci, lze provadét QR iterace s shiftem pomoci
tzv. metody implicitni QR. Jde vlastné o ekvivalentni Gpravu vyse zminéného
algoritmu vychézejictho z (28) s tim, Ze se explicitné v kazdém kroku neformuluje
matice T'— wFE. Takto upraveny proces by pii presném pocitani meél iplné stejny
vysledek, k vyraznému rozdilu podle [4] dochézi v zaokrouhlovaci chybé, ktera
bude u implicitniho QR mensi a implicitni QR je i daleko rychlejsi. V této praci
jsem se rozhodl tento algoritmus vynechat, vice o ném lze najit v [4],[7],[8] nebo
se inspirovat kapitolou 4.2.2, kde popisuji implicitni QR algoritmus pro obecné

realné matice.

4.2.4 Vlastni vektory

Protoze v celém algoritmu slo pouze o ortogonalni transformace dané ma-
tice, lze opét podobné jako u Jacobiho metody (viz. rovnost (12) a nasledujici
odstavec) najit vlastni vektory jako sloupce matice pribézné pocitané jako sou-
¢in matic ortogonalnich transformaci. Toto jsem sdm nejprve povazoval pro tuto
praci za postacujici zpusob vypoctu vlastnich vektort, jenze opravdu dochazi ke
zbyteénému prodlouzeni ¢asu béhu programu (rozdil v pfesnosti obéma zptsoby
vypoctenych vlastnich vektori byl irelevantni, ale rozdil délky béhu programu na
matici 80x80 asi pul sekundy, coz je asi tfetina béhu celého algoritmu).

V prvni ¢asti algoritmu ¢ili tridiagonalizaci, provedeme vypocet ortogonalni
matice transformaci az po samotné tridiagonalizaci, pii krocich tridiagonalizace

si budeme do né&jaké matice ukladat vektory v\) (pro usetfeni paméti lze ukladat
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v bez prvniho prvku, ktery je vizdy roven 1 ) jednotlivych Householderovych
transformaci a koeficienty 3Y) do né&jakého pole (vektoru). Vzhledem k tomu, Ze
kazda Householderova transformace byla do prvnich j fadkt a sloupcti identitou,
je pro vypocet celkové matice V nejefektnéjsi pouzit zpétnou iteraci a v kazdém

z n — 2 krokd vypocitat (j je itera¢ni prom.):

y=p89.V(:nj:n)" o (32)

V(@ingin)=V(@iinj:in) =Wy’ (33)

kde je zaroven pouzit vzorec!! pro zrychleny vypocet P-V(j:n,j:n), kde P je
Householderova matice.

V druhé casti, ¢ili QR algoritmu, pouzijeme stejného prostifedku jako pro
vypocet matice RQ dle (2.3.3) — Numerické aplikace Givensovy rotace. Novou
matici V =V - BT ... B,_;" ortogonalnich transformaci vypoc¢teme vizdy az na

konci QR rozkladu postupnou iteraci s vyuzitim (31).

5 Redukce realné matice na Hessenberguv tvar
a QR algoritmus

5.1 Pouziti

Tento algoritmus je dosti podobny tomu, kterym se zabyva kapitola treti. Jsou
zde ale diilezité rozdily, které jsou prevazné zptisobeny tim, Ze u nesymetrické re-
alné matice nemame zarucenou existenci kompletniho systému vlastnich vektort,
a samozrejné vlastni ¢isla a vektory takové matice jsou obecné komplexni. Neexis-
tence uplného systému vlastnich vektorti (= defektnost matice) neni v samotném
algoritmu nijak oSetfena, protoze s nutnou existenci zaokrouhlovaci chyby nee-
xistuje podle [4] zaddna pfesna rutina, ktera by jednoznacné urcila, zda je matice
defektivni nebo ne. Proto se tento algoritmus timto nezabyva, pokusi se najit

vsechny vlastni vektory a je na uzivateli, jak vysledek posoudi, protoze v pripadé

1[7] strana 211
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defektnosti matice bodou néjaké vektory (prislusné stejnénu vl. ¢islu) pfiblizné
rovnobézné. Navic u nesymetrickych matic lze pozorovat obrovské zmény vlast-

nich ¢isel pri malé zméné dané matice.

5.2 Popis algoritmu

5.2.1 Redukce na Hessenberguv tvar
Dale v této kapitole, bude matice jejiz eigensystem fesime oznacena jako
A:{aij}, Z,jzln

O matici H = {h;;}, 4,7 = 1...n fekneme, Ze je v Hessenbergové tvaru,

pokud plati
hij =0 Vi,j=1...n:1>j+1

O matici v Hessenbergové tvaru fekneme, Ze je redukovana pokud existuje
teNi<n:ihi,=0

Prostudovanim kapitoly 3.2.1, lze snadno vidét, ze napiiklad pravé aplikaci
n — 2 Householderovych transformaci na realnou nesymetrickou matici vznikne
Hessenbergova matice (pravé nesymetrii matice ndm nad diagondlou vznikne
obecné vice past matice nez v pfipadé symetrickém). Existuje ale rychlejsi me-
toda, ktera je odvozena od Gaussovy eliminac¢ni metody.

Pro dalsi pouziti si zadefinuji fadkovou permutacni matici E(p,q), Vp,q =

1...n,i#7:

1 0 0 0
0 0 1 of p
Epd)={o ... 1 ... 0 - 0|q-
0 0 0 1
p q

coz je matice, kterd se lisi od jednotkové matice pouze v prvcich E,,(p,q) =

Eup,q) = 0 a Ey,y(p,q) = Eup(p,q) = 1. Evidentné E(p,q) je regularni a
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E~Y(p,q) = E(p,q), dale pak nasobeni libovolné étvercové matice matici F(p, q)
zleva zpusobuje pouze vyménu p-tého a g-tého fadku dané matice a nasobeni
zprava pak vyménu p-tého a g-tého sloupce.

Uvazujme, ze v r-tém kroku iteracniho procesu byla matice A; := A redu-
kovana na matici A,, kterd je v Hessenbergové tvaru ve svych prvnich r — 1
sloupcich. Oznacme Ay = {a{’}, i,j=1...n, k=1...n— 2 (Nekde jeste
pro lepsi prehlednost oddéluji indexy ¢arkou). V tomto kroku provedeme nésle-

dujici®?:

1. Najdeme né&jvetsi z ]az(;)\, i=r+1...n, pokud je takovych vice, vezmeme
prvni z nich. Pokud toto maximum je nula, tento (r-ty) krok vynechame
a pokracujeme dalsim. Pokud toto maximum je vétsi jak nula, oznacime
fadkovy index tohoto prvku v matici A, jako (r + 1)f. Nasledné zaménime

v této matici fadky r + 1 a (r + 1)' a sloupce r + 1 a (r + 1)1

2.Vi=r+2,...,n:

(r)
v 2 a;
- Spocitame n;,41 == 5 = [N, < 1.
a"r+l,7‘

- Od i-tého radku matice A, odecteme n,;,;1 nasobek radku r + 1-tého.

- K r+41-tému sloupci matice A, pficteme n; ;1 nasobek sloupce i-tého.

Tedy, s uvazenim co v kazdém vysSe zminéném kroku provadime v jazyku

maticovych multiplikaci, plati :

At = N4 B+ 1,0+ 1)) - A B+ 1, (r + 1)1) - Noyr, - (34)

kde matice V,y; je tvofena prvky:

(NT+1)i,r+1 = Njr41 \4) :r+2,...,n
(NTH)Z.J = 0;; vsude jinde

Z rovnosti (34) plyne, Ze tentokrat neprovadime ortogonalni transformace,
nicméné porad jde alespon o podobnostni transformace, takze spektrum matic
bude stejné.

12[4],[5]
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5.2.2 QR algoritmus pro realné matice v Hessenbergové tvaru

V této kapitole bude vstupni Hessenbergova matice oznacena H = {h;; }i j—1..n-
Déle taky horni index H u libovolné matice bude znacit Hermitovskou transpozici
této matice.

QR algoritmus pro obecné realné matice (v Hessenbergové tvaru) je podobny
tomu pro matice symetrické (v tridiagonalnim tvaru) popsanému v kapitole 3.2.3.
Mizeme tedy ptejit rovnou k modelu s shifty, vychazime opét z (28), s tim roz-
dilem, Ze mame matici v Hessenbergové tvaru a tudiz lze dokazat, ze i matice
T, bude v tomto maticovém tvaru ([8] strana 524). Opét vyvstava otazka volby
shiftu w, algoritmus by konvergoval i s volbou w := 0, ale nejrychleji bude konver-
govat, pokud budeme volit w jako odhad vlastni hodnoty. Z kapitoly 3.2.3 plyne,

7e iteracni proces pres s s shifty lze zapsat takto :
Hy—wsE =UR, = Hs1=RJU;+wE, (35)

kde U je ortogondlni (v kapitole 3.2.3 jako Q) a R horni trojihelnikova matice.

Jak ale vime, vlastni ¢islo redlné matice je obecné komplexni, a volit shift
jako komplexni ¢islo by vedlo k tomu, Ze bychom méli v dalsim kroku matici
komplexni, coz by dost celou véc zkomplikovalo. Teoreticky a s pfesnym pocitanim
(coz je v praxi nemozné) by to Slo obejit tim, ze bychom misto jednoho kroku s
shiftem w provedli hned dva'®, a to postupné s w a w (tedy jeden krok navic s
shiftem komplexné sdruzeného k tomu predchozimu), ale v praxi by pak v matici
byly prvky se zanedbatelnou, ale nenulovou imaginarni ¢asti (a jejich zanedbéni

V tomto odstavci ukazu, pro¢ by to tak mélo teoreticky fungovat. V kapitole
3.2.3 jsme pro vypocet shiftu pouzili to vlastni ¢islo submatice G := H(n — 1 :
n,n — 1 :n), které bylo blize h,, ,,. Protoze ale matice G neni obecné symetricka,
tyto vlastni ¢isla jsou bud jako pfedtim dvé realna ¢isla (pak je vSechno v poradku,

nebudu déle uvazovat) nebo jsou to dvé komplexné sdruzend komplexni ¢isla,

13Nékde se proto tomu Fika double-shift, dvojity shift
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oznacme je ai, as. Pak vyse zminény double shift vypada takto :

Hk - alE = UkRk

Hyvy = RyUp +a B
Hip1 — aoF = U1 Ry
Hpyo = Ry 1Upy1 + aoE.

Z téchto rovnic lze lehce ukézat, ze
(UkUk+1)(Rk+1Rk) = (Hk — alE)(Hk — agE) = H2 —sH -+ tk (36)

kde s := a; + a3 € R at:= ajay € R, tudiz (s ohledem na to, ze sou¢in dvou
ortogonalnich matic je matice ortogonalni a souc¢in dvou hornich trojihelnikovych
matic je opét horni trojuhelnikova. matice) je (UrUyi1)(Ryy1Ri) QR faktorizace
realné matice a muzeme volit Uy, U, tak aby U := U,Ug,, byla ortogonalni

realné. 7Z predchoziho tedy plyne:
Hyso = Ul Hi1 U = UL (U HRUR) Upq =

= (UpUps)) " Hy(UpUpyy) = UTHLU, (37)

oznafenim R := Ry 1Ry, M := (Hy — a1 E)(Hy, — a2 F)
R=U"M (38)
Z vypoctu kvadratické charakteristické rovnice matice GG, a znamych vzorcu je
ziejmé, ze:
s = hn,n + hnfl,nfl
t = hnfl,nflhn,n - hn,nflhnfl,n

V [4], s odkazem na préaci J. C. F. Francise o QR algoritmech, je navrzena
metoda provedeni vyse zminéného dvojkroku, ktera se efektné vyhne komplexni
aritmetice a je zaloZena na nésledujicim'*: pokud jsou matice L a S ortogonalni,

takové ze obé STAS a LT AL jsou v Hessenbergové tvaru, pak pokud matice L a

Y¢zv. véta o implicitnim QR pro Hessenbergovy matice, v plném znéni i s dikazem v [7]
strana 346, plati pouze pro neredukované matice
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S maji stejny prvni sloupec, tak L a S jsou ,,v podstaté“!® stejné. Zde zopakuji

(37):
Hypo = UTHLU. (39)

Necht nyni je matice C' odvozena né&jakou metodou z Hy tak, Ze
U HU =0, (40)

kde U' je ortogonalni a C' je v Hessenbergové tvaru, pak pokud U’ ma stejny
prvni sloupec jako U, tak U = Ut a H; o = C.

Nyni z (38) plyne, Ze U je matice, ktera triangularizuje matici (maticovy sou-
¢in) M, coz, jak jsme ukazali vySe, je realna matice. Za pouziti Householderovych
transformaci lze triangularizovat jakoukoliv redlnou matici (viz kapitola 3.2.1 z
ohledem na nesymetrii a snahu matici triangularizovat, ne tridiagonalizovat. Na-
vic, zde nejde o podobnostni transformaci. Krokt bude v tomto pfipadé n — 1):
P, 1--- P, =U. Vzhledem k tomu, ze matice P, ..., P,_; jsou ur¢ité nejméné v
prvnim sloupci identity, je prvni sloupec U stejny jako ten P;. Proto nadm staci
najit matici U spliiujici rovnici (40), ktera bude mit jako sviij prvni sloupec prvni
sloupec P;, a tim padem bychom ziskali matici U = U, ¢ili ortogonalni matici
transformace double-shiftu z Hy na Hy.o, a zaroven i matici C' = Hy,.

Vratme se nyni k triangularizaci matice. Matice prvni Householderovy trans-
formace P; je ur¢ena pouze prvnim sloupce matice M, ktery z (36) je ve tvaru
(z,9,2,0,...,0)T, kde

xr = h%l + h21h12 — Shu + t,
y = harhi1 + hoshar — shoy = hai(hy1 + hoa — s), kde pro jednoduchost vy-
2 = haihsa,

nechavam horni itera¢ni indexy u prvkid matice Hy. Protoze tento sloupec ma
pouze tii nenulové prvky, vektor u z (18) (potazmo vektor v), ¢ili vektor House-
holderovy transformace pro vypocet matice P, bude mit také pouze t¥i nenulové

prvky a to prvni tii'®. To ale z tvaru Hoseholderovy matice musi znamenat, Ze

153D = diag(+1,...,+1): STAS = D-'LTALD
164, = ‘,”Tl,v: (x++/22 + 92 +22,9,2,0,...,0)7
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matice P; bude vsude, kromé prvnich t¥i sloupci matici jednotkovou. Pak

o 0 0 0 9 ...9
O 0 Q0 0 9 ...9
VAR VIR VRV IV
PHPI = O O O QO .00 (41)
o0 0 QO O ... 09
0 o 9 9

tedy je to matice v Hessenbergové tvaru se tfemi prvky navic (=<). Pfi-
pomenu, ze ostatni matice triangularizace matice M viibec nebudeme hledat,
protoze nam neovlivni prvni sloupec jejich souc¢inu. A protoze vime jaky bude
prvni sloupec a vime o jednoznacnosti je daleko vyhodn€jsi nez najit matici U
jako tu co triangularizuje M, najit UT z (40), protoze pak uz budeme mit pfimo
novou matici C' = Hyo.

Nyni je tedy tkolem matic P, ... P,_; ortogonalné transformovat tuto matici
(=P H,Pl') na matici v Hessenbergové tvaru (a neovlivnit prvni sloupec sou-
¢inu, navic transformace musi byt ortogonalni, takze pouziti algoritmu z 5.2.1
nepfipada v tivahu). Toho se dosahne tak, ze kazda z téchto matic posune ty tii
prvky navic o jeden sloupec a fadek nize (ilustra¢ni matice vynecham, pfehledné
pro n = 6 jsou vidét v [7], strana 357). Tedy pouZijeme n — 2 Householderovych
transformaci

P,1...PRPHPPy...Pr =C, (42)

podle predchoziho tedy UT = P,_, ... BP;, Hy.o = C.
Ted jeSte musime zjistit jak budou vypadat matice P,_;...P,. Tyto matice
P, budou Householderovy, piislusné vektortim v,, nebudu zde zbytecné odvozovat

proc, ale

/UT: (07"'70’ OZT757‘7’Y7’" 07"‘70)
r—1 n—r—2"~

(43)

kde tyto t¥i nenulové prvky budeme pocitat jiz zndmou metodou podle (22), (23),
(24) pro x jako vektor tvofeny postupné prvky na (r,r—1), (r+1,r—1), (r+2,r—
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1)-tém misté soucasné matice ( = pravé dvé ze tii nové vzniklych (posunutych)
nenulovych prvki pod subdiagonalou a prvku na subdiagonéle nad nimi)'" .

Teda uz mame kostru QR dvojkroku, celé to shrnu:

1. Vypocteme s,t.

2. Vypocteme prvni sloupec matice M.

3. Zjistime P; a provedeme ortogonalni transformaci na Hy.

4. Yk =2,...,n — 1 nalezneme P, a provedeme ortogonalni transformaci.

5. Zde uz mame novou Hessenbergovu matici Hy, o a zaroven matici U.

Pokud budeme takto postupovat v celém algoritmu iteracné pres k, po né-
kolika dvojkrocich by mél'® bud h,,,,_; nebo h, 1, » byt zanedbatelny. Pokud
to bude h,, ,,—; tak na h,, , mame priblizné realné vlastni ¢islo matice a miizeme
vynechat posledni fadek a sloupec a pokracovat dal. Pokud to bude h,,_; ,_2, tak
méame dvé vlastni éisla (bud komplexné sdruzend nebo redlnd) jako vlastni ¢isla
matice G a vynechame dva fadky a sloupce.

Vzhledem k tomu, Ze jsme v algoritmu pfedpokladali neredukovanou matici,
musime po kazdém dvojkroku zjistit, jestli se ndm matice nezredukovala (= ne-
stala redukovanou na zadanou pfesnost). Pokud ano, vzhledem k tvaru matice se
nam matice rozdéli na dvé neredukované, jejichz vlastni ¢isla jsou stejna jako ta
matice celé redukované.

Posledni véci k algoritmickém oSet¥eni je, ze po 30 (dle [4]) dvojkrocich ne-
nalezneme zadné vlastni ¢islo a pak musime algoritmus ukoncit s netspéchem,

jinak by nejspis byl nekonecny.

5.2.3 Vlastni vektory

vvvvvv

zde uziji vysledky odvozené v prislusné kapitole: doporucuji pied prectenim této

17V [4] je jesté doporuceno tento vektor normovat vydélenim souétem absolutnich hodnot
jeho prvkda.
18Podle [4] je divergence docela vzacna udalost.
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kapitoly precist kapitolu 6.2.3.

V kapitole 6.2.3 jsem ukézal (ukazi), jak k horni trojihelnikové matici najit
vlastni vektory a jak je posléze transformovat na vlastni vektory ptivodni matice.
Problém ale je, ze v QR algoritmu narozdil od komplexniho LR, na konci béhu
algoritmu mame obecné na diagonale 2x2 bloky. Prestoze v mém hlavnim zdroji
informaci, co se tyce toho, které algoritmy pouZzit - [4], je tento problém FeSen
které se piimo nabizi (a tudiz nejspis nebude numericky piili§ efektivni). Jde o
to, Ze pouzijeme jesté dalsi podobnostni transformaci matice T, ktera vznikla na
konci QR algoritmu, transformac¢ni matici ozna¢ime G. Cilem této transformace
bude triangularizace matice T = P~ !S7'ASP na TT = G~'P71S71ASPG a
pak postup dle kapitoly 6.2.3. Zfejmé triangularizace nedosdhneme obecné bez
presunuti do komplexni aritmetiky.

Matice GG vznikne souc¢inem G = G ---Gy, | zalezi na dané matici a bude
patrné z vysvétleni. Uéelem transformace G bude evidentné triangularizace prv-

niho 2x2 bloku na diagonale, atd. Tedy chceme aby:

-1 (a b _ (M f
“ (d e) G1 (0 A,,+1), (44)

pricemz zde a dale nerozlisuji mezi matici G; jako 2x2 a nxn, ktera je vsude jinde
kromé urcitého diagonalniho 2x2 bloku jednotkova.
Analogicky k Jacobiho metodé s odlisnosti tykajici se nesymetrie a moznosti

komplexnich vl. ¢isel, matici GG; budeme hledat ve tvaru:
G — [ cosz sin z
! —sinz  cosz /s (45)

kde z bude hledany komplexni nebo realny parametr. V obou pfipadech plati

sin z

2 c2 _ _ 1 .
cos’z + sin“z = 1,tgz = 2£ odkud rovnou cosz = j:\/m. 7 toho také

Ccos z

v obou piipadech plyne, ze G™' = GT (To znamen4 ortogonalitu, ale pouze v
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realném pripadé). Rozndsobenim (44) s pouzitim (43) dostavame rovnici
(a — e)cos zsin z + d cos® z — bsin® z = 0, (46)

vydélenim cos? z

(a—e)tgz+d—btg?2=0. (47)

Tuto rovnici vyfesime a vezmeme ten kotfen, ktery nam po transformaci neprohodi
vlastni cisla.

Musime ale samoziejmé pfi podobnostni transformaci matice 7" vyuzit jeji tvar
i tvar matice GG;, jinak by to cely algoritmus vyrazné zpomalilo. Transformace G;
tedy s ohledem na oba tvary, s predpokladem, ze G; méa triagularizovat diago-
nélni blok na pozicich 1,1 + 1 prithézné pocitané matice 7% = {t|i ”}j’k_lmn,
roznasobenim provadi pouze nasledujici zmény:

ty =N

(@)
bl = = Ai41

v =1 i—1
t§7!)+1—cs(t§l =Y ) — 2tz(+1z)+ 27D

5 I+1,i+1 LI+1
by =0
, 48
(0 = etV — sy Vi=1..1-1 (48)
1 i—1 i—1) .
t§,1)+1 Stg,l e t(l+1 Vi=1...1—1
) = ctfl ) — stlt ! Vi=1+2...n
tz(i)u Stl(] 1)+Ctl(+1]) Vi=1l+2...n

kde ¢, s je zkraceny zapis pro pfislusny cos z,sin z. Analogicky lze také odvodit,
jak efektivné priubézné pocitat samotnou matici G
Dalsi véc, kterou jsem jeste nezminil je, jak pocitat matici P, to ale neni prilis

slozité a je to analogické ke kapitole 3.2.4. O matici S viz kapitola 6.2.3.

6 Komplexni hermitovské matice

Hledame vlastni ¢isla a vektory komplexni hermitovské matice C' = A + Bi,
kde matice A, B jsou obé& redlné fadu n, plati : C* = C = AT = A, BT = -B.
Pokud

Cr = A\,
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pak
t1C0x = Nz,
dale také
(;EHC:E)H = 2 CHMH = pH Oy,

a protoze 'z € R musi byt A\ € R, protoze hermitovsk4 transpozice skalaru je
rovna prave tomu skalaru, tehdy a jen tehdy, pokud méa nulovou imaginarni ¢ast.
Tim jsem dokazal, ze vlastni ¢isla komplexni hermitovské matice jsou realna.

Uvazujme nyni matici CT definovanou jako:
(B A ) (49)

coz je redlnd symetrickd matice a jeji eigensystem mutzeme nalézt jednim ze
dvou algoritmt popsanych v kapitolach 2 a 3. Jak to souvisi s vlastnim systémem
ptvodni matice ukazuje nésledujici. Necht (u,v)T je vlastni vektor matice CT

prislusny Ag, w i v maji n prvki, tedy

5 ) ()=(0) )

Z toho ihned plyne
(A + Bi)(u+iv) = A\g(u + v). (51)

Coz nam ukazuje, jak postupovat pti feseni eigensystému komplexni hermitov-
ské matice pfevedenim na feseni readlného symetrického problému matice dvojna-

sobného fadu, protoze matice C', bude mit kazdé vlastni ¢islo matice C' dvakrat.

7 Obecné komplexni matice
7.1 Mozné pristupy

Pohledem na (50) a (51) je vidét, Ze zde nebyl pouzit pfedpoklad na hermi-

tovskost matice a tudiz lze opét Tesit eigensystem prevodem na realnou matici
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dvojnasobného radu, tentokrat nesymetrickou, a pouzitim algoritmu popsaného
v kapitole 4.
Zéaroven lze pouzit néco podobného jako je QR alg. z kapitoly 4, ale pro

prehlednost trochu predélaného na tzv. LR.

7.2 Redukce na Hessenberguv tvar a LR

7.2.1 Redukce na Hessenberguv tvar

Tuto podobnostni transformaci lze provést uplné stejné jako pro redlné matice,
viz 5.2.1, jedinym rozdilem bude pouziti komplexni aritmetiky, a ze pfi hledani
nejvétsiho prvku nebudeme hledat prvek s néjvétsi normou, ale s nejvétsim souc-

tem abolutnich hodnot obou slozek'? (realné a imaginarni).

7.2.2 LR algoritmus

Jednoduchy LR: Jednoduchy (bez shifti) LR lze popsat néasledujicim iterac-

nim procesem pfes s:
As = LR, Agi1 = R L, (52)

kde Ay je dand matice v Hessenbergové tvaru, L, je ortogonalni(L” L = E) dolni
trojihelnikova a Ry je horni trojuhelnikova. V [8] strany 487-492 je dokéazana kon-
vergence A, k horni trojihelnikové matici, za jistych podminek. Lze velice snadno
dokazat, ze matice Ay a A, jsou si podobné a matice A, jsou v Hessenbergoveé
tvaru pro kazdé s, tedy vlastni ¢isla matice Ay budou ptiblizné ¢isla na diago-
nale konvergenc¢ni matice. Tento algoritmus tvofii teoreticky zaklad aplikovaného
LR alg., je vSak nutno provést nékolik zmén, protoze podminky konvergence jsou

takto tézko splnitelné, konvergence pomald a algoritmus numericky nestabilni.

Zlepseni stability: V kapitole 4.2.1 bylo ukézano jak pomoci numericky stabil-

nich transformaci nalézt k dané matici podobnou matici v Hessenbergové tvaru.

Ypodle [4] to je numericky dostacujici a evidentné snadnéji spocitatelné
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Podobny algoritmus pouzijeme i zde, s tim rozdilem, ze zde se jednéa o triangu-
larizaci, a nejedna se o podobnostni transformaci. V podstaté uz neptijde o LR
rozklad matice Ay, protoze kvili stabilité budeme zaménovat fadky (v podstaté
provedeme LR rozklad, ale matice s permutovanymi prvky). Opét by zde bylo
nutné nové provést dikaz konvergence takto upraveného LR a dalo by se uka-
zat, ze nékteré podminky jsou stejné, nékteré nové a nékteré predchozi nemusi
byt nutné splnény. To je ale dan za numerickou stabilitu, ktera je v podobném
algoritmu nutna. Invariance Hessenbergova tvaru ztstava modifikovanym LR za-
chovana. Triangularizace matice A, bude dosazena n — 1 kroky, analogicky ke

kapitole 4.2.1:

Myy1Ey 1, ... Ms2Ey sMy By, Ay = R, (53)

kde M;; je jednotkova matice kromé prvku M;; = my;, E;

; je bud E(i,j) dle
kap. 4.2.1 nebo jednotkova matice E. Toto plyne z tvaru matice A, : Pii vybéru
pivota vybirame pouze ze dvou nenulovych prvki, prvku na diagonale a prvku
pod nim. A m; 1, bude pravé podil téchto dvou prvku (s normou mensi jak V2,
protoze nebudeme zdlouhavé porovnavat normy, ale soucet absolutnich hodnot

obou slozek).

Agir = RyEy ,My 1 Ey sM3) .. El,_| M,

cn—1n""nn-1

(54)
Snadno lze vidét, Ze inverzni matice k M1, je s M;.1,; stejnd vSude kromé
(7 + 1,4)-té pozice, kde se lisi pouze znaménkem.

Zrychleni konvergence: Konvergenci jeste zrychlime zavedenim shifti. Ite-
racni proces s shifty plus tzv. obnovovanim (vysvétlim pozdéji) lze zapsat

A, —w,E =L,Ry  As1 = R,L, +w,E. (55)

Je trivialni ukazat, ze jde o podobnostni transformaci. K naprogramovani je ale
vhodnejsi pouzit iteraci dle nasledujiciho
As —wsFE = LR, Asi1 = RqLs, (56)
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¢ili jde o to samé, s tim rozdilem, ze wsE k A,y; nepridavame, a pak je Az g
podobna k Ay — Zf:o wsFE, neboli vlastni ¢isla matice Ay q se lisi od vlastnich
¢isel matice Ag 0 )7, w,. Takto upraveny proces se nazyva bez obnovovani.

Zbyva otazka volby w,. Zde, analogicky jako v QR algoritmech, se snazime
zvolit shift jako aproximaci vlastniho ¢isla, v predchozich kapitolach jsem tomu
nevénoval pozornost, ale zde alespon nacrtnu 1épe proc¢ a jak.

Jak jiz bylo feceno, konvergence algoritmu je dokazana, a tedy A, = {afj.)}i,j:l,,,n
konverguje k horni troj. matici pro s — oo. Oznac¢me \; prvky na hlavni diagonale

konvergencéni matice. V samotném diikazu je jesté pro obecné matice dokazano
ay =0(3)° s—oo (i>]), (57)

neboli, Ze v ptipadé Hessenbergovy matice konverguji prvky na pozicich (r + 1,7)
k nule stejné nebo rychleji nez (%)S Uvazujeme nyni matici (A—pFE). Tato ma-

tice mé vlastni ¢isla (A\;—p) a prvek aﬁf}lfl konverguje k nule jako (A, — p)/(An_1 — p)".
Odkud uz je snadno vidét motivace volby shiftu jako aproximaci toho vlastniho
¢isla matice, které by ndm konvergenéné vykrystalizovalo na pozici (n,n).

V praxi je nejlepsi jako w, volit vlastni ¢islo matice:

(agm—l agll,n)
a® as)n ,

n,n—1

to blize all).
Celkovy proces: V celkovém procesu jesté musime kontrolovat nékolik véci.
Zaprvé je to problém, pokud se nam matice stane redukovanou. Pak dojde k roz-
dvojeni problému na dvé mensi matice, obé v Hessenbergové tvaru. Pro kontrolu
redukovanosti ale neexistuje uplné uspokojivé kritérium, podle [4] je nejvhodné;jsi
povazovat prvek agi)lvi na subdiagondle za zanedbatelny pokud

m(al)) ) < elm(al 1) +m(al))),
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kde
m(z) = |Re(z)| + [Im(z)],

a € je strojova nebo mensi dané presnost. Pokud se nam tedy stane zanedbatelnym

SZL_I , mame na ay) pribliznou hodnotu vlastntho &sla a v algoritmu

prvek a
mizeme pokracovat bez posledniho sloupce a radku, pokud se nam ale stane
zanedbatelnym jiny prvek na subdiagondle, musime matici rozdélit na dvé. Za
druhé je to pocet iteraci, takze pokud bez nalezeni vlastniho c¢isla udélame tticet

iteraci, musime algoritmus ukoncit netispéchem.

7.2.3 Vlastni vektory

V predchozich dvou kapitolach jsem ukéazal jak najit k matici A regularni

matice S, P takové (piiblizn€) ,ze
P1STTASP =T, (58)

kde T' je matice horni trojihelnikova. Ve vysvétlovani jednotlivych subalgoritmi
budu postupovat zpétné.

Nyni tedy mame matice P, S a samozfejmné i vlastni ¢isla matice T = {t; ; }i’j,
ktera jsou shodna s vlastnimi ¢isly matice A. Prvnim subalgoritmem bude nale-
zeni vlastnich vektort u; = (u;1, ... ,ui,n)T matice T prislusné vlastnim ¢islim

;. Tyto vektory, aby byly vlastni, musi splinovat Vi:

/\1 t172 e e e Ce th Uz 1 Uz 1
0 )\2 t273 e N e t2,n Us; 2 Us; 2
0 0 "t
0 0 AN tig tin ii | = N | wig
- o o (59)
0 0 T :
0 .. 0 (" :
0 . 0 A Ui n Uin
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Jde tedy o homogenni linearni soustavu rovnic s matici:

)\1—)\1 t1,2 th
0 )\2—/\1 t2’3 tgm
0 0 IR PP
0 0 0 ¢ty Lin
0 0 ’ (.
0 0 Lok
0 0 A—N\

Tato matice ma hodnost n — 1 (pfedpokldadame rizné vlastni ¢éisla, pokud jsou
néktera stejna, obecné se nelze na LR algoritmus moc spolehnout, ale zde mizeme
misto nulového prvku na diagonale pocitat s epsilon nasobkem normy matice,
protoze presné takové chyby, uz jsme se v algoritmu stejné dopustili) a zvolenim

jednoho parametru u;; = 1 ihned dostavame:

Us | = —Z?:k+1(tkjuij>/(/\k _/\z) VeE=1...1—1
Dalsi predpoklada, ze jsme si v priibéhu samotného LR algoritmu pocitali

matici P. Pripomenu, tato matice vznikne jako soucin matic P

P, = E\,M;1EysMyy ... E, M,

n—1ln"""nn—1

(62)

to znamend, ze v kazdém kroku budeme matici P (za¢neme s jednotkovou) nésobit
zprava matici Py, a tedy v kazdém LR kroku budeme nejprve zaménovat sloupce
(pokud nutno) a pak budeme odecitat nasobky sloupcii.

Ted jesté budeme muset matici P vynasobit matici S zleva. To znamena, Ze

P nasobime matici
S = E2,2TN2E3,3fN3 s En—2,n—2an—2En—1,n—1fNn—l (63)

zleva, takze vypocet provedeme zpétnou iteraci od n — 1 do 2, v kazdém kroku

budeme nejprve pric¢itat nasobky radki a poté zaménovat radky.
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Posledni, co tedy udélame pro nalezeni piibliznych vlastnich vektor matice

A, bude zfejmé z nésledujiciho:
(P'STPASP =T) A (Tx = \v) = A(SPx) = SP(Tz) = \(SPz),  (64)
tedy je vypocteme jako SPu;.

7.3 Prevod na realny problém

Zde je ale nutnéa pozornost, protoze uvazovani matice C' bude mit s kazdym
redlnym vlastnim ¢islem matice C' toto vlastni ¢islo dvakrat a s kazdym kom-
plexnim vlastnim c¢islem toto ¢islo a k nému sdruzené. Problém pak nastava v
urceni, které z komplexné sdruzenych ¢isel je vlastni ¢islo matice C', a které pouze
matice CT. Tento problém lze vyfesit pouze, pokud jsme poéitali vlastni vektory.
Protoze pak ndm u jednoho z komplexné sdruzeného paru vyjde vlastni vektor
jemu pfisludny u + v jako pfiblizné nulovy (pozor u i v jsou obecné komplexni
vektory), a tim jsme zjistili, Ze hledané vlastni ¢islo ptivodni matice je to druhé
z paru. V praxi se mi pak nulovosti na stejnou pfesnost s jakou byl provadén
algoritmus nepovedlo dosdhnout (vétsinou tak o dva Fady - epsilon jako e — 15
ale prvky vektoru e — 13 4 ie — 13), takze tam hleddm ten vektor s mensi normou
(bez zbyte¢ného odmociiovani).

Nutnost pocitani vlastnich vektort i pokud nejsou pozadovany imeérné zpo-
maluje algoritmus a je tedy zfejmé, ze je v tomto pripadé lepsi pouzit pristup z

predchozi kapitoly.

8 Poznamky ke kodu

8.1 Platforma .net

Platforma .net je programové prostiedi pro vyvoj programi, knihoven kodu,
databéazovych aplikaci i webovych stranek pro Windows, vytvarené Microsoftem.
V celém konceptu jde o soustiedéni na jeden operacni systém, tedy Windows, a

na vice programovacich jazykt, které jsou pod touto platformou kompatibilni.
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Tedy, prestoze jsem ja programoval ve VB.net, tak mé knihovny muiize pouzivat
C# developer stejné, jako kdyby byly taky naprogramovany v tomto jazyce.

entované zaméreni. Objektové programovani je nejnovéjsim zptisobem progra-
movani, stojici na tfech pilifech, které si nedovolim prekladat: encapsulation,
inheritance, polymorphism. Nebudu to zde prilis rozebirat, to uz by opravdu pre-
sahlo ucel prace, ale shrnu to a zjednodusim. Jde o prvky programovaciho jazyku,
které vam dovoluji vytvaret objekty, jejich instance, pres jejich instance nebo pres
samotné objekty pak pouzijeme jejich Cleny, tedy zapouzdiené rutiny. Déle pak
nam to dovoluje pouzivat znovu nas kod, protoze pokud vytvoiime jiny objekt,
ktery ale derivuje své vlastnosti z jiz vytvoreného, nebudeme muset vse progra-
movat znovu, ale vytvorime dité puvodniho objektu. A pomoci posledniho pilife
miizeme zachazet s objekty, které maji néco spole¢ného, podle té spolecné véci,

nehledé na to o ktery objekt se jedna.

8.2 GenMath

Schéma objektt :
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| VektorC A |
Class
= List(Of KomplexniCislo)

= Properties
% Norma
= Methods
New
Cnes

L 2R 2R 2R R AR

<

<

Sort
ToString
v Zeros

<

' VektorR

»|

Class
=+ List(Of Double)

= Properties
“F Norma
= Methods

New (+ 3 overl...

ToString

L R 2K 2R 2R R 2R 2R 2R R 2R

Zeros

| MaticeC
Class
-+ List(Of VektorC)

=/ Properties
= GetSloupec
= Methods
v CopyAs

E

HlavniDiagonala

SetSloupec

-
ToMatlabString
ToString

® 00O OOOOOOGOGOOES

Zeres

»]

DeMergeRealAndImaginary

HlavniCtvercovaSubmaticeDolni
HlavniCtvercovaSubmaticeHorni

LoadFromMatlabAsciiFile
MergeRealAndlmaginary

SetHlavniCtvercovaSubmaticeDolni

KomplexniCislo
Structure

# Fields

= Properties
B =
= b
‘_‘? KomplexneSdr...
= phi
el

= Methods

<

Equals
m

sqrt
ToString

L R 2R 2R 2R 2R JX 2R 2 2R J¥ 2R

»| |

New (+ 1 overl...

= List(Of VektorR)

= Properties

=y GetSloupec
= Methods
AsDataTable
CopyAs
E
GetRozdilRadkuAPrvniho
GetRozdilSloupcuAPrvniho
GetSouradniceCfMaxNadDiagVal
HlavniCtvercovaSubmaticeDelni

<

HlavniCtvercovaSubmaticeHorni
HlavniCtvercovaSubmaticeProstredni
HlavniDiagenala
LoadFromMatlabAsciiFile
MaxOfNadDigonalVal
MaxCfSupDigenalVal

New (+ 1 overload)

Operator CType
SetHlavniCtvercovaSubmaticeDolni
SetHlavniCtvercovaSubmaticeHorni
SetHlavniCtvercovaSubmaticeProstredni
SetSloupec

SetSubMatice

SubMatice

-

ToMatlabString

ToString

L R 2K 2R 2R 2% 2R 2R 2F 2R ¥ 2X ¢ R 4% 2R 2 X 2K 2 2K 4R 2K % 2R AR ¥ 2R

Zeros

»|

Tento projekt tedy obsahuje zakladni operace a funkce pro praci s komplex-

nimi ¢isly a maticemi, vétsinou pfesné podle definic. Naprogramovat tyhle tiidy

nebylo cilem této prace, ale nutnym predpokladem a proto si subalgoritmy zde

nekladou za cil efektivitu, ale funk¢nost.
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8.3 EISPACKNET

Schéma objektt :

| FullEigensystemAlg ¥ | FullEigensystemAlgCl ¥ | Householder 2] | Hessenberg 2
MustInherit Class MustInherit Class Class Class
e | e o= (e
T T = Methods ¥ Fields
@ house = Methods
¥ HouseholderTridiag @ BackProcesC
| Jacobi & | HouseholderAndQR | HessenbergAndQR B ¥ BackProcesR
Class Class | Class @ RedukceNaHess
- FullEigensystemAlg = FullEigensystemAlgCl ¥ RedukceNaHessC

- FullEigensystemAlg

Z Methods = Methods = Methods
¥ Najdi ¥ ApplyGivensRot ¥ Najdi
@ New © Najdi @ New
@ New
{ FulltigensystemApe () ) " FulligensystemAlgs ¥ |

MustInherit Class MustInherit Class

i h—

2| | HessenbergAndLR A | | Komplexni_HessQR
Class Class
- FullEigensystemAlgGS - FullEigensystemAlgG3
|

»)

| KomplexniHerm_Jacobi
Class
- FullEigensystemAlgQ2

| KomplexniHerm_HouseQR
Class
- FullEigensystemAlgC2

= Methods = Methods | = Methods = Methods
@ Najdi @ Najdi @ Najdi @ Najdi
Vv New V¢ New ¥ New (+ 1 overload) © New (+ 1 overload)
v/
Tridy:
e Jacobi

— Jacobiho transformace realné symetrické matice
— Kapitola 2
e Householder
— Householderova tridiagonalizace realné symetrické matice
— Kapitola 3.2.1
e HouseholderAndQR

— Householderova tridiagonalizace a QR algoritmus realné symetrické

matice
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— Kapitola 3

Hessenberg

— Redukce na Hessenbergtiv tvar realné matice

— Kapitola 4.2.1

HessenbergAndQR

— Redukce na Hessenbergtv tvar a QR algoritmus realné matice

— Kapitola 4

KomplexniHerm_HouseQR

— Prevod na symetricky realny problém a poziti t¥idy HouseholderQR

na hermitovské komplexni matice

— Kapitoly 5 a 3

KomplexniHerm _Jacobi

— Prevod na symetricky realny problém a poziti tfidy Jacobi na

hermitovské komplexni matice

— Kapitoly 5 a 2

HessenbergAndLR

— Redukce na Hessenbergiiv tvar a LR algoritmua na komplexni matice

— Kapitola 6.2

Komplexni_HessQR

— Prevod na realny problém a HessenbergAndQR komplexni matice

— Kapitoly 6.3 a 4

Vsechny tiidy, které dédi FullEigensystemAlg# se ve VB.net pouziji naptiklad
takto:
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dim A as MaticeC = MaticeC.LoadFromMatlabAsciiFile("MR.txt", "MI.txt")

dim algoritmus as new HessenbergAndLR(A)

dim VlastniCisla as VektorC = algoritmus.Najdi()

dim VlastniVektorPrislusnyPrvnimuV1Cislu as VektorC = algoritmus.V.GetSloupec(0)

v C#.net

MaticeC A = MaticeC.LoadFromMatlabAsciiFile("MR.txt", "MI.txt");
HessenbergAndLR algoritmus = new HessenbergAndLR(A);

VektorC VlastniCisla = algoritmus.NajdiQ);

VektorC VlastniVektorPrislusnyPrvnimuV1iCislu = algoritmus.V.GetSloupec(0);

9 Testy

Jako posledni soucast této prace jsem se snazil porovnat mé algoritmy s matla-
bem, predevsim porovnat ¢as béhu jednotlivych algoritmii. Matlab pro feSeni ei-
gensystému piikazem eig pouziva rutiny knihovny LAPACK. Knihovna LAPACK
je vysoce optimalizovana a velice rozsahla volné dostupné knihovna ptivodné For-
tranovského kédu (http://www.netlib.org/lapack/) vyvijend pod grantem Nati-
onal Science Foundation. Tato knihovna obsahuje velké mnozstvi jednotlivych
algoritmii, které se casto navzajem volaji a proto pro lepsi orientaci vznikla cela
kniha LAPACK Users’ Guide, Third Edition. Pfi rozplétani spletitého systému
rutin, jsem dosel k zavéru, ze matlab na symetrické matice pouziva Househol-
derovu tridiagonalizaci a QR algoritmus v upravené verzi nazvané Pal-Walker-
Kahan, a pro obecné realné i komplexni matice redukci na Hessenbergiiv tvar a
opét néjaké verze QR algoritmu, s tim, ze implicitné jesté matici v tomto pripadé
tzv. balancuje (jedné se o podobnostni transformaci za t¢elem sniZeni normy ma-
tice, protoze v QR algoritmech je zaokrouhlovaci chyba nasobkem normy matice,
vice se timto subalgoritmem v této praci nezabyvam).

Ted uz tedy vim s ¢im budu srovnévat a mizu tedy pristoupit k samotnym
testim. Testoval jsem husté matice 300x300 vygenerované matlabem z rovnomér-
ného rozdeéleni. Mé algoritmy jsem spoustél s implicitni pfesnosti le — 15. Testy

byly provedeny bez hledani vlastnich vektort. Casy v tabulce jsou ve formétu

MM:SS.SSSS.
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Algoritmus Mij cas Matlab Typ matice

Jacobi 04:23.7438 | 00:00.1584 R - symetricka
HouseholderAndQR | 01:08.6400 | 00.00.1584
HessenbergAndQR. | 00:46.7064 | 00:00.2522 R
HessenbergAndLR | 00:32.6750 | 00:02.0864 C

Z toho, ale i z celé prace, je zfejmé, Ze algoritmy jsem rozebiral s progresi v
jejich chapani a ze je i v samotnych algoritmech. Jacobiho metoda pouziva pouze
sérii ortogonalnich transformaci, v kazdé se stanovuje matice transformace. Algo-
ritmus HouseholderAndQR si nejprve matici transformuje na vhodnéjsi maticovy
tvar a pak opét konstruuje sérii ortogonalnich transformaci, nyni je ale tato trans-
formace stanovena pomoci QR rozkladu matice, ¢ili provedenim n — 1 subkrokii.
HessenbergAndQR, kromé toho, Ze je urcen pro obecné realné matice a je inici-
alizovan transformaci na jiny maticovy tvar jinym subalgoritmem, je odlisny od
toho predchoziho ve dvou hlavnich bodech: provadénim dvojkroki se vyhne kom-
plexni aritmetice a je ve formé tazvané implicitni QR, tedy Ze v jednotlivych QR
krocich nedochéazi k formulaci shiftnuté matice a jejimu QR rozkladu. Nakonec
LR algoritmus pouziva hodné podobnych prvki se vSemi algoritmy, ale na trochu
jiné bazi nez QR.

Samoziejmé z Casu je evidentni, ze vSechny kromé posledniho algoritmu, v
takové formé v jaké jsem je naprogramoval, jsou z praktického hlediska nepou-
zitelné, ze pouziji HessenbergAndLR i na klidné symetrickou R matici. Z pfed-
choziho odstavce, ale vyplyva na mé otestovany edukativni pfinos rozboru vsech

predchozich algoritmi.

10 Zavér

Cilem této prace bylo hlavné seznamit se se zajimavymi algoritmy pouzi-
vanymi k TeSeni eigensystémti matic a pochopit jak a proc¢ funguji a dale pak
naprogramovat je na perspektivni platformé .net. Samoziejmé tento problém je
velice rozsahly a nepopsanych algoritmi je jeSt€ mnoho, stejné jako rtznych vy-
lepseni popsanych. Pti samotné tvorbé kédu jsem pak nasledné pouzil pouze tuto
praci a tedy mym cilem zfejmé nebylo prepsat néjaky kdd do jiného jazyku, ale
vytvorit kéd sviij. Mnou naprogramované kody si nekladou za cil vzdy tak iplné
efektivnost, jako spiSe prehlednost a pouziti nastroji objektové orientovaného
programovaciho jazyku.

Takto stanoveny cil jsem ve své praci dosahl, vSechny algoritmy pochopil a
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naprogramoval, na vyraznéjsi problémy jsem nenarazil, snad jen Ze ve vétsiné
mych zdroji se otazce vlastnich vektord pfilis nevénuji a zaméruji se na vlastni
¢isla a proto bylo nejobtiznéjsi ¢asti mé prace pravé otazky vlastnich vektort a
samoziejmé ladéni samotného kédu. Myslim, ze jsem se zdokonalil v tvorbé ma-
tematického a numerického zdrojového kédu, a zjistil, Ze naprogramovat fungujici
ze fungujict nemusi byt dostacujici.

Pti vypracovani jsem postupoval nasledovné. Nejprve jsem si vybral urcity
algoritmus podle tivodu k [4] a zaméFeni mé prace (viz tvod). Pak jsem si ve stejné
publikaci zjistil, co je to presné za algoritmus, abych si ho mohl najit priméarné v
7], nékdy pak v [8], protoze v [4] se piili§ nezabyvaji matematickym podkladem
algoritmi. Po principiadlnim pochopeni rutiny jsem o ni zacal psat do této prace,
pokud jsem opravdu nemohl néco pochopit, nahlédl jsem do [2], kde je vétsina
véci vysvétlena velmi jednodusse (je zde evidentni, Ze jde o publikaci uréenou i
nematematikiim, ale jinak jde v podstaté o prepis [4], co se tyde eigensystemil).
Kdyz jsem dopsal teoretickou ¢ast, zacal jsem psat program, pokud jsem narazil
na néjaky problém, hledal jsem jeho feSeni ve vSech [1]-[9], a pokud se jednalo o

vvvvvv

této prace.
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