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Uvod

Pojem determinant matice se historicky vyvinul jako nastroj pro feSeni soustav linear-
nich rovnic. Za zakladatele pojmu determinant je povazovan némecky matematik, filozof
a pfirodovédec Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716), ktery pfi feSeni soustavy line-
arnich rovnic dospél k vyrazu sestavenému z koeficientti rovnic, ktery dnes nazyvame

determinant.

Tato bakalafska prace se zabyva predevsim tilohami z teorie determinantd. V prvni kapi-
tole je zavedena definice determinantu, dale jsou uvedeny zakladni pojmy z teorie deter-

minantti a ve formé vét nejdtleZitéjsi vlastnosti determinantti vyuZzivané pfi vypoctech.

Vsechna tvrzeni jsou uvedena bez diikazti, které 1ze nalézt v uvedené literatute.

Druha kapitola obsahuje sbirku pfikladfi na kterych jsou ilustrovany jednotlivé metody
vypoctu determinantt. V této kapitole je nastinéno vyuZiti determinantti v réiznych mate-
matickych disciplindch a nejsou opomenuty ani nékteré specidlni determinanty uzivané

predevsim v matematické analyze. Soucésti je sbirka nefeSenych ptikladi s vysledky.

Samotné ptiklady ve sbirce jsou Cerpany z uvedené literatury, pfi¢emz bylo pfevzato za-
dani i feSeni (odkaz na literaturu je uveden na konci feSenf), nebo pouze zadani (odkaz

na literaturu je uveden na konci zadéanf). U zbylych pfikladii je zadéani i feSeni autorské.



Kapitola 1

Determinanty

V této casti bakalarské prace si pfedstavime zdkladni definice a véty, které jsou pro sa-
motné vypocty determinanttl stéZejni. Je dtilezité si uvédomit, Ze determinant je prvek z
pole T piifazeny ctvercové matici, resp. Ze se jednd o zobrazeni v linearni algebte, které
kazdé ¢tvercové matici ptifadi skalar. Pro definici pojmu determinant je nejprve potteba
zavést pojem permutace a nékolik dalsich pojmi, které s permutacemi souvisi, zejména
inverze a znaménko permutace. V této kapitole jsem ¢erpal zejména z publikaci [[I]], [I2]],

Bl [7]], kde jsou také ditkazy uvedenych tvrzeni.

1.1 Definice determinantu

Definice 1.1. Necht M = {1,2,--- ,n} je kone¢nd mnozina o n prvcich, pak permutaci
I na mnoziné M rozumime libovolnou bijekci mnoZziny M na sebe. Permutaci II budeme

zpravidla zapisovat v tzv. zdkladnim tvaru, tj. ve tvaru dvoutddkové matice

i17i27”' 7in

kde v prvnim fadku jsou vypsdny vSechny proky mnoziny M a v druhém fadku je pod

kazdym prvkem zapsén jeho obraz v dané permutaci.
Pozndmka.
o Zfejmé md mnozina M = {1,2,--- ,n} pravé n! navzdjem rtiznych permutaci.

e Uspofddanou n-tici (41,19, - ,4,) prvkl z mnoziny M = {1,2,---.,n}, v niZ se
) ) ) 9

kazdézcisel 1,2, -+ ,n vyskytuje pravé jednou, nazyvame také poradi ¢isel 1,2, - - - , n.



o Je-li (51,52, - ,sy) libovolné pofadi prvkt 1,2,--- ,nall(s;) =t;,1=1,2,--- ,n,

miiZeme tutéZ permutaci zapsat v tzv. obecném tvaru

H: 81,82, ,8n
t1>t27"'7tn'
o Permutaci
1 2 n
I =
1 2 n

nazyvame identickou (resp. identitou) nebo jednotkovou.

e Permutaci

H—]_ _ S1 S9 e Sn,

7"1 7”2 oo 7"n

nazyvadme inverzni permutaci k permutaci

7"1 /’"2 PR 7”‘”
11 =
Sl 82 “ e sn
e Mnozina vSech permutaci na mnoziné M = {1,2,--- ,n} je vzhledem k operaci

nédsobeni permutaci grupa fddu n!. Tato grupa se nazyva symetrickd grupa n prvka

a znadi se S,.

P

Definice 1.2. Necht (i, 42, - ,iy) je pofadi ¢isel 1,2, - - -, n. O uspofddané dvojici (i, is)
rtznych ¢isel z tohoto potadi fekneme, Ze je inverzi v daném pofadi (i1, 42, - - - ,ip), pravé

kdyzr < sai, > i, (. kdyz vétsi z Cisel i, is pfedchazi v daném potadi pfed mensim).

Pozndmka.

e Potadi, které ma sudyj, resp. lichyj pocet inverzi, se nazyva sudé, resp. liché. Mluvime

pak o parité pofadi.

e Zaménime-li v pofadi dva prvky, fikdme, Ze jsme provedli transpozici. Transpozice

méni paritu pofadi.

1,2,---,n
e Permutace II = , se nazyva sudd, resp. lichd, pravé kdyz pofadi
11,12, ,n
(1,142, -+ ,ip) je sudé, resp. liché.



2.172‘27"'71'71 L, , . , s v v P
e Permutace IT = , se nazyva sudd, resp. lichd, pravé kdyZz potadi

J1:J2, " s n
(11,42, -+ ,in),(J1, J2, - - - , jn) Maji tutéz, resp. opacnou paritu.
o Navzdjem inverzni permutace maji stejnou paritu, tj. zn II = zn 1171,

e zn (IT; - IIy) = (zn11y) - (zn II3)

Definice 1.3. Je-li p pocet vSech inverzi v pofadi (i1, iz, - - , i), resp. v permutaci II, pak
¢islo (—1)P nazyvame znaménkem, resp. znamenim, pofadi (i1, iz, - - ,%y,), resp. permu-
tace I, a znacime jej zn (i1, i2, - - - ,ip), resp znIl, nebo sgn (i1, iz, - - ,iy), resp. sgnIL.

Pfiklad 1.1. Urcete paritu permutace II € Sy, jestlize

123 45 6 7 8
6 25 7 3148

Resent: Plati: 6 >2,6>5,6>3,6>1,6>4,2>1,5>3,5>1,5>4,7>3,
7>1,7>4,3 > 1, tedy pocet inverzi v potadi (6,2,5,7,3,1,4,8) je roven ¢islu 13. Znaménko

13 _

permutace I1 je (—1)P = (—1) —1. Jedna se o lichou permutaci.

Definice 1.4. Necht n je pfirozené ¢islo, T libovolné pole a

ai;p a2 - Aln
az;p a2 - Q2n

A= (1)
Gpl anp2 - Ann

libovolnd ¢tvercova matice fadu n nad polem 7.

Determinantem n-tého stupné matice A rozumime prvek

det A=Y zn(idg, -+ ,in) - 1, - G2iy G,
(102, in)

z pole T, kde s¢itdime pfes vSechna pofadi mnoziny M = {1,2,--- ,n}.

Determinant matice A znac¢ime také det A = |A|.

10



Misto det A piSeme téz det(a;;) nebo

air a2 - Qin

az;p a2 - A2n
det A =

anl Aap2 -  Qpp

Pozndmka.

(1) e prvky a;; € T se nazyvaji prvky determinantu
® ayj, - a2, - Gy, Se nazyva ¢len determinantu
o zn (41,12, -+ ,ip) - Q14; - 24y - - - Ani, S€ NAzyVa algebraicky ¢len determinantu
e fidem determinantu rozumime ¥4d odpovidajici matice
e fadky ¢isloupce matice A se nazyvaji téZ fadky i sloupce determinantu det A
e pro fadky a sloupce determinantu uzivame téz souhrnného nazvu fady deter-

minantu

(2) e Rozebereme-lisipfedchozi Definici[l.4podrobnéji, pak vidime, Ze determinant
det A je prvek z T, ktery dostaneme sectenim celkem n! ¢lenti determinantu.
Pritom kazdy jednotlivy ¢len determinantu je sou¢inem n prvki matice A vy-
branych tak, Ze z kazdého fadku a z kazdého sloupce je vybran praveé jeden
prvek a tento soucin je "opatfen znaménkem + nebo —"podle toho, zda pofadi
utvotené z fadkovych a sloupcovych indext vybranych n prvka je sudé nebo
liché.
Ptiklad 1.2. Rozepidme si pfedchozi Definici determinantu[l.4]pro nejjednodussi ptipady,
. pron=1,2,3.
(1) n=1:
la11| = a1
Pozndmka. Determinant matice prvniho fddu je roven prvku, ktery stoji v matici.

(2) n=2:

ay; a2
= Q11 - a22 — Q12 - a21-
a21 a2

Poznimka. Determinant matice druhého fddu je roven rozdilu souc¢int prvka hlavni

a vedlejsi diagondly.

11



app a2 a3
as1 Q92 G93| = @11 + @22 - A33 + Q12 - a3 - a3l + a3 - @21 - A32 —
azr as2 ass
— a1z - a2 - a3z — 12 * A1 - G33 — A11 * A23 * A32.
Pozndmka. Determinant matice tfetiho fidu mtZeme vypocitat podle tzv. Sarussova

pravidla. Toto pravidlo pouzivame pouze pro determinanty matic tfetiho #ddu.

(a) Kmatici, ze které determinant pocitame, pfipiSeme dolti (resp. vpravo), znovu
jeji prvni a druhy fadek (resp. prvni a druhy sloupec), v tomto pofadi.
(b) Nasledné
e vypocteme souciny trojic prvkii lezicich na rovnobézkéch s hlavni diagona-
lou
e urcime (—1) ndsobky soucinti trojic prvku lezicich na rovnobézkéch s ved-
lejsi diagondlou

e takto ziskand ¢isla secteme.

Cfn a1 _ Q13
(\1‘21 A ~ 99 " 193
331 _*E a o a32 \/:\/: > sy
Gu\ - /\ S 12 o ~_ 13
21 - 22 - - (a3

Vytknutim znaménka dostaneme

det A=a - ax - azz + a1 - azg2 - a13 + az - aiz - a3 —
— (a13 - a2 - az1 + a3 - as2 - a11 + azz - a1z - azy).
Pozndmka. Je vidét, ze vypocet determinantu matice pouze na zakladé definice by byl ne-
tunosné zdlouhavy a pracny, zejména pro vétsi n. Napt. pro n = 10 by bylo nutno spocitat
pres tfi a ptl milionu deseti¢lennych souc¢inti (nebot 10! = 3628800). Z tohoto divodu
uvedeme nyni nékolik vét popisujicich zdkladni vlastnosti determinantti, které mnohdy

vypocet determinantu podstatné zjednodusi.
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1.2 Vlastnosti determinantu

Ve vsech dalsich dlohdch budeme symboly A, B, C rozumét ¢tvercové matice A = (a;j),

B = (bij),C = (¢i5) fddu n nad polem T'.
Véta 1.1. Transponovinim matice A se hodnota determinantu nezméni, tj. det A = det AT.

Pozndmbka. Vétamé pro teorii determinantti zna¢ny vyznam. Rik4 ndm totiZ, Ze nahradime-
li v libovolné vété o determinantech slovo #idek slovem sloupec, dostaneme opét platnou

vétu o determinantech. V dalsim budeme tedy mluvit pouze o #ddcich.
Véta 1.2. Necht proky i-tého #adku, i = 1,2, ...,n, matice A maji tvar
ail = by tci, a=bag+tca, - an = bin+ Cin

a necht matice B, resp. C se li5{ od matice A pouze v procich i-tého fadku, pficemz by, - - - , biy, je

i-ty fadek matice B, resp. ci1, - - - , Cin, je i-ty Fddek matice C. Potom plati
det A = det B + det C.

Schématicky zapsino tedy plati

ai e ain aip - Q| |e1n o a1
bip+cii o bintem| =|ba 0 b |T|cit 0 Cinl-
anl T Ann anl1 '+ Qnn an1 ***  Qnn

Véta 1.3. Necht matice B vznikne z matice A:

1. zdménou dvou riiznych #ddkii. Potom det B = — det A.

2. vyndsobenim jednoho fadku konstantou ¢ € T, ¢ # 0. Potom je det B = c - det A.
Véta 1.4. Necht v matici A:

1. Jeden fadek sestdvi ze samych nul. Potom je det A = 0.

2. Dua riizné ¥adky jsou shodné. Potom je det A = 0.

3. Jeden Fidek je ndsobkem jiného #adku. Potom je det A = 0.

4. Jeden tidek je linedrni kombinaci ostatnich #ddkii. Potom je det A = 0.

13



Véta 1.5. Hodnota determinantu matice A se nezmeéni, jestlize:

1. k jednomu #adku matice A pFicteme libovolny ndasobek jiného ¥adku

2. k jednomu ¥ddku matice A p¥icteme libovolnou linedrni kombinaci ostatnich #adkil.
Pozndmbka.

o Z Véty plyne, Ze jsou-li v8echny prvky nékterého fadku ndsobkem néjakého

prvku z T, mizeme tento prvek vytknout pfed determinant.

e Vétu[l.5|¢asto vyuzivame pii konkrétnich vypoctech determinantti, kdy se pFi¢ita-
nim vhodnych nasobki jednéch fadk k jinym fddktm snaZime matici upravit na

takovy tvar, z néhoz jiz determinant lehce spocitame.
Véta 1.6. Matice A je requldrni (resp. singuldrni) privé tehdy, kdyz det A # 0 (resp. det A = 0).

Definice 1.5. Necht D je determinant matice A.

e Matici, kterd vznikne z matice A vynechanim libovolnych £ fadki a libovolnych &

sloupcti, k < n, nazyvame diléi étvercovou matici(resp. submatici) matice A fadu

n — k.

e Determinant kazdé takové dil¢i matice nazyvame minorem, resp. subdeterminan-

tem matice A fadu n — k.

e Necht a;; je libovolny prvek matice A. Subdeterminant fddu n — 1 vznikly vynecha-
nim i-tého fadku a j-tého sloupce matice A oznacime A;; a nazyvame ho subdeter-

minantem determinantu D piisluSejicim k prvku a;;.

Definice 1.6. Necht D je determinant matice A, necht a;; je jeho libovolny prvek. Necht
se matice B shoduje s matici A ve vSech prvcich s vyjimkou prvka v i-tém fadku, v némz
ma matice B vSechny prvky kromé prvku a;; rovny nule a prvek a;; = 1. Potom se deter-
minant matice B nazyvé4 algebraicky doplnék prvku a;; nebo také algebraicky doplnék

determinantu D pfislusny k prvku a;;. Oznacuje se D;;.

Véta 1.7. Necht D je determinant matice A, necht A;; je jeho subdeterminant a D;; jeho alge-
braicky doplnék p¥islusejici k jeho proku a;;. Potom plati

Dij = (—1)i+j . Aij, 1’65;?. Aij = (—1)i+j . Dij.

14



Pfiklad 1.3. Urcete algebraicky doplnék D33 determinantu D, jestliZze

5 5 -1
D=1 5 0
3 -2 2
Reseni: Podle Definice je
5 5 —1
Dyz=11 5 0
00 1
Potom podle Véty[1.7/mame
5 5
D3z = (—1)>3. = (25 —5) = 20.
15

Ve zbyvajici ¢asti tohoto paragrafu odvodime zptisob jak zjednodusit vypocet determi-

nantu.

Definice 1.7. Necht A je matice. Necht je zvoleno k jejich faddki a sloupcti (k < n), a sice:
1<igp <ig <+ <ip<nresp. 1 <j; < ja <--- < jp < n.Pak matice vytvofena ze

zvolenych fadkt a sloupci, tj. matice

ai1,51 Q51,52 - Q41 5k
a;2 51 QA32.52 - Q32 4k
Qik 51 Qik,52 - Qik,jk
se nazyva submatice matice A uréené tadky iy, - - - , i asloupciji, - - - , ji- Jeji determinant
) ) 9y )

det M se nazyva minor fadu £ matice A.

Zbyvajicimi (n—k) fadky a (n—k) sloupci je uréena submatice M matice A, kterd se nazyva
doplitkové submatice k submatici M ajeji minor det M se nazyva doplnék minoru det M.
Oznalme sy = iy +do2 + -+ + i + j1 + -+ + jg. Pak &islo (—1)*M - det M se nazyva
algebraicky doplnék minoru det M. Clen dopliiku det M vynésobeny ¢islem (—1)*M se
pak nazyva ¢len algebraického dopliiku minoru det M.

Determinant submatice tvofené stejnymi fadky a sloupci, tj. i1 = j1,%2 = jo, ..., ik = Jk, S€

nazyva hlavni minor fadu k.

15



Véta 1.8. Necht A je matice a necht det M je minor ¥ddu k matice A (k < n). Pak soucin libovol-
ného clenu minoru det M s libovolnyym clenem jeho algebraického dopliitku je clenem determinantu

det M.

Véta1.9. (Obecna Laplaceova véta) Necht A je matice a necht je pevné zvoleno k #adkii matice
A, kde 0 < k < n. Pak determinant matice A je roven souctu vech (7) soucinii minoriim ¥idu k,
vybranyjch ze zvolenyjch k ¥adkil, s jejich algebraickymi dopliiky.

Poznidmka. Obecna Laplaceova véta se také nékdy nazyva "véta o rozvoji determinantu podle
zvolenyich k 7ddkii." Jeji prakticky vyznam spociva v tom, Ze vypocet determinantu matice
urcitého fadu (zejména vyssiho) prevadime na vypocet jistého poc¢tu determinantti matic

mensiho fadu.

Pfiklad 1.4. Necht A je matice fadu 4 takov4, Ze

N O W
w
\]
|
W

Zovolime-li iy = 1,i2 = 3, j1 = 2, jo = 4, tj. proni a tieti fadek, resp. druhy a ctorty sloupec, pak

submatice M urcend zvolenymi vadky a sloupci je tvaru

6 2
M = , tzn. minor det M = 6.
-3 0

Doplitkovou submatici je pak

— 07 —
M = , tzn. doplnék det M = —14.
2 0

Dile je spr = 1+ 3 + 2 + 4 = 10, tzn. algebraicky doplnék minoru det M je

(=1)% . det M = (1) (—14) = —14.

Véta 1.10. (Laplaceova véta o rozvoji determinantu podle #adku (sloupce))

Necht A je matice. Pro kazdé i =1,2,--- ,nje

det A = (=1)"aj Ay + (—1)PPapdip + -+ + (= 1) ain A = Y (=1)"ai;Ay5.
j=1

Ziameénou vadkil za sloupce dostdvime pro kazdé j =1,2,--- ,n
det A = (—1)1+3a1jA1j + (—1)2+Ja2j142j + -+ (_1)n+]anjAnj = Z(—l)z—waij‘Azj.

i=1

16



Poznamka.
(1) Vétu Ize pfi pouziti Véty [I.7] pteformulovat také takto
n
det A = a;1Dj1 + aipDig + -+ - + ainDip = ZaijDija 1=1,2,...,m,
j=1
resp. takto

n
det A = allej + anggj + -+ ananj = ZaijDij7 i=12..n.
=1

(2) Je zfejmé, ze Véta je dusledkem Véty[1.9)pro k = 1.

Véta 1.11. Determinant horni trojiihelnikové matice

air ai2 -+ QAQip-1 Qln

0 ax -+ azn-1 aon
detA=1]0 0 -+ agn-1 azn
0 0 cee 0 Ann

se rovnd soucinu prokii na hlavni diagondle.
Pozndmka.

(1) ZDefinice[I.4vime, Ze pocitime se souctem soudint zn (i1, iz, - - - , in) 14,2y = * O, -
Pokud asponi jeden z téchto ¢initelt je nulovy, je nulovy cely soucin. V celkovém

souctu nés zajimaji jen nenulové souciny. Prozkoumejme, které to jsou:
e Z posledniho fadku musime vzit jen prvek a,,, protoZe vSechny ostatni prvky
v poslednim fadku jsou nulové.

e Z ptfedposledniho fadku mtZzeme vzit jen prvek a,,—1 ,—1, protoZe ostatni jsou
nulové. Prvek a,_1 , nelze do souc¢inu zahrnout, protoze z posledniho sloupce

uz v soucinu mame prvek a,,.

e Analogickou tvahou zahrneme do soucinu prvky a,—2 -2, - , a2, a11.

Neni tedy jind moZznost nenulového soucinu, nez soucin a;; - as2 - - - ayy. Ten odpo-
vida permutaci (1,2, ...,n), kterd nema zadnou inverzi a jeji znaménko je tedy +1.

Ostatni s¢itanci z definice determinantu jsou nulovy. Proto det A = a1 - ag2 - - - app.-

17



(2) Kvypoctu det A lze vyuzit Vétu

ai; a2 -+ G1p-1 Qg azy A3 -+ G2p-1 A2
dot A — 0 a.22 aQ,r‘L—l a?n 1)y, 0 azz -+ azn-1 a3n
0 o --- 0 Ann 0 o --- 0 Ann
a34 - A3;pn—1 Aa3n
= an - (1) gy - 0 afw‘ a4,7.1,1 ail” — =y -9y 33 G
0 o --- 0 Ann,

(3) Z Véty [1.1]ihned plyne analogické tvrzeni pro hodnotu determinantu dolni troja-

helnikové matice.

Pfiklad 1.5. Vypocitejte determinant matice A, jestliZze

1 4 3 5
-1 2 0 8
A:
-1 -4 5 2
-1 -4 -3 6

Resenti: Prictenim proniho fddku ke vSem ostatnim fadkiim dostaneme

14 3 5
0 6 3 13
det A = =1-6-8-11 =528.
00 8 7
00 0 11

Véta 1.12. (Cauchyova véta, Véta o nasobeni determinantit)
Pro matice A, B plati
det(AB) = det(A) - det(B),

tj. determinant soucinu dvou matic téhoz #ddu, je roven soucinu determinantii téchto dvou matic.

Pozndmka. Je-li A je reguldrni matice, tak podle Véty mame

1
. -1 = . -1 = = -1 =
det(A- A7) =det A-det A det E =1, tedy det A ot A

18



Véta 1.13. Necht A je requldrni matice, pak

1
e - A*, kde 2
det A ’ 2)
D11 Do Dy
D12 Da Dy
AT = ' 3)
Dy Dap Dy,
Pozndmka. Matice A* se nazyva adjungovand matice k matici A.
Pfiklad 1.6. Najdéte adjungovanou matici k matici A4, jestlize
a b
A=
c d
Resenti: Najdeme algebraické dopliiky D;; prokii matice A.
Dy = (=1)' . (detd) = d, Dyy = (=1)*™! . (det b) = —b,
D1y = (=112 . (det¢) = —¢, Dyy = (—1)?>T2 . (deta) = a
Vime, Ze adjungovand matice je ve tvaru (3)), dostdvime tak
T d —c d —b
AT = Jtedy  A* =
—b a —c a
Véta 1.14. (Cramerovo pravidlo)
Necht je dana soustava n linedrnich rovnic
a1171 + a2 + -+ + a1y = by
any + a2 + -+ a1pTy = by
Ap1T1 + ap2T2 + -+ + AppTpn = by
o n nezndmyjch nad libovolnym polem T a necht determinant matice soustavy A = (a;;) je nenu-
lovy (tj. det A # 0). Pak md tato soustava privé jedno feSeni v = (x1, z2,- -+ ,x,) € T", pFicemz
plati
det 4; .
T detAl’ i=1,2,---n, kde
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ain - a1 b oaiig1 o ain

az -+ az;—1 by agif1 --- ao,
det AZ =

apl -+ Qpg—1 by Qnitl  *°°  Qpp

(Determinant matice A; vznikne z determinantu matice A nahrazenim jeho i-tého sloupce sloup-

cem pravijch stran dané soustavy rovnic).
Definice 1.8. Necht A = (4;;) je étvercova blokova matice ¥4du n nad polem 7'. Rekneme,
Ze matice A je:
1. Blokova horni trojihelnikovd, jestlize prokazdéi,j = 1,2,--- ,n,7 > j,je A;; = O.
2. Blokova dolni trojthelnikovi, jestlize pro kazdé ¢, = 1,2,--- ,n,i < j,je A;; = O.

3. Blokové diagondlni, jestlize pro kazdé i,j = 1,2,--- ,n,i # j,je A;; = O, kde O je

nulova matice patficného fadu. Piseme také A = diag(Ai1, A2, , Apn).

Véta 1.15. Determinant horni (dolni) trojiihelnikové blokové matice je roven soucinu determi-

nantii vsech jejich blokii stojicich na diagonle.

Pfiklad 1.7. Vypocitejte determinant matice A, jestlize

112 3 01

2 85 4 2 6

005 02 3
A=

001410

000021

0000 3 8

Resent: Matici A miiZeme chdpat jako blokovou horni trojithelnikovou matici.

1 112 3]0 1
2 8|5 4|12 6
0 0|5 02 3
A=
0 0|1 411 0
0 0|0 O
0 0|0 O
Dostdvime tedy
1 1) |5 0
det A = . . =6-20-13 = 1560
2 8 |1 4
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Kapitola 2
Sbirka priklada

V této kapitole jsou ilustrovany jednotlivé metody vypoctu determinant na konkrétnich
pfikladech. Determinanty jsou velice G4¢innym néstrojem pro zna¢nou ¢ast matematic-
kych disciplin, proto se zaméfime také na jejich vyuziti. Pro zajimavost uvedeme nékteré

specidlni typy determinantti. Soucasti je také sbirka nefeSenych prikladt s vysledky. Hlav-
nimi zdroji pro tuto sekci jsou [[1]], [B], [[€]l, [B]], [9]-
Pfiklad 2.1. Urcete v zavislosti na i, j znaménko daného ¢lenu determinantu matice

A = (aij) ¥adu n, je-li:

n=>5; az-ai-ass - 43 - A2;5. [6]

Resent: Clen determinantu sefadime vzestupné podle #adkovijch indexii, abychom mohli ur¢it pocet

inverzi poradi sloupcovych indexii.
a1 - Q25 - 31 * 43 * A54

Tedy i,j € {2,5} a mdme dvé moZnosti vybéru.
Pfi volbé
i=2j=5
dostaneme potadi sloupcovych indexii (2,5,1,3,4), a tedy zn(2,5,1,3,4) = (—1)%
P#i volbé

i=5,7=2

dostaneme potadi sloupcovych indexit (5,2, 1,3,4), a tedy zn(5,2,1,3,4) = (—1)5.
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Tedy
o pro (i,j) = (2,5), +asziaiiassaszas;
o pro(i,j) = (5,2), — a31a1,a54a43a2;

Pfiklad 2.2. Uvedte vSechny ¢leny determinantu dané matice A = (aij) ¥adu 4, které
1. obsahuji prvky a12, azs.

2. obsahuji prvek ags a maji znaménko minus. (le]]

Regent:
1. Po doplnéni znaménka, které bychom opét zjistili pomoci poctu inverzi v potadi sloupcovijch

indexil, dostaneme dva cleny determinantu
ta12- a2 - a34 - a43
— @12 a3 a34 " 41

2. Za zaddni mdme k dispozici proek ass. Zbylé sloupcové indexy miiZe vhodné nakombinovat,

avsak ve vybéru moznosti ndm vypadnou vsechny proky, kteryy maji sloupcovy index 3.

112|134
413121+
413|112 -
213141 -
21314
113|142
113124/ -

Z tabulky vybereme cleny se zapornym znaménkem
—a14 - (23 - (31 * 42
—a12 - (23 - (34 * (41
—a11 - (23 - (32 * (44

Pfiklad 2.3. Na zakladé definice determinantu najdéte ¢leny determinantu

r 2 1 x

1 = 1 9 3 4
, které obsahuji mocniny z*, z”az".

2 3 z

11 2 =«
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Resent: Priklad vyiesime na zikladé prehledné tabulky, pomoct které nalezneme vsechny clenu de-
terminantu. V tabulce uvedeme do zdhlavi vzestupné fadkové indexy, ke kteryym vhodné nakombi-
nujeme sloupcové indexy. Znaménko clenu determinantu zjistime pomoci poctu inverzi v pofadi

sloupcovijch indexii. Nalezené cleny jsou vyznaceny v tabulce.

11234 11234 11234 11234
1123 4] 2" |[2]1]3 |4 223124 3z ||[4]1]2]|3] -6
1121432232143 4 ||3|1[4]2]| = |[4|1|3]2] 2°
1324322231 |4| 40 ||3]2|1|4|-22>||4|2|3]|1]-2*
1(3(4(2] 22 |[2]3|4|1] 2z |[3]24|1] 22 ||[4]2]1]3]4a?
1142318z |[2]4|1|3| 24 [3]4|1|2] 6 ||[4]3[1|2]-22
1432322243 |1| 6z ||3[4|2]|1| 9 |[4]|3|2]|1] 3z

2.1 Metody vypoctu determinantt

V tomto paragrafu si na nékolika pfikladech ukdzeme nékteré metody vypoctu determi-
nanttl. Pti vypoctech determinantti si mnohdy nevysta¢ime s jednim nebo nékolika mélo
jednoduchymi algoritmy, ale vyZaduji zamysleni, ndpad a zkuSenost. Pfi feSeni pfikladi
je vhodné zvolit co nejefektivnéjsi metodu vypoctu, kteréd je pfi feSeni konkrétniho deter-
minant nejvyhodnéjsi. Priklady, které v dalsim uvedeme, se proto budeme snaZit pocitat
riznymi zptisoby, abychom ukézali jednotlivé obraty a umoznili jejich srovnani. Béhem
vypoctii vyuZzijeme zejména zékladni vlastnosti determinantti, Vétu[I.9)a Vétu[1.10]o roz-
voji determinantu, dale Vétu o nédsobeni determinantii a Vétu o determinantu

horni (dolnf) trojahelnikové matice. Zaméfime se také na vypocet determinantt vyssich

fada s vyuzitim metody rekurentnich vztahti a matematické indukce.
Pfiklad 2.4. Vypocitejte determinant matice A druhého fadu, jestlize

a

det A = .
c d

Resenti: Determinant je roven soucinu prokii na hlavni diagondle, od kterého odecteme soucin prokii

na vedlejsi diagonle.

detA=a-d—b-c=ad—bc
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Priklad 2.5. Vypocitejte.

2+1v3 '
a) det A = i3 ' —2V/3.

2343 2—-i%V/3
Redeni:

det A = (24iv/3)(2—i3V3) — (2v3+43)i —2v3 = (24iV/3)(24+V3) —2iV/3—3i —2V/3 =
=44 2V34+2iV3+3i —2ivV3-3i—2V/3=14

i ™ ™
b) det A = , z=cos— +i-sin—.
z -1 3 3
Resent:
1 3 1 3 2 2 1 3.1 3
detA:—2+\2[i—(22):—2—1—\2[1'—(60837%1—1'singw):—2+\2[1'+2—\2[1':0
logs 25*  4logy42
c) det A = &5 816 .
log2% log, 8
Resent:
logs 25* = 4log; 25 =4-2 =38
1024
logg —— =logy4 =2
082 256 082
log, 8 = log, 2% = 3
Tedy

8 1
det A = =24-2=22
2 3
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Ptiklad 2.6. Vypocitejte determinant matice A tfettho fadu podle Sarrusova pravidla,

jestlize

5 3 —2
a) A= 6 4 -1
-3 2 4

Resent: Vipravo si opiSeme proni a druhy sloupec. Ndsledné urcime souciny prokit na hlavni di-
agondle a na rovnobéZkich s hlavni diagondlou od kterych odecteme souciny prokii na vedlejsi

diagondle a na rovnobéZkdch s vedlejsi diagondlou.

5 3 -2 5 3
detA=| 6 4 -1 6

[\ —~
|

-3 2 4 -3

= 54443 (=1)-(=3)+(=2)-6-2—[(=2)-4-(—3)+5-(—1)-2+3-6-4] = 65—86 = —21

Reseni:

det A=1+ub+u® — (u+u® +u®) =1+ub —20°

Dosazenim za proek u dostaneme

W= (vV3-i)2=3-2ivV3+i>=2-2i\/3
= (V3—14)®=(2-2iV3) (V3 —i) =2V3 — 2i — 6i — 2/3 = —8i
u® = (V3 —i)® = (V3 —i)3(V3 —i)® = (—8i)(—8i) = —64

Tedy
det A=1—64—2-(—8i) = 16i — 63
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Piiklad 2.7. Reste néasledujici rovnici.

22 -3 -1
22 2 2¢ | =0
-3 6 3

Resent: K vijpoctu determinantu pouZijeme Sarrusovo pravidlo

z2 =3 —1
2¢2  2r 2z | =62 —122% 4+ 182 — (6z + 122° — 182%) =0

-3 6 3
Dostaneme
—62% 4+ 62 + 122 = 0
—6x- (2?2 —2—-2)=0
6z-(r—2)(x+1)=0
Tedy

:Elzo, CCQZ*l, SC3:2

Pfiklad 2.8. Vypocitejte determinant

sinx 1 cosx
siny 1 cosyl|-
sinz 1 cosz
[l
Resenti: Determinant vypocteme pomoci Sarrusova pravidla a pouZijeme zndmyij goniometricky vzo-

rec sin(av — 3) = sin«cos 3 — cos asin 3.

sinz 1 cosx

siny 1 cosy| = Sinx cosz+siny cos r+sin z cos y—Ccosx sin 2—Cos Y Sin x—cos zsiny =
sinz 1 cosz
= (sinx cos z — cos xsin z) + (siny cosx — cosysinz) + (sin z cosy — cos zsiny) =

= sin(z — z) + sin(y — z) + sin(z — y)
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Priklad 2.9. Bez pouZiti Sarrusova pravidla ukaZzte, Ze plati

1 1 1
sin(x — y) sin(y — z) sin(z — )
cos2 z cos? y cos? z

tanz tany tanz|=

tan®z tan? Y tan® z

Reseni: Necht
1 1 1
det A= |tanz tany tanz
tan’x tan? Y tan? z

Nejprove odecteme tteti sloupec od proniho a druhého sloupce

0 0 1
det A= | tanz — tan z tany —tanz  tanz

tan?z — tan® z tan? Yy — tan?z tan?z
Dile z proniho sloupce vytkneme (tanx — tan z) a z druhé sloupce (tany — tan z)

0 0 1
det A = (tanx — tan z)(tany — tan z) - 1 1 tan z

tanx 4+ tanz tany 4 tanz tan? z

Determinant rozvedeme podle proniho tadku

1 1
det A = (tanx — tan z)(tany — tan z) -

tanz 4+ tanz tany 4+ tanz

Od proniho sloupce odecteme druhy sloupce

0 1
det A = (tanx — tan z)(tany — tan z) - =

tanx — tany tany 4 tanz
= (tanx — tan z)(tany — tan z)(tany — tan x)

Vysledek upravime s vyuZzitim goniometrickijch vzorcii sin(ov — ) = sinacos f — cos asin 3,

sinx
cosx

tanz = , sin(—a) = —sina

sinx sinz\/siny sinz\/siny sinx
det A = — — — =
cosr cosz/ \cosy cosz/ \cosy cosz

(sinxcosz — sin z cos x) (sinycosz — sin z cos y> (sinycosa: — sin:ccosy)

COST COs 2z COSY COos 2z COSX COS Y

sin(z — z) sin(y — z) sin(y — )

COSXT COSZ COSYCOSz COSX COSY
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Pak

det A sin(z — z) sin(y — 2) sin(y —z)  sin(x — y) sin(y — 2) sin(z — x)
e = =
COS T COS Z COSY COSZ COST COSY cos? x cos? y cos? z

Tedy rovnost plati.

P¥iklad 2.10. Vypocitejte determinant matice A s vyuzitim Véty [1.3) Véty[1.5a Véty

jestlize
0 8 2 3
-1 1 0 4
A=
1 3 03
-2 -6 01

Resent: Nejd¥ive vhodné prohodime sloupce, ndsledné p¥icteme dvojndsobek tietiho #idku ke ctor-

tému a ke tfetimu vadku pricteme druhy fadek.

0 8 23 2 0 8 3 |2 0o 8 3
~1 1 04 |0 -1 1 4 0 -1 1 4
det A = = = = 2.(—1)-4-7 = —56
1 3 03 o 1 3 3 o o 47
-2 -6 01 |0 -2 -6 1 [0 0 0 7

Pozndmka. Miizeme si vS§imnout, Ze pro vypocet by $la také vyuzit Véta Rozvojem
podle tiettho sloupce bychom okamzité dostali determinant tfettho ¥ddu, ktery bychom

upravili zcela analogicky a také vyuzili Vétu[1.11}
Pfiklad 2.11. Nasledujici determinant vypoctéte na zakladé Vety[1.3] Vety[I.4a Véty[1.5

1 a bc
detA=1{1 b ac

1 ¢ ab

]
Resent: PFicteme proni fddek k (—1)-ndsobku druhého ¥adku a druhy ¥adek k (—1)-ndsobku tietiho
fadku. Dale vyndsobime tteti sloupec cislem (—1), vytkneme (a — b) z druhého vadku a (b — ¢) z

tretiho fadku. Nakonec odecteme druhy ¥ddek od tvetiho ¥adku, ziskdme horni trojiihelnikovy tvar

a budeme postupovat podle Véty
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1 a be 1 a be 1 a —be
detA=1|1 b ac/=10 a=b bec—ac|=(-1)-10 a=b ac—be|=

1 ¢ ab 0 b—c ac—ab 0 b—c ab—ac
1 a —bc 1 a —bc
=(=D-(a=b)b=c)-j0 1 ¢ |=(D-(a=bd)b-c)-j0 1 ¢ |=
01 a 0 0 a—c

=(b—a)(c—=b)(c—a)

Pfiklad 2.12. DokaZte nésledujici rovnost

1 a be 1 a a?

1 b acl=11 b b

1 ¢ ab 1 ¢ o2

Reseni: Z pFedchoziho pFikladu vime, Ze

1 a be
1 b acl=(b—-a)(c—0)(c—a).
1 ¢ ab

Pi vypoctu druhého determinantu budeme postupovat analogicky.

1 a a? 1 a a® 1 a a?
1L b b =0 a=b a>-b*=10 a=b (a—b)(a+b)|=
1 ¢ ¢ 0 b—c b —-¢2 0 b—c (b—c)(b+c¢)

1 a a2 1 a a2
=(a—-0)b—¢c)-[0 1 a+bl=(@—=b)b—c)-|0 1 a+b|l=
01 b+c 0 0 c—a

— (a=b)(b—)(c—a) = (b— a)(c —b)(c — a)

Tedy rovnost determinantii plati.
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Pfiklad 2.13. Nasledujic rovnost dokazte na zakladé Véty 1.3 Véty[T.4]a Véty[1.5

ar a®+ 2> 1

ay a®+y* 1 =a-(z—-y)(y—2)(z—2)

az a’+2% 1

[l

Reseni: Budeme postupovat podobné jako v piedchozich p¥ikladech. Nejprve z proniho sloupce vy-
tkneme a, dile vyménime sloupce determinantu. Pficteme proni vadek k (—1)-ndsobku druhého
fadku a druhy videk k (—1)-ndsobku tretiho fadku. Vytkneme (x — y) z druhého fadku a (y — z) z
tretiho fadku. Nakonec odecteme druhy ¥ddek od tvetiho ¥adku, ziskdme horni trojiihelnikovy tvar

a budeme postupovat podle Véty

ar a®+2% 1 1 = a®+ 22 1 T a? + 22
ay a2—|—y2 1jl=a-|1 y a2+y2 =a-|0 z—y mz—yzz
az a’+ 2% 1 1 2z a®>+ 22 0 y—z y>—22
1 = a®+42° 1 = a4 2?
=a(z=y)(y=2)10 1 x4y |=a@=y)(y—2)00 1 z+y |=al@—y(y—2)(z—2)
01 y+= 0 0 z—=x

Ptiklad 2.14. DokaZte, Ze plati.

1 T T
2 oz
1 —x —22 |=2 ,
y oy
1y y?

[l
ReSeni: (—1)-ndsobek proniho ¥adku pFicteme k ostatnim ¥adkiim, z druhého #¥adku vytkneme &islo

2 a determinant rozvedeme podle proniho sloupce.

1 T x2 1 T x2
x x2
1 —x —22 |=|0 -2z 222 | =(-2)- =
y—z o2 — 22
1y y? 0 y—x y?>—a?

= (=2) - (zy? — 2° + 2% — 2%y) = 2 (2y — 2y?)

x2x

2 =2 (z%y — zy?)
oy

Tedy rovnost plati.

30



Ptiklad 2.15. Vypocitejte determinant

—x a b c
a —x c b
det A =
b c —x a
c b a —

4]

Resent: Nejproe soucet druhého, tvetiho a cturtého sloupce p¥icteme k pronimu sloupci

—x a b c —rx4+a+b+c a b c
a —z c b —z4+a+b+c —x c b
detA: g
b c —x a —x+a+b+c c - a
c b a —x —rx4+a+b+c b a -

Vytkneme (—x + a + b + ¢) a ndsledné odecteme proni fddek od ostatnich #dadkii

1 a b c 1 a b c

1 —=z c b 0 a+x b—c c¢c—b
det A = (—z+a+b+c)- = (—z+a+b+c)-

1 c —x a 0 a—c b+zxz c—a

1 b a —x 0 a—b b—a c+=x

Determinant rozvedeme podle proniho sloupce a ndsledné pficteme druhij sloupec ke tietimu sloupci

c—b
det A = (—z+a+b+c)|la—c b+z c—a|=(—zt+atbt+c)|la—c b+ z+b+c—a

at+xr b—c at+x b—c 0

a—b b—a c+zx a—b b—a z+b+c—a

s vz

Nakonec treti tidek odecteme od druhého 7adku

a+x b—c 0
detA:(—:Jc—i-cH-IH—c)- b—c x+a 0

a—b b—a z+b+c—a

Determinant rozvedeme podle posledniho sloupce a vypocteme

a+x b—c
det A= (—z+a+b+c)(x+b+c—a)-
b—c

r+a
=(—z+a+bte)z+btc—a) [(a+x)—(b-c)? =

=(—zx+a+b+c)(z+b+c—a)la+x+b—c)la+x—b+c)

31



Ptiklad 2.16. Vypocitejte determinant matice A, jestlize

0 -1 2 3

det A =

-2 7 1 6

Resent: Budeme postupovat podle Véty

o Zvolime-li napt. iy = 1,iy = 2,51 = 1,jo = 2, tj. proni a druhy Fddek, proni a druhy

sloupec, dostaneme (‘21) tedy 6 scitancil.

0 -1
M = , tzn. minor det M = 1.
1 4
Dopliikovou submatici je pak
_ (-1 o0 _
M = , tzn. doplnék det M = —6.
1 6

Didle s)y =1+ 2+ 1+ 2 = 6 a dostdvime

(=1)*M . det M - det M = (—1)%-1- (—6) = —6.

eii=lip=2j1=17j2=3

0 2 .
M =  det M = —2 M
10 7

,det M =0

sMy=14+2414+3=7

(=1)M .det M -det M = (—1)"- (=2)-0=0

e i1 =LLix=21=17j2=4

0 3 .
M= ,det M = —3 M = ,det M =7
1 -2 701
syy=1+2+1+4=28

(=1)* -det M - det M = (=1)% - (=3)- 7= —21

e i1 =119=2,71 =2,jo=3
-1 2 . ) 0 —
M = Cdet M = —8 7 = _det 7T = 30
4 0 -2 6
su=1+2+2+3=8
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e i1 =1,i10=2,j1 =2,jo=4

M = , det M = —10 M = ,det M =3
4 =2 -2 1

sMy=14+2424+4=9

(=1)*M . det M - det M = (—1)° - (=10) -3 =30
e i1=1i2=2,j1=3,jo=4

2 3 _ 5 0 _
M= , det M = —4 M = , det M = 35
0 -2 -2 T

sMy=14+2+3+4=10

(=1)M . det M - det M = (—1)1°. (—4) - 35 = —140
Konecné tedy

det A = (—6) + 0 + (—21) + (—240) + 30 + (—140) = =377

Piiklad 2.17. Vypocitejte determinant matice A podle Véty[1.9] jestlize

2 0 -1 0 1
1 -2 0 2 3
detA=10 1 2 5 0
5 3 0 0 -1
0 0 3 1 2

Resent: Vijpocet provedeme rozvinutim podle 1. a 5. #ddku, tj. iy = 1,i9 = 5. P¥i praktickém

vypoctu je ziejmé nejoyhodnéjsi volit ¥adky, v nichZ se vyskytuje hodné nul, resp. upravit fadky

tak, aby se v nich vyskytovalo co nejvice nul.
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—_

det A = (—1)° 2 5 0[+(-DW° 1 5 0+
0 0 0 3
00 —1 3 0 —1
2 0 3 2 0 2 1 2 3
11 20 12 2 1 11 0 -1
+(-1) 1 2 0|+(-1)~ 11 2 5+ 05 0]+
0 1 0 2 0 3
3 0 —1 3 00 5 0 —1
10 3 10 2 1 -2 3
0 0 1 ~1 0
(—1)* o 2 o+ (=1, o 2 5|4+ (-1 0 1 0|+
0 1 0 2 3 1
5 0 —1 50 0 5 3 -1
1 -2 9 1 2 0
-1 1 0 1
+ (1M 0 1 5/+(=D¥ 01 2/=
3 2 1 2
5 3 0 53 0

=6-(—33)+(=2)-(—14)+4-(=12)+(=1)-(=1) - (=16) +(=5) - (=75) +(=1) - (=1) - (—26) =

=—198+28 —48 — 16 + 375 — 26 = 115

Priklad 2.18. Vypocitejte determinant matice A podle Véty jestlize

o 1 -4 5
-2 0 3 7
A=
1 0 2 0
0 0 6 1

Resent: K rozvoji si vybereme druhy sloupec, protoZe obsahuje nejoétsi pocet nul. Touto volbou se

vypocet determinantu znacné zjednodusi.

0 1 -4 5
-2 37 0 -4 5
-2 0 3 7
det A = =1-(-)"2- | 1 2 o|+0-(-D*2*- 1 2 o+
1 0 2 0
0 6 1 0 6 1
0 0 6 1
0 -4 5 0 —4 5 -2 37
+0-(=1)%2. ] 9 3 7[+0- (=122 3 71=-]11 20
0 6 1 1 2 0 0 6 1
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Ve vzniklém determinantu tretiho fadu upravime druhy videk a pokracujeme opét podle Véty

rozvojem determinantu podle pruniho sloupce.

—2 37 —2 37 —2 37 .
dtA=—-| 1 2 0/=-3|2 4 0=-3]0 7 7= =-35
1
0 6 1 0 6 1 0 6 1

8

—
[a)
—

0
det A =

Resent: Determinant rozvedeme podle posledniho sloupce a vzniklé determinanty opét rozvedeme

podle proniho, resp. druhého ¥adku.

x 1 0 1
0 O z 1 0
0 0 O
det A = =1- (=D 01 o0 1[+1- (=¥ 0 2 o]=
1 0 1 1
T T T T T
x x x 0
1 1 z 0
=z (—1)1+2- —x (—1)2+2~ :l"(:E—l')—$'(l’2):—l'3
T T

Tedy det A < 0, pravé kdyz —x3 < 0, tj. x > 0.

Pfiklad 2.20. Spoctéte determinant

1 x 22 23 1 T 22 a3
V_l y yQ y3_0 y—x y2—$‘2 y3—fL‘3

1 2z 22 23 0 z—x 22—22 23—23

1t t* ¢ 0 t—z t2—22 3—23




Determinant rozvedeme podle proniho sloupce. VyuZijeme zndmy algebraicky rozklad a vytkneme

y—r (y-2)y+a) (y-2)@*+ay+y?)
V=lz-2 (z-2)z+2) (2—2)(®+22z+2°)
t—x (t—z)t+z) (t—2z)(2®+xt+1t2)

1 y+z 22+zy+y?
V=@W-2)(z—z)t—2) |1 z+z 22+22+ 2>
1 t+x 22+ xt+ 2

Prouni tddek opét odecteme od ostatnich tidkii

1 y+= 2+ xy + 2
V=@w-2)(z—z)t—2) 10 z—y 22+2z—zy—9>
0 t—y >+t —ay—y?

Determinant opét rozvedeme podle proniho sloupce, vyuZijeme znamy algebraicky rozklad a vy-

tkneme
z—y z(z—y)+(z—y)(z+y)
t—y z(t—y)+{t—yt+y)

V=_(y-z)z-2z)-x)-

1 =z z
Vely-a)z—a)t-a)e—g)t-y)-| 7
1 a4y+t

V=@y-z)z-2)t-2)z-yt-ylzt+ty+tt—r-—y—2)=

=y-z)(z—z)t—2)(z—y)(t—y)(t—2)

Pfiklad 2.21. Vypocitejte determinant.

det A =

36



Resenti: Pricteme cturty sloupec ke tietimu a sestému sloupci a determinant rozvedeme podle pro-

niho vadku

0 0 -1 1 0 -1 0 0 0 1 0 0
1 1 -1 1 0 0 1 1 0 1 0 1
T 0 0 0 1 1 T 0 0 0 1 1
detA: = g
0 1 -1 z 1 0 0 1 z—1 x 1 T
T 1 —=x 0 0 0 T 1 —=x 0 0 0
—1 0 0 r 1 -1 -1 0 x r 1 z=z—1

=Dl 0 1 211 =
x 1 —=x 0 0

—1 0 T 1 z—-1

Dile budeme postupovat podobné jako v predchozim kroku. (—1)-ndsobek druhého sloupce pficteme

k pronimu a poslednimu sloupci a determinant rozvedeme podle proniho fadku

0 1 0 0 O

T 0 0 1 1

—1 z—1 1 z-1
detA:(—l)Hzl- -1 1 z2—-1 1 z—-1|=

r—1 —=x 0o -1
r—1 1 —=x 0 -1

-1 0 x 1 -1

—1 x 1 -1

(—x)-ndsobek ttetiho sloupce pricteme k pronimu sloupci a (—1)-ndsobek tietiho sloupce pricteme

k poslednimu sloupci a determinant rozvedeme podle proniho Fddku

0 0 1 0
—z—1 r—1 -2
—x—1 r—1 1 x—2
det A = = r—1 — —1
r—1 —x 0 -1
—r—1 x r—2
—x—1 T 1 -2

(—1)-ndsobek proniho fadku pricteme k poslednimu vidku a k pronimu tidku p¥icteme druhy

radek. Vijsledny determinant rozvedeme podle posledniho Fadku

-2 -1 r—3
310 | 2 -3 2 2
detA=|px -1 —z -1 |=(=1)""* =—(2—2"+42x-3) =2 —4z+1
r—1 -1
0 1 0
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Priklad 2.22. Vypocitejte

21000
1 2100
J=10 1 2 1 0f-
00121
0001 2
Resent: Oznacme
2100
210
21 1 210
J1:‘2|, J2: , J3: 1 2 1/, J4: , J5:J
1 2 01 21
01 2
001 2
Determinant J rozvedeme podle prokii posledniho sloupce
2100 2100
o 11 210 ol 210
01 21 01 21
0001 001 2
2100
210
1210
=—1-(-D)**. |1 2 1|+2- =—J3+2J4
01 21
01 2
0 01 2
Podobné
Jy=2J3—Jo, J3=2Jo—J;
Dostaneme

Ji=2, Jo=3, J3=2J—J1=2-3-2=4, Jy=2J3—Jo=2-4—3=05,

Js=J=2J4—J3=2-5-4=6

Poznimka. Uvedeny zptisob je podstatou jedné z metod na vypocet determinantti, kterou

nazyvame metoda rekurentnich vztahii.
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P¥iklad 2.23. Necht n > 2. Uzitim Véty [1.12]vypoctéte determinant

1T —Yr 1 —Y2 - T1—Yn
T2 —Y1 T2—Y2 -+ X2 —Yn
In —Y1 Tn —Y2 -+ Tn — Yn

Resent: Danyj determinant vyjddiime jako soucin dvou vhodnych determinantil.

o n—=2
T1— Y1 T1— Y2 z1 —1] |1 1
= ' = (=1) - (z1 — 22)(y1 — ¥2)
To— Y1 T2 — Y2 o —1| |y1 e
e n=23
T1—Y1 T1—Y2 T1—Y3 1 0 -1 1 1 1
Ta—y1 Ta—Yy2 Ta—yz|=|zg 0 —1/-]0 0 0|=0
T3—Y1 T3—Y2 T3—Y3 z3 0 =1 |y1 %2 u3
e n>3:
21 0 -~ 0 —1] |1 1 - 1
T1—Y1 T1—Y2 -+ T1—Yn
zo 0 -+ 0 -1 o o --- 0
T2 —Y1 T2—Y2 - T2 —Yn
=|xrs3 O 0O —1(-10 O 0
In —Y1 Tn —Y2 -+ Tn —Yn
Tn 0 -+ 0 =1| |11 v2 - Yn—

Pfiklad 2.24. Urcete, pro kterd = je det A = 0, je-li

aq a as Ay,
ar a1 +ay—x as Qnp,
det A = aq as as+az3—x --- an
ai az as “tt Op—1 T Ap — T
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Reseni: Odecteme-li proni Fadek determinantu od ostatnich #ddkii, dostaneme

al a2 as G,
0 alg] — & 0 0 1l
detA=10 0 ag —x - 0 :al-H(ai—x).
. . . . i=1
0 0 0 cee Qp_1— X
e Je-liay =0, potom je det A = 0.
o Je-liay # 0, potom jedet A =0prox = ay,az,--- ,an.
1]
Piiklad 2.25. Vypocitejte
1 1 1 1 1
U ) I I ) (1)
Du=11 (5 () 6 - )
L) Gh) GED ()
Bl
Reseni:
1 1 1 1 1 1

p=|t @ G é) G5 (9
LG G Gl G) G (G
LG Gl GR) - (G G5 (G5
L G2 G GE) o G5 GE) G5
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Od kazdého sloupce odecteme predchdzejici sloupec. VyuZijeme zndmého vztahu

() + () = (ZI}) a dostaneme

1 0 0 0o - 0 0 0
11 1 T - 1 1 1
U O N 6 ") ) O
I R R Y
Lon=3 (2D G2 - GED G5 G5
Ln=2 (07 () - (G5 G5 (%)
Ln-1 (%) (5 - G G5 &)
Determinant rozvedeme podle proniho fadku
1 1 1 . 1 1 1
2 O O 0 ") ) O
3 () 6 0 ) G 3
b | * (?) (?) (?) (5) ("27,”) ("3)
n=3 (i) (20 (L) o) Go) G5
n-2 (073 (M) G o ) G ()
n=1 (%) (5 G5 - G5 G G5

Od kazdého tadku odecteme predchizejici Fidek

D,_1 = =D,
I Gy IO e B ) Ce) G G
L) () () Cr) ) (G
I o B RS I ) ) G G
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V dalsim budeme postupovat analogicky jako ve vyse uvedenijch krocich, tedy nejprve od kazdého

sloupce odecteme prechdzejici sloupec

1 0 0 0 - 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1
| 0 I € I (e N () B Gy
Dn_lz% ? (;‘) 3 (”§2> (";l) (;)
Lon—4 (723 (23 - () D
1 n=3 (02D (o) - (G GEh G
Lon—2 (025 (M) o () G G

Determinant opét rozvedeme podle proniho Fddku

1 1 1 1 s 1 1 1
2 G ©O @ - ) e
3G G G (o I G B
O I B B B U RO S
n—4 (2:2) (ZI?)) (Z:é) (27?—_59) (277:—_58) (27?—_57)
n=3 (22 (20 (L) o) Go) o GoD)
n—2 (Z:é) (nﬁ?)) (Zirzla) (27?:37) (2::36) (27?:35)

) I R ) (G I I G
LG G 6 "7 () ("
Dn_F:l (i?f) (?) (?) ("?‘2> (”?‘1) (t??) o
L () (2 o) - G () )
LoD G0 o) o G G G
L3 () ) - G G G
Tedy

1 1 1 1
D, o=D,_3=..=Dy= = =1

1 (%) 1 2
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Pfiklad 2.26. Spoctéte determinanty dané matice A fddun > 2.

Reseni: Posledni ¥idek odecteme od ostatnich #idkii

det A =

Determinant rozvedeme podle proniho sloupce

Uzitim Vety[1.11]dostaneme

ai

ai

ai

ay

ai

det A = ay - (—1)"+L.

1
ag

a2

a2

a2

as

az

as

al 1

ay az
A=

ar a

ap az

as

as

n—2 n-—1 0
n—3 n—2 0
n—4 n—3 0
An—1 1 0
an—1 Qn ai
1——a2 2—-&3
0 1—-a3

0 0

0 0

n—2 n-—1
n—3 n—2
Ap—1 1

1—-a2 2—-&3
0 1—as
0 0
0 0
as as

n—2—anp_1

n—3—anp_1

n—2—ap_1
n—3—anp_1

n—4—a,_1

an-—1

n—1—a,

n—2—ap,

2—ap

1—a,

n—1-—a,
n—2—ap
n—3—ap
1—a,
an,

det A = ap-(—1)"*(1—az)(1—as) - - (1—ay) = ar-(—1)"*1-(=1)" 1. (aa—1)(az—1) - - - (an—1) =

n

:a1-(—1)2"-(ag—l)(a3—1)--~(an—1) :al-H(ai—l)

43

=2




—aq ai 0

0 —ag as
det A = 0 0 o
0 0 0

1 1 1

—Aan—1

1

Gp—1

1

0 0
0 0
—0p—1 an—1
1 1
al 0 0
—ag as 0
0 —as 0
0 0 —Qp—1
1 1 1

Determinant rozvedeme podle proniho sloupce a pouzijeme Veétu[1.11]

det A =n - (=1)"!.

ai

0

a2

al X
ap a2

ap a2

0 0
0 0
n—1
=n-(=1)"1. H a;
=1
ap—9 0
—Qn-—1 an—1
a2 n—-2 Adn-1
a2 Gp—2 Anp—1
€ ap—2 04p—1
as QAp—1 T
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Reseni: Vechny sloupce pficteme k pronimu sloupci

r a1

aq xr

ap a2
det A =

ap a2

ap az

Vytkneme proky proniho sloupce

Proni tadek odecteme od ostatnich fadki

n—1
T+ E: a;
=1
a9 p—2 QAanp—1 n—1
x4+ > a
a2 ap—2 Gp-—-1 i=1
n—1
z Up—2 04n-—1 T+ E: a;
n—1
a3 Tl Y g
i
=1
as Gn—1 €T n—1
T+ E: a;
=1
1 ay az
1 = a9
n-l 1 a9 =x
detAz(x—i—g ai>-
=1
1 a2 as
1 as as
1 al as

det A = (:c+nz_:1ai)~
i=1

0 z—aq 0

0 ag—a1 x—as
0 az — a1 as — a
0 a2 —a; as — az

a

a2

a2

a2

a2

a2

as

as

an—2

T — an-2

an—1 — Ap—-2

Determinant rozvedeme podle proniho sloupce a pouzijeme Veétu [[.11]

det A = (a:—knz:l ai) .
i=1

r —al
as — aq
as — aq
as — aq

0 0
T — as 0
a3z — a2 T — an-2
az — az ap—1 — Gnp—2
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T —

an—1

an—2 Adn—1
n—2 Aan-—1
Gp—2 An—1

x an—1
Ap—1 T
an-—1

0

0

0

T — an-1




Reseni:

det A =

det A = .

1
2
A=
n
1 2
2 3
3 4
4 5
n—2 n-—1
n—1 n
n 1

1 2
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1—n

[ S N 2

ES =N, BN
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n—3

n—2

n—>5
n—4
n—3

n—2

n—1

n—4 n-—3
n—3 n—2

n—2 n-—1

n—1 n
1 1—-n

1—n 1
1 1
1 1
1 1
1 1




K pronimu sloupci p¥icteme vSechny ostatni sloupce

nintd) 9 3 4 - n=2 n-1 n
0 1 1 1 1 1 1—n
0 1 1 1 1 1—-n 1
det A — 0 1 1 1 1-n 1 1
0 1 1 1-—n 1 1 1
0 1 1-n 1 1 1 1
0 1-n 1 1 1 1 1
Determinant rozvedeme podle proniho sloupce
1 1 1 1 1 1-—n
1 1 1 1 1—n 1
1 1 1 1—n 1 1
det A — ”(”; D12,
1 1 1-n 1 1 1
1 1-—n 1 1 1 1
1-n 1 1 1 1 1
Dile p¥icteme vsechny sloupce k poslednimu sloupci
1 1 1 1 1 -1
1 1 1 1 1-n -1
1 1 1 1—n 1 -1
dot A — n(n+1)
2
1 1 1—n 1 1 -1
1 1-n 1 1 1 -1
1—n 1 1 1 1 -1
Odecteme proni fidek od vech ostatnich fddkii
1 1 1 1 1 -1
0 0 0 0 -n 0
0 0 0 -n 0 0
det A = n{n+1) :
2
0 0 -n 0 0 0
0 —-n 0 0 0 0
-n 0 0 0 0 0
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Determinant dile rozvidime postupné vZdy podle posledniho sloupce

n(n+1 n n— n—
et 4 = "D )1y 2y ) ()2 ) - (1)) () =
_ ”;1 (1)) 2 ”‘QF L Pl ()
_ ”;Fl i) SR gy nesl n—2i— L

Pfiklad 2.27. Vypocitejte determinant n-tého fadu.

a1 T T T T
T as T x x
x T as x T
D, = , xFa,i1=12..n.
T T an_1 T
xr T T ap

Regen:
Determinant vypocitime dvéma zpiisoby.

(1) Od kazdého tadku odecteme proni fddek

ai T T T x
r—a; ay —x 0 0 0

Dn:x—al 0 az — 0 0
T —aj 0 0 Ap—1— T 0
T — a 0 0 0 Ay, — X

Nyni z kazdého sloupce vytkneme a; — x, i = 1,2,...,n a pficteme vsechny sloupce k pronimu

sloupci

al x z x x
a1 — T ag — I a3 — T ap—-1 — T ap — X
-1 1 0 0 0
-1 0 1 0 0
D, = (a1 —z)(ag —x)--(an — ) -
—1 0 0 1 0
-1 0 0 0 1
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n
1+ 3 x x x x x
Slai—r ar—2x agz—=x p-1— 2T Gp—7=T
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
= (a1—x)(ag—x) - - - (ap—2x)- =
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

= (a1 —x)(ag —x)- - (ap — ) - (1+i§::1ai_x)=il;ll(ai—x)- (1+;ai_$)
(2) Provedenim nékolika krokii determinant odhadneme a vysledek dokiZeme matematickou in-
dukc.

(a) Determinant D, rozloZime na soucet dvou determinantii (podle Véty|1.2)) tak, Ze po-

sledni sloupec uvazujeme jako soucet dvou sloupcii.

apg T T - T T
r ay x - T T
T T as T T
DTL: =
r T x Ap—1
r T x T an
ai T =z T 0 ai T =z T T
r as T T 0 r as T T x
T x as x 0 T X as x T
= +
r T X - Qp-1 0 r T T -+ Qp—1 T
r x x - T an — T r x x - T T

Proni determinant rozvedeme podle posledniho sloupce a ve druhém odecteme posledni sloupec od

vsech ostatnich a rozvedeme podle posledniho Fadku

a)—T 0 0 0 x
0 as — X 0 0 T
0 0 as—x --- 0 T
D, = (an—fE)'Dn—l'(_l)Qn"i_ . . . . . T
0 0 0 Ap_1—T X
0 0 0 0 x
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=(an—2) Dp_1 +z(a1 —z)(ag — )+ (ap—1 — ) =

= (a1—z)(ag—2x) -+ - (ap—1—z)z+(ap—2x)-[(a1—z)(az—2) - - - (ap—2—z)z+(an-1—2)-Dp_o] = - -

= (a1 —x)(ag —x) - (an—1 —z)r + (a1 — z)(ag — x) - - - (ap—2 — x)(an, — z)x+

+(a1—z)(ag—x) - (ap—3—x)(an—1 —z)(an — )+ -+ (ag —x)(ag —x) - - - (ap, — )T+

—l—(al—x)(ag—x)---(an—x):H(ai—x)-[ R ° 4o —2 -i-l}:

(b) Provedeme ditkaz matematickou indukci.

o Dokdzeme, Ze nami nalezeny vysledek plati pro n = 2.

a; x
Dy = ! =ay-as — 2.
xr a2
x x
Dy = (a1—x)(ag—x)- [ag — :L‘+a1 — m+1] = (a1—x)z+(ag—x)x+(a1—z)(ag—z) =

=a1r — 2 + asT + a1a2 — 42T — 41T + z? = ajag — 2.

Tedy tvrzeni pro n = 2 plati.
e Ptedpoklidejme, Ze vijpocet D,, je spravnyj pro vSechna pfirozend cisla mensi neZ n (a vétsi

nebo rovna 2) a dokdZeme, Ze je spravny pro n.

D, = (a1 —x)(ag—x) - (ap-1 —x)x + (a, — ) - Dp—1 L

P x
= (a1 —z)(ag —x) - (ap_1 — ) - (an — )+
f—
n—1 T 2
+ (an — @) [ (a; — )-( + +1)}=
Pl Up1 — 2  Gp9 —T a; —x
- x x x
= [I(ai —2) + (al—x)-( + et +1)=
Gp — T Gp-1—2 Qp_92—2T a; — T
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Piiklad 2.28. Vypoctéte determinant fadu n + 1.

z -1 0 0 0

0 z -1 0 0
P(ag, - ,an) =

0 0 0 T —1

agp a1 a2 trr QAp—1 QA

Resenti: Uvedeme nékolik moZnosti vjpoctu tohoto determinantu.
a) UZijeme ndsledujici elementdrni iipravy: x—ndsobek posledniho sloupce pficteme k predpo-
slednimu. Dile x—ndsobek nové vzniklého predposledniho sloupce p¥icteme k (n — 1)—nimu,...,

x—ndsobek druhého sloupce pFicteme k pronimu sloupci.

r -1 0 0 0 0
0 x -1 0 0 0
0 0 T 0 0 0
0 0 0 T -1 0
0 0 0 0 x -1
ap ay az o Ap—2 Gp—1 an,
z -1 0 0 0 0
0 x -1 0 0 0
0 0 T 0 0 0
0 0 0 x -1 0
0 0 0 0 0 -1
aop al a2 cer Up—92 Qp—1tapr ap
r -1 0 0 0 0
0 T -1 0 0 0
0 0 T 0 0 0
0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 -1
apg  ai as o Apo+an 1T+ apx? an_1+apr  ay

51



0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 —1
n .
> axt - cee e ap_9Fap1x F apr? ap_1 +apnr  an
i=0

Ziskanyj determinant rozvedeme podle proniho sloupce
= (—1)"*2. Zaixl (=1D)" = Zaix’
i=0 i=0
b) Rozvedeme determinant podle posledniho sloupce a uZijeme indukci.
Plag,- - ,a,) = (—1)*""2 . a,, - 2™ + (—=1)*"*! . (=1) - P(ag, -+ ,an_1) =
n
= apz" + Plag,- -+ ,an—1) = Zaixi
=0
¢) Rozvedeme determinant podle proniho sloupce a uZijeme indukci.
P(ag, -+ ,an) = (=1)* -2 Play, -+ ,an) + (=1)""?-ag - (-1)" =
=ap+x-Play, - ,ay) = Zaixi
d) Rozvedeme-li determinant podle proniho tadku, dostaneme totéz jako v predchozim vypoctu.
P(ag,--- ,an) = (=1)* -z - P(ay,--- ,a,) + (=1)"" -qp - (-1)" =
n
=ag+x-Plag, - ,ay) = Zaixi
i=0
e) Rozvedeme determinant podle posledniho tdadku.

P(GOa R ’an) — (_1)n+2 ag - (_l)n 4t

+ (_1)n+1+i+1 Ca; - xi . (_1)n7i 4t (_1)2n+2 Q- " = Zailj
1=0
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2.2 Vyuziti determinantt

V této podkapitole si ukdzZeme nékterd vyuziti determinantti, zejména p¥i urcovani in-
verzni matice, feSeni soustavy linedrnich rovnic, hledani charakteristického polynomu a
vlastnich ¢isel. Neopomeneme ani geometricky vyznam determinantt pfi vypoctu vek-
torového a smiSeného soucinu, objemu a obsahu geometrickych téles a obecné rovnice

roviny.

Pfiklad 2.29. Pomoci determinantu najdéte inverzni matici A~! k matici

2 5 3
A=|-2 -1 3
4 6 2

2 5 3 [2 5 3 2 5 3
detA=|—2 -1 3/=|0 4 6 |=10 4 6/=2-(-4)-2=-16
4 6 2/ |0 -4 —4 00 2

Dale vypocteme algebraické dopliiky D;; v matici A*.

-1 3 2 5
Dy = (-1 = —20, Das = (—1)**2. =38,
6 2 4 6
-2 3 5 3
Dy = (—1)112. = 16, D3 = (—1)>T1. =18,
4 2 -1 3
-2 -1 2 3
Dz = (—1)'13. = -8, D3y = (—1)>T2. =12,
4 6 -2 3
5 3 2 5
D21 — (_1)2+1 . — 8, D33 — (_1)3+3 . — 8,
6 2 -2 -1
2 3
Dy = (—1)*T2. =-8.
4 2

—20 8 18
A" = 16 -8 —12
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Podle Veéty mdme

—20 8 18 g _% _%

1
-1 _ . — 1 3
A = 16 16 —8 —12 =1-1 5 1
1 1 1
-8 8 8 2 T2 T2

P¥iklad 2.30. Reste Cramerovym pravidlem soustavu rovnic

2x1—3x90+23=0
T1+2x0—23= 3

2x1 + 9o+ a3 =12

Reseni: Matici soustavy je matice

2 -3 1
A=11 2 -1
2 1 1

Vypocteme jeji determinant za pouZiti Sarrusova pravidla
2 -3 1
detA=11 2 -1 |=12

2 1 1

Dile urcime determinant matice Ay, kterd vznikne zdménou proniho sloupce za sloupec pravijch

stran a analogicky urcime determinanty matic Az a As

0 -3 1 2 0 1

2 -3

det A1 =13 2 1 | =24, detAs =11 3 —1 |=236, detAs3=|1 2

12 1 1 2 12 1 2 1

Podle Véty dostdvime
_detAl_%_2 _detA2_36_3 _detAg_GO_
M7 A T127 7 P T dea 1207 BT deAd T 12

Tedy (2,3, 5) je fesent dané soustavy.
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Pfiklad 2.31. Urcete charakteristicky polynom matice A nad télesem R, jestliZe

A:

Resent: Nejproe sestavime charakteristickou matici (\E — A) matice A.

10 14 A—1 -4
(AE — A) = - =
0 1 3 5 3 A-5

Charakteristickyy polynom matice je determinant jeji charakteristické matice.

A—1 -4 ,
p(A) = |AE — A| = =M 67
3 A-5

Pfiklad 2.32. Urcete vlastni ¢isla matice A, jestlize

Resent: Nejproe nalezneme charakteristickyj polynom a pak urcime jeho koveny, coZ jsou vlastni
Cisla, resp. charakteristickd cisla matice A.
A—4 1
5 A

A — A=

Tedy

A 1 ,
p(\) = [A\E — A = 0= A2 —4\—5=0
5 A

Resenim této rovnice ziskdme vlastni &isla.

(/\+1)-(/\—5):0:>)\1:—1, A2:5

1 2 =2
b) A=1-1 0 2
-2 2 1

Resent: Budeme postupovat analogicky jako v pfedchozim p¥iklade.
A—1 -2 2
AE—-A=1 1 A =2
2 -2 -1
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K vypoctu pouzijeme Veétu[1.10}

A—1 =2 2
-2 -2 2 -2
NE—Al=| 1 A =2 [ =(A-1) +(—1)- +2-
-2 A-1 -2 -1 A
2 -2 -1

= (A=1)-(A2=A=4)4+2X—6+8—4X = X3 —2X2 =3 A4+4—-2X+2 = A3 —2\2—50+6 =0

Resenim této rovnice ziskdame vlastni ¢isla.

N =222 —B5A+6=0
A=A +2)(A=3)=0=M=1, X=-2, A3=3
1 0 2 -1
0 1 4 -2
c) A=
2 -1 0 1
2 —1 -1 2
Redeni:
A—1 0 —2 1
0 A—1 —4 2
IAE — A| =
-2 1 A -1
-2 1 1 A—2

Odecteme tteti fadek od cturtého fadku a pFicteme ctorty sloupec ke tretimu sloupci

A—1 0 -2 1 A—1 0 -1 1
0 A—1 —4 2 0 A—1 =2 2
INE — A| = -
-2 1 A —1 -2 1 A—1 -1
0 0 1-2 A-1 0 0 0 A—1
K dalsimu vijpoctu vyuZzijeme Vétu[L.9, PoloZime iy = 2,iy = 4, mdme
A—1 2 A—1 -1 -2 2 A—1 0
IANE — A| = (—1)5+6. : +(—1)5+7. : =
0 A—1 -2 A-1 0 Ax—1 -2 1

=A-1)2[A-1)2=2—2-20)A-1) =A-D*'—2-A=1)24+2-A—-1)2 = (A-1)*

Ziskdvdme tedy

M234=1
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Piiklad 2.33. Vypocitejte vektorovy soucin dvou vektort 4 = (2,—-1,1) a ¥ = (-2,3,1).

Reseni: V dané pravotocivé (kladné) ortonormdlni bazi ve vektorovém prostoru Vs dimenze 3 pro
soutadnice vektorové soucinu w = (w1, wa, w3) vektorit @ = (uy,ug,us) a v = (vy, ve, v3) plati
W1 = UV3 — U3V2, Wy = —(’U,1U3 — ’LL3'I}1), W3 = U1V — U2V71.

Tedy

o o U U3| (U3 U] |U1 U2
W=1uxvU=(w,ws,ws) = , , .
V2 U3 v3 U1 V1 V2

K vyjadrent vektorového soucinu miiZeme vyuZzit zdpis pomoci determinantu.

v1 V2 U3

kde 7, j, k jsou jednotkové vektory rovnobéiné se soutadnicovymi osami, tedy i = (1,0,0),
j=1(0,1,0),k=(0,0,1).

Determinant mitZeme rozvést podle proniho fadku na zikladé Vety[1.10}

—

= [UQ’Ug — U3U2]Z+ [—(u1v3 — U3’U1)]j =+ [uva — UQUﬂE.
Pitom vsak také miiZeme psit
UXUV=wW= (wl,wg,wg) = w1§+ ’wzj—i— ’w;:,z.

Dosazenim dostdvime

i j ok i j ok
TXT=|uy wp wsg|=| 2 —1 1| =(=0)+6k+(=2)) — (2k +3i +2)) =
V1 V2 U3 -2 3 1

= —47 — 4] + 4k = —4(1,0,0) — 4(0,1,0) + 4(0,0,1) = (—4, —4,4)

Tedy

UXT=w= (wl,wg,wg) = (—4, —4,4).

Pozndmka. Pro jednotkové vektory i, j, k v pravotocivém soufadnicovém systému plati

iXi=0, jxj=0, kxk=0
ixj=k, jxk=i, kxi=j



Piiklad 2.34. Vypocitejte smiSeny soucin tif vektord, jestlize @ = (2,3,1),7 = (1, 3, 5),
@ = (~1,0,2).

Resent: Necht je ddna kladnd ortonormdlni bize ve vektorovém prostoru Vs dimenze 3. Smisenym
soucinem t¥{ vektorit U = (w1, ug,us3), v = (v1,v2,v3), W = (wy, w2, ws) nazyvime cislo

(U x T) - .

Uvazujme libovolny vektor & = (x1, x2, x3), pak pro skaldrni soucin & - ¥ plati vztah

—

W+ & = wir1 + waTe + W3T3.

Protoze plati

W=UxT= U] U2 Ul
V1 Uy U3
milZeme psit
r1 T2 X3
wf:(ﬁXﬁ)f: U U2 U3
vl V2 U3

Tedy pro smiseny soucin vektoril @, U, plati s vyuzitim Veéty[L.3]

w1, w2 ws (75} U2 U3 uy U2 U3
(UxV) W= |uy uy ug|= (1) |w we ws|= (_1)2 lvr v2 s
V1 V2 U3 V1 V2 U3 w] Wy W3
Vidime, Ze pro smiseny soucin vektorii u, v, w plati v ortonormalni kladné bizi vyse uvedeny vzo-

rec.

Do tohoto vzorce dosadime vektory , v, w a dostdvime

Uy U2 U3 2 3 1
(Ux0)-W=|v; vy w3|=| 1 3 5/=12+(=15)—((-3)+6)=—6
w1, w2 ws —1 0 2
Tedy
(U x V) -0 = —6.

Poznidmka. Absolutni hodnota smiSeného souc¢inu udava objem rovnobéZnosténu.
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Pfiklad 2.35. Vrcholy trojihelniku jsou ddny body A = (1, 3,2), B = (3,5,4),
C = (4,5,1). Vypoctéte obsah trojahelniku ABC.

ReSeni: Méjme ddn v prostoru rovnobéznik ABC'D a vektory @ a , které jsou tvofeny stranami
AB, AC, pak je obsah rovnobézniku roven S = |4 x ¥]. Mdme-li ddn v prostoru trojiithelnik s
vrcholy A = (21,91, 21), B = (z2,Y2, 22), C = (23,y3, 23), potom je jeho obsah rovny

S = Lli x .

Tedy

Pro vektory w, v plati

= (302 —T1,Y2 —Y1,%22 — 21)

B-A
T=C—-A=(z3—21,y3 —Y1,23 — 21)

Dostdvame
2 2 2
1. T2 —x1 Y2 — Y1 Zg — 21 T2 — 1 Y2—Y1 22— 2
S=_luxvl= + + =
T3 —T1 Y3 — U1 23— 21 T3 —T1 Ys—y1 23— 21
2 2 2
T Y1 1 1 T 1 (i Z1 1

= |lza—x1 y2—y1 O tlza—2z x2—2x1 O Tlya—y1 22—21 0] =

r3 —T1 Ys— Y1 0 Z3 —Z1 X3 — a1 0 Ys —Yir 23 — 21 0

2 2 2
1 oy 1 z1 x1 1 oz 1

=x2y21+z2x21+y2z21

x3 ys 1 zg x3 1 y3 23 1
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Vidime, Ze pro obsah trojithelniku plati vyjse uvedeny vzorec. Dosazenim do vzorce dostdvime

2 2 2
1 31 211 3 21

1 1
SA=5- |13 5 1) +14 3 1] +[5 4 1] =5~
451 (141 511

Pfiklad 2.36. Najdéte obecnou rovnici roviny, kterd je ddna body A[—1, 2, —5|, B[2, —1, 2],
C[2,0,0.

Reseni: Pokud mdme t¥i riizné body A = (z1,y1,21), B = (22,92, 22), C = (x3,y3, 23), miiZeme
sestrojit dva riizné vektory i = (B — A) a U = (C — A). Pomoct libovolného zadaného bodu a

dvou vektorii miiZeme definovat rovinu parametricky.
X=A+t-du+s-7,

kde A je libovolny bod roviny a @ a U jsou smérové vektory roviny.
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X=A+t-(B-A)+s-(C—-A4), t,seR
Tuto rovnici miiZeme rozepsat do soustavy rovnic.
X=a1+t (r2—x1)+s-(v3—2x1)
Y=a2+1t (y2—y1)+s-(y3—y1)
Z=a3+t - (22—21)+s-(23—21)

Vyloucenim parametrii s a t dostaneme
(X—-—A)x(B-A)]-(C-A)=0

Tato rovnice md tvar

=]
&

r—z1 Y-y 2— 2 y z 1

r—x1 Y-y z2—2

—_

1 Y1 z1 T y1 oz 1
T2 —T1 Y2 — Y1 22— 21| — =
rxo—11 Y2—Y 2—2 0
3 —T1 Ys—Y1 <3 — %21
x3—x1 Ys—y1 23—z 0

T2 Y2 22 1

x3 y3 23 1

Vidime, Ze pro zjisténi obecné rovnice roviny miiZeme vyuZit vijse uvedeny vzorec. Dosazenim do

vzorce dostdvime

T Y z 1
Y z 1 x Y z
-1 -5 1
=2.(-)"* 2 5 (=) -5 |=
2 -1 2 1
-1 2 1 2 -1 2
2 0 0 1

Hledanou rovnici roviny je rovnice

—x+6y+32+2=0
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2.3 Specidlni determinanty

V nésledujicich odstavcich se budeme zabyvat specidlnimi determinanty se kterymi se se-
tkdvdme zejména v matematické analyze. Jednd se pfevazné o determinanty, jejichZ prvky
jsou funkce.

Vandermondtv determinant

Vandermondovym determinantem prvkti ay, - - - , a,, rozumime determinant

1 1 e 1 1
ay a Ap—1 7%
V (a1, Lap) = | a? a3 az | a2
—1 n—2 n—1 n—1
ay %) Ap_1 Qpn

Resent: P¥i jeho vyjpoctu nejprove odecteme posledni sloupec od vsech ostatnich a pak rozvojem

v v 2z

determinantu podle proniho ¥adku sniZime #ad determinantu

0 0 1
a1 — Gn Gp—1 — An Gn
_ 2 2 2 2 2 _
Viat, -+ ,an) =| a?—ad? a,_, —a; a, |=
-1 n—1 n—1 n—1 n—1
ay — Qp Ap_1 — ap Qap,
a1 — an Gn—1 — an
2 2 . 2 42
_ (—l)n—H ) ay an Ap—1 an
-1 n—1 n—1 n—1
ay —ap Ap_1 — ap
Ze sloupcii vytkneme rozdily aq — ap, -+ ,Gn—1 — an
1 1
a1 + ap an—1 + ap

Nyni odecteme a,-ndsobek proniho #idku od druhého #idku, a?-ndsobek proniho #ddku od tre-

ttho #adku, - - -, o~ 2-ndsobek proniho #ddku od posledniho #ddku. Potom odecteme a,-ndsobek

n

a% + ara, + a?l

n—2
ay
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druhého tadku od ttetiho ¥adku, - - -, nakonec odecteme a,,-ndsobek ptedposledniho ¥ddku od po-
sledniho tadku; dostaneme Vandermondiiv determinant V (ay,--- ,an—1). Pomoci matematické

indukce dostdvime

n—1 n—1 n—2
Viar, -+ an) = [[(an—ai)- Viar,--- an1) = [[(an—ai) - [ (an-1-ai) - - (a3—ar) =
=1 =1 =1

1<i<y<n
1]
Pozndmbka. Ptiklad je vlastné Vandermondtiv determinant.
Wronského determinant
Necht fi,-- -, fn jsou redlné funkce, které maji na intervalu (a, b) vlastni derivace az do

fadu n — 1. Oznacme fi(j ) j-tou derivaci funkce f; na intervalu (a, b). Wronského deter-

minantem funkdi f1,--- , f, budeme rozumét determinant
fi(z) falz) - ful2)
W@ B@ - @
Wi @) = U .
W@ 70w @)
Véta 2.1. Necht fi,--- , fy, jsou redlné funkce, které maji na intervalu (a, b) vlastni derivace azZ
do #adu n — 1. Jsou-li funkce f1,--- , fn linedrné zdvislé jako vektory prostoru vsech funkci na

intervalu (a,b), potom pro kazdé x € (a,b) je W(f1, -, fn)(x) = 0.

Pfiklad 2.37. Ovéfte na zakladé Véty zda jsou funkce fi(z) = €%, fo(x) = €22,

f3(z) = 3%, f4(z) = '* line4rné zavislé, resp. linedrné nezavislé.

Resent: Vypocteme pottebné parcidlni derivace funkci fy, ..., f4 a vysledky dosadime do Wronského

determinantu. Vznikly determinant upravime na horni trojithelnikovou matici a nakonec vyuzi-

jeme Vetu[1.11]

e 62:): eSx e4:p e 621 e3x 641

e 2621‘ 36327 46450 0 6250 2€3x 36490
W(fl)"' af4)($): - -

€T 4e?T  9e3T  16e™ 0 3e2® 83 1het

e 8e2r 27e3T  Ghelr 0 7e2* 26e3* 63el®
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€2m €3m e4x et e2x e3x €4m

Q

eZm 26336 364x 62:): 263:1: 364:1:

— . 62:6 . 26335 X 6e4x — 126101:

0 0
0 0 2%  get* 0 0 2% 6et
0 0

0 12637 42¢% 0 0 Ge'r

W(fi1, -+, fa)(x) # 0proVa € R, funkce fi(z),- -, fa(x) jsou tedy linedrné nezivislé.

Jacobiho determinant

Necht fi,---, f, jsou redlné funkce n redlnych proménnych z1,--- ,z,, které maji par-
cidlni derivace na intervalu I. Jacobiho determinantem téchto funkci budeme rozumét

determinant

81’1 8$2 81'71
D(f1,---,fn) _ |ow1 02 D
D(l'b ,ZL’n) : : :

Oxr1  Oxn Oxn

Pfiklad 2.38. Najdéte Jacobiho determinant pro funkce fi(z,y, 2) = 42% + 3siny + 23,
fa(z,y,2) = —cosx +e? +2Inz, f3(x,y,2) = coty + €.

Resent: Viypocteme potiebné parcidlni derivace funkci fi, fo, f3 a vysledky dosadime do Jacobiho

determinantu.
% %—? % 8xr 3Jcosy 322
DU o op op| = |4na 2w 2| =
D(x7y) ox oy 0z z
Ofs  Ofs Ofs 0 1 e?
oz dy 0z sin? y
1 2 1
=8z -2e%Y .- ¢* +sinx - (— —5 )-32’2— [7- (— — )'8x+ez'3cosy-sinx]:
sin“ y z sin“ y
2

1
=16z - e*™* — 3sinz - ( ,22 )—1—163:' (.72>—3sinx -e*-cosy =
z - sin”y

2y+z 1 : Z2 z
= 16z - (ey +72>—3sm:c-( —— te -cosy)
: Yy
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Hesstiv determinant
Necht f je redlna funkce n redlnych proménnych z1, - - - .x,, kterd ma na intervalu I C R"
parcidlni derivace druhého fddu. Hessovym determinantem funkce f budeme rozumét

determinant

92/ o ... 9
awla’lj ax18x2 6x18xn
T ) U,
0x2011 0x201T2 0120,
H(f)=|"" , ,
o*f  _o*f .. 0%
0xndxr1  Oxndro Oxn 0T

Ptiklad 2.39. Vypoctéte Hesstiv determinant funkce

f(z,y,2) = tanx — 22y% + 22 + siny + 222

Resent: Vypocteme potiebné parcidlni derivace funkce f(z,y, z)

of 1 9 af of
— = -2 - = —4 - = 4
92 o Yy~ + 2, 2y cosy Y, 92 r+4z

of _pna oy ap

0r2  cosdx’ Oy? SIMY TS 92 T
i _ 4 *f _ O f _0
Oyox Y 5r0n T 9z0y

Vysledné parcidlni derivace spravné dosadime do Hessova determinantu. Ndsobek proniho #ddku

pFicteme k poslednimu ¥ddku a determinant rozvedeme podle posledniho sloupce

of o%f  0*f 25sin 2sin
922  0xdy Oxz0z 0553 g —4dy 1 c§s3£ —4y 1
_ | 02 0?2 0? — . — . —
H(f)= ayé{x 87{ 8y8fz =|—-4y -—siny—4x 0|=| —4y —siny—4x 0| =
02 f 02 f 92 f 8 si
0z0x  0z0y 022 1 0 4 B Ccf;g; 16y 0
—4y  —siny —4x 9 8sinz )
- 8sinx - _64y - [<_ COng,C>(_ sy~ 456) -
T cosSx 16y

— 6ay? 12 _sinx-(8siny+32x):
cos? x cos

8sinzsiny 4 32z sinx

= —64y* — 3
cos’ x

= —64y* —sec’ z - tanz - (8siny + 32z)
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2.4 NeteSené piiklady s vysledky

Sbirka obsahuje také nefeSené pfiklady, které vychazi z jiz vyfeSenych piikladt v této

kapitole. V feSeni je vZdy uveden stru¢ny postup vypoctu se spravnym vysledkem.

Pfiklad 2.40. Urcete v zavislostina i, j, resp. k znaménko daného ¢lenu determinantu ma-
tice A = (aij) Ffadu n, je-li:
a)n=>5; a;-ajs-ag - ay; - asy

b)n =6; a3 -ai;- a2 aes - a3; - Ask

a) vzdy kladné znaménko
b) kladné znaménko pro (i,j,k) = (1,6,4),(4,1,6),(6,4,1),
resp. zaporné znaménko pro (7,7, k) = (1,4,6)(4,6,1)(6,1,4)

Piiklad 2.41. Vypocitejte.

cosx sinz cosr —sinzx 2coszx 0
a) det A = b) det A = c) det A =
sinxz cosz sinx CcoS T sinxz sinx
—i+1 —i i2—2 —i 1+v4 2—6
d) det A = e) det A = f) det A =
2 —1 i 4i+3 i+1 246 1—+4
Redeni:
a) cos 2z b) 1 ¢) sin 2z
d) —1 e) =7 f) —1

Piiklad 2.42. Vypocitejte.

1 1 =z
2 L2
a) detA=11 1 22|, z:cosgﬂ—i—z-smgw
22 2z 1
1 1 1
4 .
b) detA=|1 2 22|, z:cosgﬂ—l—z-smgw
1 22 2z




Reseni:

a) det A = —3 b) det A = 3iv/3

(6]
Pfiklad 2.43. Vypocitejte.
-1 2 1 -1
1 05 2 2 =
1 4 1 3 —2¢ 1
a) [16] + +16 8 2[ b) +lio2 2
2 5 -3 6 3 -3
371 3 -1 0
5 -1  —i =2
Resen:
a) 97 b)9
P¥iklad 2.44. Reste nasledujici rovnice.
0} 0 — )
2 5 1 6 1 0
4 4 2 T 1 x
a)| = -1 3= b) =10 ¢ 10
z 1 —1 0 0 0
r—4 5 1 ¢t 0 —6
1 —1 1 -1

Reseni:

Ptiklad 2.45. Nasledujici determinant vypoctéte pouze na zdkladé Véty[1.3] Véty[1.4]a

Vety[L5]
ut+v z 1
det A = v+z u 1

z4+u v 1

Reseni: det A =0
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Priklad 2.46.
1 a
a) |1 b

Resenti:

Nasledujici rovnosti dokaZte pouze na zékladé Véty[1.3] Véty[1.4a Véty[1.5

a’ 1 a a2 1 1 1
Bl=(a+b+c)-[1 b 2| blaz y z|=@—yly—2)(:—2)

c3 1 ¢ ¢ 4 oy oz

a) Navod: K tietimu sloupci pfictéte druhy sloupec vyndsobeny cislem (ab+bc+ac) a odectéte

proni sloupec vyndsobeny cislem abe.

b) Navod:

Odectete treti sloupec od proniho a druhého sloupce, vytknéte z proniho sloupce

(x — 2) a z druhého sloupce (y — z) a rozvedte determinant podle proniho Fadku.

Piiklad 2.47.

5]

DokaZzte nasledujici rovnosti

a) = (a® +b* + * + d°)?

011 a
101 b L, o,
b) =a“+ b+ ¢“ — 2ab — 2bc — 2ac + 2d
1 10 ¢
a b c d

Uzitim Véty vypoctéte determinant
a, —1 0 00 O
Ap_1 T -1 0 0 0
D =
a 0 0 0 = -1
ag 0 0 0 0 T

Reseni: D = ana™ + ap_12™ * + -+ + a1z + ag. Ndvod: Nejprove rozvedte determinant podle

prontho sloupce.

[l
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Priklad 2.49. UzZitim Véty (1.9 vypoctéte determinant

210 21
10 2 1 2
detA=11 2 0 1 2|.
00 2 21
21120

Resent: det A = 24. Ndvod: Zvolte pevné libovolné dva ¥adky tak, aby obsahovaly hodné nul a

jednotlivé souciny byly nulové.

Pfiklad 2.50. Spoctéte determinant D,, dané matice fadu n > 2.

o1 1 --- 11 o 11 -+ 11
1 0 2 --- = =z ag 1 0 --- 0 O
a)Dp,=11 2 0 -+ 2 x b)Dp,=1laz 0 1 --- 0 0
1 =z «x z 0 a, 0 O 01

Reseni:

a) D, = (=1)"" . (n—1)- 2" 2 Ndvod: Posledni #idek odectéte od ostatnich ¥adkii kromé
proniho a rozvedte determinant podle 1. sloupce, dile vsechny sloupce prictéte k poslednimu

sloupci a nakonec rozvedte determinant podle posledniho sloupce.

b) D, = —(az + --- + ay). Ndvod: Od proniho ¥ddku odectéte ostatni Fidky.

Pfiklad 2.51. Urcete, pro kterd = je det A = 0, je-li

T+ a as an,
a r+ag --- an,
det A =
a1 as e T Hap

. n

ReSeni:det A = (x+ai+- - +ay) 2" tedy det A = 0, pravé kdyZjex = Onebox = — Y a;
i=1

Navod: Mite k dispozici dvé moznosti vijpoctu.

a) K pronimu sloupci prictéte vsechny ostatni sloupce a vytknéte. Dile od druhého, ..., n-tého

sloupce odectéte po fadé az-ndsobek, ... a,-ndsobek proniho sloupce.
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b) Determinant rozloZte na soucet 2" determinantii (podle Véty|[1.2)) tak, Ze kaZdy sloupec budete

uvazovat jako soucet dvou sloupcii (v jednom budou samad a;, ve druhém samé nuly a jedno x).

Pfiklad 2.52. Necht n > 2. UzZitim Véty vypoctéte determinant

sin(z1 +y1) sin(z1+y2) -+ sin(xi + yn)
D sin(xg +y1) sin(za +y2) -+ sin(xe + yn)
sin(zy, +y1) sin(x, +y2) -+ sin(z, + yn)

Resent: D = sin(x — x2) - sin(yz — y1) pron =2, resp. 0 pron > 3.

Navod: Danou matici nejprve vyjddrete jako soucin dvou vhodnych matic.
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Zaveér

N

Baklaiska prace obsahuje v prvni kapitole nejdtileZitéjsi definice a véty, které jsou po-
ttebné k naplnéni cile. Jsou zde zavedeny vlastnosti determinantti a metody vypoctu de-
terminantd. UZ v této ¢asti se mlizeme setkat s ndzornymi piiklady, které upevnuji pat-

fiéné pojmy.

Ve druhé casti je sbirka tloh, ktera na feSenych pitikladech demonstruje aplikaci uvede-
nych metod vypoctl determinantti. Samotna feSeni ve sbirce nabizi zajimavé srovnani

N

samotnych metod vypocth a snaZi se zvolit co nejefektivnéjsi postup, ktery je pfi feSeni

konkrétniho determinant nejvyhodnéjsi. Soucasti sbirky jsou téZ nefesené priklady s vy-

sledky.

Samotné prace pro mé byla velikym pfinosem, nebot jsem mél moZnost fesit determi-
nanty, se kterymi jsem se doposud nesetkal, zejména se jednalo o determinanty vyssich
fada. Béhem feSeni pfikladti jsem mél moZznost pozorovat jednotlivé obraty a volit me-
tody, které jsou nejvyhodnéjsi. Také jsem mél ptileZitost vytvaret vlastni priklady, které
jsem navrhoval tak, aby jejich feSeni bylo pfijatelné s nalezitym vysledkem. U téchto pfi-
kladti tedy neni uveden zdroj. V pomeéru aéinnosti a obtiznosti je podle mého ndzoru

nejvyhodnéjsi béhem vypoctu upravit determinant tak, aby obsahoval co nejvice nul a

nasledné pouzit Laplacetiv rozvoj podle jednoho fadku, resp. sloupce.
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