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Robustni Steineruv strom

Abstrakt

Diplomova prace na téma ,,Robustni Steinertv strom* obsahuje spojeni dvou problematik, které
dle autor¢ina védomi spojeny do této doby nikdy nebyly, a to robustni optimalizace a Steinertv
na realné problémy. Jeho limity jsou piedevSim Vv tom, Ze do nich nelze zahrnout chyby
Vv procesech nebo neurcitost. Toto fesi robustni optimalizace, ktera je svou podstatou odolna
prave na neurcitost. Aby bylo mozné ulohy tesit, byl pro praci vyuzit program Microsoft Excel,
a pfedev§im jeho doplnék OpenSolver. Tim byl feSen nejdiive problém Steinerova stromu,
ktery byl pro potifeby Excelu formulovan jako uloha celo¢iselného linearniho programovani na
zékladé teoretickych podkladi. Poté byl model rozsifen na robustni verzi. Uvod diplomové
prace obsahuje samotné pfedstaveni prace a nového ptistupu k feSeni Steinerova stromu. Také
jsou zde uvedeny praktické ptipady uziti nového algoritmu. Teoretickd Cast obsahuje podklady
K praci, tedy teorii, jez byla v praktické ¢asti pouzita. Ve vlastni praci se nejdiive fesi problém
Steinerova stromu, jeho pieformulovani na ulohu celoCiselného linearniho programovani a
nasledné jeho pievedeni na robustni verzi. VSe je po€itino modelem v program Microsoft
Excel. Kompletni algoritmus je ukdzan na malé ilustrativni tloze s né€kolika scénafi, jez by
mohly nastat. Nasledné je feSena piipadova studie. Potom jsou vysledky a nova metodika

diskutovany. V zavéru je shrnuti celé diplomové prace.

Klic¢ova slova: Steineriv strom, robustni optimalizace, linearni celo¢iselné programovani, p-

np problémy, open solver



Robust Steiner tree

Abstract

Diploma thesis “Robust Steiner tree” contain a combination of two problematics, which have
never been connected by this time, due to author’s knowledge. It is robust optimalization and
Steiner tree. This combination is made in order to apply a more efficient application of the
Steiner tree algorithm for the real issues. Limitations of this algorithm are mainly that it can’t
involve process errors and uncertainty. This limitation is solved by robust optimalization, which
is built to be uncertainty resistant. For the solutions of the issues is used Microsoft Excel and
especially an add-on called OpenSolver. At first was solved the problem of the Steiner tree,
formulated like a problem of an integer linear programming because of the needs of Excel
inputs. This was solved based on theoretical background. Then the model was extended to a
robust version. The introduction of the diploma thesis contains the introduction of the thesis
itself and a new approach to solving the Steiner tree. There are also practical cases of an
application of the new algorithm. The theoretical part contains texts for the work, the theory
that was used in the practical part. In the main part of the thesis, at first is solved Steiner tree
problem, its reformulation into the problem of integer linear programming and then its
conversion to a robust version. Everything is calculated by a model in Microsoft Excel. For
purpose of the demonstration complete set of steps of the algorithm there is a small illustrative
task with several scenarios that could occur. Subsequently, a case study is solved. Then the
results and the new methodology are discussed. In the end there is a summary of the whole

diploma thesis.

Keywords: Steiner tree, robust optimalization, integer linear programming, p-np problems,

open solver
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2 Uvod

V této préaci jsem feSila uplné novy pfistup k feSeni problému Steinerova stromu. Je to
algoritmus, ktery je uzitecny pfi hledani minimalni kostry grafu za pfidani Steinerova uzlu.
V realném svété jej lze aplikovat na rGzné tlohy od uloh spedice, rizné vlakové sité
s prekladisti i projektové fizeni. Nicméné pro realné problémy casto nemizeme piedpokladat,
ze bude dostacovat idealni feseni, které Steinertiv strom poskytuje. Proto se k jeho algoritmu
pridava robustni optimalizace, pfesné€ji se algoritmus pfevede na robustni verzi. Kombinace
téchto dvou pristupli proto umozni fesit stale stejné problémy jako obycejny Steineriv strom,
ale diky robustnosti bere v potaz odchylky od ideélniho stavu a jistou miru neurcitosti. Prave
proto je mnohem vice uzitecny ve veskerych problémech, které zahrnuji lidsky faktor, protoze

ten byva nejvetsim zdrojem nejistot v procesech.

V praci kombinuji teoretické poznatky spolu s vlastni invenci, jenz je potfeba v pievodu
Steinerova stromu na robustni verzi. Tento pievod byl pomérné komplikovany a velmi mi s nim

pomohl vedouci prace.

Veskeré vypocty bylo nutné provadét pomoci pocitace, ruéné je to naprosto neredlné a
nepraktické. Vyplnéni modelu do tabulek programu je metodickd prace, nachylna na chyby

Z nepozornosti, zvlasté pak, pracujeme-li na velké tloze.



3 Cil prace a metodika

3.1 Cil prace

Cilem této prace je vytvofit robustni algoritmus Steinerova stromu, ktery je vyuzitelny na
Sirokou skalu problému piedevsim z redlného prostiedi. Potom bude algoritmus piedveden na
malé uloze a na ptipadové studii. Budou interpretovany vysledky a zhodnocen novy algoritmus

robustniho Steinerova stromu.

3.2 Metodika

Nejdfive jsou v prvni €asti popsana teoreticka vychodiska jako podklad pro praktickou cast
prace. Velmi okrajové je shrnuto téma operacniho vyzkumu. Poté je jiz vétS§i pozornost
vénovana teorii grafll, zvlasté pak Steinerovu problému a Steinerovu stromu, ktery je klicovym
prvkem vlastni préace, stejné tak jeho formulace jako ulohy celociselného linearniho
programovani. Tato uprava je nevyhnutelna, jelikoz potfebujeme model fesit v programu
Microsoft Excel skrze doplnék OpenSolver urCeny k feSeni takovychto uloh. Poté jsou
Vv teoretické Casti vysvétleny problematika linearniho a celociselného linearniho programovani.
Také je strucné vysvétlena robustni optimalizace, bez které by se vlastni ¢ast prace neobesla.
Popisi se 1 problémy P-NP a nakonec sekce je né€kolik informaci o OpenSolveru, pro vlastni

praci nepostradatelném vypocetnim nastroji.

Vlastni prace obsahuje nejdiive popis postupu propojeni Steinerova stromu a robustniho
pristupu obecnéji. Poté je piimo v pribéhu feseni malé ilustrativni tlohy popisovéno, co a jak
se pravé fesi. Vzhledem k tomu, Ze model OpenSolveru potiebuje, aby byl vkladany problém
celocCiselné povahy, tak v prvni fad¢ na malé tloze ukazujeme, jak se formuluje Steinerv strom
jako tuloha celociselného linearniho programovani. Tato formulace vychdzi z teoretickych
poznatki. Malou ulohu tedy naformulujeme jako celociselny model, coz pfimo pfevadime do
tabulek Excelu, aby mohl byt spustén model OpenSolveru. Jakmile je model vyplnén, je
OpenSolver spustén, ¢imZ se vyfesi tloha Steinerova stromu a zjisti se hodnota u¢elové funkce.
Potom se model pievede na robustni verzi, doplni se odchylky a rozsiti model OpenSolver a

zase se spusti, ¢imz je robustné vyfesena mala uloha.

Poté jsou shroméazdéna data pro piipadovou studii. Je nutné znat ceny hran, topologii grafu,

vyznacné uzly a Steinerovy uzly. Také musime znat odchylky cen hran. Data na studii jsou



nalezena vyhleddvanim na internetu. Mame-li vS§echna potiebnd vstupni data, aplikujeme stejny
postup jako v malé uloze. U této ulohy jiz nejsou popisovany jednotlivé kroky algoritmu, ale

jsou prezentovany prubézné a koncové vysledky. Navic je komentovan vystup OpenSolveru.

Nasledn¢ je novy algoritmus Steinerova robustniho stromu diskutovan a jsou rozebrany
vysledky piripadové studie. Je feSeno uziti, vyhody a nevyhody nového piistupu. Jsou také

nadneseny mozné realné problémy, které by timto ptistupem mohly byt feseny.

V zavéru je zhodnoceni a shrnuti diplomové prace, vysledki uloh, postifehy autorky a navrhy

na zlepSeni postupu algoritmu.



4 Teoreticka vychodiska

4.1 Operacni vyzkum

Tato v&dni disciplina ma svij pocatek kolem 30. az 40. let 20. stoleti, kdy se na jejim startu
podileli naptiklad védci G.B.Danzig a L.Kantorovi¢. Velky rozvoj a vyuziti zazil operacni
vyzkum piedevSim pro vojenské cely, analyzy strategickych a taktickych operaci, béhem

druhé svétové valky a nasledné béhem 50. let v reakci na ekonomicky rozvoj. (Jablonsky, 2007)

Operacni vyzkum je soubor jednotlivych disciplin, které¢ zkoumaji rizné rozhodovaci problémy
a Vv ramci systému jej vyuZzijeme v situacich, kdy je zapotiebi koordinovat pribeh operaci, nebo
systtm samotny analyzovat. Primarni metodou opera¢niho vyzkumu je matematické
modelovani. Tento néstroj umoziuje celou fadu simulaci, kterou na redlném systému provadét

nelze. Piesto je to pouze zjednoduSeny obraz systému. (Jablonsky, 2007)

4.1.1 Discipliny opera¢niho vyzkumu

Operacni vyzkum zahrnuje veétsi mnozstvi rozliSnych modela také v zévislosti na ekonomické
oblasti, ze které dany problém vychazi. Zakladnimi disciplinami jsou matematické
programovani, které se zabyva optimaliza¢nimi ulohami a obsahuje tulohy linedrniho a
nelinearniho programovani. Dalsi disciplinou je vicekriteridlni rozhodovani, jenz se zabyva
rozhodovacimi ulohami s vice kritérii. Podstatnym odvétvim je teorie grafti, podrobnéji
popsana v kapitole 4.4 Teorie grafii. Odvétvi, které se zabyva fizenim zasobovaciho procesu a
skladovych zésob, je teorie zasob. Mezi dal§imi disciplinami jsou teorie hromadné obsluhy,
modely obnovy, markovské rozhodovaci procesy, teorie her a simulace. Predevsim diky

simulacim je mozné analyzovat komplikované systémy. (Jablonsky, 2007)

4.2 Linearni programovani

Rozhodovaci situace jsou feSeny ne¢kolika skupinami modeld. Nejpocetnéjsi oblasti takovychto
modell je takové, kterou lze formulovat za pomoci linedrniho programovani. Zakladnimi
vlastnostmi modelu linearniho programovani je fakt, Ze linearni funkce optimalizovanych

proménnych zahrnuji funkce omezujicich podminek i uc¢elovou funkci. (Gros, 2003)

V linedrnim programovani se pro modely pouZziva nésledujici terminologie. K nalezeni feSeni

rozhodovaciho problému je zapotiebi splnit optimalni uroven vstupnich veli¢in, které se



nazyvaji optimalizované proménné. Jako ptiklad 1ze uvést mnozstvi nalozeného tovaru, sestavy

prepravnich cest atd. (Gros, 2003)

Déale do modelu patii takzvané technické koeficienty, které jsou c¢asto Vv pribéhu fesSeni
neménné. Tyto koeficienty reprezentuji naptiklad dané spotiteby dopravnich prostiedki, nebo

strojii vyroby, troky, dané. (Linda a Volek, 2009)

Na pravé stran¢ modelu jsou kapacitni omezeni, které mohou byt tii typd. Mohou byt
maximalizacni, napiiklad maximum zdroja, které¢ lze vyuzit, nebo maximalni produkce

z vyrobni linky za urcity interval.

Opacnym typem jsou minimalizacni omezeni. Mohou to byt riizné pozadavky na minimalni
uroven prvki jako je produkce, nebo zisk, minimalni mnozstvi ptepravovaného zbozi. Omezeni
na prave stran€ muiiZe také plnit presnou podminku, kterou si 1ze ptedstavit naptiklad jako pfesné
dosazenou jakost produktu. Dale prvky jako jsou variabilni naklady, ceny produktd, rizné
kvalitativni pozadavky atd, jsou v modelu reprezentovany ocenénim proménnych v téelové

funkci. (Linda a Volek, 2009)

Mnozina omezujicich podminek miZe obsahovat tyto druhy omezeni. Omezeni ,,méné rovno*
se pouzivaji predev§im pro zaneseni kapacity riznych typt zdroji, materidlovych, finan¢nich,
casovych nebo lidskych, do modelu. Dal§im typem omezeni je rovnice. Je pouzivana

vvvvvv

poméry v mnozstvi ur¢itych vyrobkl nebo materiall, které jsou na sob¢ zavislé. (Gros, 2003)

4.2.1 Ulohy linearniho programovani

Linda a Volek (2009) pisi, Ze se pocatky linedrniho programovani objevily kolem tficatych a
Ctyficatych let 20. stoleti. U vzniku stal sovétsky matematik a ekonom Leonid Vitaliyjevi¢
Kantorovi¢, ktery poprvé formuloval par z optimalizac¢nich problémt prave ve tvaru priklada
linearniho programovani. Také ve své praci navrhl metodu, kterou by ptiklady bylo mozné fesit.
Par let poté matematik a fyzik F. L. Hitschcock posunul linearni programovani o optimaliza¢ni
ulohy sméfujicimi k dopravnim ulohdm. Podle Lindy a Volka (2009) se o nejvétsi rozvoj
linedrniho programovani zaslouzili G. B. Danzig, R. Hurwitz a T. S. Koopmans, ktefi koncem
padesatych let minulého stoleti dali formu vSeobecné uloze linearniho programovani a sestavili

simplexovy algoritmus. (Linda a Volek, 2009)
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4.2.2 Hledani optimalniho FeSeni

Jednim z nejjednodussich zptsobt, jak nalézt feSeni ulohy LP je metoda grafickd. Vyuziva
analytické geometrie, kdy touto metodou mizeme fesit lohy o nejvyse tfech proménnych. Tato
podminka vyplyvad z moznosti zobrazeni v maximalné trojrozmérném prostoru. Graficka

metoda se proto pouziva pro jednodussi ulohy vzhledem k tomu, Ze ulohy LP v redlnych

problémech maji Casto vice nez tfi proménné. Je ovSem velmi nazorna. (Linda a Volek, 2009)

Univerzalni algoritmus zvany simplexova metoda, nebo simplex byl vyvinut za G¢elem feSeni
rozhodovacich problémit. Je zaloZen na principu postupného vylepSovani prvotniho feSeni.

(Gros, 2003)

Dualni algoritmus je zaloZen na piedpokladu, ze ke kazdé primarni Gloze LP mizZeme vytvofit
duélni ulohu. Proménné a jejich vysledné velikosti dualnich tloh ptfedstavuji velmi uzitecné

informace pro realné problémy. (Gros, 2003)

4.3 Celociselné linearni programovani

Celociselné linearni programovani se pouziva v ptipad¢, kdyz jsou v modelu proménné, které
se nemohou spojité ménit, ale mohou nabyvat pouze predem urcenych hodnot, nebo mohou
nabyvat pouze celych Cisel. Naptiklad objednavana baleni produktl, které nelze prodat po
kusech atd. Pfipadem linearniho celociselného programovani je takovy, ve kterém proménné
mohou nabyvat pouze hodnot nula nebo jedna, a fik4 se mu binarni tiloha. Takova proménna
muze vyjadiovat napiiklad pfitomnost nebo nepfitomnost néjakého prvku. Tyto binarni ulohy
mohou fesit planovani vyroby, alokace zaméstnancii na pracovni pozice, nebo také hledani
itineraii pro okruzni dopravni ulohy, ale také alokace prostiedkil pro rizna odvétvi podnikani.

(Sierksma a Zwols, 2015)

Podle Kubisové (2014) se ulohy linearniho programovani, které jsou doplnéné o podminky
celociselnosti v soucasnosti pomérné Casto objevuji. Jejich feSeni byva pomérné narocné a
vzhledem Kk tomu, ze simplexova metoda vyhledava feSeni na mnoziné vSech nezapornych

realnych cisel.

Modely celo¢iselného programovani jsou tii typl. Prvnim je skupina uloh, ve kterych je

pozadovano, aby veskeré proménné modelu mély celociselny tvar. Tato skupina tloh se podle



Kubisové (2014) nazyva ryze celociselné tlohy LP. V dalsi skupiné tloh je pozadavek na
celociselnost pouze u nékterych proménnych. Kubisova (2014) hovoii o této skupiné jako o

smiSen¢ celoCiselnych ulohach LP. Posledni skupinu tvofi problémy bindrniho programovani.
(Gros, 2003)

Prestoze celocCiselny charakter téchto uloh LP velmi omezuje mnozinu piipustnych feseni,
nalezeni tohoto feSeni ve skute¢nosti jednodussi neni a je i v soucasnosti predmétem vyzkumd.
Na druhou stranu jiZ existuje velké mnoZstvi nastroji, které dokaze 1 tyto lohy fesit. Naptiklad

v programu Microsoft Excel je to nastroj Solver, nebo v &eské verzi Resitel. (Gros, 2003)

Obecny model pro celociselné LP a binarni LP ma tvar:

maxz= Z;-lzl ij]'

Z}l:laijxjsbi i=1,2,..,m (D)
e x; =0 A Xj jsou celoc¢iselné pro j =1,2,...,n, nebo (2
e x;=0 A Xj jsou celo¢iselné pro vybrana j, nebo 3)
e x;=0vVv1 provSechna j=1,2,..,n 4)
A v kanonické podob¢ se model celo¢iselného LP da vyjadrit takto:
Z : =max Yje; CjX; (5)
Yjes Aijxj < b; (6)
xj=0 @)
xj €Zy (8)

4.3.1 Metody hledani celociselného FeSeni ilohy LP

Vzhledem k tomu, ze pocet ptipustnych feSeni je obvykle pomérné velky, a i s vykonnou
pocitacovou technikou by prozkoumani této mnoziny byl neredlny v normalnim case. Proto
bylo vyvinuto mnozstvi metod, které pomdhaji najit feSeni v rdmci celociselnych Ccisel
Vv redlnim ¢ase. Metody pro feSeni uloh celoc¢iselného LP jsou rozdéleny do tii typu:

e Kombinatorické metody

e Heuristické metody

e Metody feznych nadrovin. (Linda a Volek, 2009)



Jednoduché ulohy lze také fesit graficky. Grafické feseni uloh celociselného LP je podobné
uloham LP bez podminky celoc¢iselnosti, ovSem feSeni se omezuje na mnozinu piipustnych
bodil, nikoliv na polygon piipustnych feseni. V Gaussové rovin€ jsou zaneseny vSechny
podminky matematického modelu ulohy LP, které odpovidaji dvéma polorovindm. Hrani¢ni
piimky jsou zaneseny napiiklad v Gsekovém tvaru, pficemz musi byt dodrzena podminka
nezapornosti. Mnozina ptipustnych feseni se nachdzi vyhradné na bodech, které jsou pruseciky
celociselné sité¢ grafu. Dal§im postupem je vybér piimétené hodnoty ucelové funkce, z ¢ehoz
vyplyne dana izokvanta. Tuto izokvantu lze rovnobézné premistit smérem odpovidajicim
zvétSovani hodnoty celové funkce, a to az do bodu, kde je nalezeno optimalni feSeni problému.

(Kubigova, 2014)

Obrazek 1 Priklad grafického reseni celociselné ulohy LP (Kubisova, 2014)

Optimalni reseni
Ucelova funkce

| »
R R

Zdroj: vlastni zpracovani

Sierksma a Zwols (2015) popisuji zaokrouhlovaci postup, metodu, jejiz podstatou je
jednoduchy pfistup, a to ignorovani podminky celoCiselnosti a feSeni ulohy simplexovym
algoritmem. Nalezené vrcholy v mnoziné pfipustnych feseni modelu jsou obecnymi body,
nikoliv celociselnymi. Proto také simplexova metoda obvykle nenajde optimalni feSeni modelu
celociselného LP, ale miize nékdy zuzit oblast pfipustnych feSeni natolik, Ze je vystup
dostatecny. Paradoxn¢ také feSeni ulohy simplexovym algoritmem miize vést takovym

vysledklim, které jsou velmi vzdalené optiméalnimu fesSeni problému celociselného LP.



Kombinatorické metody

Podstatou kombinatorickych metod je prozkoumdvani ptipustnych feseni. Tyto metody pracuji
S postupy, které omezuji pocet moznosti, jenz je potiebné prozkouméavat. Jsou také pomérné
narocné a zahrnuji velké mnozstvi matematickych operaci, proti tomu poskytuji piesné
vysledky. Do kombinatorickych metod patii metody vétvi a fezt, respektive hranic. (Linda a
Volek, 2009)

Algoritmus vétvi a hranic je nejcastéjsi metodou feSeni modell celo¢iselného a smiSené¢ho
celoCiselného LP. Jeho podstatou je smrStovani mnoziny piipustnych oblasti na podstatné
mensi oblasti, coz se nazyva vétveni. Poté se pocitaji hranice na ucelové funkci kazdé
oblasti/submodelu, diky nimZ se z uvaZzovanych oblasti mohou nékteré doposud piipustné
oblasti vyloucit. Hranice ziskdme zaménou stavajicich submodelt za jednodussi a tim, ze
vyfeSime jednodussi submodel, ziskdme hranici pro piivodni submodel, ¢imz jej ofeZzeme. Cely
postup konci ve chvili, kdy kazdy z jednodusSich submodelti pfinese nepiipustné feSeni, nebo
neobjevi lepsi feSeni, nez bylo piivodni. Vystupem celého procesu je nalezeni optimalniho
fesSeni, které je nejlepSim feSenim, objevenym v pribéhu celého postupu algoritmu. (Sierksma

a Zwols, 2015)

Heuristické metody

Tyto metody, n¢kdy také zvané piiblizné nebo aproximacni, pouzivaji empiricko-iterativni
algoritmus. Tyto metody jsou zavislé také na typu matice, kterou je tloha specifikovand. Ne
vSechny postupy jsou vhodné pro vSechny tulohy, proto je nutné peclivé vybirat postup pro
kazdou feSenou ulohu. Heuristické metody pracuji se zkuSenostmi, diky nimz se vytvari
postupy pro feSeni rozdilnych skupin problémi. Diky témto metodam sice nenalezneme
optimalni feSeni, ale alespoil feSeni, kterd se optimalnimu blizi. Takovym feSenim se fika
suboptimalni. Tato skupina metod hledani feseni uloh celo¢iselného LP je pomérné jednoducha,

ale jejich vyhoda se ukaZze az pii feSeni rozséhlejSich problémi. (Gros, 2003)

Sierksma a Zwols (2015) popisuji ptibliznou metodu, jejiZ podstatou je jednoduchy pfistup, a
to ignorovani podminky celociselnosti a feSeni tlohy simplexovym algoritmem. Nalezené
vrcholy v mnozing ptipustnych feseni modelu ale jsou obecnymi body, nikoliv celo¢iselnymi.
Proto také simplexova metoda obvykle nenajde optimalni feSeni modelu celociselného LP, ale

nékdy miiZze zuzit oblast pfipustnych feSeni natolik, Ze je vystup dostatecny. Toto feSeni se



nazyva suboptimalni. Paradoxné také feSeni ulohy simplexovym algoritmem muze vést
takovym vysledkim, které jsou velmi vzdalené optimalnimu feSeni problému celociselného LP.

Proto je nutné vhodné zvolit metodu, kterou konkrétni tlohy fesit.

Metody feznych nadrovin

Podstatou této metody je zmenSovani mnoziny piipustnych feSeni az k nalezeni optimalniho
feSeni. Toto postupné ofezavani vede k tomu, Ze je optimalni feseni tlohy celoc¢iselného LP
posunuto do hrani¢niho bodu, nebo na hranu mnoZiny pfipustnych fesSeni, pficemz z bodii na
hran¢ 1ze optimalni feSeni vybrat nékterym ze znamych algoritmii. Zkonstruovana nadrovina,
kterou ofezavanim dostaneme, separuje Cast feSeni, kterd neobsahuje optimum. Ruzné
algoritmy této skupiny metod se odliSuji predevsim zptisobem, jakym konstruuji fezné
nadroviny. Pokud je potifebné sestavit vice nadrovin k objeveni celoCiselného optimalniho
feSeni, pak se muze stat, Ze se naopak stavajici problém zvétsi a dochéazi k postupné,

nepfedvidatelné konvergenci. (Linda a Volek, 2009)

Nejznaméjsi skupinou algoritmi se¢nych nadrovin jsou Gomoryho algoritmy. Nejprve se
problém fesi obyCejnym simplexovym algoritmem. Pokud tento postup nenalezne celoCiselné
feSeni, je potfeba sestavit feznou nadrovinu, ktera vychazi z posledni simplexové tabulky,
respektive jednoho zjejich funkénich omezeni. Sestavena nadrovina se poté piida
k omezujicim podminkam modelu. Pivodni simplexova tabulka se rozsiii o fadek a sloupec.
Tim je porusena primarni piipustnost feSeni, a proto se problém dale musi fesSit dudlnim

simplexovym algoritmem. (Sierksma a Zwols, 2015)

4.4 Teorie grafi

Zakladnim prvkem je graf, ktery slouzi k popisu n¢kterych rozhodovacich problémi. Tento graf
je definovan mnozinou, ktera se skladd z podmnozin hran a vrchold. Podmnozina vrcholi ¢asto
udava prvky systému, napiiklad mésta v oblasti. Podmnozina hran pak popisuje vztahy mezi
jednotlivymi hranami. Jako celek mize graf popisovat napiiklad realnou dopravni sit’, nebo
strukturu podniku a procesy v ném probihajici. Zvlastnim typem je sitovy graf, ktery je uréen

k analyze projektt. (Fabry, 2011)

Z definice grafu je patrné, Ze nejsou nastavend pravidla pro to, kde jsou umistény jednotlivé
vrcholy, jaka je jejich poloha. Neni definované ani to, jakého tvaru jsou hrany, jak jsou dlouhé,

nebo zda lezi podmnoZzina hran a podmnozina vrcholil v jedné rovin€. Na druhou stranu existuji
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pro tyto podmnoziny pravidla, ktera fikaji, Ze hrana nesmi projit sama sebou a také neni mozné,

aby jedna hrana prochazela vice nez dvéma vrcholy. (Bin a Zhongyi, 2010)

4.4.1 Zakladni pojmy teorie grafi (Fabry, 2011)

Vrchol, nebo také uzel je obvykle reprezentovan kruznici s vepsanym jedine¢nym
identifikatorem v ramci konkrétniho grafu. Mohou byt popsany tadou ¢isel, nebo pismen.
Jednotlivé uzly grafu propojuji hrany, nebo cesty, které znazornuji vztahy a zavislosti mezi
uzly. Hrana ma na obou koncich vrchol. Také mizeme hranu oznacit jako orientovanou, nebo
neorientovanou. Pokud je hrana orientovand, je na jednom zjejich konct Sipka, ktera
znazornuje jediny mozny smér prechodu po této hrané. Je-li hrana znazornéna pouze ¢arou bez
Sipky, je neorientovana. Graf, ktery obsahuje pouze neorientované hrany, je neorientovany. A
naopak obsahuje-li pouze orientované hrany, cely graf je orientovany. Pokud je potieba popsat

postup mezi dvéma vrcholy grafu, nazyvame tuto posloupnost cesta. (Fabry, 2011)
Sled

Sled je posloupnosti vrcholti a hran, ktery mize byt orientovany, nebo neorientovany, podle
typu hran grafu. Sled je obvykle popisovan po¢ate¢nim a koncovym uzlem, také fikame, Ze
vede z vrcholu v, do vrcholu v,. Tyto vrcholy spojuje, pfi¢emz hrany a vrcholy na sebe

vzajemné navazuji. (Demel, 2015)

Typem sledu je i takovy, ktery neobsahuje jedinou hranu a obsahuje pouze jeden uzel.
Takovému sledu se fika trivialni a lze jej oznadit za orientovany i neorientovany graf. (Demel,

2015)

Tah

Tah je typem sledu, ve kterém se neopakuje Zadna hrana. Cestou nazyvame takovy sled, ktery
obsahuje kazdy uzel pouze jednou. Oba typy sledu mohou jak orientované, tak neorientované.

(Demel, 2015)

Uzavieny sled

Zacina-li posloupnost ve vrcholu, ve kterém i kon¢i, nazyvame ji kruznici (také cyklem nebo
uzavienou cestou) uvadi Fabry (2011). Demel (2015) uvadi, ze uzavieny sled (cesta) musi

splilovat podminky neopakovéani hran ani vrchold, mimo pocéate¢niho, respektive koncového
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vrcholu. Pokud je uzavieny sled neorientovany, pak jej nazyvame kruznici a pokud je

orientovany, je to cyklus. Cyklus mizeme také nazvat kruznici, ale opacné to nelze.

Kvantifikace modelt teorie grafii

Pokud chceme docilit u modelt kvantitativni podobu, je nutné grafy ohodnotit. RozliSujeme
dva typy ohodnoceni modeld, a to hranové a uzlové ohodnoceny. Je-li graf hranoveé
ohodnoceny, kazd¢ hran¢ nélezi urcitd hodnota, cena. Uzlové ohodnoceny graf je hodnoceny
naopak v uzlech. Graf mize byt hranové ohodnoceny, uzlové ohodnoceny, nebo hranové i

uzlové zarovei. (Subrt, 2015)
4.4.2 Typy grafi

Graf, ktery neobsahuje zddnou hranu, nazyvame diskrétnim a mize byt jak orientovany, tak
neorientovany. Prosty graf je takovy, jehoz hrany splituji podminku nésobnosti hran nejvyse
rovno jedné. Casto je pojmem graf myslen pravé prosty graf. Pokud je v grafu alespon jedna
hrana s nasobnosti vétSi nez jedna, nazyvame jej multigrafem. Multigraf mize vzniknout i

upravou prostého orientovaného grafu, respektive jeho symetrizaci. (Demel, 2015)

Souvislym grafem je nazyvan takovy graf, ve kterém existuje pro kazdou dvojici vrchola

minimaln¢ jedna cesta, tah. (Fabry, 2011)

Strom

Mame-li graf, ktery neobsahuje Zadny cyklus a je souvisly a neorientovany, nazyvame jej strom.
Zékladni podminkou stromu je existence pravé jedné cesty mezi kazdou dvojici vrchola grafu.

(Fabry, 2011)

Demel (2011) uvadi pojem kofenovy strom jako specidlni typ stromu, ktery je navic
orientovany. Nejcastéji udava aplikaci tohoto typu grafu v popisech hierarchickych struktur.
Jeho podstata spociva v existenci kofenu, tedy vyzna¢ného vrcholu, do kterého nevedou zaddné

hrany. Jingym nazvem pro kofenovy strom je vétveni.
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4.4.3 Komponenty souvislosti

Existuje-li spojeni kazdé dvojice vrcholti grafu neorientovanou cestou, lze graf nazvat
souvislym. Komponentami souvislosti nazyvame vSechny podgrafy H grafu G. Graf G je

souvisly a neni souc¢asti rozsahlejsiho souvislého podgrafu, je maximalni. (Demel, 2015)

Postup pro hledani komponent souvislosti grafu je nasledujici. Zvolime si kterykoliv uzel a
libovolnym algoritmem pro hledani neorientovanych cest (znackovani vrchold, prohledavani
grafii do Sitky, prohledavani grafii do hloubky) vyhledame mnozinu, ktera obsahuje uzly, jez
jsou neorientované dostupné ze zvolené¢ho uzlu. Vysledny podgraf je komponentou souvislosti.
Pokud takto nalezend mnoZina neobsahuje veskeré uzly grafu, zvolime dalSi uzel mimo jiz
nalezeny podgraf a postup opakujeme do okamziku, kdy v grafu neexistuji zadné uzly

nezatfazené v nékterém z komponent souvislosti. (Demel, 2015)

Stromy jsou grafy, které neobsahuji kruznice a jsou souvislé. Navic jsou komponentami

souvislosti lesa. (Demel, 2015)

Podgraf, ktery je tvofen vSemi uzly pivodniho grafu a je také grafem typu strom, se nazyva

kostra grafu. (Fabry, 2011)

4.4.4 Minimalni kostra

cvwr

nejnizsi v porovnani se vSemi ostatnimi moznymi kostrami grafu. (Demel, 2015)

Postup hledani minimalni kostry v souvislém grafu, ktery ma ohodnocené hrany, je nasledujici.
Existuje mnoZzstvi algoritml pro vypocet minimalni kostry, od postupu, kdy je kostra ziejma
okamzité, po slozité algoritmy, které jsou urcené i pro hledani koster slozitych grafi. (Demel,

2015)

Jednim z algoritmt hledajicich minimalni kostru je hladovy algoritmus, znamy také pod
nazvem Kruskaliv (sestaven roku 1956). Pro postup tohoto algoritmu si musime sefadit
ohodnocené hrany grafu od nejlevnéjsi po nejdrazsi. Poté z tohoto potadi vytiidime a vybereme

hrany, které by v grafu nevytvofily kruznici. Vybrané hrany tvofi minimalni kostru. (Demel,
2015)
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Jesté starSim je JarnikGv-Primtv algoritmus z roku 1930. Na startu algoritmu je zvolen
libovolny vrchol v. Potom vybirame takovou hranu e, ktera splituje podminku: hrana e spojuje
dvojici komponent A lesa L a minimalné pro jednu z nich lze vyvodit, ze ma ptivodni hrana e
nejmensi hodnotu v porovnani s hodnotami hran mnoziny dvojice komponent. Jako
komponentu volime pokazdé tu, ktera zahrnuje vrchol v. V pribéhu vypoétu ma les L jako
komponenty souvislosti pravé jeden strom a izolované vrcholy. Strom se zaroven rozrista
pfidavanim hran, jenz jej propojuji za nejnizsi cenu s dosud nezahrnutymi izolovanymi vrcholy.

(Demel, 2015)

Nejstar§im algoritmem pro vypocet minimalni kostry je Boravkiv algoritmus, ktery pochazi jiz
Z roku 1926. Je pouzitelny pouze za predpokladu, ze jsou vSechny ceny hran navzajem rtzné.
Postup tohoto algoritmu je velmi rychly, jelikoz kazdy jeho krok redukuje pocet komponent
souvislosti grafu nejméné o polovinu. Pravé tento algoritmus je podkladem pro nejrychle;jsi

novodobé algoritmy vypoc¢ti minimalnich koster. (Demel, 2015)
4.45 Stupné souvislosti

V tfad¢ ptipadl Ize rozliSovat méné nebo vice souvislé grafy. Pokud bychom jako ptiklad
uvazovali povodné, zajima nas, na kolika mistech bude trasa z jednoho bodu do druhého
pierusena, nebo zdali budou pieruseny i ostatni alternativni trasy zpisobem, Ze bude ochromeno

spojeni mezi témito dvéma body.

Graf mUzeme nazvat siln¢ souvislym v pfipad¢, je-li orientovany a kazdé jeho dva uzly lze
propojit orientovanou cestou, a zaroven existuje mezi stejnou dvojici uzli i orientovana cesta

opa¢ného sméru. (Demel, 2015)

Hranovy stupeii souvislosti grafu

Popisuje nejnizsi pocet hran, pfi jejichZz odebrani dojde tomu, Ze se graf stane nesouvislym.
Hranovy stupen souvislosti je takto popséan pro grafy, které maji dva a vice vrchold. V pfipadé,
ze ma graf pouze jeden vrchol, jeho hranovy stupent souvislosti je nula. Pro hranovy stupen

souvislosti zaroven plati, ze nesmi byt vyssi, nez je stupen libovolného uzlu grafu.
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Typ spojeni dvou uzli se mize nazyvat také mostem za predpokladu, Ze odstranénim této vazby

se navysi poc¢et komponent souvislosti grafu. (Demel, 2015)

Vrcholovy stupen souvislosti grafu

Stejn¢ jako hranovy stupent fe$i minimalni pocet prvkd, vtomto piipadé vrcholt, které
Vv pfipadé odstranéni z grafu zplsobi jeho rozpad na graf nesouvisly. Takto Ize definovat

vrcholovy stupen souvislosti pro vétSinu graft s vyjimkou grafii uplnych.

Artikulace je typ vrcholu, pii jehoz odebrani z grafu se zvysi poc¢et komponent souvislosti grafu.
(Demel, 2015)

4.5 Steineriv problém

Zname né€kolik Steinerovych problémi zdvislych na typu grafii, na kterych jsou popsané.
Prvnim je problém Euklidovského Steinerova stromu. Tento graf je souvisly a jeho hrany
spliiuji podminku, Ze vzdalenost mezi libovolnou dvojici hran je euklidovska. DalSim ze
Steinerovych problému je linearni Steinertv strom, ktery je také souvisly, ale rozdil je v tom,
ze vzdalenost mezi libovolnou dvojici jeho hran je linearni. Poslednim problémem je Steinertv
strom. (Krichen a Chaouachi, 2014) Cieslik (2001) tika, Ze feSeni Steinerovych problémi je

primarné zavislé na formé, jakou jsou popisovany vzdalenosti v prostoru.

Promel a Steger (2002) pisi, ze historicky ma polozit zaklady tohoto problému francouzsky
matematik Pierre de Fermat, ktery se zabyval myslenkou tfi bodl v rovin€, mezi které umisti
dalsi bod. Je-li tento pfidany bod umistén vevniti polygonu ohrani¢eného pivodnimi tfemi body
a kostra grafu bude timto bodem prochazet, bude suma vzdalenosti mezi body kratsi, nez kdyby
se uvazovala kostra po obvodu (tedy bez pfidaného bodu). Na jeho myslenku navazal italsky
fyzik Evangelista Torricelli, ktery navrhl geometrické feSeni Fermatova problému. Zobecnil

problém na n bod, misto ptivodnich tii.

Na ptvodni Fermatovu mysSlenku a Torricelliho geometricky rozvoj se zamétovalo veétsi
mnozstvi védci. Jednim z nich byl Jacob Steiner. (Promel a Steger, 2002) Svycarsky matematik
Jacob Steiner (narozen 1796), ktery je jednim ze zakladateld syntetické a projektivni geometrie,
je tedy autorem Steinerova problému. Zakladnim problémem je hledani nejkrat$iho nebo

nejlevnéjsiho mozného propojeni/cesty mezi vrcholy grafu. (Du, Smith a Rubinstein, 2000)
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451 Steineruv strom

Je to problém, ktery stejné jako jiné algoritmy hledd minimalni kostru grafu. S tim rozdilem, ze
K tomu vyuziva pridanych Steinerovych uzli. Vysledna podoba Steinerova stromu také zavisi

na vybraném optimaliza¢nim algoritmu. (Promel a Steger, 2002)

Tento problém popisujeme na ohodnoceném grafu, kde by vSechny koncové (nebo také
podstatné) uzly mély byt propojeny. Problém Steinerova stromu spoc¢iva v hledani takového
stromu, ktery by obsahoval vSechny koncové (podstatné¢) uzly za ptipadného pouziti
Steinerovych uzld, a to vSe s dosaZzenim co nejmensi celkové ceny. Tedy hled4d podgraf o
nejkrat$i mozné délce za splnéni podminek minimalni kostry. V Euklidovském prostoru lze fict,

7e problém Steinerova stromu je NP-slozitym problémem. (Krichen a Chaouachi, 2014)

Obrazek 2 Problém Steinerova stromu

@® Koncovy uzel
O Steinerlv uzel

Zdroj: vlastni zpracovani

Steinertv uzel je takovy uzel, ktery miize byt v ramci potieby do grafu pfidan. Neni urceno, se
kterym dal$im uzlem (i Steinerovym) musi tvofit hranu. MlZeme si jej predstavit jako
ktizovatku mezi sklady, nebo rozvodnu obsluznych siti v zastavbé. Takovy uzel ma jediny tcel,

a to zmensit minimalni kostru grafu. (Krichen a Chaouachi, 2014)

Topologie tohoto grafu zobrazuje cestu koncovymi uzly, ptipadné Steinerovymi uzly. Umisténi
jednotlivych uzlli v prostoru nemusi byt presné zndmé, podstatné je samotné usporadani a
ohodnoceni. Koncové uzly mohou byt stupné jedna a vySe, Steinerovy uzly oproti tomu musi

byt stupné nejméné dva. Pokud uvazujeme, Ze Steineriiv uzel ma sniZovat cenu minimalni
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kostry grafu a zaroven jim kostra nutné prochazet nemusi, je tato podminka logicka.

(Laarhoven, 2010)

Marchese a Massaccesi (2014) popisuji par velmi znamych piikladi Obrdazek 2, které

znazoriuji problém Steinerova stromu, které znazornuji hledani nejkratsi cesty.

Obrdzek 3 Reseni pro vrcholy trojithelniku a ctverce
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Zdroj: vlastni zpracovani

Cieslik (2001) vysvétluje vyraz Steineriv pomér jako vztah mezi délkou MST (minimum
spanning tree/minimalni kostra grafu) a SMT (Steiner minimum tree/Steinerdv minimalni
strom) v tom samém grafu. Matematicky se tento vztah vyjadii jako délka SMT ku délce MST.
Ugelem feSeni minimélniho Steinerova stromu v grafu je zmenseni minimalni kostry grafu.

Z toho vyplyva, Ze minimalni kostra grafu bude vzdy delsi neZ miniméalni Steineriv strom.

45.2 Formulace Steinerova stromu jako model celo¢iselného programovani v grafech
(Diané a Plesnik, 1993)

Je dén graf G s témito vlastnostmi: je spojity, neorientovany, neobsahuje smycky nebo cykly
ani multihrany a jeho hrany maji kladnou cenu. Pro tento graf existuje mnozina vyznaénych
uzli oznacend jako Z S V (G). Podstatou Steinerova problému je hledani minimalni ceny
kostry Z v G v grafech. Poté mame je$t¢ mnozinu hran E(G), ktera spolu s mnozinou V(G)
tvoti graf nebo podgraf G. Jejich Kardinalita je nasledujici. Necht' n := |V (G)|, m := |E(G)|

ap := |Z|. Cena podgrafu je urCena souctem cen v8ech jeho hran, jeZ jsou znaCeny jako c;;.
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Jakykoliv problém celo¢iselného linearniho programovani mize byt relaxovan od
celociselnosti proménnych a poté feSen jako problém linearniho programovani, naptiklad
simplexovym algoritmem. Pokud nékterou z metod feseni LP ziskdme hodnotu ucelové funkce,
predstavuje tato hodnota dolni odhad minimalni ceny Steinerova stromu. V tomto modelu

znacime pocet proménnych jako a a pocet podminek jako (.

Problém celociselného LP z hlediska rozmért ulohy je definovan takto:

a=2m+n-—1 proménné (2m binarni a n — 1 celociselnych proménnych) a
fp=4m+3n+p—4 podminky.

Postup této formulace je nasledujici. Nejdiive si vybereme libovolny uzel v, € Z. Poté
nahradime kazdou hranu ij z G dvéma opacn¢ orientovanymi hranami ji a ij kazda o cen€ c;;
a zaroven vylou¢ime hrany jez vstupuji do nami vybraného uzlu v, Nov¢ vznikly podgraf se

znadi G. Méme kostru T ze Z v grafu G a vSechny hrany z T orientujeme tak, aby uzel vo byl

kofenem nového orientovaného stromu T, ktery je podgrafem G.

Predpokladame, ze V(G) = {1,2,..,n}, Z = {1,2,...,p} a vy, = 1. Déle predpokladame
V@)= {i € V(5)|ij € E(ﬁ)}..Kaidé hran¢ ij ptitadime proménné xij € {0, 1}. Kazdou
hranu z podgrafu G nazyvame 1-hranou, nebo O-hranou, zapsané jako x;; = 1lax;; = 0. Hrana
zapsana jako x;; = 0 patii vyhradn€ do mnoziny T a potom do kazdého j € V(?) - {1}
vstupuje pravé jedna 1-hrana. Vsechny uzly j € V(ﬁ) jsou urCen¢ proménnou u;, ktera
reprezentuje vzdalenost mezi j a kofenem 1 nalezicim T za pfedpokladu Ze j € V(T)
Proménna u; udava kolik je hran v jedine¢né orientované cest€¢ 1 —j . PoloZme u; := —1
Vv piipad¢, Ze j nepfislusi mnoziné T a poté plati, ze jsou vSechny u; < n - 1. Model ma

nasledujici podobu:

minimalizace 2ij er (@) CijXij 9)
vyhovujici ¥ epjyxij <1 Vj € V(é) —{1} (10)
nzi ev(j) Xij = U; +1 V] € V(G_)) - {1} (11)
M+ 1) Xieryxij < n(y+ 1) vi e V(G)-{1} (12
1-n(1-x;)<wy—u <1+n(1-x;) Vij € E(G) (13)
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x;; €{0,1} vij € E(G) (14)
u; =0, u; =0 Vi € Z—{1} (15)

Oznatme H jako podgraf grafu G, jenz je tvoren 1-hranami a prozkoumejme jeho vlastnosti.
Dale vime, ze z4dnéa 1-hranaz H nevstupuje do vrcholu 1. Podle podminek vyse plati, ze nejvice
jedna 1-hrana vstupuje do jakéhokoliv uzlu. Do kazdého Z-uzlu, pro ktery plati j # 1, vchazi
1-hrana ij. Poté Ize fict, Ze u; = 1 au; = u; — 1, coz lze aplikovat i pro i misto j, az na to, Ze
plati u; = 0. Potom lze prokazat, ze kazdému Z-uzlu j nalezi uzel i a plati u; = 0 a orientovana
cesta i — j sestavajici z 1-hran. Dal$i z podminek tika, Ze zddna 1-hrana nemutze vstoupit do
uzlu i, ale zaroven pokud se i # 1, pak do uzlu i 1-hrana vstoupit musi a z toho vyplyva ze

i = 1. Lze tedy fict, ze vSechny Z-uzly jsou dosazitelné z uzlu 1 po cesté sestavajici z 1-hran.

Z podminek vyse také vyplyva, Ze jsou vylouceny vSechny koncové uzly, jez nejsou ze Z-uzli

a H musi byt minimalni kostrou Z.

Hodnoty proménnych u; jsou omezeny na redlné s podminkou - 1 < u; < n- 1nebo mize
byt pozadovana jejich celo¢iselnost a z modelu v nékterych piipadech doopravdy vystupuji
pouze celd ¢isla. Pokud u; > —1 je minimalni necelo¢iselnd hodnota, pak bychom dospéli ke
sporu, kde by bylo dalsi u; = u; - 1.

Tento model lze také kompletné pfevést na binarni. Za podminky - 1 < u; < n- 1lze
polozitu, := u; + 1(j € V(G) - Z) anasledn¢ vyjadrit &, binarni proménnou yjq , ..., ¥j¢
€{0,1}: @, = 2%;jo + -+ 2%y

kde t = [log, n]. Nasledné ziskame model s nanejvys 2m + (n- 1)([log,n] + 1) 0- 1
proménnych a nanejvys 4m + 3n - 3 omezeni, pfiCemZz m udéava pocet hran a n pocet uzli

puvodniho grafu G.

4.6 Robustni optimalizace

Pocatky problému robustni optimalizace se datuji do sedmdesatych let minulého stoleti. Jeji
rozvoj byl spjat s rozvojem algoritmu pro feseni optimaliza¢nich uloh. Hlavnimi vyzkumniky
této oblasti byli naptfiklad Charnes, Cooper a spol., dale Soyster, Ben-Tal a Nemirovski atp.
(Bertsimas a Brown, 2009)
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Zakladem robustni optimalizace je zjistit takové optimalni feSeni, které zachova proveditelnost
pro vétSinu realizaci i za predpokladu, ze do modelu vstoupi nejistd data. To je primdrni
odlisnost od obycejného matematického modelu, ktery zna vSechny vstupni parametry.
Robustni piistup proti klasickému bere do uvahy nejednozna¢na data, ktera mohou ovlivnit

ptipustnost vysledku modelu. (Bertsimas a Brown, 2009)

Robustni optimalizace vyuziva formulace cilového programovani, coz tvoii sady feSeni, jez
jsou vyznamné méné nachylné na provedeni modelovych dat. Ve vSeobecnosti ma robustni
optimalizace mnoho plusi proti stochastické linearni optimalizaci, které je alternativni
metodologii. Pfes vSechny vyhody, neni bezvyhradné lepsi, ale je urcité¢ vice vSeobecné

vyuZitelna. (Kouvelis a Yu, 1997)

Je to metodologie, ktera se asto zabyva ,,worst-case ptipady. PouZziva se pro ptipady, jejichZ
parametry pochazi z odhadu, tudiz by tyto parametry mohly byt poznamenany chybami odhadu.
Také je vhodné pouzit robustni optimalizaci, pokud jsou v modelu néjaka podstatna omezeni,
jejichz splnéni je podminkou piipustnosti feSeni. Nebo také v piipadé, ze je ucelova funkce,

respektive optimalni feSeni, pomérné citliva na chaos. (Yaman, Karasan a Pinar, 2001)

Obecné jsou V optimaliza¢nich modelech znama vSechna vstupni data, ovSem hodnoty
nekterych koeficientli mohou nabyvat neurcitych hodnot. Tato neurcitost pochazi z toho, ze
zname minuly pribeh néjakého problému a z néj vyvozujeme, jak by se podobna situace mohla
vyvijet v budoucnu, pficemz je to pravé pouze neurcity odhad. Neurcitd data ovSem nelze

opomijet v ramci zachovani spravnosti fesSeni problému. (Biising and D’ Andreagiovanni, 2013)

MuzZe se stat, ze se model stane neproveditelnym, nebo pfestane byt optimalni. Za ptedpokladu,
7e by se teSila tloha zredlného prostfedi, jsou tyto dvé situace velmi nezddouci. Proto se
v minulosti objevilo nékolik metod, které neurcitost naopak zohledfiuji a umi s ni pocitat.
V zakladné predpokladaji, Ze se neurcité hodnoty v modelu celociselného programovani objevi
pouze Vv souvislosti s n€kterymi souciniteli a;; a i kdyby se neurcitost objevila u zbylych
souCinitell, existuje metoda, ve které je neurcitosti zasazena jen matice soucinitelil. (Biising

and D’ Andreagiovanni, 2013)
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Jeden z nejcastéji pouzivanych modelti urenych pro robustni optimalizaci sestavili védci
Dmitris Bertsimas a Melvyn Sim (oba se zabyvaji operaénim vyzkumem). Jejich model stoji na

nékolika predpokladech.

Prvnim je, Zze si ke kazdému souciniteli, ktery je neurCity, ptifadime néjakou ocekavanou
hodnotu, kolik by mohla byt jeho cena. Hodnotu mizeme odhadnout na zaklad¢ sousednich
souciniteltl nebo naptiklad historickych dat. Také se musi u tohoto soucinitele urcit, o kolik
nejvice se muze zhorsit, tedy jeho maximalni odchylka. Dale pfedpokladame, ze se hodnota
neurcitého soucinitele objevi v intervalu, tvofeném pfi¢tenim a ode¢tenim maximalni odchylky

k odhadu soucéinitele.

Poté plati, Ze neurCiti soucinitelé jsou stochasticky nahodné proménné urcené vlastnim

rozpétim odchylky podle neurc¢eného symetrického rozdéleni.

Posledni podminkou je, ze si pro kazdé omezeni feSitel ur¢i hodnotu, které odpovida poctu
souCinitell, které se v ten samy okamzik, respektive priichod vypoctem, zhorsi o vybranou

odchylku. (D’ Andreagiovanni and Raymond, 2014)

Pokud existuje mnozina odchylek, ktera vSechny tyto ptedpoklady splni, nazyva se mnozina
nejistot, nebo neurcitd mnozina. Také je v modelu zaveden parametr I', ktery zarucuje jeho
stalost. Cim je tento parametr I' vétsi, tim vice je model chranén viéi chybé s &imz zaroven
vznikd cena robustnosti. Na druhou stranu to zpiisobi pokles optimalni hodnoty, coz je

nasledkem vyftazeni nerobustnich variant feSeni z pfipustné mnoziny. (D’ Andreagiovanni and

Raymond, 2014)

4.6.1 Formulace modelu robustni optimalizace (Bertsimas and Sim, 2004)

Mame néjaké i-t€ omezeni tlohy a;x < b; a mnozinu J;, ktera obsahuje koeficienty a;;,j € J;
u nichz je pfedpokladan vyskyt neurCitosti. Uvazujeme symetricky rozvrzené hodnoty se
sttedni hodnotou, kterd odpovidd nominalni hodnoté a;; na intervalu [a;; — @;j, a;; = d;;]. Poté
mame parametr [; pro kazdé i z intervalu[O0, |J;|], ktery upravuje robustnost vici postoji k riziku
(0 — zadné riziko, |J;| — maximalni riziko). Dale zna¢ime p vektor neurcitych koeficientl a §i

znadi nejistotu vah.
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Uvazujeme néasledujici model:

maximalizace c'x (16)

za podminek

X aijX; (17)
8V g B oA A0 < b. i

{SiU{ti}lsigli'{g?i(lriJ L E]i\Si}{Z]esi ¥y + (T = 1) a”yt} < b vi (18)

=Y < Xj < Yj Vj (19)

1<x<u (20)

y = 0. (21)

Za predpokladu, Ze je I; celo¢iselné, mizeme fict, Ze i-t4 podminka je splnéna B;(x, ;) =

{Silsigﬁ§il=ri}{2jesi a;;j|x;|}. Pokud by se I; rovnalo nule a B;(x,I;) také, pak podminka

vyjadiuje totéz jako podminka v nominalni verzi problému (bez aspektii neurcitosti).

Aby bylo mozné pfeformulovat model vySe na model linearni optimalizace, je nutné splnit

nasledujici podminky:

Mame vektor x* a zajiStujici funkci pro i —tou vazbu

pi(x . I;) = {Djes; yjlxj| + (T = 1D G, 1x713, - (22)

max
{Siu{t31S;SJulSi|= i) .t; € Ji\Si}

ekvivalentni ucelové funkci nasledujiciho problému linearni optimalizace:

Bi(x*, ;) = max e, a;;|x";|z; (23)
Vyhovujici Yjes Zij = I (24)
0< Zij <1 Vj Eji. (25)

Nyni je moZzné model pfeformulovat na ekvivalentni robustni model linedrni optimalizace

(tzv. robust counterpart):

maximalizace c'x (26)
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za podminek

Yjaiixi + 7l + Yjej, iy < by Vi (27)
zi + pij 2 ;5 Vi,j € J; (28)
—Yi < %< Y v (29)
< x <y vj (30)
pij =20 Vi,j € J; (31)
y; =0 vj (32)
z; =20 Vi. (33)

Uvazujeme dualni problém k problému linearni optimalizace (23)-(25):
minimalizace e, pi; + ;2 (34)

za podminek

zi +pij = Qylx; | Vi,j€ J; (35)
pij =0 Vi,j€ J; (36)

Vzhledem k tomu, Ze problém linearni optimalizace (23)-(25) je pfipustny (diky silné dualit¢)
a omezeny pro vSechny I; € [0.|/;]], pak miZeme fict, ze dudlni problém (34)-(37) je téz
ohraniceny a pfipustny a hodnoty jejich ucelovych funkci se shoduji. Pokud bychom pouzili
podminku (22), 1ze uvést, ze B;(x*I;) je ekvivalentni k u¢elové funkci problému (34)-(37).
Pokud bychom substituovali problém (16)-(21), dostaneme se k tomu, Ze je tento problém
ekvivalentem linearniho optimaliza¢niho problému (26)-(33).

Robustni model linearni optimalizace (26)-(33) man + k + 1 proménnycham + k + n

vazeb, pfiCemz ma k = ); |J;| neur€itych hodnot. Ve skute¢nych situacich je matice A fidka.

4.6.2 Absolutni robustni stromy

Maéme definovany absolutni ,,worst-case® scénaf grafu, ktery je kostrou grafu a cena této kostry
je maximum. Z tohoto predpokladu je ziejmé, Ze v této kostie jsou vSechny ceny hran vazané
ke svym omezenim shora, pfi¢emz zbylé hrany se cenové pohybuji kdekoliv na svych zadanych

intervalech. (Yaman, Karasan a Pinar, 2001)
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Pokud mame kostru grafu, jejiz absolutni ,,worst-case” scénaf ma minimalni cenu, pak tuto
kostru nazyvame absolutni robustni kostrou. Pokud uvazujeme takovyto scénafr, pak absolutni
robustni kostra odpovidd minimdalni kostfe grafu. Oproti pfedchozimu ptipadu vSechny hrany

kostry stoji maximum na svém intervalu. (Yaman, Karasan a Pinar, 2001)

Problematikou absolutni robustni kostry s kone¢nou mnozinou scénaiti se zabyvali Kouvelis a
Yu (1997), kteti vysvétluji dva pripady koster v zavislosti na otevienosti, respektive
uzavienosti mnoziny scénaiti. Prvnim pfipadem absolutni robustni kostry je NP-uplny problém,
ve kterém je mnoZina scénaii pevné ohrani¢end. Druhym typem je silny NP-sloZity problém,

ktery je specificky neohranicenou mnozinou scénafa.

Bereme-li do tvahy teorie vySe, pak lze fict, ze absolutni robustni kostra grafu, s hranami
urcenymi intervaly cen, je feSitelna vypocitdnim minimdlni kostry grafu za ptedpokladu, Ze
vSechny jeji hrany stoji méné nez jejich vrchni intervalova hodnota. Minimalni kostru 1ze nalézt

V polynomialné omezeném case. (Yaman, Karasan a Pinar, 2001)

4.6.3 Relativni robustni stromy

K této problematice je zaveden novy pojem robustni odchylka kostry. Je to rozdil (ktery je
maximem) mezi cenami kostry relativniho ,,worst-case® scénafe a minimalni kostry grafu.
Pokud je robustni odchylka kostry naopak minimalni, pak takovéto kostie fikame relativni

robustni kostra. (Yaman, Karasan a Pinar, 2001)

Relativni ,,worst-case* scénar kostry je takovy scénaf, jehoZ hrany na kostfe maji ceny, které
jsou na svém hornim intervalu a zbylé¢ hrany maji naopak ceny na dolnim odhadu svého

intervalu. (YYaman, Karasan a Pinar, 2001)

Tuto problematiku také rozvinuly Kouvelis a Yu (1997), ktefi svou praci prokazali, Ze relativni
robustni kostra grafu je NP-plny problém, pokud je mnoZina scénaii omezena a naopak je-li

oteviend, jedna se o silné¢ NP-slozity problém.

4.7 P a NP problémy

Fortnow (2009) ik, Ze se uz skoro padesat let podstatné meéni a vyviji pocitacova véda,
respektive informatika, a to od momentu, kdy kanadsko-americky pocitacovy védec a

matematik Stephen Arthur Cook publikoval svou zasadni praci v oblasti NP uplnych problémt
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pod nazvem The Complexity of Theorem-Proving Procedures (v ptekladu Komplexnost
Postupti Dokazovani Vét) v roce 1971. Na vzestupu jsou také vypocetni kapacity, oproti tomu
jejich cena Sla zasadné dolti. Pocitatem tizené vypocty jsou v dnesni dobé vyuzivané skoro ve
vSech oblastech védeckych vyzkumt, jako jsou naptiklad biologie, fyzika, ekonomie atd.
Obecné vsechna védni pole, které vyuzivaji Sirokopasmové vypocetni modelovani, simulace a

rozhodovaci problémy.

Na rozdil od Fortnowa (2009) Uday (2018) piSe, ze poCatky P a NP problémt byly poloZzeny
jeste drive. Podle néj je problematika spjata s praci rakouského matematika Kurta Godela, ktery

JiZ roku 1956 s jinymi védci probiral téma komplexnosti NP tplnych uloh.

P a NP jsou tfidami slozitosti. Zkratka P znamena polynomidlni problém, NP je zkratka pro
nedeterministicky polynomialni problém. P i NP problémy jsou piedev§im spjaty
s rozhodovacimi ulohami, pfi¢emZ kazdd optimalizacni Uloha ma svou verzi rozhodovaci

tlohy. (Kolét, 2009)

4,7.1 Trida slozZitosti P

P problémy jsou tfidou rozhodovacich problémil, jenz jsou feSitelné v polynomialnim case
n¢jakym algoritmem. Tento algoritmus ma omezeny pocet krokii fixni polynomidlni funkci, a
to na velikosti vstupt. P problémy se spojuji s pfivlastkem lehké, nebo jednoduché. (Fortnow,
2009)

Ttidu P problémt 1ze popsat na uloze hledani minimalni cesty mezi libovolnymi dvéma vrcholy
prostého neorientovaného grafu. Uloha je popsana prostym grafem a dvéma jeho vrcholy, mezi
kterymi chceme najit cestu. Vysledkem ulohy minimélni cesty jsou vSechny existujici

posloupnosti vrcholt, které tvoii nejkratsi pruchod vrcholy. (Kolat, 2009)

Fortnow (2009) uvadi ptiklad, kdy je ve skupiné velké mnozstvi zakd. Tyto zaky potiebuje
ucitel rozdélit do dvojic na projekty tak, aby byly Zaci ve dvojicich navzdjem kompatibilni,
pficemz informaci o tom, kteti Zaci jsou kompatibilni se kterymi, zname. Existuje teoreticka
moznost prozkoumat uplné vSechny dvojice zakl, nicméné i tfida 40 zaka by vyZadovala
prozkoumat velmi mnoho parti. Proto roku 1965 kanadsky informatik a matematik Jack Robert

Edmonds sestavil efektivni algoritmus, ktery problém tohoto typu dokaze vyfesit
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V polynomidlnim case. Také predstavil sviij ndvrh véty o efektivnim vypoctu. Jeho prace pak

dala zaklad tfid€ problému P.

4.7.2 Trida sloZitosti NP

Pokud zname pro rozhodovaci problém néjaky nedeterministicky algoritmus, pak je tato uloha
ve tfidé NP. Takeé plati, ze zminény algoritmus probih4 v polynomialnim Case. Tyto algoritmy
probihaji ve dvou fazich. Prvni faze je nedeterministickd, coz znamen4, ze se odhadne a ulozi
fetéz znakl, které mohou byt feSenim. Také je mozné, ze se dany fetéz znakli bude ménit pro
rozliSné faze vypocti. Nasleduje faze deterministickd, kdy se vypocita deterministicky
algoritmus. Ten ma na vstupech k dispozici mimo jiné prave i fetéz znakl ziskany predchozi
fazi. V této fazi je vystupem vysledné feseni (nebo také nekone¢ny cyklus), respektive validace

feSeni, které vzeslo z nedeterministické faze. (Kola#, 2009)

Pivodné byl pojem NP spjat s vétami o nedeterministickymi stroji, coz jsou takové stroje, které
disponuji dvéma a vice kroky z aktudlni pozice. Nyni se NP tlohy spojuji spiSe s pojmem

nedeterministického polynomiélniho ¢asu. (Cook, 2000)

Jako ptiklad NP problému Ize uvést naptiklad situace, kdy mame velkou skupinu lidi a chceme
je posadit k ovalnému stolu. Podminkou ale je, aby lidé, ktefi se tfeba nesnesou, nebo neznaji,
nesed¢li vedle sebe, piicemz tyto informace o vSech osobach jednotlivé mame. Tento problém
se nazyva terminem Hamiltonovskd kruznice. V této chvili mizeme navrhnout né&jaky
potencialn¢ spravny zasedaci poradek. Pfesné to ovSem nevime, ale mizeme efektivné zjistit,

zda je zasedaci poradek validni. (Fortnow, 2009)

4.7.3 NP daplnost

Zasadni mnozinou uloh tfidy NP jsou takové, které mizeme popsat jako nejslozitéjsi tlohy
z této tiidy. Rika se jim NP-UpIné problémy. Podminkou zatazeni ulohy do této skupiny je
moznost redukovat na NP-iplné problémy vSechny ostatni problémy t¥idy NP v polynomialnim

Case. (Kolat, 2009)
V principu si chceme praci na NP Uplnych problémech ulehéit. A to tak, Ze se snazime model

néjak redukovat. Mame-li napiiklad fesit Glohu, je vyhodné zjistit, jestli tato lloha nepatii do

dalsi vetsi skupiny uloh, které umime uz néjakym algoritmem vyftesSit. Zjistime-li, Ze takovym
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algoritmem tloha lze vyftesit, zredukujeme vstupy nasi ptivodni tlohy tak, aby 1épe odpovidaly

pozadavkim na vstupy do toho algoritmu. (Kola#, 2009)

47.4 P versus NP

vvvvvv

vyresit né¢jakou ulohu nez poté zjistovat, zda jsou vystupy toho feSeni spravné. V tomto
ptikladé je tiida P problému zastupcem optimalizacnim uloh, které je mozné efektivné vytesit
a proti tomu jsou NP problémy zastupci optimaliza¢nich uloh, jejichz spravnost feseni lze

efektivné ovéftit. (Goldreich, 2010)

vvvvvv

dokazovat véty obecné. Da se tedy fict, ze v tomto piipadé P tiida reprezentuje rozhodovaci
ulohy, které jsou dobie feSitelné a NP tfida zastupuje mnoziny, které maji efektivné

verifikovatelné véty o pfislusnosti k mnoziné. (Goldreich, 2010)

P versus NP problém se zabyva otazkou, zda NP problémy ve skute¢nosti nejsou P problémy.
Respektive zda jsou vSechny jazyky feSitelné néjakym nedeterministickym algoritmem
V polynomidlnim ¢ase stejné tak jako deterministicky algoritmus v polynomialnim case. P a NP
problémy jsou cCasto svazany s teoretickou informatikou a modelem pocitace, popsaném
napfiklad Alanem Turingem roku 1936, dobfe znamym pod ndzvem Turingiv stroj. (Cook,

2000)

4.8 OpenSolver

OpenSolver je dopln€k programu Microsoft Excel. Tento software je zalozen na principu open
source, COZ znamena, ze je pristupny veifejnosti a ma otevieny zdrojovy kod. Slouzi jako nastroj
pro linearni, nelinearni a celo¢iselnou optimalizaci. V programu Microsoft Excel se tento
dopln€k nachazi na karté ,,Data* v pravé ¢asti v oddile ,,OpenSolver®. (www.opensolver.org,
2020)

Jako doplnék Excelu, ktery neni obsazen v zakladnim bali¢ku programu Micrsoft Excel je nutné
si tento dopln¢€k pridat skrze samotny Excel. Tlacitko Soubor — Moznosti — Dopliky — (ve
spodni ¢asti v sekci Spravovat:) Prejit... — poté ze souboru vybrat nainstalovany balicek

OpenSolver — vybrat jej v sekci Dostupné dopliiky — OK.
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Obrazek 4 Microsoft Excel, zalozka Data

Vzorce Data  Revize
i IN -
kcie femépis |< )Z,_\

Datové typy

Zdroj: Microsoft Excel

Obrazek 5 Microsoft Excel, zalozka Data, oddil OpenSolver

miin = Show/Hide Model
xfg
. Quick Solve
Model Solve
v ~  OpenSolver ~
CpenSolver

Zdroj: Microsoft Excel

Program Microsoft Excel sam o sobé obsahuje standardni nastroj pro optimalizaci méné
slozitych problémil, ktery se jmenuje Solver, nebo také Resitel, ptistupny z oddilu ,,Analyza“.
Tento nastroj je pro Microsoft Excel dodavan spole¢nosti Frontline Systems. Solver je dopln¢k,
ktery je snadno ovladatelny a vhodny naptiklad pro tcely vyuky, kdy si studenti mohou
vyzkouset techniky modelovani nebo optimalizace. Ale pokud je tento nastroj pouzit na realné
situace, je mozné, ze uz nebude dostaCovat, je totiz omezen na 200 proménnych. EXistuje i
rozsifeni na nastroj Premium Solver, také od spolecnosti Frontline Systems, ktery je jiz placeny.

(Dunning and Mason, 2010)

OpenSolver vznikl jako doplnék pro Microsoft Excel spojenim software skupiny COIN-OR a
Excelu. COIN-OR totiz disponovali software, ktery byl schopen optimalizovat linearni i
celociselné programovani a dokazal operovat ve vétSim rozsahu nez originalni nastroj Excelu
Solver. Tento software se nazyva CBC. OpenSolver tedy dovoluje uzivateli pracovat skrze
Excel s optimaliza¢nim nastrojem COIN-OR CBC. (Dunning and Mason, 2010)

,Computational Infrastructure for OR* ve zkratce COIN-OR je skupina vyzkumnikd. Tato

neziskova spolec¢nost mé oficialni ndzev COIN-OR Foundation, Inc. Spole¢nost se zabyva

vyvojem open source nastroji podporujicich feSeni problémi opera¢niho vyzkumu. Také
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spravuje ulozisté software nastroji, slouzicich k psani kodi optimalizace, nebo jako v ptipadé

dopliikku OpenSolver samostatnych balicki. (Salzman, Ladanyi and Ralphs, 2004)

Vroce 2020 je aktualni verzi dopliiku OpenSolver 2.9.0, ktery vyuziva SolveEngine
spole¢nosti Satalia. Nabizi rychlé feSeni problému linearniho a celociselného programovani a
je také kompatibilni s modely obyc¢ejného Solveru. Jeho limitace spocivaji uz pouze v omezené
operac¢ni paméti pocitace, nicméné je mozné, ze rozsahem velké modely mohou trvat pri

spusténi OpenSolver delsi Casovy Usek.
Hlavnimi tvirci dopliku jsou Andrew Mason, nebo v posledni dobé vyvoj od Jacka Dunna

z MIT. Kpivodnimu vyvoji také prispé€li studenti katedry InZenyrskych véd Univerzity
Auckland. (www.opensolver.org, 2020)
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5 Vlastni prace

Ve vlastni praci bude feSen problém pomoci Steinerova stromu, ktery bude nasledné pieveden
na svoji robustni verzi, aby byl cely algoritmus pouzitelny obecnéji, na Siroké spektrum
problémi z rliznych oblasti od projektovani staveb, piepravnich problémt po projektového
fizeni atd. Pro algoritmus Steinerova stromu je nutné znat tyto prvky. Musime znat vrcholy,
nebo uzly, kterymi mohou byt naptiklad riizna nadrazi, prekladisté, ukoly projektového fizeni
a obecné rizné mezniky. Poté potfebujeme védét, které z téchto uzld, jsou pro nas podstatné
natolik, ze by feSeni nebylo ptipustné, pokud by kostra grafu témito uzly neprochazela. Také
potiebujeme dalsi uzel, tentokrat nepodstatny, tedy Steinertv uzel, nebo vice uzli, které mohou
byt néjakym mezikrokem v tloze. Jesté je podstatné znat ceny hran mezi uzly a moznou chybu

kazdé hrany.

Cely algoritmus bude fesen v programu Microsoft Excel za pomoci jeho dopliiku OpenSolver.
Nejprve v programu vyfeSime obycejnou Ulohu Steinerova stromu, ktera ale musi byt
pievedena na celociselnou tlohu linearniho programovani, aby bylo mozné ji pomoci
OpenSolveru vyftesit. Tento pievod bude proveden na zaklad¢ teoretickych poznatkd z kapitoly

4.5.2 od autorti Diané a Plesnika (1993). Poté bude uloha rozvinuta na robustni verzi.

Vzhledem k rozsahu naslednych vypoétiu v Excelu bude cely postup nejprve prezentovan na
malé ilustrativni tloze, kde budou znazornény a popsany vSechny kroky algoritmu. Bude také
rozebrano nekolik variant, jez by mohly nastat. Algoritmus totiZ umoziuje uzivateli zadat pocet
hran, které se zhor$i. Po zadéani a spusténi modelu zadaného do OpenSolveru tento doplnék
vypocita, kolik bude nejhorsi hodnota ucelové funkce tak, ze zhorsi nejdrazsi hrany podle jejich
zadané chyby (zhorsi jich tolik, kolik zadame, Ze se jich zhorsi). Potadi hran, které by se tadily
do zhorSenych, je uréeno od nejdrazsi po nejlevnéjsi. Model OpenSolveru také pti kazdém svém
spusténi porovndva vSechny varianty kostry grafu, tedy hran, které jsou do kostry vybrany, a to
i v zavislosti na tom, kolik, jaké a o kolik zhorSené hrany jsou uzivatelem aktualné zadany do

modelu, Ze se zhorsi.
Po malé tloze bude jiz nasledovat piipadova studie. Ta uz nebude rozebrana v takovém detailu

jako mala tuloha, ale budou prezentovany piedev§im vystupy robustniho Steinerova stromu

z programu Microsoft Excel.
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5.1 Mala ilustrativni uloha

Pro malou ilustrativni ulohu byla vybrana &tyii mista v Cesku, ktera jsou pro tuto ulohu

podstatnymi uzly a jsou to mésta Lovosice (1), Trutnov (2), Ceské Budgjovice (3) a Cheb (4).

Mezi témito mésty existuje po obvodu vlakova trat, pficemz zname vzdalenosti mezi

jednotlivymi misty. Dale jsou do tlohy zahrnuta dal$i dvé mésta, kterymi jsou Praha —

Uhftinéves (5) (prekladiste) a Plzen (6). Ob¢ tato mista jsou Steinerovymi uzly.

5.1.1 Uvod do iilohy

V tloze se hledd minimalni kostra grafu Steinerova stromu, kde jsou cenami hran vzdalenosti

mezi jednotlivymi misty. V nasledujici Tabulce 1 jsou potiebna data k feSeni ulohy. Data byla

ziskana z mapovych podkladu ze serveru www.google.cz/maps (nicméné vzdalenosti jsou

piiblizné). Vzhledem k tomu, Ze se fesi neorientovany graf, postaci uvést vzdalenosti mezi

jednotlivymi misty pouze v jednom sméru, ve kterém neni podstatné.

zapis hran

Tabulka 1 Vzdalenosti mezi misty

Trasa mezi misty Vzdalenost v km

X12, X21 Lovosice Trutnov 132
X15, X51 Lovosice Praha — Uhfinéves 67
X14, X471 Lovosice Cheb 128
X16, X61 Lovosice Plzen 100
X32, X23 Ceské Budgjovice Trutnov 203
X35, X3 Ceské Budgjovice Praha — Uhfinéves 114
X36, X63 Ceské Budgjovice Plzen 116
X34, X43 Ceské Budgjovice Cheb 196
X46, Xea Cheb Plzen 83
Xes, Xsg Plzen Praha — Uhfinéves 91
Xpg, X Trutnov Praha — Uhfinéves 110

Zdroj: vlastni zpracovani

Jsou ureny i maximalni odchylky jednotlivych tras Tabulka 2, které jsou v tomto piipadé

uréeny na zakladné spoc€itani vzdalenosti mezi misty, kdyby byla na trase vyluka.
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Tabulka 2 Maximalni odchylka

Trasa mezi misty Maximalni odchylka é

Lovosice Trutnov 40
Lovosice Praha — Uhfinéves 5
Lovosice Cheb 30
Lovosice Plzen 10
Ceské Budgjovice Trutnov 60
Ceské Budgjovice Praha — Uhiinéves 13
Ceské Budgjovice Plzen 15
Ceské Budgjovice Cheb 50
Cheb Plzen 11

Plzen Praha — Uhfinéves 12
Trutnov Praha — Uhfinéves 17

Zdroj: vlastni zpracovani

Na nasledujicim obrazku ¢. 5 je schéma mist a tras mezi nimi, véetné vzdalenosti. Cervené
zakrouzkované body jsou Steinerovymi uzly. Zbylé uzly (1, 2, 3 a 4) jsou vyznacné, tedy
potiebujeme, aby kostra grafu jimi prochéazela a zaroven potiebujeme najit minimalni cenu
ucelové funkce. Pokud je graf takto jednoduchy, lze kostru grafu odhadnout i kratkym

zkoumanim, nicmén¢ v redlnych problémech to jiz mozné neni.

Z obrazku je patrné, ze poc€et uzli n = 6, pocet hranm = 11 a vyznaénych uzli je p = 4.
Také bychom zékladnim zkoumanim schématu odhadnout, jakymi hranami by mohla byt
tvofena minimalni kostra, a tedy 1 odhadnout hodnotu ti¢elové funkce. Diky vyraznym rozdilim
ve vzdalenostech mezi jednotlivymi uzly (a také diky malému poctu uzli) odhadneme, ze
minimalni kostra bude mezi uzly 5-3, 5-2, 5-1 a 1-4 s cenou 419. Ale je to pouze odhad, pro

pozd¢jsi postup potiebujeme vyiesit tlohu OpenSolverem.
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Obrazek 5 Mala uloha - mapa

Zdroj: www.google.cz/imaps + viastni zpracovani

V tuto chvili mdme kompletni zadani pro sestaveni modelu Steinerova stromu formulovaného
jako model celoc¢iselného programovani.
512  Postup pievodu tlohy Steinerova stromu na formulaci celo¢iselného LP

Prvnim krokem pfevodu je vybér uzlu v,. Neni podstatné, ktery uzel to je, nicméné musi byt
Z mnoziny vyznaénych uzll, v tomto pfipadé z uzli 1, 2, 3 nebo 4. V této tloze byl vybran uzel

1, Lovosice. To znamend, Ze vylou¢ime vSechny hrany, jenz do n¢j vstupuji.
Takto mizeme zacit vypliiovat model v programu Microsoft Excel, kam na zacatku vepiseme

vSechny hrany mimo téch, které vstupuji do uzlu 1. K témto hrandm se pfida pro kazdy uzel j

proménna u;. V tomto piipad¢ bude celkem Sest proménnych u;.

Napln tadku je nésledujici:
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promenné X1, X14, X135, X16, X23, X25, X32, X34, X35, X36) X43) X46, X52, X53, X56) X63, X600 X35 > A€
promeénné uq, Uy, Uz, Uy, Us, Ug. Do Tadku za tyto proménné se piidaji pravé strany rovnice
znacené jako b a breal . Nad timto fadkem je proménny tadek, jenz bude vyplnén do
OpenSolveru do sekce ,,Variable Cells:“. Tento fadek ndm po kompletnim vyplnéni modelu a
spusténi OpenSolveru fekne, které hrany jsou v minimdalni kostfe. Zaroven jsou to binarni

hodnoty podle podminky (14) z teorie.

V tuto chvili zacneme vypliovat oddily tabulky modelu, ktery kazdy odpovida jedné podmince
podle Dianého a Plesnika (1993). Rovnice i nerovnice si upravime tak, aby zaddné¢ proménné

nebyly na pravé strané.

Prvni oddil odpovida podmince (10). Sloupec breal je ziskan skalarnim sou¢inem proménnych
modelu (modie zvyraznény) a samotnych fadkti modelu.

Nerovnice sekce:

xij <1

Tabulka 3 Podminka (10)

0 0 0 0 0 0O 0 0 0000 0 0000 00 0 00 0 O
x12|x32 |x52 | x23 | x43 |x53 | x63 | x14 | x34 | x64 | x15 | x25 | x35 |65 | x16 | x36 | x46|x56|u1 |u2 |[u3 |us [us |u6 |b |[brea
1 1 1 1l o
11 1 1 1l o
1 1 1 1l o
1 1 1 1 1l o
1 1 1 1 1l o
Zdroj: vlastni zpracovani + Microsoft Excel
Sekce podminky (11) a upravena nerovnice (hodnota n udava pocet uzla grafu):
(n = xl-j)— up =21
Tabulka 4 Podminka (11)
x12|x32 |x52 |x23|x43 |x53 | x63 | x14 |x34 | x64 |x15 | x25 |x35 | x65 | x16 %36 |x46 |x56|u1 |u2 [u3 [u4 |us |u6 |b [breal
6 6 6 1 i o
6 6 6 6 1 il o
6 6 6 1 il o
6 6 6 6 1 |
6 6 6 6 af 1 o

Zdroj: vlastni zpracovani + Microsoft Excel
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Sekce podminky (12) a ptevedena nerovnice:
[+ D * x| —(n» ) <n =1

Tabulka 5 Podminka (12)

x12|x32 |x52|x23[x43 [x53 |x63 |x14|x34 |x64 | x15 |x25 | x35 |x65 | x16 |x36 | x46 |x56|u1 |u2 [u3 |u4 |u5 |u6 [b |breal
7 7 7 -6 6/ o
7 7 7 7 -6 6 0

7 7 7 6 6f o

7 7 7 7 6 6f o

7 7 71 7 6 6f o

Zdroj: vlastni zpracovani + Microsoft Excel

Sekce podminky (13.1) a pfevedena prvni ¢ast nerovnice, ktera se sklada ze dvou nerovnic:

(n = xij)— u+u <(n—1)
Tabulka 6 Podminka (13.1)

x12 |x32 |x52|x23 | x43 |x53 |63 |x14 |x34 | x64 |x15 %25 |x35 |x65 | x16 | x36 | x46 |x56[u1 |u2 |u3 [u4 [u5 |u6 [b [breall
6 1 -1 s[ o
6 1 1 s o

6 1 1 s o

6 1 -1 s o

6 101 s o

6 1 1 s o

6 1 il s o

6 1 1 s o

6 1 -1 s o

6 1 il s o

6 1 1 s[ o

6 1 1 s[ o

6 1 -1 s[ o

6 a1 s oo

6 1 1| s[ o

6 1 1| s[ o

6 1 1| s[ o

6 1 | s[ o

Zdroj: vlastni zpracovani + Microsoft Excel
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Sekce podminky (13.2) a druhé ¢ast nerovnice:
(—n * x5 — uj+ uj)) = (—n—1)

Tabulka 7 Podminka (13.2)

x12 |x32 |x52|x23 |x43[x53 |63 |x14|x34 |x64 | x15|x25 | x35 |x65 |x16|x36 |x46 |x56 |u1 [u2 |u3 |u4 |us |ue b [breal
6 1 -1 7 o
6 101 7 o

6 1 1 7 o

6 1 -1 7 o

6 1 1 7 o

6 1 1 7 o

i 1 il 7 o

6 1 1 7 o

6 1 1 7 o

6 1 il 7 o

6 1 1 7 o

6 1 1 7 o

6 1 11 7 o

6 a1 1| 7 o

6 1 al 7 o

6 1 al [ o

6 1 S

6 1l 7 o

Zdroj: vlastni zpracovani + Microsoft Excel

Sekce pro proménnou u,, ¢ast podminky (15), tedy ta proménna, ktera byla ptifazena k uzlu
vo. ROVNice:
u, =0

Tabulka 8 Podminka (15)

x12 |x32|x52 |x23[x43 [x53 |x63 |x14|x34 x64 | x15 |x25|x35|x65 |x16 | x36 |x46 x56|u1 |u2 |u3 |u4 [us |u6 |b [breal
1 of o
Zdroj: vlastni zpracovani + Microsoft Excel
Sekce pro druhou ¢ast podminky (15), jeji nerovnice:
Uu; >0
Tabulka 9 Podminka (15)

x12 |x32 |x52 |x23 | x43[x53 |x63 | x14|x34 |x64 |x15 | x25 | x35 | x65 |x16 |x36 |x46 | x56]ul |u2 [u3 |us |u5 [u6 |b [breal
1 of o
1 of o
1 of o

Zdroj: vlastni zpracovani + Microsoft Excel
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V této ¢asti jsou ceny hran, které do ulohy vstupuji a pole ucelové funkce, které je v tuto chvili
jesté nulové, protoze jesté neni naplnény model pro OpenSolver, ktery by tcelovou funkci a

kostru spocital.

Tabulka 10 Ceny hran a Ucelovd funkce (rizové zvyraznéna)

o

x12|x32[x52 | x23 |x43 |x53 |x63 |x14 |x34 |x64 | x15 | x25 | x35 | x65 | x16 | x36 |x46 |x56|ul |u2 [u3 |u4 [u5 |u6 breal

132 203 110 203 1% 114 116 128 19 83 67 110 114 51 100 116 83 91 0

Zdroj. vlastni zpracovani + Microsoft Excel

Po vyplnéni vSech potfebnych sekci, doplnéni cen a vloZeni vzorce pro skalarni soucin lze

oteviit model OpenSolveru a vyplnit jej, tedy zadat do né&j vSechny podminky.

Obrazek 6 Screen vyplnéného modelu pro OpenSolver

OpenSolver - Model x

What is AutoModel? AutoModel

AutoModel is a feature of OpenSolver that tries to automatically determine the problem you are trying to optimise by observing the structure
of the spreadsheet. It will turn its best guess into a Solver medel, which you can then edit in this window.

Objective Cell: |$AC$58 J (" maximise ® minimise (" target value:
Variable Cells: £DE1:EAAEL J
Constraints:

new constrain
$D$1:$5U%1 bin | J | = j
SACS13:5ACE1T7 <= SABS13:5ABS17
$ACS18:$AC%35 <= $ABS$18:5AB%$35 | J
SACS36:5AC%53 »= $ABS36:5AB%553 =
SACE3SACSET <= $ABS3ISABST
$ACE54 = $ABSS4 Add constraint | |
SACSS5: SACEST >= SABSS5:5ABSST
SACS8:5ACE12 == $ABSE:$ABS12

[ Make unconstrained variable cells non-negative

[v Show named ranges in constraint list

Sensitivity Analysis [~ | it cenitivity analysis on the same sheet with top left cell: J
[ Output sensitivity analysis: (% f'“

Solver Engine: Current Solver Engine: CBC Solver Engine... |

[¥ Show model after saving Clear Model Options... Save Model Cancel |

Zdroj: vlastni zpracovani + OpenSolver

Pro ucelovou funkci (Objective Cell) nastavime minimalizaci. Je to riZzoveé oznacena buika

vySe. Proménné (Variable Cells) jsou vySe v fadku oznaceném modie. Zaroven je tento fadek
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uréen podminkou binarnosti, coZ je vidét v podminkach (Constraints). Radek proménnych je
také zatim nulovy, hodnoty 1 nebo 0 se zde objevi az po spusténi modelu OpenSolver.
V podminkach jsou také vlozené vSechny podminky modelu. Ovsem OpenSolver u porovnava
pouze sloupec breal ku b, pti¢emz breal uz je vypocitany skalarni soucin.

Takto vyplnény model miizeme ulozit a nasledné nechat OpenSolver model vyfesit.

Obrdzek 7 Spusténi modelu

Show/Hide Model
Quick Solve

OpenSolver ¥

OpenSolver

Zdroj: Microsoft Excel

OpenSolver provede vypocty v fadu jednotek sekund, napiSe novou hodnotu tcelové funkce a
urci, které hrany jsou v minimalni kostfe grafu. V Tabulce 11 je patrné, ze do minimalni kostry
byly zafazeny hrany xz,, Xs3, X14, X15. Vystup odpovida odhadu kostry vySe. Také je splnéna
podminka zahrnuti vSech vyzna¢nych uzli do minimalni kostry grafu. Dale je vidét, ze byl
vyuzit 1 Steinertiv uzel 5, ale uzel 6 pouzit nebyl. OpenSolver musel zjistit, ze pro model neni
vyhodné jim prochazet a jeho zahrnuti do minimalni kostry by zvysilo hodnotu ucelové funkce,

kterou chceme minimalizovat.

Tabulka 11 Minimalni kostra Steinerova stromu

0 0 1 0 0 1 0 1 00 1 0 0 00 0 00 0 2 2 1 1 -1
x12|x32 |x52 |x23 [x43 [x53 | x63 | x14 |x34 | x64 | x15 |x25 | x35 | x65 | x16 | x36 | x46 | x56[u1 |u2 [u3 |u4 |us |u6

[=n

breal

Zdroj: vlastni zpracovani + vystup doplnku OpenSolver

V Tabulce 12 se zménilo pole pro ucelovou funkci vypocitané OpenSolverem na 419, coz je

také spravné odhadnuto vyse.

Tabulka 12 Vysiledna vicelova funkce

o

x12 |x32 %52 |x23 [x43 |x53 |x63 | x14 | x34 | x64 | x15|x25 | x35 | x65 | x16 |x36 | x46 | x56[u1 |u2 [u3 |u4 |u5 |u6 breal

132 203 110 203 1% 114 116 128 19 83 67 110 114 91 100 116 83 91 419

Zdroj: vlastni zpracovani + vystup doplnku OpenSolver

38



Obrdzek 8 Vyslednd minimalni kostra Steinerova stromu

Zdroj: vlastni zpracovani

V tento moment je obycejnd tloha Steinerova stromu formulovana jako uloha celo¢iselného
linedrniho programovani vyteSena. Zname hodnotu ucelové funkce 1 minimalni kostru grafu.
Pokud bychom ve vystupech modelu OpenSolver chtéli vidét néjakou zménu, museli by byt
pozménény napiiklad vzdalenosti mezi mésty, nebo by muselo byt do mnoziny vyznac¢nych

uzll zahrnuto dal$i mésto, které tam jest€ neni, naptiklad Plzen.

5.2 Robustni verze

5.2.1 Model robustniho Steinerova stromu

Spojenim formulace robustniho modelu linedrni optimalizace a Ulohy Steinerova stromu

formulovaného jako model celoc¢iselného linedrniho programovani vznikl nésledujici model:
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minimalizace E

za podminek
YjCijXij+ Xije iy + Tz—E <0
iev(hXij <1
nYier(hXiy = +1
m+DYievgyxij <n(y +1)
1-n(1- x;) < uy— u, <1401 - x;5)
—6ijxij+pi;+ 220
pi; =0
z=20
x;j €{0,1}

u, =0, u; =0

vji € V(G) - {1}
vji € V(G) - {1}
vj € V() - {1}
vij € E(G)
vij € E(G)

vij € E(G)

vij € E(G)
Vi € Z—{1}

5.2.2 Popis prevedeni ulohy na robustni verzi

Ve chvili, kdy médme vyieSenou tlohu obycejného Steinerova stromu, nastava faze, kdy model
mizeme upravit tak, aby byl robustni. Vychazime z teoretickych poznatkt Bertsimase a Sima
(2004) a jejich formulace modelu robustni optimalizace (kapitola 4.6.1). PouZzijeme nelinearni
model (16)-(21) s jeho pievedenim na ekvivalentni robustni model linearni optimalizace (26)-

(33).

Nejdiive rozsifime model o mnozinu proménnych p;;, tak, ze je ke kazdé proménné x;;, kterd
uz je zafazena v modelu. Cena kazdé proménné p;; je rovna jedné.

Tabulka 13 Pridand mnozina proménnych pij

0 0o 0o 0O 0O 0 0 0 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0O
p12|p32|p52|p23|p4a3|p53|p63|p14|p34|p64|p15|p25]p3s|p6s |p16]p36|pas|pse
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Zdroj: vlastni zpracovani + Microsoft Excel

Upravu na robustni verzi musime provést prevedenim ucelové funkce na levou stranu.
Ucelovou funkci bude reprezentovat proménnd E (Zluté zvyraznéno), kterou kdyZ pfiddme na

levou stranu, rozsifime tim model o jeden sloupec.
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Tabulka 14 Rozsirent levé strany modelu o ucelovou funkci

0 0 00O OO O O OO0 OO0 0 0 0 0 0 0 O
p12|p32|p52|p23|p43|p53|p63|p14|p34|p64|p15|p25|p35|p65|p16|p36|ps6|ps6lz |[E

Zdroj: vlastni zpracovani + Microsoft Excel

V robustni formulaci optimaliza¢nich problémi minimalizujeme ¢'x vyhovujici Ax < b.
Pomoci substituce vyjadifime ¢’x < E a nasledné pfevedeme E na levou stranu ¢'x — E < 0.
E ma tim padem cenu v fadku cen hodnotu -1.

Zatadime také proménnou z (vySe zvyraznéna zlut€), ktera udava pocet zhorSeni v simulaci

modelu. Doplnime jej takto: ¢'x + (p;; +z) —E < 0.

Jesté potiebujeme do modelu doplnit vSechny odchylky. Ty jsou zna¢ené § a ur¢ené nerovnici
pij +z— &6 ;x;; <0. Mame zadani, kde jsou odchylky urCené absolutni hodnotou, tady
reprezentuji prodlouzeni trasy o moznou objizdnou trasu, ktera by mohla nastat. Jinak by mohly
byt odchylky zapsané také napiiklad podilem. Lze pomoci funkci Excelu do bunék pro
odchylky napsat napiiklad pomér -0,5 * cena dané hrany. Tato formulace by fikala, Ze se cena
té hrany zhor$i maximaln€ o 50 %. VZdy je ovSem pole odchylky (pokud viibec je vyplnéné,

coz nemusi) zaporné. V nerovnici se § ;;x;; prevadélo z pravé strany, kde mél vyraz kladnou

povahu, proto je vlevo zaporny.

Tabulka 15 Model dopinény o odchylky, z a E

x12 |x52‘x52|x23|x43 |x55 |x63 ‘x14|x34|x64|x15 ‘x2,5|x35|x65 |x16‘x36‘x46|x56|p12|p32‘p52|p23|p43|p53‘p63‘p14|p34|p64|p15‘p25|p35|p65|p16‘p36‘p46|p56|z |E

132 203 110 203 196 114 116 128/ 196 83 67110114 91100116 8 91 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
40 1
-60 1
-17 1
-60 1
-50 1
-13 1

-50 1

-17 1
-13 1
-12 1

11 1
12 1

e R R e e e e e R R =)

Zdroj: vlastni zpracovani + Microsoft Excel
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Je-li do tabulky doplnéno vse, musi se podle podminek jesté rozsitit model v OpenSolveru viz
Obrazek 8. Je nutné rozsifit proménné bunky modelu, s ¢imz se poji Uprava ptvodniho
skalarniho soucinu, ktery musi byt také rozsifen podle novych proménnych (p;;, z, E). Dale
piiddame podminku nezdpornosti a nenulovosti pro proménné p;;. Nova ucelova funkce se

presunula podstatné nize, proto pteznac¢ime pozici jeji bunky, aby odpovidala nové tabulce.

Obrazek 9 Model OpenSolveru upraveny na robustni verzi

OpenSolver - Model x

‘What is AutoModel? AutoModel

AutoModel is a feature of OpenSolver that tries to automatically determine the problem you are trying to optimise by observing the structure
of the spreadsheet. It will turn its best guess into a Solver model, which you can then edit in this window.

Objective Cell: |$AW$?}' (" maximise (® minimise (" target value:

Variable Cells: |:ne).casy J

Constraints:

| == =
=

$D%1:5U%1 bin

SAWS13:$AWSELT <= $AVSE13:5AVE1T

SAWS18:$AWSE3S <= $AVSE18:5AVE3S |
SAWSE3I6:$AWSESS == $AVSE36:5AVES3

SAWSEI SAWET <= $AVEI SAVET

SAWSESY = $AVESS Add constraint | |
SAWESS SAWSEST == $AVESS:$AVEST
SAWSES SAWS12 = $AVES:5AVS12
$ABSL:SATS1 >= 0 |
SAWSESE <= $AVE58

SAWSES9:$AWSETE == $AVESD:5AVETR

[ Make unconstrained variable cells non-negative

[+ Show named ranges in constraint list

Sensitivity Analysis [~ | it sensitivity analysis on the same sheet with top left cell: J
[ Output sensitivity analysis: (% T

Solver Engine: Current Solver Engine: CBC Solver Engine... |

[V Show model after saving Clear Model Options... Save Model Cancel

Zdroj: vlastni zpracovani + OpenSolver

Nyni Ize zacit do fadku cen vypliiovat hodnotu z. Pokud nastavime v Tabulce 15 hodnotu z =
0, znamena to, Ze byl vymodelovan ideélni scénaf a Zadna z hran se nezhorsila. Za takovych
pfedpokladii vyjde hodnota ucelové funkce i minimalni kostra stejné¢ jako v pfedchozim

modelu.

42



5.2.3 Happy day scénar

Tabulka 16 Happy day scénar

0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 030419
x12 [x32 [x52 |x23 [x43 |x53 |x63 [x14 |x34 [x64 [x15 |x25 [x35 |x65 [x16 [x36 [x46 [x56 [z [E |o |oreal

132 203 110 203 196 114 116 128 196 83 67 110 114 91 100 116 83 91
-40

]

30
30
13
30
30
17
30

-60
-17

30
30
25
30
30
30
30
30
30
30

1 419

-11

-17
-13
-12
-10
-15
-11

s 1 R e i i e I i R i N e I i e I e i O e Y i e e I e | |

M 4 4 ¥ ¥ ¥ Y Y Y1 Y Y Y ¥ Y Y YN

1
n
o
O R el = I el T e e R e R e e e e S S A=Y

-12

Zdroj: viastni zpracovani + vystup doplnku OpenSolver

Poznamka: pro lepsi nazornost a piehlednost byly sloupce proménnych u;; a p;; v Excelu

zakryty, protoze se v nich pro nas nic nemeéni.

Do modelu bylo nastaveno z = 0. To znamena, Ze se nezhorsi ani jedna proménna. A proto,
spustime-li OpenSolver, vystup z modelu je totozny s obyéejnym Steinerovym stromem vyse.
Ugelova funkce ma hodnotu 419 a do minimalni kostry jsou vybrané hrany xs,, Xs3, X14, X15.
Jejich pozice v tabulce jsou vyznaceny oranzové. Tento scénaf neni v realnych situacich prilis
obvykly, naopak obvykle témé&f nemozny. Cim vice je proces zavisly na lidech, zveda se jeho
neurCitost, a tedy doopravdy nelze stimto scénafem, zvlasté pak napiiklad v problémech
projektového fizeni, pocitat. Na druhou stranu jej lze vyuzit pro pfedstavu a porovnani,

napiiklad v tvodni sprave, pokud bychom reportovali néjaky projekt.
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5.2.4 Scénar s 1, 2, 3 zhorSenymi proménnymi

Tabulka 17 Scéndr s 1 zhorsenou proménnou

0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 30449
x12 [x32 [x52 [x23 [x43 [x53 |x63 |x14 [x34 [x64 [x15 |x25 |x35 [x65 [x16 [x36 [x46 [x56 |z [E |0 |oreal

132 203 110 203 196 114 116 128 196 83 67 110 114 91 100 116 83 91
“40

™~

30
30
13
30
30
17
30

-60
-17

-50
-11

30
30
25
30
30
30
30
30
30
30

-17
-13
-12
-10
-15
-11

[ N il el il i i e i e ]
[ e e e e e I N e o e e o e [ o e e |
b I . T . T I I D . T . . T D . |

-12

Zdroj: vlastni zpracovani + vystup dopliku OpenSolver

Tabulka 18 Scéndr se 2 zhorSenymi proménnymi

0 0 1. 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0O 0O 0 0 017 466
x12 |x32 [x52 [x23 [x43 [x53 [x63 [x14 [x34 |x64 |x15 |x25 [x35 [x65 [x16 |x36 |x46 [x56 [z [E b [oreal

132 203 110 203 196 114 116 128 196 83 67 110 114 91 100 116 83 91
40
-60

]

17
17
-17

-60 17
-50 17
-13

-15 17
-30
17
17
12
17
17
17
17
17
17
17

-11

-17
-13
-12
-10
-15
-11

[ i e R o D e T e I s I e e e e e Y e e s v e I e i e} [

b I T T e I T T T e . T D e T T |

1
)]
o
N e i i e e I e I I S IS S S ™ )

-12

1 466

Zdroj: vlastni zpracovani + vystup doplnku OpenSolver
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Tabulka 19 Scéndr se 3 zhorsenymi proménnymi

o o0 1 0 o0 1 0 1 0

4]

1

0

4]

0

0

4]

0

0 13 479

x12 [x32 [x52 [x23 |x43 [x53 [x63 [x14 |x34 |x64 [x15 |x25 [x35 |x65 |x16 [x36 |x46 |x56

E b

™~

breal

132 203 110 202 196 114 116 128 196 83 67 110 114 91 100 116 83 91

-40
-60
-17
-60
-50
-13
-15
-30
-50

-11

-17

-13

-12

-10

-15

-11

[ i e R v A o Y e Y e v T e e i e i Y e i e i i e e |

o I T . T T D T e T T D T I |

[ I e e e N e I ) T

-12

13
13

13
13

13

13
13

13
13
13
13
13
13
13

479

Zdroj: viastni zpracovani + vystup doplnku OpenSolver

Tabulka 20 Scéndr se 4 zhorSenymi proménnymi

0o 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 O 0 O
x12 |x32 [x52 [x23 |x43 |x53 |x63 [x14 [x34 [x64 [x15 |x25 |x35 [x65 [x16 [x36 |x46 |x56
132 203 110 203 196 114 116 128 196 83 67 110 114 91 100 116 83 91

fli:

b |breal

]

=]

-40
-60
-17
-60
-50
-13

-11

-17

-13

-12

-10

-15

-11

e e I I I e I e e I T S I S S I A SO ST =Y S
[sll==ll=ll==llsllssl«lls{sllellsllslf=]l=]fs] [=]

-12

b I e D T T T T . T e e . T T I I |
[ v D e I o o R e N e T Y e e I s e s e e Y e e T

3

Zdroj: vlastni zpracovani + vystup doplnku OpenSolver
V Zadném z téchto pfipadii se neménila minimalni kostra. Je to tim, Ze 1 se zhorSenim se modelu

vyplati vést kostru skrze originalni hrany, vybrané i pivodnim modelem. Postupné se k hodnoté

ucelové funkce také piipocitava zhorSeni jednotlivych hran. V ptipadé z = 1 jsme vlastné
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zadali, ze se zhorsi hrana x,, , ktera je z kostry nejdrazsi. Jeji odchylka ma hodnotu 30, proto

se ucelova funkce zhorsi na 449.

Dale jsou ceny odchylek zhorSovanych hran piidavany k ucelové funkei v poradi xs3, x5,a X15.
Vzhledem k tomu, Ze ani pfi z = 4 se neméni vybér hran do minimalni kostry, lze fict, Ze ani

pii situaci, kdy jsou na vSech trasach z kostry objizd’ky, nevyplati se jezdit po obvodu.

5.2.5 Scénar s S zhorSenymi proménnymi

Tabulka 21 Scéndr s 5 zhorsenymi proménnymi

o o 1 0 O 1 0 1 0 0 1 0 0 0O 0O 0 O 0 0484
x12 |x32 |x52 [x23 [x43 [x53 |x63 [x14 |x34 |x64 |x15 [x25 [x35 [x65 [x16 [x36 |x46 |x56 |z |[E |0 |breal
132 203 110 203 196 114 116 128 196 83 67 110 114 91 100 116 83 91| s -1 of o
-40 1 of o
-60 1 of o
-17 1 of o
-60 1 of o
-50 1 of o
-13 1 of o
-15 1 of o
-30 1 of o
-50 1 of o
-11 1 of o
-5 1 of o
-17 1 of o
-13 1 of o
-12 1 of o
-10 1 of o
-15 1 of o
-11 1 of o
121 of o
1 484

Zdroj: vlastni zpracovani + vystup dopliku OpenSolver

Porovname-li hodnotu tucelové funkce pfi z = 4 a z = 5, vidime, Ze jsou totozné. Tento
scénai prokazuje, Ze pro tento algoritmus neni podstatné, zhorSi-li se hrany, které¢ aktudlné
nejsou zahrnuty do minimalni kostry. Mohly by se zhorsit i uplné vSechny hrany, a piesto by
hodnota ucelové funkce zlstala stejnd. V realité to lze vysvétlit takto. Pokud bychom jeli trasou
A z Prahy do Brna o délce 208 km a piedbézné bychom pocitali s objizd’kou o délce 15 km a
alternativou trasy je trasa B o délce 240 km, pak by se ndm ani v nejhorSim ptipad¢ (nutnost jet

po objizd’ce) nevyplatilo o trase B uvazovat.
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5.2.6 Scénar se zménou minimalni kostry

Pro ucely lepSeni nazornosti tohoto scénafe byla zménéna hodnota odchylky pro hranu x,,.

Tabulka 22 Scéndr beze zmény kostry

0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 506

x12 [x32 [x52 |x23 |x43 [x53 [x63 |x14 [x34 [x64 [x15 |x25 [x35 |x65 [x16 |x36 [x46 [x56 |z [E |6 |oreal
122 2032 110 203 196 114 116 128 196 83 67 110 114 91 100 116 &3 91 -1 O 0
-40 1 0 0
-60 1 of o
-17 1 of o
-60 1 of o
-50 1 of o
-13 1 of o
-15 1 of o
=2 1 |of o
-50 1 of o
-11 1 of o
-5 1 of o
-17 1 of o
-13 1 of o
-12 1 of o
-10 1 of o
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Zdroj: vlastni zpracovani + vystup dopliku OpenSolver

Obrdzek 10 Minimdlni kostra s odchylkami pii UF = 506
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Tabulka 23 Scéndi* se zménou kostry

[E N T T g g Y Y I S g Ay

=== N=N=l=N=l=l==N=l=N=]==)=]1=] [=]

Zdroj: viastni zpracovani + Microsoft Excel

Obrazek 11 Minimdlni kostra s odchylkami pii UF = 507

';‘. —.-'.

Zdroj: viastni zpracovani
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V téchto dvou scénéfich je patrné, jak jedna minimdalni zména v odchylce miize zptisobit
vyménu hran minimalni kostry. Mame-li v obou scénafich z = 4 a ménime odchylku hrany
X14 Z 52 na 53, zhorsi se hodnota ucelové funkce zdanlivé logicky pouze o 1. Pii lepSim
prozkoumani ale vidime, Ze jsou najednou v minimalni kostie jiné hrany a to x5, X14, X4 8 X16-
Stalo se tak proto, ze zvySenim chyby x;4 na 53 se cena této hrany se zhorSenim dostala na
do uzlu 3, ovSem hrana x5, je pomérné draha a jit z uzlu 6 skrze uzel 5 neni vyhodné, protoze
je to dalsi Steinertv uzel, tedy do néj chodit nemusime a cestu by v tomto ptipad¢ pouze
prodluzoval. Dalsi variantou prichodu do uzlu 3 je z uzlu dva, nicméné¢ tady je stejny problém,
jako u hrany xs,, hrana x,5 je draha. Zbyva tedy hrana x45. Nyni mame obsazené uzly 1, 3 a 4
a zustava zapojit uzel 2. Nabizeji se varianty souctu hran z uzli 1 a 3 skrze Steinerav uzel 5,
ovSem ani jeden ze souctll cen neni mensi, nez kterdkoliv piima hrana z uzla 1 a 3. Co se tyce
ceny je vyrazné levnéjsi hrana x,,, ktera je také vybrana jako posledni hrana minimalni kostry

grafu.

Kdybychom porovnavali naptiklad pouze dvé cesty, které by spojovaly totozné uzly (byly by
si navzajem alternativou), pii¢emz by byla prvni cesta tvoiena hranou S o cen¢ 6 a odchylce 5
a druha cesta s hranami T a U o cenach 8 a 2. Hrana S by byla zafazena do minimalni kostry,
pii¢emz hrana T a U nikoliv, pak by se mohlo stat toto. Ve chvili, kdyby hodnota z byla takova,
7e by nezhorSovala hranu S, tak by tato hrana nadale ziistavala soucasti minimalni kostry. Ve
chvili, kdy uzivatel modelu zhorsi z prave natolik, Ze se ke zhorSenym hranam piida prave jen
hrana S, pak by se tcelova funkce grafu zhorsila o 11. Kdyby ale neexistovala alternativa

V podobé druhé cesty skrze hrany T a U, kter¢ spolu stoji pouze 10 jednotek.

OvSem 1 v tomto velmi malém grafu nelze uvaZzovat takto jednoduSe. Jak dokézaly scénafe 1
mald zména v odchylce nemusi nutné znamenat pouze vyménu jedné jediné hrany, ale mize

upln€ vymeénit hrany minimalni kostry grafu.

5.2.7 Vystup z malé ilustrativni ulohy

Do modelu lze vkladat rizna zhorSeni, odchylky i jednoduSe ménit napiiklad ceny hran, pfi
zjisténi chyby v pfepisu vstupll problému do tabulky Excelu. Proto mizeme jednoduse
modelovat riizné situace, které mohou nastat. Idedlni scénat pro predstavu pied zahajenim
projektu, nebo béznou situaci, kdy predpokladdme zhorseni 50 % hran kostry. OpenSolver pfi
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kazdém spusténi modelu ptepocita cely model, aby zjistil, zda hrana, kterou jsme pravé pridali
do zhorseni, nezvysi €elovou funkci natolik, ze existuje levnéjsi alternativa kostry. Pokud ano,

vymeéni sam hrany kostry a vypocita novou cenu ucelové funkce.

5.3 Realny pripad uZziti robustniho Steinerova stromu

Pro piipadovou studii byl vybran projekt Smichov City. V programu Microsoft Excel se bude
feSit plan rozvodnych siti v nové zastavbé. Smichov City je projekt promény okoli
smichovského nadrazi developerské spole¢nosti Sekyra Group v obytné kancelaisky areal na
plose 20 hektart. Tento projekt se letos po 15 letech ptipravy zacal realizovat. Béhem pland a
vetfejné soutéze se projekt setkal i s velkym nepochopenim ze strany vetejnosti v podobé petic
proti  vystavbé a studii s negativnim  postoji  nékterych  politickych  stran
(http://praha5.zeleni.cz/smichov-city/). Pifesto se tento rok zafalo s prvnimi pracemi na

projektu. Stavét se zane na severni stran¢€ u dopravniho uzlu Na KniZeci.

V této tloze se bude fesit, jak budou v arealu rozvrzeny rozvodné sité, kterymi uzly povede
(tedy minimalni kostru grafu) a samotnou cenu ucelové funkce (tedy maximalni cenu, kterou

rozvodné sité tohoto projektu budou stat).

Pivodné byl prostor v okoli Smichovského nadrazi dlouhé roky neudrzovany, vyuzival se
naptiklad jako skladka materialii, nebo prostor pro rizné squaty. D¢€lo se tak 1 pfesto, Ze je areal
defacto v $irS§im centru mésta, dobie dostupny vefejnou dopravou a v blizkosti méstského
okruhu. K tomu je v sousedstvi jednoho z nejvyznamnéjsich vlakovych nadrazi v Praze, které
vypravuje vlaky zapadnim i jiznim smérem od mésta. Lokalita neni piimo v historické casti
mésta, nicméné obcanska vybavenost této oblasti je Uplna. Jsou zde v blizkosti vSechny typy

dopravni obsluhy, $koly, Skolky, 1¢ékatska péce, obchody, kina a divadla i sportovisté.

Na Obrazku 12 je soucasny vzhled aredlu, kde developer naplanoval vystavbu. Vpravo dole je
vidét autobusové nadrazi Na Knizeci, odkud jezdi mimo i dalkové spoje. Pohled je ze sméru od
centra, respektive od oblasti Andéla, smérem na jih, kde je v pozadi vidét tidoli Vltavy, vpravo
Div¢i hrady a Barrandov. Vlevo je ¢astecné vidét Smichovské nddrazi, do kterého se napojuje

zelezni¢ni trat’ ze sméru od Hlavniho nddraZi pfes most nad ulici NadrazZni.
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Obrazek 12 Aktudlni vzhled aredlu

Zdroj: https://www.zalepsismichov.cz/index.php/clanky/vsechny-clanky/98-smichov-city-setkani-s-developerem

A takto vypada developersky projekt spolecnosti Sekyra Group (Obrdzek 13). Jeho podoba je
vysledkem dvou nadnarodnich soutéZi a kombinaci prace fady ateliérd. V aredlu maji byt mimo
obytnych prostor také kancelare, obchody, restaurace, nebo sportovisté. Celkové by kompletné
dokoncéeny projekt mél poskytnout bydleni nebo kancelaie az pro 15 tisic osob, na celkové
zastavéné plose 400 tisic m?. Podle propoéti developera by tato investice méla stat kolem 20

miliard.
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Obrazek 13 Projekt Smichov City

\ 4 :
ani-s-developerem
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Zdroj: https://www.zalepsismichov.cz/index.php/clanky/vsechny-clanky/98-smichov-city-setk

Obrazek 14 Jizni cast projektu Smichov City

. : s Y
Zdroj: https://www.zalepsismichov.cz/index.php/clanky/

vecy-clanky/98-smichov-city-setkani-s—developerem'
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5.3.1 Zadani pripadové studie

Poznamka: developersky projekt spolecnosti Sekyra Group s ndzvem Smichov City je realny,
nicméné v této diplomové praci je feSen pouze teoreticky problém rozvodu siti v této zastavbe.
Developer nezadal autorce diplomové prace zadnou realnou ulohu. VSechna data k projektu

pochazi z verejné dostupnych zdroju.

V nasledujici Obrdzku 15 je nakreslen graf rozvodné sité. Cervend jsou vyznaéné uzly a zelend
Steinerovy uzly. Steinerovy uzly jsou v této uloze reprezentaci rozvodnych budek mimo
budovy a hrany k nim jsou levné&jsi také z divodu, ze ve velké ¢asti nevedou pod povrchem
v takové hloubce. Piesnd poloha uzli a vedeni hran neni pro feSeni ulohy podstatna,
potfebujeme znat predevsim ceny hran, topologii a to, které uzly jsou vyznacné a které

Steinerovi.

Obrazek 15 Graf rozvodné sité

Santoska

Zdroj: https://www.iprpraha.cz/uploads/assets/dokumenty/kps/brozury/brozura%20smichov_151208.pdf

Dale byla zjiSténa ptfesna délka spojeni jednotlivych uzll pomoci mapovych podklad
https://mapy.cz/, cena vykopovych praci ze serveru https://www.bagrovani-praha.cz/cenik/,
ptipadné pomoci stranky https://www.adbasro.cz/kalkulacka a primérnd cena materiald,

z ¢ehoz byla vypocitana cena jednotlivych hran. K této cené je zapoc€itana i lidska prace.
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Cena jednoho metru vykopu hlubokého tii metry je pfiblizné¢ 2400 K&, s tim, ze pocitame i
s odvozem ¢asti zeminy. Déle je pro zavedeni siti potfeba dalSich strojl, jejichz hodina prace
muze stat v souctu az 1200 K¢&/hodina. Diky strance
https://www.eprehledy.cz/prumerne_platy _podle_profese.php byla zjisténa cena prace délnika,
ktera je v priméru ptiblizné 150 K¢/hodinu a tim padem nés Ceta miize stat priblizné 1200
K¢é/hodinu. Primérné muze prace (kompletné s vykopy, pokladkou materidlli, zapojeni a
zakopani vykopu) na jednom metru délky rozvodné sité trvat 2 hodiny. Material na jeden metr

rozvoda byl odhadnut na cenu 1350 K¢.

Tabulka 24 Ceny a odchylky pro model pripadové studie

CENY
stroje HRAN
dalsi koeficient
cena za Cas cena za | cena stroje pro
délka v | material |pracev | praci |vykopu |cenav cena hrany | obtizng&jsi ODCHYLKY
hrany |m v K¢ hod vKeé |[vKe K¢& v K¢ prace vKE |vK¢e

4 |23 40 54000 80| 12000 96000 48000 210000 216300 34608
23 | 22 48 64800 96| 14400 | 115200 57600 252000 259560 41530
22 | 21 37 49950 74| 11100 88800 44400 194250 200078 32012
21 ] 20 50 67500 100 | 15000| 120000 60000 262500 270375 43260
20 | 19 39 52650 78| 11700 93600 46800 204750 210893 33743
19 | 18 40 54000 80| 12000 96000 48000 210000 216300 34608
18 | 17 62 83700 124 | 18600 | 148800 74400 325500 335265 53642
17 | 16 93| 125550 186 | 27900 | 223200 | 111600 488250 502898 80464
16 | 12 90| 121500 180 | 27000| 216000| 108000 472500 486675 77868
12 | 11 90| 121500 180 | 27000| 216000 | 108000 472500 486675 77868
11 | 10 90| 121500 180 | 27000| 216000 | 108000 472500 486675 77868
10] 9 75| 101250 150 | 22500 | 180000 90000 393750 405563 64890
9 (8 79| 106650 158 | 23700| 189600 94800 414750 427193 68351
8 [ 7 120 | 162000 240 | 36000 | 288000 | 144000 630000 648900 103824
7|6 74 99900 148 | 22200| 177600 88800 388500 400155 64025
6 [ 5 82| 110700 164 | 24600| 196800 98400 430500 443415 70946
51| 4 55 74250 110| 16500| 132000 66000 288750 297413 47586
115 28 37800 56 | 8400 67200 33600 147000 147000 14700
116 35 47250 70| 10500 84000 42000 183750 183750 18375
1120 36 48600 72| 10800 86400 43200 189000 189000 18900
1121 24 32400 48| 7200 57600 28800 126000 126000 12600
1122 36 48600 72| 10800 86400 43200 189000 189000 18900
2 | 7 61 82350 122 | 18300 | 146400 73200 320250 320250 32025
2 |15 63 85050 126 | 18900| 151200 75600 330750 330750 33075
2 |18 20 27000 40| 6000 48000 24000 105000 105000 10500
2 |19 61 82350 122 | 18300 | 146400 73200 320250 320250 32025
3 (8 85| 114750 170 | 25500| 204000| 102000 446250 446250 44625
319 52 70200 104 | 15600 | 124800 62400 273000 273000 27300
3 (10 59 79650 118 | 17700| 141600 70800 309750 309750 30975
3 [13 50 67500 100 | 15000| 120000 60000 262500 262500 26250
3 (14 50 67500 100 | 15000| 120000 60000 262500 262500 26250
3 [15 82| 110700 164 | 24600| 196800 98400 430500 430500 43050
16 | 18 90| 121500 180 | 27000 | 216000| 108000 472500 486675 77868
13 ] 12 81| 109350 162 | 24300 | 194400 97200 425250 438008 70081
13 ] 11 54 72900 108 | 16200| 129600 64800 283500 292005 46721
13 ] 10 87| 117450 174 | 26100| 208800 | 104400 456750 470453 75272
13| 14 65 87750 130 | 19500| 156000 78000 341250 351488 56238
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14 1 15 65 87750 130 | 19500 | 156000 78000 341250 351488 56238
15| 8 64 86400 128 | 19200 | 153600 76800 336000 346080 55373
12663000

Zdroj: vlastni zpracovani

wewvr

zastavéné plochy, které jsou naro¢néjsi jak cenové, tak materidlové, kdy je potieba vykop
zajistit 1épe nez vykop, ktery nad sebou nenese vétsi tihy. Odchylky jsou uréeny moznym
zpozdénim praci, vyplytvanym materidlem nebo chybami pfti pracich a to tak, ze k hranam,
které vedou mimo zastavéné plochy bylo ptfipocteno maximalni zhorSeni 10 % a pro hrany pod

zastavénymi plochami je maximalni zhorSeni hran (tedy odchylka) urcena na 16 %.

5.3.2 Pripadova studie - algoritmus Steinerova stromu

Pro Steinertv strom jsme vyplnili Excel, tedy to samé, co pro malou tlohu, nicméné v podstatné
vétSim méfitku a na problémt s realnymi (piestoze lehce zaokrouhlenymi) vstupy. V této uloze
je pocet uzli n = 23, poCet hran m = 39 a pocet vyznaénych hran je p = 36. Ztoho
vyplyva, Ze jsou v projektu tfi Steinerovi uzly, které reprezentuji rozvodné boudy uplné€ mimo
plochu budov, jak je vidét na Obrazku 15 (kde jsou oznaCeny zelenymi Ctverci). Pro tuto fazi
v modelu jesté nejsou zahrnuty odchylky ani zddna neurcitost, tedy model jesté neni robustni.
Jde nam zatim c¢ist€ o to, najit minimalni kostru rozvodné sité a urcit ¢istou hodnotu ucelové

funkce.

V této Casti prace nebudu vkladat zadné vystupy, respektive tabulky program Excel, jelikoz je

jejich rozmér na vkladani neprakticky (tabulka o rozmérech 242 na 100 poli).

Po spravném zapséani hodnot do tabulky, vyplnéni pravé strany, doplnéni o vzorec pro skalarni
sou¢in breal ku b, mizeme vyplnit i model OpenSolveru. Poté 1ze model spustit a nechat
OpenSolver tlohu vyfesit. V této chvili je patrné, Ze OpenSolver pracuje s podstatné veétSim
poctem vstupil a variant, protoze jeho vypocet trva az pét krat déle. Na nasledujicim Obrdzku
16 je vypoéitana minimalni kostra, znazornéna zluté. Ucelova funkce ma hodnotu 5 932 449

K¢.
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Opét je zde na prvni pohled patrné, Ze byly zahrnuty vSechny vyznaéné uzly, coz byl ptedpoklad
ptipustnosti modelu. Vidime, Ze do kostry byly i zahrnuty vSechny Steinerovy uzly a jejich

vyuziti zlevituje cenu ucelové funkce.

Obrazek 16 Pripadova studie - Steineriiv strom

Zdroj: vlastni zpracovani + OpenSolver

5.3.3 Pripadova studie — prevedeni na robustni model

Ve chvili, kdy mame hotovy Steineriiv strom a jeho tlohu vyfesenou i OpenSolverem, mizeme

model pfevést na robustni verzi. Jako v malém piikladu pfiddme proménné p;;, zhorSeni z a

odchylky §. Odchylky mame zadané v Tabulce 24.

Na Obrazku 17 je vyteseny problém ptipadové studie robustniho Steinerova stromu. Ur¢ili jsme
si, ze se zhorsi zhruba 30 % praci, coz z 23 hran odpovida pfiblizn€ 7 hrandm (z = 7). Je vid¢ét
zména oproti Obrazku 16, ktery neni robustni a nejsou V ném piipuStény zadné chyby. Do
minimalni kostry grafu se dostaly jiné hrany, ale stale byl zachovan pozadavek zahrnuti vSech
vyznaénych hran do kostry. A opét jsou V kostfe 1 Steinerovi uzly, coZ prokazuje, Ze se

developerovi vyplati postavit vymodelované rozvodné boudy.

Ucelova funkce nového feseni se zhorsenim je 6 252 527 K&. Z toho vyplyva, Ze zhorsi-li se 30
% hran, coZ miZe projektovy tym piedpokladat naptiklad z pfedchozich zkuSenosti, pak to
developerskou spole¢nost miiZe stat proti ptivodnimu planu o 320 078 K¢ navic. V rozpoctu si

tedy manazer mtize udélat adekvatni naraznik prave v této vysi.
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Obrazek 17 Pripadova studie - Robustni Steineriiv strom

.

-
—
-

i ——‘—marazn‘d

Zdroj: vlastni zpracovani + OpenSolver
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6 Vysledky a diskuse

Vysledkem piipadové studie je zména minimdlni kostry grafu pii predpoklddaném zhorSeni
prabéhu praci o 30 %. Toto je vysledkem zapojeni robustniho pfistupu, ktery donuti model
zménit pivodni mnozinu hran v minimalni kostie. Poté co byl OpenSolver spustén se vstupni
hodnotou z, ktera odpovida 30 % zhorSeni, byl cely model pfepocitan a byla jim zjisténa
levnéjsi minimalni kostra. Doslo k tomu prave v dusledku zhorseni 30 % hran. A to tak, Ze cena
nekteré z hran po pficteni své odchylky zvedne hodnotu ticelové funkce natolik, Ze OpenSolver

najde levngjsi kostru, nebo jen objizd’ku ke zhorSené hrané.

Vystupem vlastni prace je také obecné pouzitelny algoritmus robustniho Steinerova stromu,
jenZ je okamzité aplikovatelny na dalsi realné ulohy. Mimo pldnovani rozvodnych siti by Slo
metodu vyuZit naptiklad pro planovani cest v letecké, lodni, Zelezni¢ni 1 silni€ni dopravé, nebo
na druhou stranu v projektovém ftizeni. Pokud by byl algoritmus pouzit z projektovém fizeni,
hrany by mohly reprezentovat Cinnosti mezi riznymi milniky (uzly), nebo dodanymi
komponentami systému Ci aplikace. Jejich cena by byla vyjadiena napiiklad vyuzitim zdroja,
jak lidskych, tak financ¢nich a dalSich. V tom pfipade¢ si Ize jednoduse ptedstavit odchylky jako
zpozdéni s pracemi, nebo chyba ve vyvoji. Projektovi manazeti, maji-li jiz néjaké zkuSenosti
ve firmé, ve které pracuji, by méli byt schopni odhadnout, o kolik se ktefi ¢lenové tymu mohou
se svou praci opozdit, nebo zda jejich prace vykazuje vétsi pocet chyb. Také mohou za svou
praxi odpozorovat o kolik se miize zpozdit dodavatel, o kolik bude stat vic vyvoj konkrétniho

typu komponenty atd.

6.1 Vyhody a nevyhody robustniho Steinerova stromu

Velkou vyhodou je, Ze je nyni algoritmus Steinerova stromu odolny vii¢i neur€itym vstuptm.
Také je ptihodné, Ze 1ze pomoci OpenSolveru pomérné rychle a efektivné zjistit, co se stane,
predpokladame-li zhorSeni o 10 %, 30%, 50 %, nebo 90 % atd. Vidime hned, zda minimalni
kostra zistane stejna, jen se zhorsi cena ti¢elové funkce, nebo model vymeéni kompletné hrany
minimalni kostry a tim nam fekne, Ze pocitame-li s témito odchylkami a mize se stat az tolik
zmén, nema smysl jit pivodni kostrou. Je tedy vhodné rovnou vybrat kostru, kterou si
nasimulujeme jako nejhorsi pravdépodobnou variantu. MiZe to mit pfinos v tom, Ze budeme

mit pripravenou rezervu, kterou v nejhorSim piipadé spotfebujeme na skute¢né zhorSeni.
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Kdybychom ziistali na ptivodni minimalni kostfe a zhorSilo by se tolik hran, kolik jsme
predpokladali, pak by byl vysledek drazsi, nez kdybychom brali v potaz modelem navrhnutou

kostru. Zamezilo by se tim ne¢ekanym vydajam.

Nevyhodou zatim je zadavani vétsich tloh do Excelu. To je podle mé velky prostor pro inovaci.
Problém je vtom, Ze zadavame-li do Excelu vétsi poCet proménnych, stava se vyrazné
nepiehlednym. Kuptikladu ptfipadové studie z této prace feSila problém a 39 hranadch (to
znamend minimalné 39 sloupcti), coz by bylo samo o sob¢ uz trochu na hrané s piehlednosti,
ale nejspis by to jesté bylo v pofadku. OvSem model ani zdaleka nekonci na Cistém poctu hran.
Co se tyce sloupcii, uz v prvnim oddile je jich pro tuto ptipadovou studii 2*39 (minus hrany
vstupujici do kofenového uzlu). K nim se piida pocet uzld, tady je to 23 a také proménna p,
piicemz plati, ze kazdé x ma své p. Jesté jsou v sloupcich proménné z a E' a prava strana modelu
se dvéma sloupci b a breal. Vzhledem k mnozstvi podminek, které musi byt splnény, je pocet
fadkd modelu jesté vétsi. V feSené piipadové studii jsem se dostala na plochu o velikosti
317*177 bungk tabulky. Je tedy pomérné jednoduché udélat nékde pieklep, nebo piehlédnout
Spatn¢ vlozena data. Navrhovala bych vyvoj podobného dopliiku jako je OpenSolver, do
kterého by se pouze zadaly hrany, jejich ceny a odchylky, jejich vyzna¢nost a Steinerovy uzly
a poté by si uzivatel pouze ménil hodnotu z a spoustél jednotlivé varianty bez obav, Ze je nékde
v rozsahlé tabulce Excelu n¢kde chyba. Excel sdm o sob¢ by se také v jesté vétSim poctu hran

a vstupnich dat mohl zacit zasekavat, coz na prehlednosti tabulky také nepiida.
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[ Zavér

Vysledkem prace je uspé$né spojeni Steinerova stromu a robustniho ptistupu. Uspéch tohoto
spojeni je prokazan ve vlastni ¢asti prace nejprve malym ilustrativnim ptikladem, ktery je
podrobné& popséan a je na ném i vidét mechanismus zmény kostry. Usp&$né spojeni piistupii je
patrné i v feseni ptipadové studie, kdy model zhodnotil, ze je pro developera vyhodné zahrnout

do projektu Steinerovy uzly, které reprezentuji rozvodné boudy.

Vystupem prace je tedy novy algoritmus robustniho Steinerova stromu. Je odolny vuéi
neurcitosti vstupil, odchylkdm a je schopen uvazovat pro kostru i uzly, které pfimo nemusi byt

soucasti minimalni kostry.

Doslo se k zavéru, Ze je algoritmus vyuzitelny pro realné problémy a mohl by byt uzite¢ny pro
mnoho typi uloh. Stalo by tedy za ndmahu robustni Steinertiv strom déale zkoumat a rozvijet,
nebo jak bylo navrzeno, napsat na n¢j stroj, do kterého by se vlozily vstupni hodnoty a uzivatel

uz by poté pouze simuloval rizné scénate dle svého uvazeni.
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