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Uvod

V dnesni dobé jsme obklopeni velkym mnozstvim informaci, které mohou byt
dulezitym zdrojem novych poznatku, jenz prispéji ke zkvalitnéni nejen lidského
zivota. Velkym pomocnikem pii snaze najit ve spleti ¢isel a textu napovédu
pro dulézita rozhodnuti, majici dopad na nas vSechny, je statistika, neustale
se rozvijejici matematicka disciplina. S rustem vypocetni techniky se statistice
zaCinajl otevirat nové moznosti a smeéry. Jednim z nich je oblast funkcionalni
analyzy dat.

Nasim cilem je predstavit ¢tenaium zakladni myslenku tohoto sméru s durazem
na metodu funkciondlni analyjzy rozptylu, kterou vyuzivame pii analyze ¢asovych
fad prumérnych dennich teplot namérenych v oblasti Pobalti a Finska. Zajima
nas napiiklad, zda a jak se od sebe lisi chovani casovych fad nameérenych ve
¢tytech regionech Pobalti.

V prvni kapitole se sezndmime se strukturou analyzovanych dat. Ve druhé
kapitole se nauc¢ime vyhlazovat, tj. odhadovat prubéh funkce z puvodnich pozo-
rovani casové fady. Na znalosti ziskané z této kapitoly navazeme v posledni casti
vénujici se funkciondlni analyze rozptylu.

Nasim zamérem neni jen ziskat teoretické védomosti, ale i praktickou doved-
nost tak, abychom byli schopni pouzit ziskané znalosti i na jiny typ dat. Soucasti
posledni kapitoly je podkapitola popisujici nas kéd v jazyku R. Po celou dobu

analyzy pracujeme v prostiedi softwaru R ve verzi 3.3.1.



Kapitola 1

Hratky s meteorologickymi
stanicemi

Cilem kapitoly je predstavit ctenaii analyzovanou datovou sadu a popsat nami
vyzkousené postupy, jak s témito daty v naSich podminkdch co nejefektivnéji

pracovat v prostiedi statisického programu R.

1.1. Prezentace datové sady

Datova sada casovych fad prumérnych dennich teplot z meteorologickych sta-
nic, se kterou pracujeme, je pristupna na strankach projektu Furopean Climate
Assessment & Dataset project (ECA& D). Najdeme zde nejen ¢asové fady dennich
prumérnych teplot, ale i dalsi datové sady, které maji souvislost s klimatickymi
extrémy a zménou klimatu. Jedné se napiiklad o casové fady denniho mnozstvi
srazek, denni vlhkosti a denni hloubky snéhu [1].

Cilem projektu ECA& D' je poskytnout védecké komunité a Sirsi vefejnosti
pristup ke kvalitnim datovym saddm z oblasti klimatologie v ramci regionu Ev-
ropy a Blizkého vychodu [2]. Data jsou poskytovdana ECA&D nérodnimi me-
teorologickymi sluzbami a univerzitami. Aktualné na projektu participuje 68

ucastniku z 63 zemi, pficemz pocet meteorologickych stanic se neustéle zvysuje[2].

LECA&D je projekt zalozeny v roce 1998 celoevropskym sdruzenim narodnich meteorolo-
gickych dfadu EUMETNET (aktuélni pocet zainteresovanych tufadu ve skupiné EUMETNET
je 31)[1]. Projekt je financovan ze zdroju Evropské komise a od roku 2010 je péatefi Regiondlniho
datového strediska Svétové meteorologické stanice pro Evropu a Blizky vychod.[5]



V soucasnosti se celkovy pocet meteorologickych stanic v analyzované datové sadé
pohybuje kolem hodnoty 3900[3]. Data jsou v pravidelnych intervalech aktuali-
zovana a dopliovana o informace z novych meteorologickych stanic.

Je dulezité zminit, ze datové sady z meteorologickych stanic zvefejnéné na
webovych strankach projektu jsou k dispozici zdarma vyhradné k nekomercénimu
vyzkumu a vzdélavacim icelum.[0]

Z vlastni zkusSenosti vime, ze neni jednoduché se k takovému souboru infor-
maci dostat jinou cestou. Pokud se nékdo z Vas ¢tenaiu snazil nékdy néjakym
zpusobem ziskat data z metorologické stanice, napiiklad z prazské stanice Kle-
mentinum, tak mohl byt nemile zaskocen. Klementinské casova tada, ktera je ve
sttedni Evropé nejdelsi souvisle mérenou casovou fadou dennich teplot a tlaku
vzduchu, nebyla pro obycejného uzivatele dostupnd[7][8]. V soucasnosti je situ-
ace odlisna. Klementinska tada je soucésti datového balicku projektu FCA&D a
jiz je k dispozici pifmo na webové strance Ceského hydrometeorologického tiradu
(zkracené CHMU ), coz pred zhruba rokem a pul nebylo mozné i pres fakt, ze fada
byla stazitelnd na strankdach projektu?[9]. Jednd se o jedinou ¢eskou meteorolo-
gickou stanici zastoupenou v projektu ¢lentu Svéetové meteorologické organizace. O
vyznamu projektu pro bézného nekomeréniho uzivatele ¢i studenta miuze svédcit
nasledujici prohldgeni pievzaté ze stranek CHM U: y,Dovolujeme si upozornit, Ze
vétsinu informaci a produkti (data, zpracovdni dat, posudky apod.) CHMU po-

skytuje jako placenou sluzbu.“[Y]

Pojd'me se bliZze podivat na ndmi analyzovanou datovou sadu. Aktudlné mame
k datu 7. 1. 2018 k dispozci 4289 c¢asovych fad prumérnych dennich teplot
mérenych v 50 statech napiic Evropou a Blizkym Vychodem.

V datovém balicku najdeme t¥i druhy dat, dvé datové tabulky a sadu ¢asovych
fad prumeérnych dennich teplot. Prvni datova tabulka popisuje meteorologické
stanice kde byla data ziskdavana, druha dodava blizsi informaci o casovych fadach

sady. V tabulce 1.1 vidime nézornou ukézku prvniho typu dat. Rédky této datové

2Pro stazeni klementinské rady piejdeme na portdl CHM U— Historickd data— Pocasi—
Praha Klementinum— Denni data ze stanice Praha Klementinum [10].
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matice specifikuji jednotlivé meteorologické stanice. Prvni proménou je identi-
fikacénd ¢islo stanice, podle kterého muzeme dohledat ¢asovou fadu prumeérnych
dennich teplot naméfenych na meteorologické stanici s timto identifika¢nim tdaj-
em. Podotykame, ze sloupec nadmorskd vyska je méren v metrech nad morem.
Zemepisnd $itka a délka jsou proménné, které charakterizuji polohu meteorolo-
gické stanice. Tyto souradnice dale vyuzijeme pro vizualizaci polohy meteorolo-

gickych stanic na mapé.

Jméno Zemépisna | Zemépisna | Nadmoiska
ID cislo Stanice Zemé sirka délka vyska

27 Klementinum CZ +50:05:26 +014:25:09 191
28 Helsinki FI +60:10:00 +024:57:00 4

29 Jyvaskyla FI +62:24:00 | 4025:40:59 137
30 Sodankyla FI +67:22:00 +026:39:00 179
31 Marseille FR +43:18:18 +005:23:48 75

32 Bourges FR +47:04:00 +002:22:00 161

Tabulka 1.1: Ukazka datové tabulky 1.

Nejprve prevedeme hodnoty sloupecku Zemépisnd sirka a Zemépisnd délka do ta-
kového formatu, jez je vhodny pro vyobrazeni v prostiedi statistického softwaru
R. V soucanosti mame tyto proménné ve formatu stupné:minuty:sekundy a nasim

zameérem je prevést hodnoty proménnych Zemépisné sirky a délky na desetinné

stupné. Vzorec pouzity pro prepocet na stupné je uvedeny nize (1.1).

Desetinné stupné = stupné +

manuty

sekundy

60

3600

Podobu datové matice po transformaci vystihuje nasledujici tabulka 1.2.

Jméno Zemépisna | Zemépisna | Nadmoiska
ID cislo Stanice Zemé Sitka délka vyska
27 Klementinum | CZ 50,09 14,42 191
28 Helsinki FI 60,17 24,95 4
29 Jyvaskyla FI 62,40 25,68 137

Tabulka 1.2: Ukéazka upravené datové tabulky 1.
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Upravenou datovou mnozinu 1.2 vyuzijeme pro vizualizaci polohy meteo-
rologickych stanic ve statistickém programu R. Nejprve pouZijeme® knihovnu
rworldmap®. Na obrdzku 1.1 vidime vyslednou vizualizaci polohy meteorolo-

gickych stanic.

Obrézek 1.1: Vizualizace polohy meteorologickych stanic v prostiedi R s vyuzitim
balicku rworldmap.

Podstatna cast meteorologickych stanic je lokalizovanéd na evropském kontinentu.
Zbylé meteorologické stanice najdeme v kavkazké oblasi, asijské ¢asti Ruska,
Gronsku, Africe a na Blizkém vychodé. Dokonce mame pristup k datum ze stanice
v Jeruzalému, kterd je polozena ve vySce 815 metru. Teplota je na jeruzalémské

stanici systematicky mérena od roku 1950.

’ Stat H Némecko ‘ Svédsko ‘ Rusko ‘ Finsko ‘ Spanélsko ‘
|Pocet | 1031 | 799 | 579 | 392 | 203 |

Tabulka 1.3: Tabulka péti statu s nejvyssim poctem meteorologickych stanic
v nami analyzované datové sadé

3Na strané 16 popisujeme obdobnou vizualizaci s vyuzitim balicku plotGoogleMaps.

4Pxvodné jsme polohu meteorologickych stanic vizualizovali pomoci balicku Ggplot2, avsak
tiskarna odmitala vytisknout stranku s touto vizualizaci.
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Z tabulky 1.3 lze vycist, ze 3022 stanic je dislokovano v péti evropskych statech.
Jedné se zhruba o 78% z celkového poctu 3888 stanic®.
Nyni predstavime druhou datovou tabulku 1.4 popisujici sadu c¢asovych tad

prumérnych dennich teplot.

ID cislo Jméno Zemé | Nadmoriska | Zptisob | Zacatek Konec

casové rady Stanice vyska meéfeni | méreni meéreni
100030 Stockholm SE 44 TG6 1756:01:01 | 2003:12:31
100032 Kremsmuenster AT 383 TG7 1876:01:01 | 2010:12:31
100034 Graz AT 366 TG7 1901:01:01 | 2010:12:31
100036 Innsbruck AT 577 TG7 1901:01:01 | 2010:12:31
100038 Salzburg AT 437 TG7 1901:01:01 | 2010:12:31
100080 Praha-Klementinum CZ 191 TG14 | 1775:01:01 | 2017:10:31
106031 Praha-Klementinum CZ 191 TGS 1775:01:01 | 2004:12:31

Tabulka 1.4: Ukéazka datové tabulky 2, popisujici sadu casovych fad prumérnych
dennich teplot
Tabulka 1.4 predstavuje seznam casovych fad datové sady. Prvni proménou je
identifikacni ¢islo ¢asové Tady, podle kterého muzeme dohledat casovou fadu
prumérnych dennich teplot. Hodnoty proménnych pro piislusné meteorologické
stanice jméno stanice, zemé, nadmorska vyska se shoduji s hodnotami stejné
znacenych proménnych v datové tabulce 1.1. Hodnoty sloupce Zpiisob mérend®
vystihuji postup, jakym byl spoc¢itan teplotni prumér pro konkrétni den. Cha-
rakteristiky Zacatek mereni, Konec mérent presné specifikuji datum, kdy doslo k
zahajeni méfeni a ukonéeni méteni teploty v meteorologické stanici’. Podotykame,
ze identifikacni ¢islo stanice z datové sady predstavené v tabulce 1.1 se neshoduje
s identifikacnim islem casové Fady®.

Rozdil mezi po¢tem stanic a poétem éasovych fad? je zptisoben tim, 7ze teplotni
pruméry méfené v meteorologicé stanici mohou byt pocitany ruznymi zpusoby.

Muzeme tedy pracovat s vicero ¢asovymi fadami teplotnich prumeéru pochazejicich

5Ke dni 7. 1. 2018.

SPodrobny popis jednotlivych postuptt vypoétu priomérnych dennich teplot najdeme na [12].

"Je mozné, ze méfeni jako takové nebylo v meteorologické stanici ukonéeno akorst nedochézi
k prenosu dat z meteorologické stanice do databaze. Hodnoty proménnych Zahdjeni a Ukoncent
mérent jsou sefazeny v poradi Rok:Mésic:Den.

8V datové sadé popisujici jednotlivé éasové fady 1.4 mdme k dispozici také proménné
Zemépisnd S§itka a délka, mohou slouzit jako charakteristiky, pfes které bychom v piipadé
potieby eventudlné mohli sparovat datovou sadu 1.4 s datovou sadou 1.2

93888 stanic a 4289 ¢asovych fad

12



z jedné meteorologické stanice, avsak lisici se zpusobem vypocétu prumérné denni
teploty. Nazorny piiklad vidime v poslednim a predposlednim fadku ukéazky da-
tové tabulky 1.4.

Datovou tabulku 1.4 vyuzijeme pro zakladni pruzkumovou analyzu meteorolo-
gickych stanic. Zajimalo nas, ze kterych meteorologickych stanic pochazi nejstarsi

zaznamy prumérné denni teploty. Tabulka 1.5 poskytuje kyzenou informaci.

Jméno Zemé | Nadmoriska | Zacatek Konec

Stanice vyska meéreni meéreni
Stockholm SE 44 1756:01:01 | 2003:12:31
Milan IT 150 1763:01:01 | 2008:11:30
Praha-Klementinum CZ 191 1775:01:01 | 2017:10:31
Hohenpeissenberg DE 977 1781:01:01 | 2017:10:30
Bologna IT 53 1814:01:01 | 2003:12:31

Tabulka 1.5: Tabulka meteorologickych stanic s nejstarsim zédznamem prumerné
denni teploty v ramci nami analyzované datové sady

Nejstarsi zaznam v analyzované datové sadé ¢asovych fad byl naméren roku
1756 ve Stockholmu. Na tfetim misté je prazské Klementinum. Meteorologicka

méteni na klementinské hvézdarné byla zahajena roku 1752, avsak kvili netplnosti

zédznamu povazujeme az rok 1775 za pocatek klementinské ¢asové tady.|[7]

Jméno Zemé | Nadmoriska | Zacatek Konec

Stanice vyska meéieni meéieni
Sedom IL -388 1959:03:01 | 2016:12:31
Gilgal IL -255 1989:01:01 | 1999:12:31
Massada IL -200 1974:07:01 | 2016:12:31
Hazeva IL -135 1988:01:01 | 2016:12:31
Qeqertarsuatsiaat GL -100 2003:09:21 | 2003:09:21

cvv s

nadmotskou vyskou v rdmci nami analyzované datové sady

Déle nas u meteorologickych stanic zajimala nadmorska vyska. V tabluce

cvN s

z datové sady projektu FCA&D.
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s

lizovany v Izraeli a jedna je z Grénska. Nasi pozornost upoutala grénskd mete-
orologickd stanice Qeqertarsuatsiaat ze které je k dispozici pouze jeden zaznam
prumérné denni teploty. Oc¢ekavali bychom, ze grénskd stanice bude z datové sady
odstranéna pro nedostateény pocet pozorovani.

Podivejme se na meteorologické stanice z pohledu nejvyssi nadmoiské vysky.

Jméno | Zemé | Nadmoriska | Zacatek Konec
Stanice vyska meéreni meéreni
Summit-1 GL 3250 1991:01:09 | 1994:06:14
Summit-2 GL 3202 1997:11:05 | 2016:12:31
Sonnblick AT 3106 1901:01:01 | 2010:12:31
Zugspitze DE 2964 1900:08:01 | 2017:10:30

Sulak RU 2927 1930:08:15 | 2013:12:31

Tabulka 1.7: Tabulka sestupné sefazenych meteorologickych stanic s nejvyssi
nadmotskou vyskou v rdmci nami analyzované datové sady

Prvni dvé meteorologické stanice v poradi z tabulky 1.7 jsou dislokované

v Gronsku a poziéné lezi na stejném vrcholu.

ID ¢cislo ID cislo Rok | Mésic | Den | Prameérna | Validace
stanice | casové rady teplota meéreni
132 100851 1950 1 1 8,4 0
132 100851 1950 1 2 8,6 0
132 100851 1950 1 3 11,4 0
132 100851 1950 1 4 14,8 0
132 100851 1950 1 5 12,3 0
132 100851 1950 1 6 7,7 0

Tabulka 1.8: Ukazka casové fady dennich prumérnych teplot naméfenych v je-
ruzalémské meteorologické stanici

Nyni predstavime treti druh dat dominujici v datovém balicku. Tabulka 1.8
je ukazkou formatu casové fady prumeérnych dennich teplot namérenych v je-
ruzalémské meteorologické stanici. Jednd se o jednu z 4289 ¢asovych rad datové
sady projektu ECA&D.

Prvni proménou je identifikator stanice. Jde o proménou, kterd je soucasti

datové tabulky meteorologickych stanic 1.1. Druha proménnda predstavuje iden-
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tifikdtor casové Tady. Tato proménna je zastoupena v datové tabulce seznamu
casovych tad 1.4 a predesilame, ze je pro nas klicova pro nahravani ¢asovych
fad do programu R. Dalsimi proménnymi jsou Rok, Mésic a Den jejiz hod-
noty upfresnuji datum pofizeni zaznamu prumérné denni teploty zaznamenané
ve sloupci Priumeérnd teplota. Proménnda Validace meéreni nabyva jedné ze tiech
hodnot: nuly, jednicky a devitky. Nula ndam dodévé informaci o tom, ze pozo-
rovani bylo ovéreno tedy validovano. Hodnota jedna svédéi o pochybnosti zda
napozorovana hodnota je spravna. Devitka indikuje chybéjici hodnotu prumérné
denni teploty pro dany den.

Nyni ¢tenaii na obrazku 1.2 popiSeme a zvizualizujeme vztahy mezi datovymi
soubory jejiz ukéazky jsme predstavili vyse.

Datova mapa

. p I . Proménné datové tabulky seznamu
¢asovych nnich praméra teplot
e P ——
(/10 gisto tasove ray)

ivych & ych fad dennich
pramérd teplot

@ @ /1D cislo stanice
Jméno stanice Jméno stanice ID islo Easové Fady
L Zemé L Zemé Rok

Zemépisna Sifka

Zemépisna délka

\__Nadmofiska vyska /'

Pocet: 1 datova tabulka

Nadmofska vyska

Zplisob méreni
Zagatek méfeni

Konec méfeni

Zemépisna Sitka

Mésic

Den

Primérna teplota
Validace méreni

Podet: 4289 ¢asovych fad

Zemépisna délka /'

Pocet: 1 datova tabulka

Obrazek 1.2: Datova mapa, vizualizace struktury dat a vztahu mezi datovymi
tabulkam vyuzitymi pii analyze meteorologickych stanic.

Jednotlivé radky schémat proménnych s ¢isly 1, 2, 3 predstavuji proménné da-
tovych tabulek a casovych tad. Prvni datovou tabulku jsme piredstavili v ukézce
1.1. Jedna se o seznam meteorologickych stanic, ktery jsme vyuzili za ucelem
ziskani absolutniho poc¢tu stanic a vizualizace polohy meteorologickych stanic 1.1.
Druha datova tabulka je podrobné popsana v ukézce 1.4. Tato tabulka ndam po-
skytuje detailni informaci o jednotlivych ¢asovych radach. Pokud by bylo potieba,
tak lze jednotlivé odpovidajici objekty(fadky tabulek) mezi prvni datovou a dru-

v /v

hou datovou tabulkou sparovat pomoci hodnot proménnych Zemépisnd sitka a
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Zemépisnd délka'C. Struktira proménnych ¢asovych fad prezentovdna schématem
3 je pro vSech 4289 casovych rad shodné. Prvni datovou tabulku muzeme opét
propojit'! s vybranou ¢asovou fadou s vyuzitim proménné Id &islo stanice.
Stézejni je pro nas vztah mezi druhou datovou tabulkou a ¢asovymi fadami.
Napadlo nas vyuzivat datovou tabulku, jako seznam c¢asovych tad pres ktery
nahravame pozadované casové rady do statistického softwaru R skrze proménnou
Id éislo éasové Fady'?. Hodnoty Proménné Id ¢islo casové fady vyuzivame v nami

naprogramované funkci pro nahrani dat do R.

Na zavér ukazeme vysledek vizualizace polohy meteorologickych stanic s po-
moci balicku plotGoogleMaps v prostiedi R, jako alternativu k vykresleni po-
lohy 1.1. Knihovna plotGoogleMaps usnadiiuje komunikaci se sluzbou Google
mapa. Piedpokladem pro vyuziti této sluzby je funkéni Google ucet a API klie!3,
opraviujici nas k pouzivani Google mapy. Sluzba je dostupna v neplacené a pla-
cené verzi. Pro nase tcely postaci neplacena verze.

Opét pouzivame transformovand data z tabulky 1.2. K dispozici mame polohu
meteorologickych stanic v thlovém systému (zemépisnd délka, zemépisnd $irka).
Souradnice vhodné prevedeme pomoci projekce na kartézsky systém. Jedna se o
transformaci zobrazujici soutradnice z trojrozmérného hlového systému na dvoj-
rozmérny systém, ktery je sndze vyuzitelny pro tvorbu mapy|!l1].

Vse je pripravené a muzeme prejit k samotné vizualizaci. V prohlizeci se
nam otevie nova zalozka mapy svéta s vyznacenymi meteorologickymi stanicemi.

Ukazku mapy vidime na obrazku 1.3 a 1.4.

Vyhodou google mapy je, ze se nejedna o staticky obrazek ale o dynamickou

10V nagi situaci by to byl zcela zbyteény krok vzhledem k podobnosti datové tabulky 1.1 a
1.4

1Propojit ve smyslu vyhleddni éasovych fad z datové sady jejiz hodnoty proménné Id éislo
stanice odpovidaji hodnoté stejné proménné v fadku tabulky 1.2(F¥ddek reprezentuje meteoro-
logickou stanici). Mohu tak dohledat vSechny casové fady z datové sady, které byly naméfeny
na urcité meteorologické stanici. Pro tento ticel budeme pouzivat druhou datovou tabulku 1.4.

12Postup zpracovani a nahravani dat podrobnéji popisujeme v nasledujici podkapitole.

oy

jak ziskat API kl{¢ najdeme na strance [13].
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Polska
Poland

Obrazek 1.3: Ukazka vizualizace polohy meteorologickych stanic v prostiedi R s
vyuzitim balicki plotGoogleMaps.

Obrazek 1.4: Ukazka vizualizace polohy meteorologické stanice Praha-
Klementinum v prostfedi R s vyuzitim balicki plotGoogleMaps.

mapu se kterou muzeme ddle manipulovat (pfiblizovat, oddalovat) a udélat si
tak lepsi predstavu o poloze meteorologickych stanic zahrnutych v datové sadé

projektu FCA&D.
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1.2. Priprava datové sady k analyze

Nez prejdeme k samotné analyze, je potieba upravit data do vhodné podoby.
7 pocatku jsme nevédéli, které casové rady budeme analyzovat a které ne. Na-
padlo nés, Ze nejlepsi variantou je cely proces cisténi a nahravani dat do Rka
automatizovat.

Stazené datové tabulky casovych fad jsou v textovém formétu (txt). Na
prvnich 18 fadcich je text specifikujici datovy soubor a proménné v tabulce.
Pti nahravani datovych tabulek pomoci funkce read.table dochéazelo k opako-
vanym chybam, Rku vadilo onéch 18 tadku. Nastésti jsme nasli skript napsany
v jazyku Python'*'® ktery problém s radky vyfesil. Skript postupné prosel viech
4289 datovych tabulek a odstranil u kazdé z nich fadky s textem. Celd operace
trvala okolo t¥{ minut. Problém s nahravanim dat do Rka byl vytesen.

Pro snadnéjsi manipulaci byla v Rku kazda datova tabulka upravena a pireve-
dena na format csv. Uprava spocivala v rozdéleni sloupce Datum na dil¢i sloupce
Rok, Mésic, Den. Napsali jsme v Rku jednoduchy for cyklus vyuzivajici funkce
separate z balicku tidyr pro rozdéleni hodnot z proménné Date do diléich
sloupcti. Vykonéni tikonu trvalo Rku 14 minut. Vysledkem tpravy je datova ta-
bulka ve formatu 1.8.

V dalsim kroku jsme datové tabulky prejmenovali, abychom zjednodusili je-
jich nahravani. Nas for cyklus projde kazdou datovou tabulku, ulozi hodnotu
identifikacniho ¢isla stanice do paméti softwaru a touto hodnotou prejmenuje da-
tovou tabulku. To v praxi znamena, ze ¢asova radu se jménem TG_SOUID176097
nese po uspésném dokonceni for cyklu nézev 176097.

Nové pojmenovani datovych tabulek odpovida prislusnym hodnotdm promeén-
né Identifikacni ¢islo ¢asové rady ze seznamu ¢asovych tad (1.4). Poslednim kro-
kem bylo napsani funkce nahravani, kterd vyuziva této shody. Princip fungovani

funkce je nasledujici: ze seznamu vyfiltrujeme identifikac¢ni ¢isla pozadovanych

14Vsem zdjemctim o zacatecnické lekce Pythonu doporuéujeme navstivit stranku [14] respek-
tive [15]. Na strankdch jsou pékné a detailné vysvétleny zdklady jazyka Python.
15Pro spravu a tipravu skripti v jazyku Python pouzivdme textovy editor Atom[l6].
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casovych Tad, ulozime je do vektoru, ktery vlozime do funkce nahravani. Funkce
z Ciselnych hodnot pfidanim koncovky .csv vytvori nazvy a nahraje soubory

7 adresare do Rka.

Na zavér zminme, Ze nasi prvni myslenkou bylo vyuzit pro spravu datové sady da-
tabazovy systém MySQL. Naucili jsme se zaklady préace s timto systémem, navazali
spojeni s Rkem pomoci balicku RMySQL a zdarné prekonali praktické problémy pfti
nahravani dat do systému.

Nahrat data ze souboru ve formétu csv do databdze MySQL muze byt v nékte-
rych pripadech problém. V pfiloze je php skript pouzitelny pro import velkych
csv souboru do MySQL. Standardnim zpusobem do databédze neslo nahrat jeden
csv soubor se zhruba 88 milény fadki. V soubory byla ulozena data ze vsech

4289 datovych tabulek. Nami pouzity skript operaci zvladl do Sesti minut.

19



Kapitola 2

Z, funkcionalnich dat k odhadu
hladké funkce

Cilem kapitoly je na praktickych prikladech demonstrovat postup, jak z disk-
rétnich pozorovani prumérné denni teploty odhadnout hladké funkce prumérné

denni teploty. Teorie k této kapitole byla ¢erpana z [17][1][19][20].

2.1. Zakladni myslenka

Na 1ivod se prenesme do bavorského méstecka Waldassen leziciho nadohled

¢eskych hranic a mésta Chebu.
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Obrazek 2.1: Casovd fada priumérné dennf teploty méfené v roce 1951 na mete-
orologické stanici Waldassen
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Na obrazku 2.1 vidime pozorovani prumérné denni teploty roku 1951 z me-
teorologické stanice Waldassen. Jedné se o rocni vyse¢ z puvodni ¢asové fady
s pravidelnymi zaznamy prumeérné denni teploty v obdobi 1949 az 1957.

Zaznamy prumérné denni teploty na obrazku 2.1 chdpeme jako diskrétni po-
zorovani hladké funkce prumeérné denni teploty, ktera je nasemu zraku skryta.
Nasim cilem je s pomoci naméfenych dat prumérné denni teploty odhadnout
prubéh této funkce. Hodnoty prumérné denni teploty, jakozto diskrétni pozo-
rovani hladké funkce, predstavuji jeden z prikladu tzv. funkciondlnich dat.

K dispozici je 365 pozorovani prumérné denni teploty y; s indexem j=1, ..., 365
méfenych v casech ¢;, kde ¢;=1,...,365. Casové okamziky t; reprezentuji dny

v roce. Méfeni y; povazujeme za funkciondini data a fidime se modelem 2.1:

Y; :.Z’(tj)+€j. (21)

Diskrétni pozorovani prumérné denni teploty y; je podle modelu 2.1 rovno souctu
funkéni hodnoty hladké funkce prumeérné denni teploty x(t;) méfené v ¢asovém
okamziku ¢; a ndhodné odchylky €;. Vyhlazenim puvodnich pozorovani y;, tj.
odhadem funkénich hodnot z(t;) , se snazime odstranit z dat nahodné odchylky
zpusobujici nehladkost spojnice ptuvodnich (métenych) hodnot.

Funkéni hodnotu funkce prumérné denni teploty x(t) pozorovanou v ¢asovém
okamziku ¢, kde t € [0, 365] reprezentujeme rozvojem béazovych funkef ¢y (t) podle
vztahu 2.2.

(t) = z_: cur(t) = c'P(t) (2.2)

Bazové funkce ¢ (t) jsou linedrné nezavislé funkce, jejichz linedrni kombinace
vyjadiuje funkci prumérné denni teploty x(t). Tyto bazové funkce volime podle
povahy dat a jejich funkéni hodnoty jsou nam zname. K odhadu funkénich hodnot
funkce z(t) ndm vsak chybi hodnoty koeficientt ¢. Vektor kooficientu ¢ délky
K odhadneme z pozorovani prumérné denni teploty y; méfenych v casovych

okamzicich ¢; predstavujicich dny roku. Je také potieba zvolit vhodnou délku
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vektoru koeficientu ¢, tj. vhodny pocet bazovych funkci K.
V dalsi ¢asti textu se zamérime na popis stézejnich bazovych systému a jejich

mozné pripady pouziti v praxi.

2.2. Bazové systémy

Béazovy systém muzeme chapat jako nekonecny systém funkci, kde funkce
z tohoto systému jsou mezi sebou linedrné nezavislé a zaroven muzeme po-
moci linedarni kombinace K béazovych funkei libovolné presné aproximovat funkci
prumérné denni teploty. Pro tento ui¢el se ¢asto pouzivaji bazové systémy Fourie-
rovy bdze a B-splinové bdze'. Jednim z pifkladi bazového systému jsou bazové

funkce v modelu regresni 1lohy s jednou proménnou:
Lt 268, th . (2.3)

Je dobré poznamenat, ze nikde neni napsano, ktery bazovy systém je vhodny
pro aproximaci funkce. Zalezi na aplikaci a povaze dat. Fourierova bdze najde
své tplatnéni u periodickych dat a B-splinovd bdze u neperiodicych. Vratmeé se
k obrazku 2.1 z tvodu kapitoly. Bylo jiz zminéno, ze na této vizualizaci jsou
vyobrazeny prumérné denni teploty za rok 1951. Jedna se pouze o ¢ast casové
fady prumérnych dennich teplot mérenych na meteorologické stanici Waldassen.
Tato casova fada nezacina a ani nekon¢i dennimi zaznamy prumeérné denni teploty
z roku 1951, ale pokracuje do dalsiho roku. V nasem piipadé jsou analyzované da-
tové tabulky 1.8 reprezentujici casové fady prumérné denni teploty periodickymi

daty:.

V dalsim textu se omezime na popis Fourierovy bdze a B-splinovové bdaze.
Zacneme u Fourierovy baze. Tento bazovy systém lze popsat jako nekonecnonou
posloupnost funkei sinus a cosinus s klesajici periodou. Soucésti Fourierovy baze

je také konstanta.

'Dalsim pifkladem bizového systému je Polynomidini bazovy systém, Polygondlni bdze a
Ezxponencidlni bdze
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Ve vztahu 2.4 predstavujeme vzorce pro jednotlivé bazové funkce ¢y (t).

Go(t) = 1, dor_1(t) = sin(rwt), ¢a,.(t) = cos(rwt),r =1,2... (2.4)

Funkce sinus a cosinus jsou periodické, coz vysvétluje duvod, proc¢ je systém
vhodny zejména pro periodicka data. Parametr thlové rychlosti w urcuje peri-
odu 27 /rw. S rostouci hodnotou hlové rychlosti w se snizuje perioda funkce.

Podivejme se na vizualizaci Fourierovijch bdzovich funkci 2.4.

0.05
|

funkéni hodnota bazovych funkci
0.00
|

-0.05

Obrazek 2.2: Fourierova bdze pro 13 bazovych funkei na intervalu [0, 365]

Na obrazku 2.2 pozorujeme 13 bazovych funkci, jejichz tvar vychazi ze vztahu
2.4. Vsimnéme si horizontalni linie ve funkéni hodnoté 0,05. Jedna se o funkéni
hodnoty prvni bazové funkce ¢o(t), kterd nabyva konstantni funkéni hodnoty pro
t € [0,365]%.

Duvody, jez nas vedly k volbé 13 bazovych funkci, budou predstaveny v dalsi

podkapitole. Dosazenim prvnich 13 bazovych funkci z Fourierovy bdze do 2.2

2Vsimnéme si, Ze amplituda bazovych funkci na obrdzku 2.2 je niz&f nez jedna, coz je
zpusobeno piendsobenim bdzovgch funkei konstantou nevyjimaje prvni bdzové funkce ¢o(t).
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ziskame odhad funkce prumérné denni teploty.
Z(t) = co + crsin(wt) 4+ cacos(wt) + . .. + cpysin(6wt) + crpcos(bwt).  (2.5)

Pro vypocet funkénich hodnot odhadu funkce prumérné denni teploty 2(¢) ndm
prozatim chybi odhad vektoru koeficient c¢. Zminénou problematikou se budeme
zabyvat v dalsi podkapitole.

Vybér bazového systému také ovliviiuje derivaci odhadu funkce prumérné
denni teploty x(t). Derivaci odhadu této funkce vyjadiime pomoci rozvoje deri-

vace bazovych funkci ¢y:
K
Dx(t) = > cxDey(t) = ¢ Dg. (2.6)
k=1

Derivace bazovych funkei Fourierovy baze D¢y (t) maji nasledujici tvar:

Dsin(rwt) = rwcos(rwt),

Dcos(rwt) = —rwsin(rwt).

Ptejdéme na popis bazového systému B-splinovové baze. Nyni predpokladame,
ze odhad hladké funkce prumérné denni teploty muzeme chépat jako splino-
vou funkci, coz je po ¢astech spojita polynomialni funkce. To znamena, ze cely
definiéni obor hladké funkce prumérné denni teploty [0,365] mame rozdéleny
na posobé navazujici podintervaly [t;,t;11), na nichz madme odhadnuté polyno-
mické funkce fadu k, které na sebe hladce navazuji. Pro kazdou splinovou funkci
plati, Ze ji lze vyjadiit jako linearni kombinaci bazovych funkei 2.2 ze systému
bazovijch splini. Bézové funkce ¢ (t) tohoto systému generujeme podle reku-

rentniho vztahu [20]:
Bia(t) =1t € [ti,ti11), Bin(t) = 0,t & [ti,tip1),i=1,...,n (2.7)

t— tl' ti —t
7Bi,k—1(t) + vtk T U
tivk—1 — 1 Livk — i1

B;i(t) = Bit1-1(1) (2.8)

Index k znaéi 7dd bdzové spline funkce B;(t).
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Obrézek 2.3: Bdzové spline funkce By(t) a Bo1(t) fadu 1 na intervalu [0, 365]

V grafu 2.3 pozorujeme dvé bazové funkce fadu 1 vygenerované podle vztahu
2.7. Interval [0,365] mdme rozdéleny na dva podintervaly [0,183) a [183,365].
Prvni bazové funkce Bj;(t) nabyva funkéni hodnoty jedna na intervalu [0,183)
a funkéni hodnoty nula na intervalu [183,365]. U bazové funkce By (t) je tomu
presné naopak. Jeji funkéni hodnota je nulové na intervalu [0,183) a rovna jedné

na intervalu [183,365].
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Obrazek 2.4: 13 bazovijch spline funkci tadu 4 na intervalu [0, 365]

Béazové spline funkce vyssiho fadu vznikaji rekurentné podle vzorece 2.8. Nyni

méme piipravené bazové funkce, zndme jejich funkéni hodnoty na intervalu [0, 365].
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Pro odhad hladké funkce prumérné denni teploty potiebujeme odhadnout vek-
tor koeficientu ¢ bdzového rozvoje. Jakmile odhadneme tyto koeficienty, tak nam
jiz nic nebrani ve vypoctu funkéni hodnoty odhadu hladké funkce prumérni denni
teploty v libovolném ¢asovém okamziku t € [0, 365]. Jinymi slovy, ziskdme odhad

prubéhu funkce prumérné denni teploty.

2.3. Odhad vektoru koeficientti bazového rozvoje
funkce prumeérné denni teploty

Pro odhad koeficientti ¢ vyuzijeme standartni verze metody nejmensich ctverci.

Hleddame odhad koeficientu ¢; minimalizujici kritérium:

SMSSE(yle) = [y, — > cudn(t;))? (2.9)
=1 k=1

Hodnoty bazovych funkei ¢y (t) jsou ndm znamé. Podivejme se znovu na vizuali-

zaci 13 bazovych funkei z Fourierovy baze.

funkéni hodnota bazovych funkci
0.00 0.05
| |

-0.05
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dny

Obrazek 2.5: Fourierova bdze pro 13 bazovych funkei na intervalu [0, 365] s vy-
znacenymi funkénimi hodnotamy bazovych funkeci v ¢asovém okamziku 100.
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Funkéni hodnoty bazovych funkef ¢ (t) pro ¢asovy okamzik ¢t = 100 ze vzorce
2.9 zjistime tak, ze se podivame na funkéni hodnoty 13 bazovych funkeci v case
t=100. Sledujeme modrou vertikalni linii a postupné se divame na funkéni hod-

noty 13 bazovych funkei ¢x(100) a dosadime je do vztahu 2.9.

Kritérium 2.9 muzeme zapsat v maticovém tvaru:

SMSSE(ylc) = (y — ¢c)(y — ¢c). (2.10)
Kde y je vektor napozorovanych hodnot prumeérné denni teploty v ¢asovych
okamzicich t = 1,2,...,365. Slozkami vektoru c délky K jsou koeficienty c.
Designovd matice ¢ obsahuje funkéni hodnoty znamych bézovych funkei ¢y (¢;).
Vyraz 2.10 zderivujeme podle slozek vektru ¢ a derivace polozime rovny nule.
Ziskame soustavu rovnic:

20¢'c — 2¢'y = 0. (2.11)

Resenim soustavy 2.11 je odhad &, minimalizujici hodnotu kritéria 2.10:

¢=d'¢ Py (2.12)

Vyrovnané hodnoty predstavujici odhady funkénich hodnot funkce prumeérné

denni teploty v case t = 1,2,...,365 pocitame:
y=¢t=p(d'¢)"'dy. (2.13)

Matici S = @(¢'¢p) " ¢’ nazyvame tzv. Projekéni matici®. Oznaéme vektor vy-
rovnanych hodnot v ¢ase t = 1,...,365:

x(t) =y. (2.14)

Matice S konvertuje vektor namérenych hodnot prumérné denni teploty y na
vektor odhadu funkénich hodnot prumérné denni teploty x(t).

Pro srovnani ukazeme odhad funkce prumérné denni teploty s vyuzitim Fou-

rierovy bdze a B-spline bdze. Pro odhad vektoru koeficientu ¢ byla v grafu 2.6

pouzita Metoda nejmensich cétverci s 13 Fourierovymi bdzovymi funkcemi ¢(t).

Pii odhadu vektoru koeficientu c, kterému odpovidaji vyrovnané hodnoty na

obrazku 2.7 pouzivame 13 bazovych funkci z B-spline bdzového systému.

3V odborné literatufe se pro matici S pouzivéa také nazev Hat matice.
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Obréazek 2.6: Odhad funkce prumérné denni teploty mérené v roce 1951 na me-
teorologické stanici Waldassen s vyuzitim Fourierovy bdze.
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Obréazek 2.7: Odhad funkce prumérné denni teploty méfené v roce 1951 na me-
teorologické stanici Waldassen s vyuzitim B-spline baze.



Odhady prubéhu funkce prumérné denni teploty prezentované v grafech 2.6
a 2.7, vypadaji na prvni pohled pouzitelné pro dalsi analyzu. Podivame-li se na
zimni mésice, tj. zacatek a konec roku, pozorujeme odlisnost mezi grafy. Prubéh
odhadu funkce s vyuzitim Fourierovych bdzovijch funkci 1épe zachycuje informaci
z dat v zimnich meésicich nez odhad prubéhu funkce pomoci bazovych funkci
B-splinového systému. Casové fady pramérnych dennich teplot predstavuji peri-
odicka data. V nasem piikladu odhadujeme prubéh funkce pouze pro rok 1951.
Je logické pozadovat, aby odhad priubéhu funkce prumérné denni teploty v roce
1951 hladce navazoval na odhad prubéhu funkce v roce 1952, coz je pozadavek,
jenz v grafu 2.7 neni splnén.

Klasickou Metodu nejménsich ¢tvercu vyuzijeme v situacich, predpokldadame-
li, Ze ndhodna odchylka €; z modelu 2.1 je bily Sum, tj. posloupnost nekorelo-
vanych ndhodnych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou a stejnym rozptylem.

V grafu 2.8 vizualizujeme odhady nahodnych odchylek vyjadiené jako rozdily
puvodnich pozorovani prumérnych dennich teplot y; a odhadu funkénich hodnot

funkce prumérné denni teploty z(t;), kde j =1, ..., 365.

odhady nahodné odchylky
o

0 100 200 300
dny v roce

Obrazek 2.8: Odhad nahodnych odchylkek z dat prumeérnych dennich teplot
meétenych v roce 1951 na meteorologické stanici Waldassen.
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Podivejme se na obrazek ndhodnych odchylek 2.8 podrobneji. Celkem méame
365 odhadii, z toho 178 odhadi nahodné odchylky lezi pod a 187 nad horizontalni
linkou urcujici nulovou stredni hodnotu v case ¢t € [0,365]. Prumér ndhodnych
odchylek primerné denni teploty vychdzi fddové 1074, je tedy priblizne nulovy *.
Odhad smérodatné odchylky je roven 2, 71.

Podle naseho minéni neni v ptikladu porusen predpoklad bilého Sumu, pokud
by porusen byl, tak i z grafu 2.6 je patrné, ze v tomto pripadé nejde a dramaticky
prohiesek.

Zavedeme jesté klicovy pojem pro dalsi kapitoly, tzv. stupen volnosti vyhla-

zent:
df = stopaS = stopa(SS') (2.15)

Stupen volnosti vyhlazeni vyjadiime, jako stopu Projekéni matice, tzn. soucet di-
agondalnich prvka matice S nebo matice SS’. Rovnost mezi stopami matic vychazi

z idempotence matice S:
S=¢(¢'p) "¢
S'=o(¢'d) ¢
SS' = ¢(d'9) " (P'P) (D) P = D(¢'p) "¢ =S.

4Coz vychazi z podstaty odhadu ndhodnych odchylek
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V ptipadech, kde je vyse zminény predpoklad o ndhodné odchylce v podobé
bilého Sumu vyrazné porusen, je vhodné vyuzit pro odhad vektoru koeficientu c

vazenou metodu nejmeénsich ctverci:
SMSSE(yle) = (y — ¢c)W(y — ¢c), (2.16)

kde W je symetrickd pozitivné definitni matice, jenz je inverzi variancni matici
nahodnych odchylek 3i.:
wW=3x" (2.17)

Odhad vektoru koeficientu ¢ je ve tvaru:

= (FWe) o' Wy. (2.18)
Hat matici pocitame nasledovneé:

S = $(¢'Wep) ' ¢'W. (2.19)

Dosadime-li za matici vah W' jednotkovou matici I, dostaneme se na puvodni
model 2.10. V klasickém modelu Metody nejmensich ctvercu je predpokladany
tvar varianéni matice ¥, = oL

Parametr o2

odhadneme, jako soucet ¢tvercu odhadu nahodnych odchylek
podelény stupném volnosti n — K, kde K je pocet bdzovych funkct:
, 1 365 ,
_ )2, 2.20
8 365 — K;(y’ 9j) ( )
Odhad varian¢ni matice nahodnych odchylek pro model Vidzené metody nejmen-

Sich ¢tvercu pocitame ze vztahu:
3. =(N-1)"'EE. (2.21)
N je pocet replikaci odhadu funkce prumérné denni teploty a matice E predstavuje
matici odhadi nghodnych odchylek s N fadky a 365 sloupci. Radek této matice je
vektor odhadu ndhodnych odchylek jehoz slozkami jsou pozorovani €; z obrazku
2.8, bereme-li jako jednu z replikaci odhad funkce prumeérné denni teploty na
meteorologické stanici Waldassen.
Pracujeme s casovymi fadami a nereplikujeme meéreni konkrétni casové rady.

Muzeme vzit N ¢asovych fad mérenych na meteorologickych stanicich, které jsou
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si svoji polohou blizké. Z téchto dat odhadnout prislusné funkce prumeérnych
dennich teplot, ndhodné odchylky a napocitat odhad varianéni matice 3. re-
flektujici variancni strukturu ndhodnych odchylek na meteorologickych stanicich,
z jejichz dat byly ziskany odhady nahodnych odchylek. Matice bude reguldarni

v ptipadé, ze N bude alespon rovno 365.
2.4. Volba poc¢tu bazovych funkci

Jak zvolit pocet bézovych funkel K? Cim vetsi K, tim lépe piiléhd od-
had funkce prumérné denni teploty k napozorovanym hodnotam, zaroven vsak
ztracime miru obecnosti. Prilis malé K naopak vede k odhadu velmi obecné
hladké funkce bez pottebné interpretacni hodnoty. Na obrazku 2.9 vidime nazor-

nou ukazku, jak pocet bdzovych funkci ovliviiuje vyhlazeni puvodnich pozorovani.

3 bazové funkce Fouriérovy baze 13 bazovych funkci Fouriérovy baze

primérna denni teplota
5 15
1 1 1 1 1 1
prumérna denni teplota
5 15
1 1 1 1 1 1

0 100 200 300 0 100 200 300
dny v roce dny v roce
30 bazovych funkci Fouriérovy baze 365 bazovych funkci Fouriérovy baze
© ©
ke i S i
£ o g o |
= < = <
5 7 5] 7
T 6 4 C 6 4
“© “©
£ . £ 4
O (o)
£ A 5 @
s T T T T s T T T T
0 100 200 300 0 100 200 300
dny v roce dny v roce

Obréazek 2.9: Odhady funkci prumérné denni teploty métené v roce 1951 na me-
teorologické stanici Waldassen pti ruzném nastaveni poc¢tu bazovych funkei Fou-
rierovy bdze.

Hleddme pocet bdzovyjch funket zajistujici odhad hladké funkce primérné denni
teploty, jejiz prubéh zaroven kopiruje charakter dat. Jedna se o kompromis. Na

konflikt mezi vyhlazenim a ztratou informace muzeme pohlizet z jiného uhlu

pohledu. Pro hodné velké K jsou funkéni hodnoty funkce wvychyleni odhadu
32



v casovych okamzicich £ malé, tj. nezaporné a blizké nule:
Bias[z(t)] = x(t) — E[z(t)] (2.22)
Piedpokldddme-li nulovou stfedni hodnotu ndhodnych odchylek €; v modelu 2.1,

je vychyleni pro K = n rovno nule, ale souc¢asné je neimeérné vysoka variabilita

odhadu: Var[i(t)] _ E[i’(t) . E[iﬂ(t)]]? (2.23)

Tyto uvahy vedou ke snizeni poctu bazovych funkci, ktery redukuje variabi-
litu odhadu. Musime davat pozor, aby pfi zmenseni po¢tu K nedoslo zaroven
k neimérnému navyseni vychyleni (2.22). Nasi snahou je najit kompromis mezi
vychylenim a variabilitou odhadu. Tato idea nas sméruje k minimalizaci Stredni
ctvercové chyby:
MSE[#(t)] = Bias®[#(t)] + Var[z(t)]. (2.24)
Ve vétsiné aplikaci nemuzeme pro neznalost z(t) a z toho plynouci neschopnost
vypoctu vychyjleni (2.22), kritérium (2.24) minimalizovat. Dulezitéjsi je myslenka
stojici za touto formuli: jsme ochotni tolerovat lehké vychyleni, pokud povede
k vyraznému snizeni variability odhadu a celkovému snizeni hodnoty Stredni
ctvercové chyby. Toho v praxi muzeme dosdhnout penalizact funkce za nehladkost.
To sice povede k vychyleni odhadu, ale my jsme schopni ovlivnit miru vychyleni
nastavenim vahy penaliza¢niho ¢lenu. O penalizaci nehladkosti jesté bude psano.
Jedna z moznych strategii vybéru poctu bazovych funkei je odhadnout pa-
rametr o2 (2.20) pii rizném nastaveni poctu bazovych funkef a zvolit nastaven{

dostateéné minimalizujici odhad parametru o2.

odhad reziduélniho rozptylu s?
4
Il

0 50 100 150 200 250 300 350
pocet bazovych funkci
Obrazek 2.10: Odhad parametru ¢ pii rizném nastaveni poctu bazovych funkeci
z Fourierovy baze.
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2 v zavislosti na poctu

Na obrazku 2.10 pozorujeme vyvoj odhadu parametru o
bazovych funkcich. Odhady poc¢itame z pozorovani prumérnych dennich teplot
meétenych na stanici Waldassen. Od poctu 153 do zhruba 300 bazovijch funkcich se
odhad parametru stabilné pohybuje kolem hodnoty 2. Vezmeme-li jako optimalni
pocet 153 bdzovych funkcich, nebude odhad funkce pouzitelny pro analyzu®.

Idea vyuzit pro volbu vhodného poctu bdzoviych funkcich odhad parametru
o? souvisi se sofistikovanéjsim pifstupem tzv. zobecnénou cross-validaci. K této

metodé se vratime pozdéji.

Pomoci penalizace za mehladkost muzeme v kombinaci s vdZenou metodou
nejmensich ¢tvercu odhadnout hladky prubéh funkce i pres vétsi pocet bdzovich
funkci, tak aby mél vysledny odhad interpretacni hodnotu. Nejprve je potieba

kvantifikovat nehladkost funkce:

PEN,(z) = /0 D)2 dt. (2.25)

Ctverec druhé derivace [D?x(t))? funkce x(t) v ¢asovém okamziku ¢ nazyvame
zakrwenim funkce v casovém okamziku t. Pro primky naptiklad plati, ze je-
jich druhd derivace je nulova, tj. nemaji zadné zakriveni. Nehladkost funkce vy-
jadiujeme ve formé urc¢itého integralu, integra¢ni mezi je ¢asovy interval [0, 365].

Pracujeme-li s funkci s vysokou variabilitou, jejiz hodnoty druhé derivace jsou
neumeérné vysoké, pouzijeme derivaci vyssiho fadu. Nehladkost funkce vyjadiime

obecné ve tvaru:
365

PEN,(z) = /0 (D™ (1)) dt. (2.26)

D™ predstavuje derivaci tadu m.
Déle je potreba modifikovat vdZenou metodu nejmensich ctvercu, tj. zakom-
ponovat do ni penalizaci za nehladkost AP ENy(z). Minimalizované kritérium pe-

nalizované vazené metody nejmensich ¢tvercu je tvaru:
PENSSE\(zly) = [y — x(t)]W[y — x(t)] + APEN2(z), (2.27)

kde x(t) je vektor funkénich hodnot funkce x, pozorovanych v ¢asovych okamzi-

cicht,t=1,...,365. Hleddme odhad prubéhu takové funkce, kterd minimalizuje

5Jiz pti poctu 30 bdzovych funkcich je odhad pribéhu funkce komplikovany, viz obrazek 2.9.
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hodnotu kritéria (2.27) pfes prostor vsech funkei x, pro které je definovéna nehlad-
kost PENs(x). Parametr A urcujici miru vyhlazeni puvodnich hodnot nazyvame
parametrem vyhlazeni. Pro malé hodnoty parametru A je funkce velmi nehladka.
Jde-li A — 0, pfi dostatecném poctu bazovych funkci napozorované hodnoty
inerpolujeme. V opacném pripadé vétsi hodnoty A prindseji znatelnéjsi vyhlazeni
pozorovanych hodnot.

Penalizacni ¢len za nehladkost PEN,,(z) muzeme s vyuzitim vzorce 2.2 prepsat

do tvaru:
365 365
PEN,,(z) = /O (D™()]? dt = /O (D™ (1)) dt
365 365
= [TTeDmemp gtyeldt =& [ D00 (1) dife
= c'Rc,
kde

R= [ D" D" (1)) di

je matice s K tadky a K sloupci, v praxi poc¢itand analyticky. Takto vyjadieny
penalizaéni élen dosadme do minimalizovaného kritéria (2.27):
PENSSE)(z|c) = (y — ¢c)W(y — ¢pc) + A\c'Re. (2.28)
Zderivovanim kritéria (2.28) podle slozek vektoru c ziskdme soustavu:
20'Wac — 2¢'Wy + 2ARc = 0. (2.29)

Odhad ¢ vektoru koeficientu ¢ pocitame:

&= (p'W¢ + AR) '¢'Wy. (2.30)
Vektor vyhlazenych hodnot g; mérenych v casovych okamzicich ¢, ¢ =1,...,365
vyjadiime: R B
¥ =¢(d'Wo + AR)'¢'Wy =S, ,y. (2.31)
Projekéni matici pocitame ve tvaru:
Syr = d(@Wo + AR) '¢'W. (2.32)

Tato matice neni idempotentni, tj. neplati rovnice Sy 1S4 7# Sex. Srovname-
i projekéni matici (3.4) s projekéni matici vdZené metody nejmensich ctverci,
vidime jedinou odlignost v piiddni AR do inverzni matice (¢'W¢)~!. Matice

budou identické, nastavime-li hodnotu parametru A = 0.
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Podivejme se na vizualizaci odhadu prubéhu funkce prumérné denni teploty

pri malé a velké hodnoté parametru A.

Vyhlazeni pomoci 32 bazovych funkci B-splinové baze, A=100

15 20

10

prumerna denni teplota

100 200 300

o

dny v roce

Obréazek 2.11: Odhad prubéhu funkce prumérné denni teploty méfené v roce 1951
na meteorologické stanici Waldassen s vyuzitim B-spline bazovijch funkci.

Vyhlazeni pomoci 32 bazovych funkci B-splinové baze, A=10 000

15

10

prumernda denni teplota

100 200 300

o

dny v roce

Obréazek 2.12: Odhad prubéhu funkce prumérné denni teploty méfené v roce 1951
na meteorologické stanici Waldassen s vyuzitim B-spline bdzovych funkci.

Na obrézcich 2.11, 2.12 vidime, jak nastaveni vyhlazovaciho parametru A ovliviiuje
vyhlazenf dat. Cim vétsf je hodnota parametru A, tim jsou pozorovani primérnych

dennich teplot vyhlazenéjsi. Hlavneé si vSimnéme, ze odhad funkce prumérné denni
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teploty na obrazku 2.12 ve srovnani s odhadem funkce v grafu 2.7, obstojné za-

chycuje informaci v zimnich mésicich.

Zbyva nam urcit optimalni hodnotu vyhlazovaciho parametru A pii daném
poctu bazovych funkci K. Pro tento kol vyuzijeme ideu tzv. cross-validace: po-
zorovani prumérnych dennich teplot rozdélime do tréninkové datové sady a va-
lidacni datové sady. Na datech tréninkové sady natrénujeme model, tedy odhad-
neme vektor koeficientu ¢ a vypoc¢itame vyrovnané hodnoty pro pozorovani z va-
lidacni sady, coz jsou pozorovani nevyuzitd pro odhadu koeficientu ¢. Nasledné
podle vybraného kritéria porovname tyto puvodni pozorovani z validacni sady
s jejich vyrovnanymi hodnotami a ziskdme srovnani napii¢ modely.

V nasem piipadé pouzijeme extrémnéjsi variantu cross-validace. V tréninkové
sadé je zahrnuto obecné n — 1 pozorovni, tj. 364 pozorovani prumeérné denni
teploty, wvalidacni sada pojiméa zbylé jedno pozorovani. Opét na pozorovanich
z tréninkové sady odhadneme vektor koeficientu ¢ a pouzijeme jej na vypocet
vyrovnané hodnoty pro jedno pozorovani z validacni sady. Tento postup vypoctu
vyrovnané hodnoty zopakujeme pro kazdé ze zbylych 364 pozorovani prumérné
denni teploty. Ziskame 365 vyrovnanych hodnot a spocitdme residudlni soucet
¢tvercu. Cely proces této extrémnéjsi cross-validace zopakujeme pro ruzné hod-
noty parametru A a vybereme hodnotu vyhlazovaciho parametru minimalizujici
residudlni soucet ctvercu.

Tato metoda m&a dvé nevyhody. Prvni je pocetni naro¢nost. Pro tisice po-
zorovani neni tato forma extrémnéjsi cross-validace nejvhodnéjsim ptistupem.
Druhou nevyhodou je, ze pii minimalizaci cross-validacniho kritéria, v podobé
residualniho souctu c¢tvercu, ma metoda tendenci vybrat hodnotu parametru A
nedostatecné vyhlazujici data.

Dopad vyse zminénych nedostatku mirni zobecnénd cross-validace, jednodusi

verze cross-validace nevyzadujici n krat odhad vektoru koeficientu &:

(2.33)

GCV@):( n S5E ),

n— o)) = oy

kde pravy faktor predstavuje odhad parametru o2 (2.20) a stuperi volnosi vyhla-
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zend df (A) pocitame dle vzorce 2.15. Nyni napoc¢itame hodnoty kritéria zobecnéné
cross-validace 2.33 pro ruzné nastaveni parametru A pii poctu 32 bazovych funkcich

a vybereme hodnotu parametru A minimalizujici hodnotu kritéria 2.33.

8.5

8.0

-2 0 2 4 6

hodnota kritéria zobecnené cross—validace

logaritmus vyhlazovaciho parametru

Obréazek 2.13: Hodnoty kritéria zobecnéné cross-validace(2.33) pocitané z pozo-
rovani prumérnych dennich teplot mérenych v roce 1951 na meteorologické stanici
Waldassen pii poc¢tu 32 bdzovich funkcich vddu 5 z B-splinové baze.

8.0
[ ]

hodnota kritéria zobecnené cross-validace

pocet bazovych funkci

Obréazek 2.14: Hodnoty kritéria obecné cross-validace(2.33) pii ruzném nastaveni
poctu bdzovych funkci radu 5 z B-splinové bdze
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Pro lepsi orientaci v grafu 2.13 je zlogaritmovéana osa x, tj. osa zlogaritmovanych
hodnot parametru A. Nejvhodnéjsim nastavenim parametru A dle kritéria obecné
cross-validace je hodnota 100, minimalizujici kritérium 2.33 na 7.612, viz 2.11.
Takové nastaveni vahy penalizacniho clenu neni pro nas ucel piilis zadouci.

Tento postup vybéru parametru vyhlazeni zopakujeme pro odlisny pocet bdzo-
vych funkci B-splinové badze a vysledky zaneseme do grafu 2.14.

Na obrazku 2.14 pozorujeme nizkou hodnotu kritéria obecné cross-validace pro
pocty bdzovych funkci 13 az 32. Odhadujeme-li prubéh funkce s vyuzitim penali-
zace nehladkosti v kombinaci s metodou nejmensich ¢tvercu namisto jen klasické
metody nejmensich ctvercu, nastavujeme vyhlazeni odhadu funkce priméarné vy-

hlazovacim parametrem \. Pocet bdzovych funkci jiz nehraje, tak vyznamnou roli.

3 bazové funkce Fouriérovy baze 13 bazovych funkci Fouriérovy baze

3 denni teplota
15

4 denni teplota
15

primérna
5
I
pramérna
5
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T T T T T T
0 100 200 300 0 100 200 300

dny v roce dny v roce

31 bazovych funkci Fouriérovy baze 365 bazovych funkci Fouriérovy baze
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Obrazek 2.15: Odhady funkei prumérné denni teploty méfené v roce 1951 na mete-
orologické stanici Waldassen pti ruizném nastaveni poctu bazovych funkei Fourie-
rovy bdze. Pro odhad prubéhu funkci byla pouzita standardni metoda nejmensich
Ctverci s penalizaci nehladkosti.

Obrézek 2.15 je podobny grafu 2.9 s tim rozdilem, Ze pii odhadu prubéhu funkeci
byla pouzita metoda nejmensich ctverciu s penalizaci za nehladkost. Je vidét,

ze pri vhodném nastaveni vyhlazovaciho parametru dostaneme prijatelny odhad
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prubéhu funkce i pres ruzné nastaveni poctu bdzovych funkci.

Zaujalo nas, ze pri odhadu prubéhu funkce vyjadiené linearni kombinaci
32 bdzovych funkci z Fourierovy bdze (2.15), ndm zobecnénd cross-validace do-
porucila velmi malou a nevhodnou hodnotu vyhlazovaciho parametru, kterd by
vedla k ptilis malo zjednodusujicimu odhadu funkce.

Museli jsme parametr A nastavit manualné tak, aby byl odhad dostatecné
hladky, tudiz interpretovatelny. Zobecnénd cross-validace je nas radce, ale neni

vSemocna. Vzdy zélezi na konkrétni situaci a tucelu vyuziti vyhlazenych dat.

40



Kapitola 3

Funkcionalni ANOVA a casové
rady prumeérnych dennich teplot

Cilem kapitoly je ptredstavit ¢tenari model funkciondlni analyzy rozptylu a
ukazat jeji praktické vyuziti na vybranych ¢asovych faddach prumérnych dennich
teplot z projektu ECA&D. Teorie k této kapitole byla ¢erpana z [21][22][23].
3.1. Nas zameér

Podivejme se nejprve na mapu 3.1 zobrazujici ¢tyti skupiny meteorologickych
stanic rozdélenych do skupin dle jejich polohy, ze kterych pochazi zaznamy cas-

ovych tad prumérnych dennich teplot.
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Obréazek 3.1: Vizualizace skupin baltskych a finskych meteorologickych stanic
podle jejich polohy. Podklad pro obrazek pochézi z webové stranky mapy. cz.
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Na obrazku 3.1 vidime pobaltské a finské meteorologické stanice, rozdélené

podle blizkosti jejich vzajemné polohy do ¢tyt skupin se stejnym poctem stanic:

1. skupina: pobtezi Estonsko, Finsky zaliv

2. skupina: pobtezi Finsko, Finsky zdliv

3. skupina: vnitrozemi Litva

4. skupina: vnitrozemi Finsko.

Region Pobalti a Finska jsme zvolili zamérné pro nasi sympatii k této oblasti.
V kazdé skupiné jsou ¢tyfi meteorologické stanice, z nichz mame k dispozici kva-
litni zdznamy, tj. ¢asové fady prumérnych dennich teplot bez chybéjicich pozo-
rovani ve formatu 1.8.

V nasi analyze nepracujeme piimo se skupinami meteorologickych stanic,
nybrz se stejné usporadanymi skupinami casovych fad prumérnych dennich tep-

lot mérenych na téchto stanicich. cc

ID cislo Jméno Zemé Zpusob | Zacatek Konec Skupina
casové rady | Stanice vypoctu | méireni meéieni
175002 Johvi Estonsko TGT7 1959:01:01 | 2015:12:31 1.
175018 Malla Estonsko TG7 1945:02:01 | 2015:12:31 1.
175054 Tallinn Estonsko TG7 1883:01:01 | 2015:12:31 1.
175030 Narva Estonsko TG7 1920:04:01 | 2015:12:31 1.
142219 Helsinki Finsko TG15 2003:07:17 | 2017:11:30 2.
142023 Hanko Finsko TG15 1963:01:01 | 2017:11:30 2.
142304 Porvoo Finsko TG15 1984:01:13 | 2017:11:30 2.
142399 Kotka Finsko TG15 1986:04:12 | 2017:11:30 2.
100629 Vilnius Litva TG1 1900:01:01 | 2009:12:31 3.
100621 Kaunas Litva TG1 1901:01:01 | 2009:12:31 3.
105278 Lazdijai Litva TG1 1936:01:01 | 2009:12:31 3.
105282 Siauliai Litva TG1 1937:01:01 | 2009:12:31 3.
100088 Jyvaskyla | Finsko TG1 1951:01:01 | 2017:11:30 4.
144780 Kuipio Finsko TG15 2005:06:24 | 2017:11:30 4.
144550 Multia Finsko TG15 2008:09:25 | 2017:11:30 4.
144040 Juva Finsko TG15 1992:10:16 | 2017:11:30 4.

Tabulka 3.1: Tabulka ¢asovych fad prumeérnych dennich teplot zahrnutych do
funkciondlni analyzy rozptylu. Data pochazeji z datové sady projektu ECA&D.

Nebudeme pracovat s celymi casovymi radami. Z kazdé ¢asové rady uvedené v ta-

bulce 3.1 vybereme pozorovani pro rok 2009. Napri¢ vSemi skupinami mame nyni
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16 rocnich casovych fad s 365 napozorovanymi hodnotami prumérnych dennich
teplot. K otazce proc¢ zrovna rok 2009 se jesté vratime.

Nasim zameérem je zjistit, zda a pripadné porovnat, jak se od sebe lisi takto
usporadané skupiny ¢asovych fad prumérnych dennich teplot pro rok 2009. Vyuzi-
jeme ziskané poznatky z kapitoly 2 a model Funkciondlni analyzy rozptylu.

V tabulce casovych tad 3.1 si jesté vSimnéme rozdilného zpusobu wviypoctu
prumérnych dennich teplot napii¢ ¢asovymi fadami. O zpusobu T'G1 v podstaté
nic nevime, tento zpusob reprezentuje prumeér dennich teplot z nezndmého in-
tervalu. V naSem piipadé to nejspiSe znamend, ze Litevci nedodavaji projektu
ECA&D informace o zpusobu vypoctu prumérnych dennich teplot. Druhy zpusob
TG7 predstavuje vypocet prumérné denni teploty jako prumeér tif a vice pozo-
rovani dennich teplot. Nevime ani ptiblizné, v jaké hodiné byly zdznamy dennich
teplot pozorovany. TG15 je prumér osmi zaznamu dennich teplot. Vime jen, Ze
pro kazdy den bylo k dispozici 8 hodnot pouzitych pro vypocet pruméru.

Snazili jsme se alespon o to, aby v ramci skupiny byly ¢asové rady se stejnym
zpusobem mérend, coz v kombinaci se Spatnou kvalitou ¢asovych tad, tj. velkym
mnozstvim chybéjicich hodnot v ¢asovych radéch, nebyl jednoduchy tkol. To je

také odpovéd na pifpadnou otdzku, pro¢ mame v kazdé skupiné étyii casové fady.

Gulbene

Fu\Ehg: dkums Jgrma Lotyésko

Madona

Obrazek 3.2: Vizualizace pobaltskych meteorologickych stanic. V modrém kruhu
jsou vyobrazeny potenciondlni kandidati pro skupinu ¢.3 Vnitrozemi Litva.
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Podivejme se na obrazek 3.2 zobrazujici meteorologické stanice Pobalti a Finska,
ze kterych mame k dispozici data. Zamérme se na modry kruh predstavujici vnit-
rozemi Litvy, potazmo Lotysska, kde mame potencionalni kandidaty casovych rad
pro skupinu ¢islo 3, tj. vnitrozemi Litva. Z 12 ¢asovych tad byly piipustné vzhle-
dem k velkému mnozstvi chybéjicich dat jen ¢tyfi, zvyraznéné modrou znackou.

Po nasi zkuSenosti muzeme konstatovat, ze kvalita dat z oblasti Pobalt,
zejména z Litvy a Lotysska, v datové sadé ECA&D neni valnd. Casto se nam
stavalo, ze celkova doba méreni, tedy zacdtek a konec méreni uvedené v se-
znamu casovych fad (1.4), neodpovidala realité. Nékteré casové rady mély poskyt-
nout informaci o prumérnych dennich teplotach naptiklad z roku 2011, namisto
napocitanych hodnot jsme mohli v hojném poctu pripadu pracovat leda tak
s chybéjicimi hodnotami.

Snazili jsme se pro naSi analyzu najit vhodny rok z nedaleké minulosti, ve
kterém neméame napii¢ vSemi casovymi radami zadné chybéjici pozorovani. Tyto

kritéria splnil jiz zminovany rok 2009.

Dalsim prikladem vyuziti funkciondlni analyjzy rozptylu je analyza chovani
jedné casové tfady napiic desetiletimi. V nasem piipadé pracujeme s c¢asovou
fadou prumérnych dennich teplot méfenych na meteorologické stanici Tallinn.

Na&s pustup predpiipravy tallinnské tady pro ucel analyzy je nasledujici: Z celé
casové Tady vybereme pozorovani prumérnych dennich teplot za obdobi 1976 az
2015. Tento ctyticetilety casovy usek rozdélime na ctyti desetileti: 1976 — 1985,
1986 — 1995, 1996 — 2005 a 2006 — 2015. V ramci kazdé skupiny, tj. desetileti,
mame k dispozici 10 ro¢nich ¢asovych fad prumérnych dennich teplot mérenych
na stejné meteorologické stanici, tedy v Tallinnu.

Opét néas zajima, zda a jak se od sebe lisi takto definované skupiny roc¢nich

casovych tad.

Nez clovéek zacne pouzivat statisticky aparat, jenz mu ukaze ptibéh skryvajici

se za Cisly, mél by mit nejprve vlastni predstavu o analyzované oblasti zajmu.
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Vratme se k prvnimu piikladu s éasovymi fadami z Pobalti a Finska, viz obrazek
2.15. Intuitivné ocekdvame, ze pozorovani prumérnych dennich teplot ve skupiné
vnitrozemsd Litva budou nabyvat vyssich hodnot nez ve zbylych tiech skupinéch.
Naopak rozdily mezi skupinami ¢asovych tad pobrezi Estonsko a pobrezi Finsko
by nemély byt vyrazné vzhledem k jejich vzajemné poloze. Ve skupiné ¢asovych
fad vnitrozemi Finsko predpokladame vibec nejnizsi hodnoty prumérnych den-
nich teplot ve srovnani s ostatnimy skupinami. Pracujeme s nasledujici uvahou:
¢im vice pujdeme na sever, tim chladnéjsi pocasi lze ocekavat, tj. namérime nizsi
casovych fad by mély byt patrné rozdily. Nejveétsi rozdil bychom podle nasi uvahy
meli pozorovat mezi skupinami vnitrozemi Litva a vnitrozemi Finsko.

U ¢asové tady prumérnych dennich teplot métenych v Tallinnu také ocekava-
me rozdily mezi skupinami ro¢nich ¢asovych tad zatazenych do skupin podle
prislusnosti roku meéreni casové fady k jednotlivym desetiletim. Nejveétsi rozdil
bychom mohli vzhledem k oteplovani planety pozorovat mezi prvnim (1976 —

1985) a poslednim (2006 — 2015) desetiletim.

Nyni predstavime model stojici za funkciondlni analyzou rozptylu.

3.2. Model funkcionalni analyzy rozptylu

V ptedchozi sekci jsme ¢tendri predstavili priklady vyuziti funkciondlni analyzy
rozptylu na datové sadé projektu FCA& D. Pro nazornost pii vysvétlovani a po-
pisu modelu funkciondlni analyzy rozptylu zkracené FANOV'Y, vyuzijeme prvniho
piikladu, tj. ¢tyt skupin baltskyjch a finskiyjch ¢asovych fad prumérnych dennich
teplot, viz tabulka 3.1. Nasim cilem je tyto ¢tyfi skupiny casovych fad porovnat
a prozkoumat, zda se od sebe vyrazné lisi.

Prvni krok, ktery musime pred samotnou analyzou udélat, je odhadnout z dat
jednotlivych casovych tad hladké prubéhy funkci, tj. vyhladit puvodni pozo-
rovani. To znamena, ze casovou fadu prumérnych dennich teplot zastupuje odhad

funkce prumérné denni teploty. Pro pfesnost v teorii funkciondlni analyzy roz-
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ptylu nepracujeme s napozorovanymi hodnotamy casovych tad, ale nahrazujeme
je funkénimi hodnotami prislusné funkce této casové rady. Pii odhadu prubéhu
funkce vychazime z poznatku kapitoly 2.

Stejné jako u jinych statistickych modelu a metod i pro FANOVU zavadime

nulovou hypotézu a to ve tvaru:

Uy (t) = Ug(t) = U3(t) = U4(t) Vit € [0, 365],

kde u,(t) predstavuje funkei sttedni hodnoty pro skupinu g. Za platnosti nulové
hypotézy nabyvaji funkce skupinovych stfednich hodnot stejnych funkcénich hod-
not v kazdém casovém okamziku ¢, kde t € [0,365]. To znamend, ze prubéhy
funkef uy(t), g =1,...,4 jsou identické.

Uvazujeme ¢tyti skupiny funkei prumérnych dennich teplot. V kazdé skupiné
jsou ¢tyti funkce. Pojdme si predstavit teoreticky model funkciondini analyzy

rozptylu pro vyjadreni m-té funkce ve skupiné g:

Temppg(t) = u(t) + ag(t) + €mg(t), (3.1)
kde m je indikator funkce uvnitt skupiny a g specifikuje skupinu funkci. Naptiklad
Tempo(t) je v nasem piikladu oznaceni funkce prumérné denni teploty meteo-
rologické stanice Malla, patiici do prvni skupiny pobrezi Estonsko, Finsky zaliv.
Podle modelu (3.1) vyjadifujeme funkéni hodnotu této funkce v ¢ase t souctem
funkénich hodnot funkei celkové stiedni hodnoty w(t), skupinového efektu a, () a
nédhodné odchylky €,,,4(t) v casovém okamziku ¢. Funkei u(t) chapeme jako funkci
stfedni hodnoty v celé populaci (stanic v oblasti Pobalti a Finska) bez rozliseni
skupiny. Funkéni hodnoty funkce efektu oy(t) vytvaieji rozdil mezi funkénimi
hodnotami funkei celkové stfedni hodnoty u(t) a skupinové stiedni hodnoty u,(¢).

Funkce stredni hodnoty pro skupinu g je ve tvaru:

ug(t) = u(t) + oy (t). (3.2)
Za predpokladu platnosti nulové hypotézy nabyvaji funkce efektu nulovych funk-
¢nich hodnot ve v8ech ¢asovych okamzicich ¢ € [0,365]. Jinymy slovy feceno,
prubéhy funkef skupinovych stfednich hodnot uy(t) se od sebe nelisi a zaroven se

nelisi od prubéhu funkce celkové stiedni hodnoty wu(t).
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Funkce u(t), a4(t) chdpejme v modelu 3.1, jako regresni funkce. Pro jedno-

znacné urceni funkef efektt o, (t) pozadujeme splnéni podminky:
4
> ay(t) =0 Vte|0,365]. (3.3)
g=1

Dle této restrikce plati, Ze soucet funkcnich hodnot funkei efektt a, je v kazdém
¢asovém okamziku ¢ roven nule.
Funkei €,,4(t) v modelu 3.1 povazujeme za funkci ndhodné odchylky m-té me-

teorologické stanice ve skupiné funkci g.

Definujme designovou matici Z s 16 fadky a péti sloupci. Radek této ma-
tice 2,4 se vztahuje k funkci Temp,,,(t) z modelu 3.1. Oznaceni z,,, odpovida
rfadku matice pro m-tou funkci ve skupiné g. Tento fadek ma jednicku na prvni
a (g + 1)-ni pozici. Na ostatnich pozicich ma nulu. Napiiklad Fadek z9; souvisi
s funkei T'empo(t) a mé na prvni a druhé pozici jednicku. Zbylé polozky tohoto
faddku jsou nulové. Slozku na pozici j v fddku z,,, oznacme z(ng);. Celou designo-
vou matici ukazeme na ptikladu v dalsi sekci.

Prezna¢me regresni funkce z modelu 3.1 do formy:
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1 ), Ba(t) = as(t), Bs(t) = au(?)
B(t) = (u(t), au(t), aa(t), as(t), ault)).

Nyni muzeme model 3.1 preznacit do podoby:
Temppgy(t) = B1(t) + Bys1(t) + €mg(t). (3.4)
Maticovy zapis modelu 3.4:
Temp(t) = ZB(t) + €(t) Vt € [0, 365], (3.5)

kde Temp(t) je vektor funkénich hodnot funkei prumérné denni teploty v ¢ase
t, v nasem piipadé ma délku 16. B(t) povazujeme za vektor funkénich hodnot
regresnich funkei f;(t), j = 1,...,5 v case t. Vektor €(t) je vektor funkénich
hodnot funkei ndhodnych odchylek v ¢ase ¢ délky 16.
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Pro odhad vektoru regresnich funkei B(t) pouzijeme modifikovanou metodu
nejmensich ¢tvercu aplikovatelnou na funkce. Hledame odhady regresnich funkci

B;(t) minimalizujici kritérium:

4 365 5
LMSSEB®) =X 3 [ Tempug(t) = 3 znpsfiF dt (36)
za podminky >°_, 8;(t) = 0 Vt € [0,365]. Podotknéme, ze kritérium je ve
formé urcitého integralu, integrujeme pres ¢asovy interval [0 365]. Jesté kritérium

zapiSme v maticové podobé:

365
LMSSE(B(t)) = / Temp(t) — ZB(t)] [Temp(t) — ZA(t)]dt. (3.7
0
Minimalizaci tohoto kritéria ziskdme odhady regresnich funkef u(t), a,(t).

V nésledujici sekci ¢tendfi predstavime prvni piistup vedouci k odhadu re-

gresnich funkci a minimalizaci kritéria (3.7).

3.3. Bodova minimalizace

Nemdme-li zddnou podminku na tvar regresnich funkcei g;(¢),j = 1,...,5,
muzeme minimalizovat hodnotu kritéria 3.6 minimalizaci ||Temp(t) — Z3(t)]|[?
euklidovské normy v jednotlivych ¢asovych okamzicich t. To znamena, Ze ne-
bereme v potaz cely ¢asovy interval [0,365], ale jen diskrétni casové okamziky,
ve kterych byly zaznamendny pozorovani casovych fad. Je dileZité, aby tato sit
diskrétnich ¢asovych okamziku byla pro vsechny analyzované casové rady shodna.

Postup je nasledujici: vezmeme odhady funkénich hodnot funkei naptic vSemi
skupinami pro prvni ¢asovy okamzik 0,5, tj. Temp(0,5), a pouzitim modelu
vicendsobné linedrni regrese odhadneme funkéni hodnoty regresnich funkef u(0, 5),
a4(0,5) pro g = 1,...,4. Odhad funkéni hodnoty 4(0,5) piedstavuje v nasem
prikladu vybérovy prumér 16 odhadu funkénich hodnot ulozenych ve vektoru
Temp(0,5). Odhad funkéni hodnoty a;(0,5) je rozdilem vybérového pruméru
vyhlazenych hodnot z prvni skupiny a celkového pruméru «(0,5) v ¢ase 0,5.

Tento postup zopakujeme v nasem pifpadé 365 krat, tedy pro celou sit diskrétnich
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casovych okamziku, a ziskdme odhady funkénich hodnot jednotlivych regresnich
funkei v éasech t = 0,5;1,5;2,5;...;364,5 utvarejicich sit asovych okamziki. In-
terpolaci takto odhadnutych funkénich hodnot ziskdme odhad prubéhu regresnich
funkei na intervalu [0,365]. Velkou vyhodou je, ze pii odhadu funkénich hodnot re-
gresnich funkei je v regresnim modelu vyuzita stejna designova matice pro kazdy
diskrétni casovy okamzik z casové sité.

Predstavme pro ptiklad pobaltskych a finskyjch ¢asovych fad prumeérnych den-

nich teplot designovou matici Z, o niz jiz byla tec:

[11000]
11000
11000
11000
10100
10100
10100
10100
Z=110010
10010
10010
10010
10001
10001
10001
10001
(01111]

Matice Z ma 17 tadku a 5 sloupcu. Posledni fadek ma své opodstatnéni.
Je do matice pridan proto, aby byla zajisténa podminka jednoznacnosti urceni
funkci efektu. Podivejme se na tuto zéalezitost podrobnéji. Pro ¢asové okamziky
t=0,5;1,5;2,5;...;364,5 hleddme odhady funkénich hodnot regresnich funkci

minimalizujicich hodnotu kritéria:

D_(Tempi(t) - 23(t))* = (3.8)
;(Tempi(t) — (B1(t) + Ba(t)))* + Z;(T@mpi(t) — (Bu(t) + B3(1)))* +
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12 16

> (Tempi(t) — (Bi(t) + Ba(1)))*] + D_ (Tempi(t) — (Bi(t) + Bs(t)))*+

=9 =13

(Bo(t) + Bs(t) + Balt) + Bs(t))2 (3.9)

V rovnosti (3.8) jsme akorat rozepsali minimalizacni kritérium metody nejmensich
¢tvercu. Tento soucet nahodnych odchylek v ¢ase ¢ bez posledniho ¢lenu 3.9
predstavuje rozepsané minimaliza¢ni kritérium metody nejmensich cétverci bez
vyuziti 17. fadku matice Z. VSimnéme si, ze posledni ¢len (3.9) je jen souctem
funkénich hodnot efektu v ¢asovém okamziku ¢. Poslednim tadkem, tj. 17. fadkem
matice Z, vyjadiujeme levou stranu podminky 23:1 ay(t) = 0. Nulu vyskytujici
se na pravé strané zapiSeme na sedmndactou pozici vektoru Temp(t) pro ¢asové

okamziky ¢t = 0,5;1,5;2,5;...;364,5. Oznacme:

Bo(t) = Bi(t) + Pa(2)

By(t) = (Bi(t) + Bs(t)) — (Br(t) + B2(t)) = Bs(t) — Ba(t)
)
)

B3(t) = Bu(t) — Ba(?)
Bi(t) = Bs(t) — Ba(t)

kde 55 (t) je funkéni hodnotou funkce stfedni hodnoty pro prvni skupinu, 33 (t)
vyjadiuje rozdil mezi funkénimi hodnotamy funkei sttedni hodnoty druhé skupiny
a stFedni hodnoty prvni skupiny v ¢ase t. Stejny vyznam vzhledem k 55 (t) maji
i funkéni hodnoty funkei 55(t) a 55 (t).

Po tomhle pfeznaceni muzeme najit jednoznaéné urcenou ¢tvetici 55 (t), 55 (t),

B3(t) a B5(t), kterd minimalizuje:

4 8
> (Tempi(t) — (B5(1))* + > _(Temp(t) — (B5(t) + 55(t)))?
i=1 1=5
12 16
+ > (Temp;(t) — (65 () + B5(1)))°] + D_ (Tempi(t) — (B5(t) + B3 (1))
=9 =13
Této ¢tverici regresnich funkci odpovida nekone¢mé mnoho pétic fy(t),. .. ,05(t).

Zduraznéme, ze soucet vyse uvedenych c¢lenu, odpovida souctu prvnich Sesnécti

¢lentu 3.8 bez uvéazeni sedmndactého ¢lenu (3.9). My vybereme takovou pétici,
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ktera minimalizuje posledni ¢len souctu 3.8, tj. pravé sedmndacty clen (5a(t) +
Bs(t) + Ba(t) + Bs(t))?. Ten je vidy nezdporny, nejmensi hodnota kterou muze
mit je nula, a to prave kdyz [a(t) + Bs(t) + Ba(t) + Ps5(t) = 0. Tim je splnéna
podminka >>;_; a,(t) =0 Vi € [0, 365].

3.4. Popis skriptu pro odhad regresnich funkci
pomoci bodové minimalizace

Postup pro bodovou minimalizaci a odhad prubéhu funkei u(t), o, (t), kde g =
1,2,3,4, ukdzeme ve vypocetnim prostiedi statistického softwaru R. Pomohou
nam funkce z balicku fda.

Nejprve se podivame na prvnich 8 hodnot sité diskrétnich ¢asovych okamziku,

ulozenych ve vektoru délky 365 s ndzvem dny.
[1] 0.5 1.5 2.5 3.5 45 55 6.5 7.5

Misto klasického indexovani jednotlivych dnu 1,2,3...,365, nam ptislo vhodnéjsi
pouzit toto ¢asové vyjadreni a to s ohledem k vypoctu prumérnych dennich teplot
z pozorovéni dennich teplot méfenych v pribéhu celého dne. Casovému okamziku
0,5 odpovida 16 vyhlazenych pozorovani prumérnych dennich teplot namérenych
na pobatskijch a finskych meteorologickych stanicich 1. 1. 20009.

Nyni ukazeme, jak vyhladit pozorovani jedné ¢asové rady. Druhy a elegantné;jsi
zpusob pouzitelny na vétsi mnozstvi casovych rad predstavime v dalsi sekci.

basis = create.fourier.basis(c(0,365), 13)

basismat=eval.basis(dny, basis)

Piikazem create.fourier.basis vygenerujeme na intervalu [0,365] 13 bdzovijch
funkci fourierovy baze. Funkce eval .basis nam napocita designovou matici funk-
¢nich hodnot béazovych funkei s 365 fadky a 13 sloupci. Do funkce je potieba
dosadit sit éasovych okamziki, ve kterych chceme zjistit funkéni hodnoty pro 13

bazovych funkci z fourierovy bdze, a také onu bazi.

yfit=basismat %x% lsfit(basismat,y,intercept=FALSE)$coef
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Lsfit je funkci metody nejmensich ¢tvercu. Pouzivame ji pro odhad koeficientu
bazového rozvoje. Do argumentu funkce 1sfit patii designovd matice bazovych
funkei, puvodni pozorovani ¢asové rady prumérnych dennich teplot, tedy 365 ne-
vyhlazenych hodnot, a informace, zda budeme v modelu uvazovat absolutni clen.
V modelu bazového rozvoje je jiz absolutni ¢len zahrnut v podobé konstanty cg,
nastavenim parametru intercept=TRUE by byl v modelu uvazovan dalsi absolutni
¢len. Pridanim koncovky $coef za funkci, posilame Rku zddost o vypsani odhadu
koeficientu bazového rozvoje funkce prumérné denni teploty. Nyni program vezme
prvni fadek designové matice, ve kterém jsou ulozené funkéni hodnoty bazovych
funkci v ¢asovém okamziku 0,5, a pronédsobi je s odhadem vektoru koeficientu
bazového rozvoje. Tento krok opakuje Rko pro kazdy tadek designové matice
basismat. Vysledkem je vektor vyhlazenych hodnot yfit.

Cely postup zopakujeme pro zbyvajici ¢asové fady. Pro usnadnéni vyuzijeme
napiiklad for cyklus a vyhlazené hodnoty postupné ulozime do sloupcu matice,
kterda ma 365 radku a 16 sloupctu. Do této matice pridame sedmnécty sloupec plny
nul délky 365, tj. v kazdém radku na sedmnacté pozici je nula korespondujici se
sedmnactym radkem designové matice. Tim méme zaruceno splnéni podminky
3.3. Vse pottebné pro odhad funkcénich hodnot regresnich funkci v casovych
okamzicich reprezentovanych vektorem dny je ptipraveno. Pro odhad funkénich

hodnot v casovém okamziku ¢ = 0,5 pouzijeme piikaz:
Im(formula = matice[l,] zmat-1)

Funkce 1m je standadni funkci v prostiedi R pro praci s linedarnimi modely. Ma-
tice zmat je jiz predstavenou designovou matici Z s rozméry 17 x 5. Doplnénim
—1 do argument funkce za zmat naiidime Rku neuvazovat absolutni clen, ktery
je v nasem modelu obsazen. Pridanim koncovky $coef za funkci 1m nechame
vypsat odhady funkénich hodnot regresnich funkei v ¢ase 0,5. Tuto operaci s po-
moci for cyklu zopakujeme pro zbylé ¢asové okamziky vektoru dny, tj. 364 krat
a odhady funkénich hodnot regresnich funkei ulozime do matice maticeodhadu
s 365 radky a 5 sloupci. Pro vizualizaci odhadu prubéhu funkce celkové stiedni

hodnoty staci vzit a vykreslit prvni sloupec. Druhy sloupec nam dava informaci
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o odhadu prubéhu funkce efektu prvni skupiny, pro zbylé sloupce plati analogie.

Na obrazku 3.3 vidime vizualizaci zminéného prvniho sloupce matice matice-
odhadu. Samotny odhad priubéhu celkové sttedni hodnoty neni az tak vyjimecny,
proto jsme k nému zobrazili jednotlivé odhady prubéhu funkci skupinovych stied-
nich hodnot. Nicméné nas zaujal teplotni vykyv, tj. pokles funkénich hodnot cel-
kového pruméru vyhlazenych pozorovani prumérnych dennich teplot v ¢asovém
intervalu [30, 50]. Obdobny vykyv celkového pruméru prumérnych dennich tep-
lot, v tomto ptripadé rustu funkénich hodnot celkového prumeéru, pozorujeme
v casovych okamzicich [295, 315]. Jde moznéd o stfednédobé odchylky teploty
v daném roce oproti dlouhodobému prumeéru. Mozna vsak jde i o jev typicky pro

dané obdobi v roce.
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Obrazek 3.3: Odhady prubéhu funkei skupinovych stfednich hodnot w,(t) ve
srovnani s odhadem prubéhu funkce celkové stredni hodnoty, tj. funkce celkového
pruméru na intervalu [0, 365] pro rok 2009. Tlustou ¢arou je znacen prubéh cel-
kového pruméru a ¢arkovanou pruhéh funkce skupinovych prumeéru.

Z obrazku 3.3 muzeme na prvni pohled vyéist, ze prubéh funkce prumeéru
skupiny pobrezi Estonsko 1;(t) se na intervalu [0, 365] vyrazné nelisi od prubéhu

funkce celkového prumeéru u(t). Totéz muzeme tvrdit také pro skupinu pobrezi
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Finsko 15(t). Prumérné chovéani prumérnych dennich teplot bylo na pobtezi Fin-
ska a Fstonska velmi podobné, coz neni vzhledem k blizké poloze meteorolo-
gickych stanic v ramci téchto dvou skupin piekvapujici informace.

Funkce skupinového pruméru vnitrozemi Litva 13(t) nabyva vyssich funkénich
hodnot na celém casovém intervalu [0, 365], zejména vsak v jarnim obdobi. V této
oblasti napoc¢itame vyssi prumeérné denni teploty, nez v ostatnich skupinach.
Patrny je rozdil mezi funkcemi skupinového pruméru wvnitrozemi Litva s(t)
a vnitrozemi Finsko 14(t), kde po cely rok pozorujeme podprumérné zaznamy
prumérnych dennich teplot.

Jesté se podivejme podrobnéji na rozdily funkénich hodnot jednotlivych sku-

pinovych prumeéru a celkového prumeéru.
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Obrézek 3.4: Odhady prubéhu funkei efekttu a,(f) na intervalu [0, 365] pro rok
2009. Znaceni je nasledujici: pobrezi Estonsko &1(t), pobrezi Finsko ds(t), vnit-
rozemd Litva é3(t), vnitrozemi Finsko dy(t).

Na obrazku 3.4 vidime, ze odhad funkce efektu és(t) pobrezi Finsko je vari-
abilnéjsi nez & (t) pobrezi Estonsko. Z toho lze usoudit, ze i kdyz se skupinové
funkce prumeéru 4, (t) a u9(t) chovaji podobné, tak funkce ;(t) je lehce stabilnéjsi

nez finsky protéjsek s (t).
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Jesté si vSimnéme, ze nejvetsi rozdily mezi funkénimi hodnotami wy(t), ty(t) a
u(t) pozorujeme v zimnich mésicich. Ve vnitrozemi Finska napocitame v zimnich
meésicich v prumeéru o 6° C nizsi prumérnou denni teplotu nez na pobrezi Finska.

Komentére k obrazkum 3.3 a 3.4 jsou v souladu s nasi ivahou z tvodu této
kapitoly: ¢im vice pujdeme na sever, tim nizsi teploty lze ocekavat.

Je potieba zminit, ze pii vyhlazeni puvodnich pozorovani ¢asovych fad prumeér-
nych dennich teplot byla pouzita metoda nejmensich ¢tvercu bez penalizace za
nehladkost. Podivejme se, jak bude vypadat obdoba grafu 3.3, zopakujeme-li cely
proces a vyuzijeme-li pii vyhlazeni dat pravé penalizace za nehladkost (2.25) s na-

stavenim penalizacniho parametru A na 10 000.
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Obrazek 3.5: Odhady prubéhu funkei skupinovych stfednich hodnot w,(t) ve
srovnani s odhadem prubéhu funkce celkové stredni hodnoty, tj. funkce celkového
prumeéru na intervalu [0, 365] pro rok 2009. Tlustou ¢arou je znacen prubéh cel-
kového pruméru a ¢arkovanou pruhéh funkce skupinovych priuméru. Jedné se
obdobu grafu 3.3 s tim rozdilem, ze pii vyhlazeni puvodnich pozorovani byla
pouzita penalizace za nehladkost.

Odhady prubéhu regresnich funkci, tj @(t) a u4(t) jsou lehce vyhlazenéjsi, avsak

interpretace obrazku 3.5 je totoznd s interpretaci grafu 3.3. Puvodné nas napadlo,
ze pokud vice vyhladime puvodni pozorovani prumeérnych dennich teplot, tedy

vyuzijeme penalizace za nehladkost, tak ve vétsi mite ovlivnime vyhlazeni odhadu
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prubéhu regresnich funkei. Podivejme se na graf 3.6 srovnavajici odhady efektu
skupiny jedna &;(t) a dva &s(t) pii ruzném zpusobu vyhlazeni puvodnich pozo-
rovani.

Na obrazku 3.6 vidime, ze odhady regresnich funkci na levé strané se prilis
nelisi od odhadu na strané pravé. Pokud bychom chtéli ve vétsi mite ovlivnit
vyhlazeni odhadu prubéhu regresnich funkci, tak urcité neni dobry napad vydat
se cestou navyseni hodnoty vyhlazovaciho parametru A. Doslo by k velké ztraté
informace z puvodnich pozorovani a odhady funkci prumérnych dennich teplot
by nereflektovaly dostatecné puvodni pozorovani, coz by se preneslo na odhady
regresnich funkci. Pokud chceme vice ovlivnit vyhlazeni odhadu regresnich funkci,
tak pouziti metody bodové minimalizace neni nejvhodnéjsim napadem. Vhodny

zpusob TeSeni predstavime v nésledujici sekci.
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Obrazek 3.6: Odhady prubéhu funkei efektu «4(t) a ay(t) na intervalu [0, 365]
pro rok 2009 pfi ruzném zpusobu vyhlazeni puvodnich pozorovani prumeérnych
dennich teplot. Na levé strané jsou odhadnuté prubéhy funkci efektu z dat vy-
hlazenych bez vyuziti penalizace za nehladkost. Na pravé strané jsou vyobrazeny
odhady funkei efektu napocitané ze zaznamu prumeérnych dennich teplot vyhla-
zenych s pouzitim penalizace za nehladkost (2.25), s vahou A = 10 000.
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Na zavér kapitoly se presuneme ke druhému prikladu ¢asové rady prumérnych
dennich teplot mérenych na meteorologické stanici Tallinn. Mame opét ctyti
skupiny roc¢nich ¢asovych fad prumérnych dennich teplot rozdélenych do sku-
pin podle prislusnosti roku méfeni prumérnych dennich teplot do desetileti.
Provedeme stejné operace jako v predchozim piikladu a vizualizujeme odhady

prubéhu funkei efektt desetileti.
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Obrazek 3.7: Odhady prubéhu funkei efektu desetileti na intervalu [0, 365].

V grafu 3.7 pozorujeme, ze funkéni hodnoty odhadu efektu desetileti 1976 —
1985 jsou podprumérné, tj. namérili bychom v tomto desetileti v pruméru nizsi
hodnoty prumérnych dennich teplot ve srovnani s celkovym prumérem za celé ob-
dobi. Naopak funkéni hodnoty odhadu efektu pro desetileti 2006 — 2015 jsou lehce
nadprumeérné. Nejveétsi rozdily mezi odhady funkef efektu &,4(t) pro g =1,...,4,
pozorujeme v zimnich meésicich. V posledni sekci se dozvime, zda jsou tyto rozdily

mezi funkénimi hodnotami odhadu funkei Gy (t) vyznamné.
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3.5. Odhad regresnich funkci pomoci bazového
rozvoje

Cilem této sekce je ctenaii ukazat druhy pristup k odhadu prubéhu regresnich

funkci v modelu funkciondlni analyjzy rozptylu, ktery vede k minimalizaci kritéria:
365
LMSSE(B(r) = [ [Temp(t) — ZB(t)] [Temp(t) - ZA(1)]dt.
0

a zaroven k lepsi kontrole nad vyhlazenim odhadu funkénich hodnot téchto funkei.
Jak jiz nazev sekce napovida, vyuzivame nabytych védomosti z kapitoly ¢. 2.

Stézejni je pro nas princip odhadu prubéhu funkei pomoci bazového rozvoje v kom-

binaci s penalizaci za nehladkost, ovliviujici vyhlazeni napozorovanych hodnot.

V predchozi ¢asti jsme se snazili vétsim vyhlazenim puvodnich zdznamu pru-
meérnych dennich teplot ¢asovych fad Pobalti a Finska ovlivnit hladkost odhadu
prubéhu regresnich funkci a narazili jsme na nepiekrocitelné limity.

Ted je vsak nase filozofie zcela opacnd: z ptivodnich pozorovani sice opét od-
hadneme ptislusné prubéhy funkci prumérnych dennich teplot, ovSem bez pouziti
penalizace za nehladkost. Nechceme totiz prijit o zadnou informaci z puvodnich
dat, jejiz ztrata by mohla negativné ovlivnit odhad regresnich funkci. Hlavnim
zameérem je mit dobfe interpretovatelné odhady regresnich funkci, ¢ehoz dosah-
neme, pouzijeme-li penalizaci za nehladkost az k vyhlazeni odhadu funkénich
hodnot regresnich funkeci.

Opét pro vysvétleni modelu vyuzijeme piikladu c¢asovych fad prumeérnych
dennich teplot mérenych na pobaltskijch a finskych meteorologickych stanicich.

Jak funkce prumeérnych dennich teplot Temp;(t), tak i regresni funkce u(t),
ug(t), g = 1,...,4, vyjadiime bdzovym rozvojem. Muzeme pouzit napiiklad
bazové funkce fourierovy bdze nebo B-splinové baze. My pouzivame vzhledem
k periodicité dat bdzové funkce fourierovy baze.

Funkéni hodnoty prumeérnych dennich teplot vyjadiime:

Temp(t) = Cp(t) Vt € [0,365],

kde Temp(t) je v nasem piikladu vektor funkénich hodnot funkci prumérnych
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dennich teplot v ¢asovém okamziku ¢, délky 16. Matice C je matice koeficientu
bazového rozvoje s 16 radky a K, sloupci, tj. pocet bazovych funkei pii bazovém
rozvoji funkel Temp;(t) proi = 1,...,16. Vektor ¢(t) je vektor funkénich hodnot
bazovych funkci v ¢ase ¢, ulozenych do vektoru délky K,. V jednotlivych fadcich
matice C jsou ulozeny vektory koeficientu pro funkce prumérnych dennich teplot,
tedy druhy radek matice C odpovida vektoru koeficientii bazového rozvoje funkce
prumérné denni teploty Temps(t) Malli.

Postup pro vyjadieni funkénich hodnot vektoru regresnich funkei 3(t) v ¢as-

ovém okamziku ¢ je obdobny jako u funkei prumérnych dennich teplot:
B(t) = BO(?),

kde vektor B3(t) je v nasem pripadé délky 5. Matice B je matice koeficientu
bazového rozvoje regresnich funkei s 5 fadky a Kz sloupci. Pocet sloupcu Kj

odpovida poctu bazovych funkci pouzitych pti bazovém rozvoji regresnich funkci
B;(t), 7 = 1,...,5. Napiiklad druhy fddek matice B odpovida vektoru koefici-
entu bazového rozvoje funkce (B5(t), coz je funkce sttedni hodnoty prvni skupiny.
Vektor 6(t) je vektor funkénich hodnot bézovych funkei v ¢ase t, pouzitych pro
bazovy rozvoj regresnich funkef a je délky K.

V nékterych situacich je mozno vyuzit stejné baze pro funkce prumérnych
dennich teplot a regresnich funkci, tj. ¢(t) = 6(t). Avsak v jinych analyzach
je zadhodno pracovat s odliSnymi bazemi. V nasem piikladu pouzivame stejny
bazovy systém, tj. fourierovu bdzi, ale s odliSnym poctem vyuzitych bazovych
funkei. Tedy K, # Kp.

Pojdme si predstavit tvar penalizacniho ¢élenu penalizace za nehladkost re-
gresni funkce f3;(t): -

PENL(B;(t)) = /O LB (1) dt, (3.10)
kde L predstavuje diferencidlni operdtor. V praxi muzeme misto operdtoru po-
sunuti pouzit derivaci, tj. penalizacni ¢len ve tvaru 2.25. Obé dveé cesty pove-
dou k vyhlazeni odhadu prubéhu regresnich funkei. Vyuzivame-li pro bdzovy roz-
voj regresnich funkci bazové funkce fourierovy bdze, je doporuceno pouziti dife-

rencidlniho operdtoru ve formé [24]:
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LB(t) = w*DBi(t) + DB (1), (3.11)
Jak bude patrno z nasledujiciho textu, ¢im vétsi je hodnota vyhlazovaciho para-
metru A, tim vice se vyhlazeni prubéhu regresnich funkei blizi linenarni kombinaci
prvnich t#{ bdzovych funkei fouriérovy baze [25]:

co + a1 sin(wt) + by cos(wt),

a plati L{cy + a sin(wt) 4 by cos(wt)] = 0.

Pti pouziti diferencidlniho operdtoru 3.11 na dvojice bdzovijch funkci fouriérovy
baze vyuzijeme vztahu:

Llay sin(kwt) + by, cos(kwt)] = w?k(1 — k?)[ay cos(kwt) — by sin(kwt)].  (3.12)

Predpoklddejme, ze 3;(t) = ay, sin(kwt) + by, cos(kwt):

Dg;(t) = arkw cos(kwt) — bkw sin(kwt)
D?B;(t) = —ark*w? sin(kwt) — byk*w? cos(kwt)
D?B,(t) = —apk’w? cos(kwt) + bik*w?® sin(kwt)
W DB;(t) + D?B;(t) = w k(1 — k2)[ay, cos(kwt) — by sin(kwt)].

Pokud je k = 1, vyraz nabyva nulové hodnoty. Podivejme se na nasledujici pripad,
kdy k = 2. Funkci () rozvineme s pomoci 5 bdzovych funkci:
B;(t) = co + ay sin(wt) + by cos(wt) + ag sin(2wt) + by cos(2wt).

Aplikaci diferencidlniho operdtoru dle 3.12 ziskame:

LB;(t) = w*2(1 — 2%)[ag cos(2wt) — by sin(2wt)]

a dosadime do 3.10:

PENL(B;(t)) = /0365[w32(1 — 2%)[ay cos(2wt) — by sin(2wt)]]? dt.

Jednd se o ur¢ity integral s integra¢ni mezi [0, 365] a s hodnotou pfiblizné [2%(1 —
22)2]. Obecné plati, ze pii pouziti koneéného poctu bdzovych funkei fouriérovy
baze je penalizacni clen za nehladkost 3.10 piiblizné roven hodnoté [k*(1 — k?)?],
kde & je nejvyssi hodnota indexu indentifikujiciho dvojice funkei (ay sin(kwt) +

br. cos(kwt)) v ramci bazového rozvoje regresni funkce. Pro rostouci £ se hodnota
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vyrazu zvysuje.
Ptrepneme zpét do maticového zapisu, penalizacni ¢len penalizace za nehlad-

kost vektoru regresnich funkci B(t) je ve tvaru:

PEN,(B() = [ ILBWIILB(0] dr.

Vektor LA(t) = (L (¢), LAa(t), LBs(t), LBs(t), LBs(t))’ je délky pet.
A koneéné, hleddme odhad matic koeficientu B a C minimalizujicich hodnotu

kritéria penalizované metody nejmensich c¢tverci ve forme:
365 365
LMSSE(B) = /0 [Co(t) — ZBOR)] [Co(t) — ZBO(H)]dt + A /D ILBM)[LAL) dt

V praxi mame pii minimalizaci kritéria jiz odhad C matice koeficienttt C k dis-

pozici a soustiedime se ¢isté na odhad matice B.

Jen naznacime, ze pri odhadu B vyuzijeme vlastnosti stopy matice a Kro-
neckerova soucinu. Detailni technicky postup, jak se dostat k odhadu matice B,

je podrobné popsan v [22].
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3.6. Popis skriptu pro odhad regresnich funkci
pomoci bazového rozvoje

Vracime se do prostredi statistického softwaru R a na prikladu ¢asovych rad
prumérnych dennich teplot z oblasti Pobalti a Finska nazorné ukazeme postup
pro odhad prubéhu regresnich funkci v modelu funkciondlni analyzy rozptylu.

V prvni fadé potiebujeme vyhladit puvodni pozorovani 16 ¢asovych fad pru-
meérnych dennich teplot. V porovnani s piistupem k vyhlazeni dat prezentovanym
v sekci Bodovd minimalizace vyuzijeme nyni efektivnéjsiho zptusobu. Opét pouzij-
eme funkce balicku fda.

Nejprve ulozime pozorovani jednotlivych ¢asovych rad do sloupct matice data
s 365 tadky a 16 sloupci. Napt. ve tretim sloupci mame ulozené zaznamy casové

fady prumérnych dennich teplot Tallinn.
dny

Ve vektoru dny jsou ulozeny na jednotlivych pozicich ¢asové okamziky stejné
casové sité jako v predchozi sekci. Tento vektor je totozny se svym jmenovcem

ze sekce Bodova minimalizace.

c(0,365)

dayrange

daybasis65 = create.fourier.basis(dayrange, 65)

Opét s vyuzitim funkce create.fourier.basis, ktera jiz byla predstavena, za-

definujeme na casovém intervalu [0, 365] 65 bdzovijch funkci fourierovy baze.

smoothList smooth.basis(dny, data, daybasis65)

daytempfd smoothList$fd

Funkci smooth.basis vytvorime list sklddajici se z 8 ¢asti, ve tfech z nich je
loz inf hl { puvodnich ani, zobecnéné -validaci®

ulozena informace o vyhlazeni puvodnich pozorovani, zobecnéné cross-validaci' a

residudlnim souctu ctvercu. Argumenty funkce je sit casovych okamziku, matice

puvodnich pozorovani ¢asovych fad a baze. My vybereme ¢ast smoothList$fd

Ve vektoru smoothList$gcv jsou uskladnéné hodnoty kritéria zobecnéné cross-validace
(2.33) pro vyhlazend pozorovdni jednotlivych ¢asovych fad, tento vektor je v nasem pifkladu
délky 16.
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obsahujici informace o vyhlazeni, tj. odhad matice koeficientu C a vektor o(t)
funkénich hodnot bézovych funkei v ¢asovych okamzicich t, kde t € dny. Cést
listu pojmenujeme daytempfd. Zde tedy mame ulozeno vse potiebné pro vypocet

vyhlazenych pozorovani ¢asovych tad.

tempy2cMap = smoothList$y2cMap
daytempfd$fdnames = 1list(NULL, nazev, NULL)

Z objektu smooth.basis vyfiltrujeme matici tempy2cMap s 65 fadky a 365 sloupci
ve tvaru (¢'¢)1¢. Matice konvertuje ptivodni pozorovani ¢asové fady na odhad
vektoru koeficientui ¢ bazového rozvoje prislusné funkce prumérnych dennich tep-
lot, viz 2.12. Vyuzitim funkce 1list pfiddme do objektu daytempfd nézvy mete-
orologickych stanic, kde byly méreny zaznamy analyzovanych casovych tad.
Jesté musime zajistit splnénf podminky 3.3, ¥7_; ag(t) = 0. Cheeme aby na
17. pozici ve vektoru vyhlazenych hodnot Temp(t) v case ¢ € dny byla nula ko-
respondujici s 17 fadkem matice Z, ktera je totoznda s designovou matici pouzitou
v piikladu pii Bodové minimalizaci®. Myslenka je stejné jako v predchozi sekei,

viz strana 50.

coef = daytempfd$coefs

cbind(coef ,matrix(0,65,1))

coef

Prikazem daytempfd$coefs nechame Rko vypsat matici koeficientii C’ s rozmeéry
65 x 16. Vytvotrime sloupcovy vektor délky 65 plny nul matrix(0,65,1) a spojime
pomoci funkce cbind nulovy sloupecek s matici coef. Vysledkem je matice s 65
fadky a 17 sloupci.
Prevedeme designovou matici Zi pojmenovanou zmat do vhodného formatu:

p=>5

xfdlist = vector("list",p)

for (j in 1:p) xfdlist[[j]] <- zmatl[,j]

Vytvorime list xfdlist obsahujicich v tadcich sloupce matice Z. Jednoduse

feceno preskladame sloupce designové matice do listu. Prvni sloupec matice Z

2Podobu matice Z najdeme na strané 49.
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je ted prvn{ faddek v prvni éasti listu xfdlist[[1]], druhy sloupec je prvnim
radkem ve druhé casti xfdlist[[2]] atd...
Na intervalu [0, 365] vytvorime pro regresni funkce bézi z 13 bazovijch funkci

fourierova systému:
betabasis <- create.fourier.basis(dayrange, 13)

Béze je pro vsech 5 regresnich funkci shodna. Nyni je potfeba zadefinovat pro

penalizaci nehladkosti diferencidlniho operdtoru w*D;(t) + D?B;(t):
harmaccellLfd <- vec2Lfd(c(0, (2%pi/365)°2,0), dayrange)

Obecné je diferencidlni operdtor linedrni kombinaci derivaci funkce z(t) do tadu
m, kde kazda derivace funkce tadu ¢ = 0,...,m — 1 muze byt pronasobena

vahovou funkef b;(t):
La(t) = bo(t)x(t) + b1 () Dx(t) + ... + b1 (1) D™ a(t) + D™ (t) (3.13)

Nami aplikovany diferencidlni operdtor je linearni kombinaci derivaci regresni
funkce do fadu 3. Funkcéni hodnoty vahovych funkei pro nultou, druhou derivaci
funkei B;(t), j = 1,...,5, jsou na intervalu [0,365] nulové a funkéni hodnoty
véhové funkce pro prvni derivaci nabyvaji na intervalu [0, 365] konstantni hod-
noty (27/365)?, coz odpovid4d hodnoté parametru w? v 3.11. Vektorem c(0, (2 *
pi/365)%,0) definujeme véhy derivaci regresni funkce D'S; pro i=0,...,m-1 (kde
m=3) a tim také specifikujeme samotny rad operatoru. Vektor dayrange upres-
nuje interval, na kterém je diferencidlni operdtor definovan. Funkce vec2Lfd
vytvoii objekt diferencidlniho operdtoru, ktery aplikujeme na odhady funkénich
hodnot regresnich funkci v modelu. Objekt harmaccellLfd operatoru vyuzijeme
v dalsim kroku. Predtim vsak zadefinujeme objekt pro odhad regresni funkce.

betafd = fd(matrix(0,13,1), betabasis)

Objekt betafd zastupuje v Rku regresni funkei 5;(t) a sdélujeme pfes néj Rku in-
formaci jak méa vypadat regresni funkce, kterou odhadujeme, tj. specifikujeme
pocet bazovych funkci a bazovy systém vyuzity pro odhad prubéhu regresni

funkce. Piikazem matrix(0,13,1) vytvorime matici o 13 fadcich a 1 sloupci, t;j.
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poctu bazovych funkci vyuzitych v ramci bazového rozvoje. Pozadujeme odhad
13 koeficientu bazového rozvoje prislusné regresni funkce, tedy odhad prislusného
rfadku matice B.
Pomoci funkce fdPar vytvorime objekt, kde upfesnime nase pozadavky na
odhad regresni funkce 3;(t):
lambda = le+8
betafdPar = fdPar(betafd, harmaccellLfd, lambda)

Argumentem funkce je objekt predstavujici regresni funkci betafd, diferencidlni
operdtor uptesnujici podobu penalizacniho c¢lenu a hodnota vyhlazovactho pa-
rametru A. Alternativné misto diferencidlniho operdtoru muzeme pouzit druhou

derivaci, tj. penalizacni ¢len ve tvaru 2.25:
betafdPar <- fdPar(betafd, 2, lambda)

Vzhledem k tomu, Ze na regresni funkce v modelu funkciondlni analyzy roz-
ptylu mame stejné pozadavky (béze, pocet bazovych funkci, penalizace za ne-
hladkost), je nejvhodnéjsi zduplikovat objekt betafdPar a ulozit duplikace do

listu betalist:

betalist <- vector("list",p)

for (j in 1:p) betalist[[j]] <- betafdPar

Do prvni casti betalist[[1]] ukladdme informaci o odhadu regresni funkce
B1(t), druhd cast betalist[[2]] obsahuje informaci o odhadu regresni funkce
Ba(t)...

Prejdeme k findlnimu kroku, odhadneme matici koeficientu bazového rozvoje
regresnich funkci B:

fRegressList = fRegress(daytempfd, xfdlist, betalist)

Funkce fRegress je funkcionédlni obdobou funkce 1m. Do argumentu funkce do-
sadime informaci o vyhlazeni puvodnich zaznamu ¢asovych fad prumérnych den-
nich teplot. Déle designovou matici Z ve formeé listu, kde jednotlivé casti listu, tj.
transponované radky matice Z, koresponduji s piislusnymi ¢dstmi listu betalist,
v nichz jsou ulozeny informace pro odhady regresnich funkci. To znamend, Ze

prvni ¢ast listu xfdlist predstavuje prvni transponovany sloupec matice Z a
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vztahuje se k prvni casti listu betalist, ktera specifikuje pozadavky na odhad
funkce celkové sttedni hodnoty. Informaci o vyhlazeni prubéhu regresnich funkcich
ulozime do listu betaestlist:
betaestlist = fRegressList$betaestlist

A nynfi jednotlivé nebo pomoci for cyklu vizualizujeme pribéhy regresnich funket:
par (mfrow=c(3,2))
for (j in 1:p) {

betaestParfdj <- betaestlist[[j]]

plot(betaestParfdj$fd, xlab="dny v roce", ylab="denni prum. [°C]",)
}

Porovnejme odhady prubéhu regresnich funkci ziskané metodami bodové mini-

malizace a bazového rozvoje. Vykreslime totozné grafy jako v predchozi sekci.
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Obrazek 3.8: Odhady prubéhu funkei skupinovych stfednich hodnot ve srovnani
s odhadem prubéhu funkce celkové stedni hodnoty, tj. funkce celkového pruméru
na intervalu [0, 365] pro rok 2009. Tlustou carou je znacen prubéh celkového
prumeéru a ¢arkovanou pruhéh funkce skupinovych prumeéru. Pro odhad regresnich
funkei byl pouZit penalizacni ¢len s diferencidlnim operdtorem a A = 108
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Podivejme se na obdobu grafu 3.3 zobrazujici celkovou funkei prumérnych
dennich teplot a funkce skupinovych pruméru. A dodejme, ze pti vypoétu odhadu
prubéhu regresnich funkci byla pouzita metoda nejmensich cétvercu s penalizact
nehladkosti tvaru 3.10, tj. penalizacni ¢len s diferencidlnim operdtorem a vahou
A rovnou hodnoté 108,

Ve srovnani s grafem 3.3 jsou funkce celkového pruméru a skupinovych pru-
meéru vyhlazenéjsi. Interpretace obrazku se vsak s vétsim vyhlazenim nezménila
a je stejna jako u 3.3.

Vizualizujme odhad priubéhu funkei skupinovych efekt.
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Obréazek 3.9: Odhady prubéhu funkei efektu oy (t), g = 1,...,4, na intervalu [0,
365] roku 2009. Pro odhad regresnich funkei byl pouzit penalizacni clen s dife-
rencidlnim operdtorem a A = 10%

Porovnejme odhady prubéhu funkei efekti polohy s odhady v obrazku 3.4. Je
evidentni, ze odhady v grafu 3.9 jsou vyhlazenéjsi, ale ne na tikor ztraty prinosné
informace. Opét muzeme konstatovat, ze komentar napsany pro obrazek 3.4 je
platny i zde.

Pouzijeme-li verzi penalizacniho clenu s derivaci ve tvaru 2.25 a nastavime-li

vyhlazovaci parametr A na hodnotu 10°, dostaneme velmi podobny obrazek jako

3.9.
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Na zaver ukazeme odhady prubéhu funkei o (t) a dy(t) pti malé a velké hod-
noté parametru A. V levé poloviné grafu vizualizujeme odhady prubéhu funkei
skupinovych efekti pii malé hodnoté parametru A, v pravé ¢asti mame odhady

stejnych funkei pti vysoké hodnoté \.

_ a4(t), pobrezi Estonsko, Finsky zaliv, =100 _ a4(t), pobrezi Estonsko, Finsky zaliv, A=10211
O O
oo o

_ 2 _ 2

82 g€ ™

82 52

= c B =a

32 52

<] 0 n o S 7
2 Y- T T T T 2 7 - T T T T
[0} @
© 0 100 200 300 © 0 100 200 300

dny v roce dny v roce

_ 0,(t), pobrezi Finsko, Finsky zaliv, A=100 _ G,(t), pobrezi Finsko, Finsky zaliv, A=10"11
O O
oo o 4

_ 2 _ 2

8¢ o sE

82 52

= o -1 = o

32 32

85 1 85 A
B < C>> <t
% T T T T %‘, I T T T
© 0 100 200 300 © 0 100 200 300

dny v roce dny v roce

Obréazek 3.10: Odhady pribéhu funkef skupinovych efekti o, () na intervalu [0,
365] pro rok 2009 pfi ruzném nastaveni parametru A. Pro odhad regresnich funkei
byl pouzit penalizacni clen s linedrnim operdtorem posunau.

Odhady prubéhu funkci na levé strané jsou v podstaté totozné s odhady funkci
efektu pomoci metody bodové minimalizace, viz leva polovina obrazku 3.6, coz
nés piekvapilo. Cekali jsme, ze pii nastaveni nizké hodnoty parametru A dosta-
neme podobné odhady, ale necekali jsme, ze budou skoro totozné. Dale vidime, ze
odhady funkci efekt na strané pravé jsou ptilis jednoduché, tj. ptilis vyhlazené.

Zrovna v naSem piikladu se intepretacni hodnota pri pouziti metod bdzového
rozvoje a bodové minimalizace pro odhad prubéhu regresnich funkci prilis nelist.
Avsak mohou nastat pripady a Casto nastanou, kdy je intepretace odhadu re-
gresnich funkci ziskanych pfes bodovou minimalizaci vzhledem k nehladkosti

znacneé slozita a je proto zadouci pouzit metodu predstavenou v této sekci.
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3.7. Testovani

V predchozich sekcich této kapitoly byl popsan zakladni model funkciondlni
analyzy rozptylu. Naucili jsme se odhadovat a posléze vyhlazovat prubéhy re-
gresnich funkei u(t), ay(t), g = 1,...,4. Posledni ¢ést, ktera dokoné¢i nasi mozaiku
zvanou funkciondlni analyza rozptylu, se vztahuje k testovani nulové hypotézy:

u(t) = ua(t) = uz(t) = uy(t) Vt € [0,365], (3.14)
jez byla detailné okomentovana v tivodu sekce 3.2. Nulovou hypotézu zamitame
v piipadé, kdy existuje casovy okamzik ¢ € [0,365], pro ktery plati, ze funkéni
hodnota jedné nebo vice funkef skupinovych sttednich hodnot u,(t), g =1,...,4,

nespliuji rovnost 3.14.

Prvni moznosti je vyuzit tzv. bodovou F' statistiku ve tvaru:

_ SSR,(1)/(1— 1)

)= SsE. 0/ =1 (3.15)
kde
SSRy(t) = Z:lng(ﬁg(t) —a(t))?,
SSE,(t) = 2—31 2—31 ng(Tempmg(t) — i,(t))>.

Symbol [ zna¢i pocet skupin (I = 4), n je celkovy pocet funkei, v nasem pripadé
roven 16. Pocet pozorovani v ramci skupiny pfedstavuje symbol n, (n, = 4 pro
g=1,...,4). Prubéh funkce SSR,(t) na intervalu [0, 365] ndm d&va informaci
o meziskupinové variabilité. Nabyva-li tato funkce v kazdém casovém okamziku
t €0, 365] nizkych funkénich hodnot, tj. nezapornych a blizkych nule, je to signal,
ze mezi skupinami jsou malé nebo zadné rozdily. Prubéh funkce SSE,(¢) na in-
tervalu [0,365] popisuje variabilitu uvniti jednotlivych skupin. K praktickému

vypoctu bodové F statistiky se vratime pozdéji.

Velka cast testu pro nulovou hypotézu 3.14 vychéazi z testové statistiky 3.15.

Nyni ¢tendfi predstavime uceleny piehled téchto testu [23].
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o Faraway a Zhang Chen navrhli vyuzit jako testovou statistiku urcity in-
tegral fg’ 65S’SRn(t) dt. Testy z ni vychazejici nazyvame testy zalozenymi
na L?-normeé. Rozdéleni pravdépodobnosti této testové statistiky muze byt
aproximovéano x? rozdélenim. Pro odhad parametru 8 a d muzeme pouZit
naivni nebo vychyleni redukujici metodu. Test vyuzivajici pro odhad pa-
rametr naivni piistup nazyvame L2N a test pouzivajici vychlyleni redu-
kujici metodu LB testem. V pifpadé malého rozsahu vybéru je moznost
pouzit bootstrap k odhadu rozdéleni testové statistiky. Tuto variantu testu

oznacujeme L>b.

e Cuevas nabizi modifikaci testlt zaloZenych na L?-normé postavenou na sta-

tistice:

S [ () ag(0)? e

1<i<j<4

7 Cuevasovy testové statistiky vychazeji dvé testové procedury. Prvni pro

homoskedastické piipady, zkracené CH, a druhé pro heteroskedastické (CS).

e Test pouzivajici upravenou testovou statistiku 3.15:

A JZPSSR,(t)dt/(k — 1)
n(t) = SBSSE,(t)dt/(n — k)

(3.16)

nazyvame testem typu F (F-type). Rozdéleni pravdépodobnosti testové

statistiky 3.16 je aproximovdno F(j_1).,(n—k)x rozdélenim. Podle zvolené
metody odhadu parametru s rozliSujeme dva testy, LN (naivni metoda)
a LB (vychyleni redukujici metoda) test. Pro maly rozsah vybéru funkei

existuje bootstrapova varianta zvand Fb test.

e Zhang a Liang doporucuji globalizaci bodového F-testu (GPF'), zalozenou
na testové statistice [2% F,(t) dt. V nékterych pifpadech muze byt lepsf (ve
smyslu vétsi sily), brat jako testovou statistiku supscioses)Fn(t) a simulo-
vanou kritickou hodnotou. Tento test oznacujeme za F'mazb test. Zhang

zjistil, ze Fmaxb test je obecné silnéjsi nez GPF test.
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e Testy zalozené na analyze ndhodnych projekcich pojmenovavame jako TRP

testy.

Vratme se opék k nasemu piikladu ¢asovych fad z oblasti Pobalti a Finska. Na vy-
hlazena pozorovani pouzijeme vyse predstavené testy a vyjadiime se k zamitnuti
¢i nezamitnuti nulové hypotézy 3.14. Testy jsou implementovany v rkovském
balicku £dANOVA. Donedavna neexistoval balicek, ktery by vétsinu ze zminénych

testu obsahoval. Vyuzijeme funkci fanova.tests:

fanova.tests(x=maticel[,-c(17)],

group.label = as.character(group.label.temp))

V argumentu funkce je matice vyhlazenych pozorovani prumérnych dennich tep-
lot s 365 radky a 16 sloupci, posledni sloupec plny nul nebereme v potaz. Jesté do
funkce dosadime identifikac¢ni vektor as.character(group.label.temp), ktery
roztadi jednotlivé odhady prubéhu funkei prumérnych dennich teplot, tj. sloupce
matice, do ctyT skupin. Nastaveni vSech ostatnich parametru nechdme na vycho-

zich hodnotach. Podivejme se na vystup této funkce upraveny do tabulky 3.2:

Nazev | hodnota testové | p-hodnota
testu statistiky
L2V 15535.12 0
L2B 15535.12 0
L2 15535.12 0
CH 62140.47 0.0034
cS 62140.47 0
LN 60.99749 0
LB 60.99749 0
Lb 60.99749 0.0003
GPF 70.03239 0
Fmaxb 238.9033 0

Tabulka 3.2: Prehled vysledku testu hypotézy funkciondlni analyzy rozptylu, tj.
testovych statistik a prislusnych p-hodnot, pro vyhlazené pozorovani prumeérnych
dennich teplot ziskanych z baltskijch a ﬁnsk‘ych casovych tad.

U vsech 10 testu v tabulce 3.2 vysla p-hodnota nulova nebo blizka nule. Zamitame
tedy nulovou hypotézu o shodném prubéhu funkei skupinovych stfednich hod-
not (3.14). Mezi skupinami ¢asovych fad prumérnych dennich teplot namérenych

v oblasti Pobalti a Finska jsou statisticky vyznamné rozdily, coz je tvrzeni jenz
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neni v rozporu se zavery ucinénymi v sekci Bodovd minimalizace v komentatich
k obrazkum 3.3 a 3.4 na strané 53 a 54.

Nyni se podrobnéji zamérime na FP test, predstaveny Goreckym a Smagou
(23], pouzivajici testovou statistiku 3.16. Vychazime z bazové reprezentace m-té

funkce prumérné denni teploty v g-té skupiné:

Tempum,(t) Zcmgzqﬁl = c,,,®(t) Vt € 0,365], (3.17)

kde c,,,4 je vektor koeficientu bazového rozvoje m-té funkce ve skupiné g délky
K. Téma bazové reprezentace funkce je popsano ve druhé kapitole. Vyjadienim
funkci zahrnutych v analyze pomoci bazového rozvoje 3.17 Gorecky a Smaga

dokazali, ze testovou statistiku 3.16 lze vyjadiit ve tvaru:

(a—0)/(I—1)

=)=’ 15

kde

l
1
a=> ;1;@09%0;1%, =
g

g=1

I I
Z ,CyJsCi1,,, c =) stopa(CyJ,Cy).

g=1

||M~

S|

Vektor 1, je vektor jednicek délky n, (je pocet funkef zahrnutych do g-té sku-
piny) a n je celkovy pocet funkci. Matice C; = (cimgi), m = 1,...,n,, @ =
1,..., K, je matice koeficientu bazového rozvoje funkci patiicich do skupiny g
s rozméry n, X K, v nasem pifpadé 4 x 13. Matice J4 = [ p(t)¢p(t)'dt je matice
s K tadky a K sloupci.

Vypocet testové statistiky 3.16 muze byt tedy zalozen pouze na znalosti od-
hadu koeficientt ¢,,g; a matice J,. Podle Gédreckého a Smagy libovolné rozdélent
funkci do skupin nezmeéni hodnoty b, c. Proto Gdrecki a Smaga ptisli s permutacni
variantou testu zalozenou na testové statistice 3.18. Poznamenejme, zZe rozdéleni
testové statistiky FP testu 3.18 neni aproximovdno F(x_1)x,(n—k)x rozdélenim.
Detailnéjsi popis vypoctu p-hodnoty najdeme v dodatku. Test je také implemen-
tovan v balicku fdANOVA. Ukazeme aplikaci F'P testu na nasich datech.
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Na intervalu [0, 365] vygenerujeme bézi 13 bazovych funkei z Fouriérova

systémau.
basis = create.fourier.basis(c(0,365), 13)
Spocitame matici J .
own.cross.prod.mat=inprod(basis,basis)

Daéle odhadneme transponovanou matici koeficienti bazového rozvoje C’ s rozméry

13 x 16.
own.basis=Data2fd(dny,data,basis)$coef

Do funkce Data2fd dosazujeme vektor casovych okamziki dny, matici nevyhla-
zenych zdznamu ¢asovych fad s ndzvem data s rozméry 365 x 16 a bazi. Ted

mame vse potfebné napocitané a prejdeme k FP testu:

fanova.tests(x=NULL, as.character(group.label.temp),test = c("FP"),
params = list(paramFP = 1ist(B.FP = 100, basis = "own",

own.basis = own.basis,own.cross.prod.mat =own.cross.prod.mat)))

FP test je jedinym testem v balicku £dANOVA, u kterého muzeme nastavit v argu-
mentu funkce fanova.tests x=NULL, to znamena, ze do argumentu funkce piimo
nedosadime matici vyhlazenych pozorovani prumérnych dennich teplot. Jediné,
co potiebujeme do funkce dosadit, je vzhledem ke konstrukci testové statistiky
3.18 odhad matice koeficienti bazového rozvoje C, ktera je ulozena v objektu
own.basis, a matici J, uloZzenou pod nédzvem own.cross.prod.mat. V piipadé,
ze nenastavime parametr basis = "own", je potfeba dosadit do funkce vyhla-
zena pozorovani, tj. napriklad x=matice[,-c(17)]. Hodnotou parametru B.FP

nastavime pocet permutaci. Podivejme se na vystup této funkce:

P test - permutation test based on a basis function representation

Test statistic = 60.9975 p-value =0

P-hodnota je nulova, vysledek je tedy stejny jako u testu v tabulce 3.2, nulovou

hypotézu opét zamitame. I podle vysledku tohoto testu jsou mezi skupinami
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casovych fad prumérnych dennich teplot z oblasti Pobalti a Finska rozdily.
Nejprve nas napadlo, zda zména nastaveni parametru B.FP by mohla mit vliv
na zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hypotézy. Zkusili jsme ptenastavit hodnotu

parametru na 100 000, vysledek byl totozny s vystupem prezentovanym vyse.

3.8. Experiment: vySetieni vlastnosti FP testu

Vzhledem k vysledku testu, tj. nulové p-hodnoté nas zajimalo, jak bude test
reagovat, vytvoiime-li z puvodnich skupin nové skupiny, kde v nasem ptipadé
v kazdé z nich bude pravé jeden unikatni zastupce z puvodni skupiny. V ramci
novych skupin se jedna o ndhodny vybér bez vraceni. Ziskdme nové ¢tyti skupiny
po ¢tytech funkcich, takto rozdélené skupiny by mély byt velmi podobné. Dopiedu
ocekavame, ze nedojde k zamitnuti nulové hypotézy.

Nejprve vytvorime pomoci piikazu sample ndhodné permutace uvnitt skupin:

perml=sample(1:4,4)
perm2=sample(5:8,4)
perm3=sample(9:12,4)
permé4=sample(13:16,4)

tj, napriklad
perml

2314

Nyni vezmeme z vektortu perml az perm4 hodnoty na prvnich pozicich a ulozime
je do vektoru skupl, timto postupem ziskame unikatni indikatory pro skupinu,
ktera spliuje nase pozadavky, tj. obsahuje po jedné funkci z kazdé puvodni sku-
piny. Pro indikatory funkei druhé skupiny vezmeme hodnoty z vektoru permutaci
na druhém misté a opét ulozime do vektoru skup2. Analogicky postup je pro tieti

a ctvrtou skupinu.
skupl=c(perm1[1] ,perm2[1],perm3[1] ,perm4[1])
skup2=c (perml[2] ,perm2[2] ,perm3[2] ,perm4 [2])

Ve vektor skupl jsou pro ilustraci obsazeny indikatory funket:
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2 6 10 15.

Vytvotime prazdny finalni vektor indikdtori a pozadujeme, aby na pozicich
2, 6, 10, 15, byly jednicky. Tim Rku sdélujeme informaci, ze tyto funkce patii do
prvni skupiny. Stejny postup uplatnime pro druhou, tfeti a ¢tvrtou skupinu.

group.label.temp=c()

group.label.temp [skupl]=1

group.label.temp [skup2]=2

Timto zpusobem jsme ziskali novy vektor indikdtoru group.label. temp, davajici

nam informaci o slozeni novych skupin:

2143314231243214

Puvodné mél tento vektor ulozené hodnoty:

1111222233334444.

Méme nové usporadani skupin odhadi funkei priamérnych dennich teplot a ted
s takto usporadanymi skupinami otestujeme s vyuzitim FP testu nulovou hy-
potézu o shodé prubéhu funkci skupinovych strednich hodnot na ¢asovém inter-
valu [0, 365]. Celou vyse predstavenou proceduru od tvorby ndhodnych permutact
uvniti skupin az po testovani hypotézy zopakujeme pomoci for cyklu 100 krat
a vysledné p-hodnoty ulozime do vektoru phodnota délky 100.

Podivejme se na vysledny histogram pro vektor phodnota 3.11. V 76 ptipadech
tovani byla 0,96. To je vysledek, ktery jsme vzhledem k velké podobnosti jed-
notlivych skupin odhadu funkci ¢ekali. Ve vSech 100 piipadech nebyla nulova
hypotéza zamitnuta.

Jesté nas zajima, jak se bude F'P test chovat v ptipadé, ze dojde k nahodnému
zafazeni funkci do jednotlivych skupin. Muze se stédt, ze behem simulace v jedné
nové skupiné budou naptiklad dvé funkce ze skupiny puvodni, to je rozdil mezi
prvni a druhou simulaci. Cekdme, ze v nékterych piipadech dojde k zamitnuti
nulové hypotézy a v nékterych nikoliv. Opét jako pfi prvni simulaci pouzijeme

funkci sample(1:16,16), kterd ndm vrati ndhodné usporadanych Sestnach cisel.
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Vezmeme prvni ¢tverici a ulozime ji do vektoru perml, druhou ¢tvetici ulozime
do vektoru perm2. Vektory nam davaji informaci o roztazeni funkei do skupin.
Déle uz je postup stejny, jako v pfedchozi simulaci. Histogram 3.12 je obdobou

histogramu 3.11.
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Obrazek 3.11: Histogram zaznamu p-hodnot FP testu béhem prvni simulace.
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Obrazek 3.12: Histogram zaznamu p-hodnot FP testu béhem druhé simulace s
nahodnym rozrazenim odhadu funkei do skupin.

V sedmi piipadech ze 100 doslo k zamitnuti nulové hypotézy, tj. p-hodnota
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byla mensi nebo rovna hodnoté 0.05. Mozna bychom cekali, ze vicekrat dojde
k zamitnuti nulové hypotézy. Na druhou stranu potad je to vysledek, ktery jsme
ocekavali. Odhady funkci prumérnych dennich teplot jsou ndhodné rozrazeny do
jednotlivych skupin, které si byly v prubéhu simulace nékdy méné podobné a

nékdy vice podobné, coz se odrazi v histogramu 3.12.

Na zavér kapitoly se vracime k tallinnské casové tadé prumérnych dennich
teplot. Zajima nas, zda jsou mezi skupinami ro¢nich ¢asovych fad predstavujicich
jednotliva desetileti rozdily. Vypocitame prubéh funkce testové statistiky F,(t)
(3.15).

Postup je nasledujici: ve vybranych casovych okamzicich t=0,5;1,5;...:;364,5,
kde kazdému takovému c¢asovému okamziku je ptitazeno 40 vyhlazenych zdznamiu
prumérnych dennich teplot, napocitame hodnotu testové statistiky jednofakto-
rové analyzu rozptylu. Ziskame vektor, ve kterém jsou ulozeny funkéni hodnoty
funkce testové statistiky F,(t) a je délky 365. Interpolaci téchto hodnot ziskame
prubéh funkce F,(t), viz obrézek 3.13.

funkéni hodnoty bodové F statistiky

T T I
0 100 200 300

dny v roce

Obrazek 3.13: Prubéh funkce bodové F statistiky F,,(t) (3.15) pro vyhlazend po-
zorovani prumeérnych dennich teplot casové tady Tallinn.
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Céarkované linie v grafu 3.13 pfedstavuje na intervalu [0,365] kritickou hod-
notu Fj 360,95 Vidime, Ze nulovou hypotézu o shodé prubéhu funkei skupinovych
stfednich hodnot nejrazantnéji zamitame v srpnovych a zatrijovych dnech. V tomto
obdobi nejvice prekracujeme kritickou hodnotu.

Jesté se podivejme na vizualizaci 3.14 odhadu regresnich funkci v modelu funk-
ctondlni analyzy rozptylu, kde je Gervené zvyraznéné obdobi, ve kterém zamitame

nulovou hypotézu.

primérna denni teplota

0 100 200 300
dny v roce

Obréazek 3.14: Odhady regresnich funkeci v modelu funkciondlni analyzy roz-
plylu pro vyhlazend pozorovani prumérnych dennich teplot casové rady Tallinn.

Cerveneé je zvyraznéné obdobi, ve kterém zamitdme nulovou hypotézu.

Na prvni pohled nés prekvapilo, ze v zimnim obdobi nedoslo u vétsiho poctu dnu
k zamitnuti nulové hypotézy. Vysvétleni je nasledujici: v zimnim obdobi pozoru-
jeme zvysSenou variabilitu uvnitt jednotlivych skupin, tj. vyssi funkéni hodnoty
funkce SSE,(t), coz i pres viditelné rozdily mezi funkcemi skupinovych prumeéru
nestaci k zamitnuti nulové hypotézy.

N&as zaveér, tedy zamitnuti nulové hypotézy v tomto piikladu i v piikladu
s Casovymi fadami prumérnych dennich teplot naméfenymi v oblasti Pobalti a

Finska, odpovida nasi ivaze z ivodu této kapitoly.
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3.9. Dodatek: vypocet p-hodnoty FP testu

FP test je permutacni test. Myslenka vypoctu p-hodnoty pii 100 permu-
tacich je nasledujici: Nejprve napocitame hodnotu testové statistiky pii nasem
puvodnim roziazeni funkei do skupin a hodnotu ulozime. V dalsim kroku 16 funkci
nahodné rozradime do ¢tyt skupin a opét napocitame testovou statistiku. Tento
posledni krok zopakujeme jesté 99 krat. Ziskdme 100 hodnot testové statistiky
pii ruzném rozrazeni funkei do skupin.

P-hodnotu chéapeme, jako podminénou pravdépodobnost, ze F statistika na-
byde stejné nebo jesté vétsi hodnoty nez jeji zjisténa hodnota za platnosti nulové
hypotézy. Muzeme ji odhadnout vztahem %, kde S je pocet pripadu, kdy hod-
nota testové statistiky pocitané z preusporadanych skupin funkci byla vétsi nebo
rovna hodnoté testové statistiky pii ndmi uvazovaném roziazeni funkei do sku-
pin. N je celkovy pocet permutaci, tj. vypoctu testové statistiky pii nahodném
usporadani skupin funkci.

Napriklad p-hodnota 0,97 znamenad, ze v 97 pripadech ze 100 se testova statis-
tika realizovala do stejné nebo kritictéjsi hodnoty ve srovnani s hodnotou testové

statistiky pfi ndmi uvazovaném uspoiadani skupin. [20]
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Zaver

V tvodu prace jsme ¢tenafi predstavili analyzovanou datovou sadu casovych
fad prumérnych dennich teplot a nds postup pii o¢isténi a nahravani dat do R.
Béhem nasich pokusu pii ¢isténi dat jsme zikali zakladni povédomi o progra-
movacim jazyku Python a databdzovém systému MySQL. Dozvédéli jsme se, ze
v prostiedi softwaru R existuje balicek plotGooglemaps, ktery vyuzivame pro
propojeni polohy meteorologickych stanic s google mapou.

Ve druhé kapitole jsme se naucili odhadovat z ptuivodnich pozorovani na pri-
kladu casové fady z meteorologické stanice Waldassen piislusnou funkei prumérné
denni teploty. Sezndmili jsme se s penalizacnim ¢lenem, coz je prostiedek ovliviiu-
jici miru vyhlazeni namétenych zaznamu. V této kapitole je predstaven i zpusob
volby vahy penaliza¢niho ¢lenu, tzv. zobecnénd cross-validace. Zjistili jsme, ze i
pri vétsim poctu vyuzitych bazovych funkci behem odhadu prubéhu funkce muze
byt odhad dostatecné hladky, nastavime-li vhodné vahu penalizacniho ¢élenu. Pii
volbé vahy nespoléhame pouze na vysledky zobecnéné cross-validace. Muze se
stat, ze tato metoda doporuci volbu vahy, kterd nemusi byt pro nase dalsi ucely
vhodné. Vzdy zélezi na konkrétni aplikaci.

Treti kapitola je vénovana samotné funkciondlni analyze rozptylu. Metodu
aplikujeme na skupiny ¢asovych fad prumérnych dennich teplot namétenych v ob-
lasti Pobalti a Finska. Ukazali jsme dva pristupy pro odhad regresnich funkeci
funkcionalni analyzy rozptylu a to bodovou minimalizaci a odhad regresnich funkci
pomoci bazového rozvoje. Checeme-li mit vétsi kontrolu nad vyhlazenim odhadu
regresnich funkci, je vhodné vyuzit ptistup pomoci bazového rozvoje. Soucasti

kapitoly je také popis skriptu z prosttedi R. Ziskdvame tak nejen teoretické zna-
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losti, ale i navod, jak postupovat, aplikujeme-li metodu na jina data.

Posledni podkapitola se tyka testovani nulové hypotézy funkciondlni analyzy
rozptylu. Strucéné jsme sepsali prehled testu, které jsou obsazeny v softwaru R
v balicku fdANOVA a zamételi se podrobnéji na FP test, ktery je zalozen na
bazové reprezentaci analyzovanych funkci. Opét jsme sepsali i postup, jak im-
plementovat test v prostredi R. F'P test jsme aplikovali na vyhlazena pozorovani
skupin ¢asovych fad prumérnych dennich teplot z Pobalti a Finska. Zajimalo nas,
zda mezi témito skupinami jsou statisticky vyznamné rozdily. Nulova hypotéza
byla na 5% hladiné vyznamnosti zamitnuta. Tento zavér nebyl v rozporu s nasi
uvahou. Na severu naméiime nizsi teploty nez na jihu. Napiiklad na zacatku
dubna roku 2009 naméiime ve vnitrozemi Finska teploty v pruméru o 5°C nizsi
nez ve vnitrozemi Litvy.

Na zavér jsme uskutecnili experiment, jehoz cilem bylo vysSetfit validitu FP
testu. V prvni fazi jsme opakované sestavili skupiny odhadu funkci, které by si
mély byt velmi podobné a provedli testovani. Ocekavali jsme, ze test ve vSech
pripadech vyhodnoti rozdily mezi skupinami jako nevyznamné a nezamitne nulo-
vou hypotézu. Tato simulace nase ocekavani potvrdila. Ve druhé fazi jsme provedli
podobnou simulaci s tim rozdilem, ze odhady funkci byly nahodné rozirazeny do
skupin. V sedmi piipadech ze 100 doslo k zamitnuti nulové hypotézy. Skupiny si

byly v prubéhu simulace nékdy méné podobné a nékdy vice podobné.
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