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1 Uvod

Z4ci dne$ni doby se potkavaji sfadou piekazek. Maji k dispozici nespoéetné mnoZstvi
informaci, které musi zpracovat. Ve skole se tyto informace snazi ziskavat v cilenych okruzich,
které maji za ukol zaky vybavit kompetencemi nezbytnymi pro kazdodenni zivot. Nicméné
zijeme V dob¢ internetové, kde jsou informace dostupné ihned a na pozadani. To je diivod, pro¢
se v této praci zamétime na pouzivani mobilni aplikace pfi vyuce matematiky. Znalost vyuziti
této aplikace mlze vyrazné usnadnit proces uceni, protoze zaci mohou dostat okamzitou
zpétnou vazbu na priklad, 1 bez pomoci ucitele. V této praci se budeme zamétrovat na piiklady,

které budou slouzit k demonstraci uzite¢nosti jiz vyse zminéné aplikace Photomath.

Aplikaci Photomath jsme si vybrali proto, ze nabizi spoustu vyhod. Nejen Ze aplikace umi
priklad vypocitat témér okamzité, zarovenn umi poskytnout postup feseni ptikladu. Toto feSeni
1ze postupné odkryvat dle potieby, a to od zékladnich kroki, az po detailni postupy vypoctu.
Diky tomuto stylu odkryvani mtze aplikace byt vybornym nastrojem pro proces uéeni jak na
zakladnich, tak i stfednich Skolach. Kroky, které bude zak ovladat miize zvladnout sam, oblasti,
které plné€ neovlada mize na druhou stranu prozkoumat v aplikaci do nejmensich detailt. Dalsi
velkou vyhodou aplikace je ta, Ze dany piiklad neni nutné zadavat ruéné, nybrz je mozné ho
piimo naskenovat pomoci fotoaparatu. Toto feSeni zaddvani do aplikace umozni velkou
¢asovou usporu oproti klasickému zadavani, na které mizeme byt zvykli z aplikaci jako je

napiiklad Wolframcloud.

Ve svété mobilnich aplikaci je dnes spoustu moznosti, které slouzi k feSeni matematickych
problémi. Z tohoto divodu si v prvni kapitole této prace predstavime nékolik populdrnich
aplikaci. Shrneme si jejich dostupnost, cenu, pole zaméteni a jejich vyhody a nevyhody. Diky
tomu si udélame obrazek o situaci na trhu s aplikacemi. Tento souhrn a popis aplikaci vzniknul

na zaklad¢ uZivatelské zkuSenosti autora prace.

Tteti, ne vSak méné¢ dulezitou kapitolou této prace bude obecny popis jednotlivych druhii
funkci. Cilem této kapitoly bude stru¢né popsat specifika jednotlivych funkei tak, abychom
mohli v dalsi casti prace tyto teoretické znalosti uplatnit pifi vySetfovani jejich pribéhu.
Dodavame zde vsak, ze téma funkce je rozsahlé a dala by se ném postavit samostatna prace,
pouzitymi zdroji v§ak miizeme najit odkazy a citace, které se touto problematikou zabyvaji vice
do hloubky. Ministerstvo §kolstvi ur¢ilo ramcovy vzdélavaci program 2021 tak, ze se zakladni

Skoly zaméfuji spise na jednodussi praci s funkcemi a nezkoumayji cely jejich prubéh. Z tohoto



divodu se nase prace se zabyva zejména funkcemi na trovni stiednich Skol. Zakladnim
kamenem této teoretické Casti prace proto byla ucebnice: ,Matematika pro gymnazia —

Funkce*.

V praktické Casti této prace se budeme zabyvat vySetfovanim pribéhu funkce. Pro kazdy typ
funkce si predvedeme jeden vzorovy priklad, ktery vyfesime nejdiive bez, a nasledné s pomoci
aplikace Photomath. Cilem praktické asti je demonstrovat Casovou usporu a piesnost aplikace,
oproti ru¢nim vypoctim. Pro lepsi pfedstavu o tom, jak prostfedi aplikace vypada, tato
bakalarska prace obsahuje snimky obrazovky potizené pii pouzivani aplikace. Na uplny konec
kazdého z ptikladii pfilozime i snimek obrazovky samotného grafu funkce. VSechny vyse

zminéné snimky byli pofizeny pfimo autorem pfi prace s aplikaci.

Hlavnim cilem této prace je ukazat novou moznost vypocti piikladii za pomoci chytrého
zafizeni. Za dil¢i cile povazujeme shrnuti tématu funkce, vyjmenovani a popis jejich vlastnosti,
vytvoreni kratkého piehledu jednotlivych typu funkce, a nakonec vyuziti téchto poznatkt pti
praktickém vySetfovani prubéhu funkei.

Poslednim bodem této bakalarské prace bude zavér kde se pokusime shrnout prubé¢h prace,

zhodnotime, jak prace postupovala, uvedeme ptipadné komplikace a podivame se, jestli byly

cile prace naplnény. Budeme také fesit otazku uzitecnosti proti moznému zneuzivani aplikace

pii vyuce.



2 Seznameni s mobilnimi aplikacemi

V prvni kapitole této prace se seznamime s mobilnimi aplikacemi, které jsou urceny k feSeni
matematickych problémi, zejména pak téch, jez se tykaji studia na zékladnich a stfednich
Skolach. Cilem této ¢asti prace bude vytvofit prehled o moznych alternativach k aplikaci
Photomath, na kterou se budeme v na$i praci zamé¢fovat. Podivame se na nejpouzivané;si
mobilni aplikace dostupné jak pies platformu Obchod Play (aplikace spole¢nosti Google), tak
i pres konkurenc¢ni platformu App Store (aplikace spole¢nosti Apple)

V této Casti praci se budeme zamétovat na riizné mobilni aplikace, které piimo slouzi k vypoctu
matematickych problém, nikoliv procvicovani matematiky. Pfedstavime si n¢kolik rtiznych

aplikaci, shrneme si jejich vyhody a nevyhody a pokusime se jejich vyuziti zatadit do praxe.
2.1 Wolfram Cloud

Cena aplikace: zdarma ke stazeni pies Obchod Play nebo App Store
Uzivatelsky jazyk: anglictina

Vyhody: Aplikace zvlada i vypoCty na trovni vysoké skoly. Dale pak funguje na bazi ukladani
do cloudu, coz umoziuje velmi jednodusSe pracovat z mobilu na dokumentu, ktery byl zaloZzen
a upravovan na pocitaci. Aplikace sama nabizi moZnosti dal$iho postupu, naptiklad vykresleni
grafli, spocteni determinantu nebo ndm aplikace nabidne dal$i mozné vypocty. Soubory je
mozno sdilet pomoci linku, poptipad¢ p aplikace obsahuje napovédu, kde je vysvétleno, co
jednotlivé ptikazy délaji

ptikazy které bychom chtéli udélat, je potieba jistd znalost matematické anglictiny a doslovné
prikazy; pro zobrazeni starSich soubort je potieba platit si predplatné

Praktické vyuziti: Aplikaci Ize vyuzit predevsim ke studiu vysoké skoly nebo pfi denni praci

vvvvvv

Shrnuti: Tato aplikace ma velky potencial, ale k jeho plnému vyuziti je potieba hlubsi
pochopeni této aplikace a jejich jednotlivych piikazi. Prekazkou miize byt i nedostateCna
znalost anglického jazyka. Nicméné po prekonani téchto piekazek muize byt aplikace velice
uzite¢na pro vSechny, ktefi potiebuji fesit slozité matematické problémy. Po shrnuti vSech
proménnych usuzujeme, ze tato aplikace neni velmi vhodna pro studenty zakladnich a stfednich

skol.



2.2 Microsoft Math Solver

Cena aplikace: zdarma ke stazeni pies Obchod Play nebo App Store

Uzivatelsky jazyk: Aplikace ma na vybér celkem tficet sedm riznych jazykl vcetné ¢eského

jazyka nebo naptiklad anglictiny.

Vyhody: Aplikace pii prvnim otevieni nabizi Sirokou Skalu raznych jazykt. Pouzivani je velice
intuitivni a pomoci aplikace je mozné vyftesit spoust druhti ptiklada, naptiklad logaritmy,
goniometrické funkce, derivace a integraly. Piiklady je mozno feSit tfemi zpUsoby. Prvni
zpusobem je naskenovani matematického problému pies fotoaparat zafizeni. Aplikace umi
pfevést psané pismo do digitalni podoby. V ptipad¢ potieby lze tuto podobu upravit ru¢nim
zadavanim a dopisovanim do rovnice piimo v zafizeni, poptipadé¢ mizeme cely ptiklad napsat
rovnou do zatizeni. Poslednim zplisobem zaddvani je kombinace obou ptfedchozich metod,
ktera spociva v psani prstem, poptipad¢ stylusem piimo na chytré zatizeni. Aplikace také nabizi

moznost procvicovat si ptiklady které byli dfive do aplikace vlozeny.

Nevyhody: Aplikace miize byt zdky na Skolach zneuZzivana k psani domacich ukol misto jejich
pouhé kontroly. Diky rychlosti a flexibilité této aplikace se zde nabizi otdzka: ,,Pro¢ se ucit

slozité postupy které ndm béhem chvile umi chytré zatizeni nabidnout?*.

Praktické vyuziti: Tato aplikace mize slouZit jako pomocny néstroj pti domacim samostudiu.
Dale pak k teSeni ptikladii na zdkladnich a stfednich Skolach rychle a efektivn€ diky moznosti

naskenovani celého piikladi misto ruéniho zadavani kazdé hodnoty do klasické kalkulacky.

Shrnuti: Pfi zkoumani aplikace Microsoft Math Solver jsme narazili na velmi pozitivnich
vlastnosti aplikace. Je vyborné zpracovand, umi spocitat vSechny bézné piiklady na trovni
zakladni a stfedni Skoly a zobrazuje feSeni v krocich. Jako velikou pfednost této aplikace
musime oznacit moznost ptimého vyfoceni ptikladu. Tato moznost vyrazné€ snizuje ¢asovou
naroc¢nost pii feSeni piiklada a tim padem miize pti vyuce zbyt vice Casu naptiklad na praktické

vyuziti konkrétnich ptikladl, namisto zdlouhavych vypocti.



2.3 Photomath

Cena aplikace: zdarma ke stazeni pies Obchod Play nebo App Store

Uzivatelsky jazyk: Aplikaci je mozno vyuZzivat v celkem tficeti dvou riiznych jazycich vcetné

¢eského jazyka nebo napftiklad anglictiny.

Vyhody: Pouzivani aplikace je velmi jednoduché, navic lze v aplikaci nalézt i kratka videa,
ktera vysvétluji, jak danou aplikaci pouzivat. Aplikace dokéaze feSit velké mnozstvi
matematickych problémti jako napf. rovnice, pfirozeny i dekadicky logaritmus, limity, integraly
¢i derivace. Zadavat matematické problémy do aplikace 1ze dvéma zptisoby. Prvni zpiisob je
pomoci funkce fotoaparat, kdy lze matematicky problém naskenovat a prevést do digitalni
podoby ptfimo z ptimo z psané formy. Druhou moznosti je funkce kalkulacka, kdy ptiklad je
zadavan rucné. V obou pfipadech aplikace poskytne podrobny postup feSeni, vcetné
vysvétlivek, je tak snazsi pochopit princip danych matematickych vypocta. Aplikace uklada jiz

jednou pocitané piiklady do paméti a je moZznost si je znovu procvicovat.

Nevyhody: Aplikace velmi usnadituje pocitani a na Skoldch mezi studenty ¢i zZaky muze tedy
dochazet ke zneuzivani aplikace. Vzhledem ke skutecnosti, ze aplikace poskytuje postup feSeni
krok po kroku, je snazsi dany ptiklad napsat do aplikace, coz je velmi rychlé a nez vyvinout
vlastni Usili k vypocitani ptikladi.

Praktické vyuziti: Pokud chceme lépe pochopit danou latku, je aplikace urcité¢ vyborny
pomocnik vzhledem k poskytovanym podrobné vysvétlenym krokiim vypoctu. Pro svou

rychlost vypocitani ptikladu miize aplikace usnadnovat praci v hodindch matematiky.

Shrnuti: Photomath je vyborné zpracovana aplikace, jejiZ pomoci lze spocitat vSechny typy
obvyklych piikladil, se kterymi se miizeme na trovni zakladni a stfedni $koly setkat. ReSeni si
muzeme prohlédnout v jednotlivych krocich podrobné vysvétlenych, proto pokud si nejsme
jisti néjakym krokem uprav, snadno si lze zjistit, jak nasledné postupovat nebo pokud nevime,

kde dochazi k chybé v nasem vypoctu, aplikace ndm to objasni.
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2.4 Maple Calculator: Math Solver

Cena aplikace: zdarma ke stazeni pies Obchod Play, Premium verze 109 k¢ za mésic

Uzivatelsky jazyk: Aplikace je dostupna v deseti jazycich, napiiklad v anglickém jazyce.

V ceském jazyce dostupna neni.

Vyhody: Pomoci aplikace mizeme vyiesit velké mnozstvi matematickych problémt jako napf.
rovnice nebo napiiklad integraly ¢i derivace, ale aplikace vyc¢niva 1 skvélym provedenim
grafickych zobrazeni rovnic. Grafy lze pfiblizovat a oddalovat pro vytvoreni idedlni meéftitka,
k dispozici jsou i pruseciky s osou x a osou y a dalsi informace. Maple Caculator: Math Solver
také disponuje dvéma zpisoby zadavani ptikladi do aplikace, jak tomu bylo u jinych aplikaci.
Prvnim zptisobem je pomoci funkce fotoaparat pro piepis ptikladt do digitalni podoby pomoci

snimani psanych zadani kamerou a druhym zptisobem je ru¢ni piepis.

Nevyhody: Aplikace neni dostupna v ¢eském jazyce, proto pro uzivatele, ktefi nejsou zb&hli
V jednom z nabizenych cizich jazykd, neni nejvhodnéjsi volbou. Vkladani naptiklad mocnin
nebo vyssich odmocnin neni tak jednoduché jako u jinych aplikaci. Navic po vloZeni jednoho
znaku do exponentu se kurzor vrati do normalniho fadku, proto pokud bychom do néj chtéli
vlozit né¢jaky vyraz, musime pokazdé zmacknout umocnovaci znak a byl velmi obezietni pri
nasem zadavani. Nicméné je aplikace stale uZite€na, proto se velmi €asto milZe stat nastrojem
pouzity k podvadéni pii vypoctech ve Skole ¢i pii domacich ulohéch. Aplikace vypoctené
priklady neukladd do historie, neni moZznost se k nim pozd¢ji vratit bez opétovného zadani.
V bezplatné dostupné verzi si lze prohlidnout feSeni krok po kroku jen 2x a pak je tato funkce

na 24 hodin nedostupna.

Praktické vyuziti: Aplikace je vyuZitelnd k vypoctu zadanych ptikladd, se kterymi si napiiklad
nevime rady nebo chceme problematiku dané latky Iépe prozkoumat. Lze ji vyuzit ve Skole

nebo pii domacim samostudiu pro vypocet fadu matematickych problematik.

Shrnuti: Maple Calculator: Math Solver je vhodny pro uzivatele, ktefi rozuméji anglickému
jazyku, popfipadé se orientuji v jiném jazyce z nabidky. Jednotlivé kroky jsou v aplikaci
vysvétlené nejen slovné ale 1 pfimo matematickymi ipravami, princip vypoctu se z nich da
v ramci zékladoskolského i sttedoSkolského studia matematiky. Ale pro pouzivani je vhodngjsi
placend verze kvili velmi uzitecnym funkcim, které u bezplatné verze k dispozici viibec nejsou

nebo jsou omezeny poctem pouziti za den.
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3 Téma funkce v u€ebnicich pro stiedni Skoly

,»Funkce na mnoziné A C R je piedpis y = f(x), ktery kazdému ¢islu z mnoziny A pfifazuje

pravé jedno realné ¢islo. Mnozina A se nazyva defini¢ni obor funkce.* [1]

3.1 Vlastnosti funkci

3.1.1 Defini¢ni obor

Defini¢ni obor Dy (popfipadé D(x)) je mnozina, zahrnujici piipustné hodnoty ¢isla X, kterych
muze dosédhnout, aby platil vztah y = f(x). Jeho rozsah upravujeme vzdy podle dané funkce a
jejich podminek, jenz musi spliiovat. Mezi nejcastejsi podminky a omezeni defini¢éniho oboru
patii suda odmocnina, logaritmus, zlomek a neznamé hodnoty X v argumentu goniometrickych
funkei. V ptipadé¢ sudé odmocniny je nutné, aby byl vyraz pod odmocninou nezéporny (vetsi ¢i
roven nule), obdobné u logaritmu musi byt argument kladny (vét§i nez nula). Proto je nutné
cely vyraz pod sudou odmocninou postavit znaménku vétsi nebo rovno nule, pro logaritmus
pak pouze vétsi nez nula, a vyfesit rovnici platnosti. Podle vysledku se poté omezi defini¢ni
obor vytazenim takovych X, které jsme vytadili vyfeSenim této rovnice. Obecné plati, Ze nelze
délit nulou. Nachazi-li se nezndma ve jmenovateli, nesmi se cely jmenovatel rovnat nule.
Z defini¢niho oboru bude vyfazena takova hodnota X, pro kterou se cely vyraz rovna nule.
Podminky pro definiéni obor goniometrickych funkci si vysvétlime pozdéji v ptisluSné

kapitole. [1], [2]
3.1.2 Monoténnost funkce, prosta funkce

To, zda nam funkce béhem svého prubéhu roste nebo klesa, nazyvame monotonnost funkce.
Monoténnost funkce je vlastnost vyjadiujici, zda je dané funkce rostouci, klesajici, nerostouci,
neklesajici nebo konstantni béhem urcitych intervald. Pti pohledu na graf je evidentni, jaky je
jeji pribéh, obcas to ale mize byt ziejmé uz pii pohledu na samotny piedpis funkce. Jednim
ptikladem mohou byt linearni funkce, kdy miZeme poznat monotonnost podle znaménka
smérnice piimky. Definice jednotlivych stavli monotdénnosti funkce vypadaji nasledovné.
Mame-li funkci f(x) a libovolné body x1 a x2, pro které plati x1,x2 € Df, poté lze o funkci
fici, ze:

e funkce f je rostouci, pokud pro libovolné hodnoty x; a x, plati, ze pokud x; < x,, pak

musi platit f (x;) < f(x,),
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o funkce fje klesajici, pokud pro libovolné hodnoty x; a x, plati, ze pokud x; < x,,
pak musi platit f(x;) > f(x3),

e funkce f je neklesajici, pokud x; < x,, pak musi platit f(x;) < f(x;),

e funkce fje nerostouci, pokud plati x; < x,, pak musi pro jejich funkéni hodnoty
platit f(x1) = f(xz),

e funkce f je konstantni, pokud je oborem hodnot jednobodova mnozina neboli pokud pro

jakékoliv dva x; a x, plati, ze f(x;) = f(x,).

Definice pro neklesajici a nerostouci nelisi o tolik oproti rostouci a klesajici funkci. Rozdil je

V tom, Ze nerostouci a neklesajici po€itaji i s moznym kone¢nym konstantnim intervalem.

Z definice funkce vime, Ze kazdému X je z pfedpisu piifazeno pravé jedno realné Cislo. Proto
pokud by byla vedena pfimka rovnobézna s osou x a funkce byla prostd, protnula by graf funkce
pravé jednou. Definice prosté funkce potom zni, Ze funkce je prosta, pokud pro libovolné
hodnoty x; ax, (x;,x; € Df) plati, Ze x; # x,, pak to stejné plati i pro jejich funkcni
hodnoty, tedy f(x;) # f(x3). [1], [3]

3.1.3 Asymptoty funkce

Asymptota je pfimka, ke které se graf funkce limitné ptiblizuje, ale nikdy ji neprotne. Neni totiz
na jejim prabéhu definovan. Cim vice piiblizujeme k hodnoté +oo, at’ uZ je to po 0se X nebo po
ose Y, vzdalenost mezi grafem a touto pfimkou se zmensuje. RozliSujeme asymptoty se smérnici
a bez smérnice. Asymptoty bez smérnice jsou rovnobézné s 0S0U Yy, nachazeji se v nevlastnim
bodé¢ (bod¢ nespojitosti, bod vytfazeny z definicniho oboru) a jeji obecny piedpis je x =
c,kdec € R. A vtomto bod¢ se nachazi asymptota pravé tehdy, existuje-li v daném bod¢
alespoil jedna jednostranna limita. Jeji vypocet (ovéfeni, ze v daném bodé¢ je skutecné limita)

poté vypada nasledovné. Limitu funkce
lim (f (x))

bude potieba rozdélit na ¢ast, kdy se budeme k ¢&islu dva blizit zprava (zna¢ime x — c*) a poté

zleva (znaime x — c7).
Jm, (f 0)
Jim (£ G)

Aby mohla byti v daném misté byti asymptota, vysledek limity musi byti byt roven Foo.
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Asymptoty se smérnici maji pfedpis y = k - x — q. Aby mohla mit funkce limitu se smérnici,
musi mit op&t body nespojitosti a sméfovat k hodnotam oo, respektive alespon k jedné z téchto

hodnot. Koeficienty k, q € R se poté vypocitaji pomoci limit, jez maji tvar:

. (f (x)>
lim
Xx—+too X

e pro smérnici k:

e apro koeficient g
lim (f (x) —k-x). [4]
x—+oo
3.1.4 Omezenost funkce, minimum a maximum funkce

Pro omezenost funkce plati nésledujici. Mohou byt zcela omezené, to znamend, Ze jsou
omezené 1 shora i zdola, dale pak mzou byt omezené pouze zdola nebo naopak pouze shora.
Funkce také mohou byt neomezené, tudiz pro né neplati zadna z definic. Rikame, Ze

funkce f(x) je:

e shora omezend, pokud existuje Cislo A z mnoziny realnych Cdisel takové, ze pro
vSechna X z Dy plati, z¢ A > f(x).
e zdola omezena, pokud existuje A € Rtakové, ze pro vSechnax € D plati,

se A < f(x).

Pro zcela omezené plati obé¢ zminéné definice soucasné. Uréovani omezenosti funkce z grafu
je velmi intuitivni. Obecné lze fici, Ze pokud miiZeme sestrojit néjakou pifimku rovnob&znou
s osou X, ktera se nachazi nad celym grafem funkce, je tato funkce shora omezena a pokud by

se tato pfimka nachdzela pod celym grafem funkce, jednalo by se o funkci zdola omezenou.

Pokud jsou funkce néjakym zptisobem omezené, mizeme nalézt v prib&hu defini¢niho oboru
extrémy. Extrémy jsou mySleny maxima a minima dané funkce. Funkce miiZe mit ve svém
prabéhu extrémy oba, poptipad¢ jen jeden, ale také nemusi mit ve svém prubéhu zadny. Mtize
se take stat, Ze se v pribchu funkce objevi par lokalnich extrémi, coz jsou extrémy pouze pro

urcity interval jejiho prubéhu. Z pohledu definice ma funkce fvbodé A € Df globdlni:

e maximum, pokud je v daném bod¢ nejvyssi funkéni hodnota, kterou miizeme ve funkci
najit. [Funkce f ma tedy v bodé A € D(f) globalni maximum, pokud plati, Ze pro
v8echna X patiici do D(f) plati f(x) < f(A),
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e minimum, pokud plati, Ze pro vSechna x € D(f) plati f(x) = f(A). Bod A ma tedy

nejmensi funkéni hodnotu, kterou lze ve funkci najit. [1], [3], [5]
3.1.5 Sudost a lichost funkce

O sudosti ¢i lichosti funkce rozhoduje jejich soumérnost. Sudé funkce jsou soumérné podle
pocatku a krasnym piikladem je funkce y = x2. Lich4 funkce je soumérna podle pocatku [0;0]
a predpis funkce, jejiz graf odpovidajici dané soumérnosti, je naptiklad y = x3. Né&které
funkce ale ¢asto nespliiuji ani podminku pro lichou funkci ani pro sudou funkeci. Sudost a lichost

funkce definujeme tak, ze funkei f(x) nazveme:

¢ sudou, pokud pro vSechna x z defini¢niho oboru Dy plati, ze f(—x) = f(x).

e lichou, pokud pro vSechna X z defini¢niho oboru Dy plati, ze f(—x) = —f(x).[1]
3.1.6 Konkavnost a konvexnost funkce

Konvexni a konkédvni vlastnost funkce popisuje jejich zakiivenost. Pro lepsi zapamatovani
zaktivenosti jednotlivych funkci, mizeme pouzit pismenko ,,V*a ,,A“ ze slov konvexni a

konkavni, kdy zakfivenost téchto pismen pfipomina zaktivenost funkce.

Konvexni funkce jsou obecné funkce, které na ur¢itém svém intervalu postupné zrychluji svij
rust ¢i pouze zpomaluji svij pokles, a jejich graf je tedy zaktiveny nahoru (do tvaru pismene
»U“). Rekneme, e funkce je ryze konvexni naintervalu I, pravé kdyZz pro libovolna
¢isla x4, x, a x5 € I plati nerovnost x; < x, < x3. Dal§im dulezitym faktorem je, ze bod uréen
soufadnicemi [x,; f(x;)]lezi pod piimkou, ktera prochazi body o soufadnicich
[x1; f(x)]a[x35 f(x3)]-

Pro konkavni funkce je charakteristické, Ze je graf zakiiven smérem doll (do tvaru
prevraceného pismene ,,U“) a plati, ze funkce f (x) se nazyva ryze konkavni v intervalu I,
praveé kdyz pro libovolna ¢isla x4, x, a x3 € I, kterd opét splituji nerovnost xq, < x, < x3, plati,
e bod [x,; f(x,)] lezi nad p¥imkou prochazejici body [x;; f(x;)] a [x3; f(x3)]. Casto grafy
pfechdzi mezi konkdvnim a konvexnim zakfivenim grafu, dobrym piikladem mohou byt

goniometrické funkce. Pfechod mezi konkavni a konvexni funkci se nazyva inflexni bod. [3]
3.1.7 Periodic¢nost

Periodické funkce jsou funkce, jejichz funkéni hodnoty se pravidelné opakuji. Opakuji se
s uréitou periodou p, ktera patii do mnoziny realnych &isel. Rekneme, Ze funkce je periodicka

praveé kdyz:
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e pro vSechna X z defini¢niho oboru Dy plati, Ze v defini¢nim oboru leZi i bod (x + p)

e ajestlize pro vSechna x € Dy plati f (x +p) = f (x).

Prikladem periodickych funkci jsou funkce goniometrické. Funkce y = sinx ay = cosx jsou
periodické funkce, jejichz perioda p je rovna 2z Dal$imi zakladnimi goniometrickymi

funkcemi jsou y = tan x ay = cotgx, jejich perioda je rovna pouze =. [6]
3.1.8 Absolutni hodnota

Absolutni hodnota z ¢isla je vzdy Cislo nezaporné. To znamena, Ze vysledek je vétsi, popiipadé
roven nule. Absolutni hodnota z ¢isla kladného, je hodnota daného ¢isla. OvSem absolutni
hodnota ze zaporného ¢isla bude hodnota ¢isla opa¢ného. Co se tyce grafického vyjadieni,
zapornou cast grafu funkce pteklopi podle osy x do kladného intervalu. To znamena, ze interval
oboru hodnot je tedy omezen na Hy = (0;0). Funkce s absolutni hodnotou nikdy nejsou
prosté. Tim, Ze dochézi k ptevraceni kiivky podle osy x, miizeme proto sestrojit takovou piimku
rovnobéznou s osou x, kterd protne alesponl 2 body grafu funkce. Dalsi vySe zminéné vlastnosti

zavisi na jednotlivych typech funkci a také na posuti ose x ¢i ose y vici pocatku. [7]
3.2 Linearni funkce

Pod linearni funkci si lze predstavit kteroukoli funkci, jejiz piedpis je y = a-x + b, kde
koeficienty a a b patfi do mnoziny realnych c¢isel. Jejich grafickym vyjadienim je ptimka.
Koeficient a je zodpovédny za naklonéni pfimky vici ose x a zaroven uréuje monotonnost
funkce. Pokud je hodnota koeficientu zaporna, je dana funkce klesajici a naopak, pokud by byla
jeho hodnota kladna, dana funkce by byla rostouci. Pokud by byl koeficient a nulovy, nastal by
specialni pfipad, kdy y = b. To znamena, Ze dana funkce bude konstantni. Koeficient b tedy
znac¢i posunu grafu funkce po ose y vuci pocatku, pokud by byl koeficient nulovy, graf funkce
by prochézel po¢atkem. Co se tyce definicniho oboru, pokud neni urceno jinak, je vZzdy roven
celé mnoziné realnych cisel, stejné tomu je i u oboru hodnot. Pro kazdou linedrni funkci, kromé
funkce konstantni, plati, ze jsou prosté a v celém svém definiénim oboru spojité. Pokud nejsou
n¢jak omezeny ve vlastnim zadani, nemaji ani maximum ani minimum. Linearni funkce mohou
byt liché pouze v ptipad¢, ze piimka prochazi pocatkem, ma tedy nulovy koeficient b.
V Zadném jiné ptipadé¢ nemohou byt liché a zddna z linedrnich funkci bez absolutni hodnoty

nikdy nebude ani suda. [8]
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Obrazek 1: Graf linearni funkce s predpisem y = % x—1

Specialnim typem linearnich funkci jsou funkce s predpisem y = %, kde koeficienty a, b, c
ad € R, ale koeficient ¢ musi byt rizny od nuly a také musi platit, Ze a-d — b - ¢ # 0. Tento
typ funkce nazyvame linearni lomené funkce, z jejichz definiéniho oboru jsou vyfazeny
hodnoty, pro které je vyraz ve jmenovateli roven nule, tedy Dy = R\ {— %} Grafem funkce je

vzdy hyperbola, proto tyto funkce budou mit asymptoty se smérnici i bez smérnice. Obor
hodnot je zmenSen o funkéni hodnoty f(x), kterym odpovidaji takové X, pro ktera neni funkce
definovana. Hyperbola obecné je sice lichou funkci, ale dojde-li k posunu na ose x nebo ose y,

tato vlastnost prestava platit. [1], [8]
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Obrdazek 2: Graf linedrni lomené funkce s predpisem y = %
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3.3 Kvadraticka funkce

Kvadratické funkce jsou takové funkce, které maji prepis ve tvaru y = a-x? + b - x + c, kde
koeficienty b,c € Rakoeficienta€e R\ {0}, protoze jinak by dana funkce byla pouze linearni.
Grafem tohoto typu funkce je parabola. Defini¢ni obor funkce je vzdy roven celé mnoziné
redlnych ¢isel. Obor hodnot se 1181 ptiklad od ptikladu, ale pokud neni funkce omezena zadanim
jinak, jeden z koncovych bodi je vzdy +oo nebo -co. To zavisi na koeficientu a. Obdobné jako
u linearnich funkci, koeficient a urcuje smér otoceni paraboly, otevienost ¢i zavieni paraboly.
Pokud by koeficient b byl nulovy, znamena to, Ze nedochazi k posunu na ose x a dana funkce
je suda. Koeficient ¢ poté ovlivituje posun funkce na ose y. Tim, ze se jedna o funkci sudou,
nikdy nemiize dojit k tomu, aby danéd funkce byla prostd. At sestrojime jakoukoli pfimku
rovnobéznou s osou x, vzdy nam protne dva body paraboly. Parabola je kiivka ve tvaru ,,U*,
proto bude funkce v kazdém piipadé v jednom intervalu klesajici a v druhém rostouci, poradi
zavisi na koeficientu a. Na jeho hodnoté také zavisi, zda bude mit dana funkce minimum nebo
maximum, tedy omezenost funkce. Kvadratické funkce Ize také zapsat v alternativnim tvaru
y = (x —p) - (x — q). Tento tvar je uzite¢ny pro snadnéjsi ur¢ovana nulovych bodu. Jinak se

Kk tomu pouziva kvadraticka funkce, jez ma tvar:

—b + Vb2 — 4ac
2a

X12 =
Vrchol paraboly byva ¢asto maximem nebo minimem funkce. D4 se tedy vypocitat pomoci

prvni derivace, poptipad€ jednodussiho zplisobu, kdy jeho soufadnice jsou V [— % (= %)].

Kvadraticka funkce nema asymptoty ani bez smérnice ani se smérnici. [1], [9]
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3.4 Mocninna funkce

Mocninné funkce maji piedpis ve tvaru y = x™. Exponent n ovliviiuje vlastnosti funkci.
RozliSujeme mocninné funkce s pfirozenym exponentem a mocninné funkce se zapornym
celym exponentem. V obou ptipadech se vlastnosti lisi jesté podle toho, zda je n sudé nebo liché
¢islo. Specialnim piipadem téchto funkci je kdy se n = 1 an = 2. V piipad¢, ze by se n = 1,
jednalo by se o linearni funkci y = x a pokud by se n = 2, jednalo by se o zakladni
kvadratickou funkci. [1], [5]

Vlastnosti mocninnych funkci, jez maji exponent kladny a lichy jsou takové, Ze defini¢ni obor
a obor hodnot je roven mnoziné€ redlnych c¢isel. Jedna se o liché funkce, které jsou soumérné
podle poc¢atku. Pokud neni zaddnim urceno jinak, nejsou nijak omezené, maximum a minimum
u nich nenajdeme a jsou rostouci v celém prubéhu. Pokud by bylo n sudé a kladné, vlastnosti
se trochu lisi. Napiiklad v oboru hodnot, kdy zde nabyva pouze hodnot (0, + o). Rozsah
definiéniho oboru zdstava stejny. Jak je mozno posoudit z oboru hodnot, funkce je zdola
omezena a jeji minimum Ize nalézt v bodé [0;0]. Protoze je v bod¢ [0;0] minimum funkce,
vypliva ztoho, Ze v intervalu (—oo; 0) je funkce klesajici, zatimco v intervalu (0, + o) je
funkce rostouci. Tato tvrzeni plati pro obecny piedpis y = x™, pokud by doslo k posunu,

vlastnosti funkce by se lisili. [1], [5]

Pro mocninné funkce se zapornym celym exponentem lze zavést tvar y = xt, kdete Zat<O0.
Pokud t je liché celé ¢islo, jeho grafem je hyperbola soumérna podle pocatku. Je tedy lichou
funkei, kterd je také v celém svém pribéhu klesajici. Neni omezenda ani shora ani zdola, ale
v bodé [0; 0] neni funkce definovana, tento bod je tedy vyfazen jak z definiéniho oboru, tak
z oboru hodnot. V ptipadé, Ze t je sudé ¢islo, jsou grafem dvé kiivky nepiimé soumérnosti v |.
a II. kvadrantu soumérné podle osy y, jedna se tedy o sudou funkci. Z defini¢niho oboru byl
opét vyfazen bod 0 a obor hodnot je roven intervalu (0, + o). Funkce tedy shora omezena neni,
ze spodu ano, ale z divodu nedefinované hodnoty v bodé¢ y = 0 nema funkce minimum.
Protoze funkce nema priisecik ani s osou x ani osou y, ale limitn¢ se k nim blizi, mizeme fici,

zZe tyto osy jsou asymptotami dané funkce. [1], [5]
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Obrdazek 5: Graf funkce s prredpisem y = x*
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Obrazek 7: Graf funkce s predpisem y = x™*

3.5 Exponencialni funkce
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Obrazek 6: Graf funkce s predpisem y = x>
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Obrdazek 8: Graf funkce s predpisem y = x>

Exponencialni funkce ma podobny piedpis jako funkce mocninna. Jeji predpis ale neni y = x¢,

nybrz y = a*. Podle velikosti zakladu a rozliSujeme exponencialni funkce na dva typy. Pokud

alezivintervalu 0 < a < 1, je dana funkce klesajici a pokud je hodnota a > 1, je dana funkce

rostouci. Spole¢né vlastnosti obou typl exponencidlnich funkeci je jejich definini obor, ktery

je roven opét mnoziné redlnych ¢isel. Obor hodnot je také stejny a je roven kladnym redlnym

¢islim bez nuly. Ktivky exponencialnich funkci se potkavaji v bod¢ [0; 1]. Jsou zdola omezené,

ale podobné jako mocninné funkce nejsou definovany v bodé¢ x = 0, nemaji tedy Zzadné

minimum a ani maximum. Nicmén¢ se ale ob¢ funkce limitné blizi k ose X, ktera je tedy

asymptotou dané funkce. [1], [5]
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X
Obrazek 9: Graf funkce s predpisem y = 2* Obrazek 10: Graf funkce s predpisem y = (%)
3.6 Logaritmicka funkce

Logaritmickd funkce jsou inverznimi funkcemi k funkcim exponencidlnim. Pfevod mezi
danymi funkcemi je, Ze je-li exponencialni funkce je vyjadfena rovnici a¥ = x, pak jeji
logaritmicka verze a ptedpis logaritmickych funkci je y = log, x. Zaklad a opét musi byt vétsi
nez nula a rizny od jednicky a obdobné¢ jako to bylo exponencidlnich funkci, tak se rozlisuje,
zda je funkce klesajici nebo rostouci. Rostouci je funkce, pokud je zaklad a vétsi nez jedna a
pokud je jeho hodnota v intervalu (0; 1) je funkce klesajici. Graf obou kiivek prochazi bodem
[1;0] a graf se nazyva logaritmicka kiivka. Defini¢cnim oborem logaritmickych funkci je
interval (0,4 o) a oborem hodnot muZze byt kterakoliv hodnota z intervalu (—oo, + o).
Logaritmické funkce nejsou ani liché a ani sudé, dokonce ani nejsou nijak omezené, tudiz
nemaji zadné minimum ani maximum. [1], [5], [10]
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Obrazek 11: Graf funkce s predpisem logyo x Obrazek 12: Graf funkce s prredpisem logg s x
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3.7 Goniometrické funkce

Goniometrické funkce jsou obecné znamy jako periodické funkce a jako konkrétni funkce
zname piedev§im funkce s pfedpisem y=sinx, y =cosx,y =tgxay = cotgx. Funkce

tangens a cotangens muzeme také definovat pomoci sinu a cosinu. Vyjadieni funkce tangens je

sin x
tgx =
& COS X
a funkce cotangens
cos x
cotgx = ———
sinx

Z toho také vyplyva, ze vztah mezi tangens a cotangens je, ze jedna funkce je pfevracenou
hodnotou druhé funkce. To vypliva i z trojuhelnikové teorie popisu funkci pomoci pfepony a
odvésen. Defini¢énimi obory funkci sinu a cosinu jsou vSechna realna ¢isla a oborem hodnot je
interval (—1; 1), jsou tedy shora i zdola omezené a maji maximum i minimum. Funkce sinus
zaCina v pocatku, ptes ktery je soumérna, je to tedy lichd funkce. Naopak tomu funkce cosinus
zaCina v bod¢, kde y = 1, je proto soumérnd pies osu y, jedna se o sudou funkei. Perioda téchto
funkci je 2m. Jejich kiivky vyjadiujici prubéh funkce nazyvame sinusoida a cosinusoida.
S funkcemi tangens a cotangens to neni tak jednoduché. Z definice funkce tangens vypliva, ze

musi byt z defini¢niho oboru vyfazeny vSechny hodnoty X, pro které je vyraz cosx = 0.

Vyrazy, kdy je ve jmenovateli nula, nejsou definovany. K tomu dochazi v bodech g a ve vSech
k-nasobcich periody n. Defini¢ni obor je tedy Dy = R \ {% + k- n},kde k € Z. Funkce neni
omezena ani zdola ani shora, obor hodnot je roven intervalu (—oo, + o).

Pro funkci cotangens je to podobné, pouze musime vyfadit hodnoty, pro které je nule roven
vyraz y = sin x, coz nastava pro vSechny celé nasobky periody n. Defini¢ni obor funkce je tedy
D¢ = R \ {k - m},kde k € Z. Obor hodnot je stejny jako u funkce tangens. Kfivky vyjadiujici
prubéh funkce jsou oznacovany jako tangentoida a cotangentoida.

Funkce maji body nespojitosti a limitné se k témto bodim ptiblizuji, jsou v daném bodé

asymptoty bez smérnice. [1], [5], [11], [12]
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Obrazek 13: Graf funkce y = sin x (Lachmanovd, 2019)

Obrazek 15: Graf funkce y = tg x (Lachmanovd, 2019)
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Obrazek 16: Graf funkce y = cotg x (Lachmanova, 2019)

3.8 Cyklometricka funkce

Na zakladnich ani stfednich Skolach se tento typ funkci nevyucuje. Z tohoto diivodu v dané

nebudeme. Nasledujici kratky Gvod je zde pouze pro zajimavost a neni pro tuto zasadni.

Cyklometrické funkce jsou inverzni funkce k funkcim goniometrickym, konkrétné jsou danymi
funkcemi arkus sinus, arkus cosinus, arkus tangens a arkus cotangens. Funkéni piedpisy,
defini¢ni obory a obory hodnot se li§i podle typu cyklometrické funkce. Funkce inverzni

k funkci y = sin x je y = arcsin x. Defini¢nim oborem dané funkce je interval (—1; 1), oborem
hodnot je pak interval <—§ §> Obdobné funkce y = arccos x je inverzni funkei k funkci s

predpisem y = cos x Jeji defini¢ni obor je také interval (—1; 1), oborem hodnot pak (0; m).
Funkce s predpisem y = tgx ma inverzni funkci y = arctgx S definicnim oborem celych
pfirozenych &isel a oborem hodnot v intervalu (— g g) V bodech ‘% a g jsou asymptoty, ke
kterym se funkce limitné blizi. Funkce y = arccotg x je inverzni funkci k funkci y = cotg x.

Jeji defini¢ni obor je roven mnozing realnych c¢isel R, oborem hodnot je pak interval (0, r).

V bodech 0 a & jsou asymptoty, ke které se limitné blizi. [11]
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Obrazek 17: Graf funkce y = arcsin x (Lachmanovda, 2019)

y=igx

Obrazek 19: Graf funkce y = arctg x (Lachmanova, 2019)

Obrazek 18: Graf funkce y = arccos x (Lachmanova, 2019)
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Obrazek 20: Graf funkce y = arccotg x (Lachmanovd, 2019)
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4 Vypracovani ukazkovych prikladi bez a nasledné s podporou

aplikace Photomath

Cilem této Casti prace je predvést vypocetni schopnosti aplikace Photomath pii vySetfovani
prubéhu funkci. Tato aplikace mize na zakladnich a zejména stfednich $kolach slouzit jako
ucebni nastroj nejen pro kontrolu vysledkd. Nalezneme zde vzorové piiklady na rizné typy
funkce, abychom ziskali pfedstavu o tom, co vSe pocitaime pii vySetiovani funkce. Nasledné si
pak ukazeme, jestli je aplikace Photomath schopna obdobného vypoctu, zkontrolujeme si
pfesnost nasich vypocti a nasledné piilozime snimek obrazovky, na kterém bude graf funkce
vykresleny aplikaci Photomath. Prvni pfiklad bude obsahovat vice snimkt a dikladné&jsi popis
aplikace a jejich jednotlivych krokl. V dalSich piikladech poté budeme kroky, které jsme
predstavili jiz diive preskakovat, pfiddme piipadné jen nové poznatky, a nakonec opét ptilozime

graf funkce, ktery vlozime do prace jako snimek obrazovky aplikace Photomath.
Ve vsech ptikladech je nasim zaddnim vysSetfit prabeh funkce.

4.1 Linearni funkce

Priklad ¢.1

_ S5x—2
Y= 2—x

Mame zadanou linearn¢ lomenou funkci. [13] Linearn¢ lomené funkce pozname tak, ze
obsahuji neznamou ve jmenovateli. Nasim prvnim krokem bude uréeni defini¢niho oboru. Zde
uplatitujeme pouze podminku, kdy nesmime dé€lit nulou. Z tohoto divodu je nutné vytadit
z defini¢niho oboru takové x, kdy by se vyraz ve jmenovateli (2 — x) rovnal nule. Tuto

nerovnici zapiSeme a provedeme potiebny vypocet:
2—x+0
—X *+ —2
X+ 2
Z vypoctu vypliva, ze definiéni obor zadané funkce je Dy = R\ {2}. Druha dilezita Cast

postupu bude naleznout prisecik s osou X, ktery je casto oznacovan jako nulovy bod funkce.

Zjistime ho tak, ze v piivodni rovnici dosadime za y nulu. Dostavame tak rovnici ve tvaru:

5x —2

—1=0
2—Xx
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Nyni si tuto rovnici upravime. Za¢neme tim, ze se zbavime zlomku, ¢ehoz nejjednoduse;ji
dosahneme tim, Zze celou rovnici vynasobime vyrazem ve jmenovateli (2 — x). Upravime
znaménka, kde je to potieba, ¢isla pfehodime na jednu stranu a nezndmé na druhou a dokoncime
vyjadfeni X.

5—-2—-1(2-x)=0

5 —2—-24+x=0

Prtsecik s osou x se tedy nachazi v bod¢ P [ g; 0].
Obdobné¢ se poté zjistuje i prusecik s osou y, kdy se nula dosadi za nezndmou X a zjistujeme
funk¢éni hodnotu v tomto bodé (y = f(0)).

5:0—-2

1=
2-0 Y

— 1=
2 y

-1-1=y
2=y

Prisecik s osou y se nachazi v bodé¢ P, [0; —2]. Dale podle teorie o vlastnostech funkci budeme

zjistovat sudost, poptipad¢ lichost funkce. Abychom zjistili, zda je funkce licha nebo suda,

musime za x dosadit -x.

5(—x)—2 1= —5x—2

D=5 7T 2ex

Jak vidno, f(—x) se nerovna ani f(x) aani - f(x), tato funkce proto neni ani suda ani licha.

ProtoZe v bod¢ x = 2 neni funkce definovand, podle teorie tudiz miizeme predpokladat, Ze ma

funkce v daném bod¢ asymptotu. Toto tvrzeni oveéfime vypoctem limity pro dany bod:

5x —2 5x—-2—-2+x _ 6x — 4
lim( —1)=lim< >=11m( )
x-2 \2—Xx x—2 2—x x>2 \2—Xx

. . 1 . 1
=}C1£r% (6x—4)-£1£r% (2—x>_8 }Cl_rg (2—x>
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Protoze jsme nenasli limitu pro x = 2 . Z toho diivodu je nutné provést dalsi limity, kdy se

poprvé budeme k ¢islu dva bliZit zprava (zna¢ime x — 2%) a poté zleva (znatime x — 27).

lim (%x) =8:(—»)=—m

x-2+ \2

1
lim ( )=8-00=oo
x-2- \2 —X

Z vypo¢ti muzeme vidét, ze ma funkce v bodé x = 2 asymptotu bez smérnice, kdy se K ni

funkce zleva piiblizuje v minus nekone¢nu a zprava v plus nekone¢nu. Timto ziskavame
predstavu o tom, jak bude nase funkce vypadat.

Nyni se pokusime spocitat asymptotu se smérnici, jejiz tvar je y = kx + q , a koeficienty ka

si ted’ vypocitame:

k:
5x -2 1 6x — 4 " . A e 4
— - — x_ —_—
lim | 2=% = lim [ 2=X |= lim (—) lim ( >=_- o _
x>+00 x X—+00 x x—+00 \x/ x5+ \ 2 — x 0 E _1
(0 0]
=0-(—6)=0
q:
i <5x_2 1= k-x) = i (Sx_z 1) =1 (5x_2)+1' 1) =
x—1>ril:lOo 2—x X _x—lgloo 2 —x _x—1>r-|_poo 2 —x x_lgloo( )_
. 5—% ) 52 5-0 6
= lim —-1= -1l=—-1=-
x—too Z—l 1_1 0-1
x )

Pfi délenim nekone¢nem nezalezi na znaménku, protoze se v obou piipadech cely vyraz rovna

nule. Diky tomu si mizeme dovolit ve vypoctech dosazovat pouze .

Z vypoctl plyne, Ze dana funkce ma horizontalni asymptotu S pfedpisem y = —6, coz také

znamena, Ze obor hodnot Hr = R \ {—6}.

ProtoZe se jednd o funkci linearni lomenou, jejiz graf tvoii hyperbola, bude funkce prosta, pro
jakékoli x; < x, plati totiz f(x;) < f(x3). Toto tvrzeni plati bud’ na intervalu (—oo, 2) nebo

na intervalu (2, ).

Zda je funkce klesajici nebo rostouci, je zjistitelné z prvni derivace:
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Gx—=2)2-x)-6x-2)2-x)" 52-x)—(Gx—-2)(-1)

[l = 22 = @2
_10-5x—(-5x+2)' 8
B (2 —x)? C(2-x)?

Stacionarni body, body podezielé z extrému, jsou nulovymi body této prvni derivace. Aby byl
zlomek roven nule, musel by byt Citatel roven nule. Vzhledem k situaci, kdy je v ¢itateli ¢islo
osm, se tento zlomek nule rovnat nebude. Dana funkce proto nema Zadné minimum ani
maximum. K uréeni monotonnosti nam tedy poslouzi bod vyfazeny z defini¢niho oboru, tedy
¢islo dva. Pomoci dvojky rozdélime c¢iselnou osu na dva intervaly, (—o0,2) a (2; ). Pro
dvojku neni funkce definovana, proto neni zahrnuta ani do jednoho z intervald. Pokud dosadime
jakoukoli hodnotu z prvniho intervalu do prvni derivace, vzdycky nam vyjde kladny vysledek.
Naptiklad:

8 8 8 8

-2 -0 @2 4 °

Pokud vezmu jakoukoli hodnotu z druhého intervalu, také nam vzdycky vyjde kladny vysledek.

Naptiklad pokud bychom si zvolili ¢islo 4:

8 8 8 8
2-x02 @-492 (2?2 4

=2

Kladny vysledek nam o dané funkci fika, ze v obou intervalech jde o funkci rostouci. Pro
zjisténi, zda jde o funkci konkavni nebo konvexni, potfebujeme vypocitat druhou derivaci
funkce:

_@®'C-0*-8((2-0% 0-8x22-x)(-1) 16(2-x) 16
B ((2—x)%)2 B (2—x)2 S @2-0* 2-x)?

£

O inflexnich bodech vime, Ze jsou mistem pfechodu mezi konkavni a konvexni funkci. Zda ma
funkce inflexni body zjistime podle toho, zda ma druha derivace nulové body. Podobné jako u
prvni derivace, zde je v Citateli ¢islo 16, proto dana funkce nema inflexni bod. Vytazeny bod
dvé ndm pomiize se rozhodnout, jaka funkce je. Stejn¢ jako pii zjiStovani monotonnosti,
pomoci dvojky rozdélime ¢iselnou osu na dva intervaly, (—oo,2) a (2; o). Pokud dosadim
jakékoliv ¢islo z prvniho intervalu, pokazdé mi vyjde kladné ¢islo. Pokud bychom si napiiklad
dosadili x = —1:

16 16 _ 1616
2-x)3 (2—-(-1)3 33 27
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Naopak v piipad¢ ¢isla z druhého intervalu budou vysledky zaporné. Pokud bychom dosadili
x = 3:

16 16 16

@-x° @-3° D3

—16

Kladny vysledek znaci, ze funkce je v intervalu (—oo, 2) konvexni a zaporny vysledek, Ze je v

intervalu (2; o) konkavni.

Timto jsme spocitali cely prubéh funkce a zjistili vSe potfebné k jejimu nacrtu. Jak jsme ale

ree

mohli vidét, tak ,,rucni* vypocet bez pomoci aplikace je velmi zdlouhavy proces. Proto si nyni
demonstrujeme rychlost a presnost aplikace Photomath, ve které si ukazeme praci s tou stejnou

funket.
Q Urcete derivaci
Naleznéte x prisecik osy x
Najdéte y prisecik osy y
Najdéte definiéni obor
Pomoci limit najdéte svislé asymptoty

Pomoci limit najdéte horizontalni
asymptoty

Pomoci limit najdéte smérnici asymptoty
Najdéte lokalni extrémy

Najdéte inflexni body
Kalkulacka

G2 + _Zjistéte, zda je vyraz sudy, lichy, nebo ani
jedno

Obrdazek 21: Skenovani prikladit pomoci aplikace Obrizek 22: Postupu vySetiovani funkce v bodech

Photomath
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& Postup
5x -2 1

y 2-x

, d [5x-2

y dx\ 2-x

, d [5x-2 d ;

! dx | 2-x dx

g 2= X 2 "
Reseni
y 8

(2-x)°

Obrazek 23: Urcéeni prvni derivace

e

Postup

5x -2
2-X

y

Reseni

y=-2

Obrazek 24: Hledani priiseciku s 0sou y

&« Postup

S5x-2
2-x

Sx=-2

5x-2
2-x

§x-2=2-%

Sx+x=2+2

Alternativni formular

x=0,6

Obrazek 25: Hledani priiseciku s 0sou X
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& Postup
5x -2

y 2-x
SX=2 1

y -X+2

SX—2

-X+2

5x-2

-X+2

1

XxXER\{2

xeR

XxER

Xx=R

Reseni

x<R\{2]

Obrazek 26: Urcovani definicniho oboru funkce

& Postup
5x 2}I

y 2-x
5x-2 1 2

X

=72

. SX~2

lim

x—2 | 27X

. 5x -2

lim 2

X2 *

) 5x =2

lim >

x—2%)

(0%}

- 00

Reseni

X=2 Vysvétlit kroky —>

Obrazek 27: Hleddani svislych asymptot pomoci limit
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Postup

5x -2
2=X

5X~2

lim
x—+00 | 27X

oX=2

lim
x—-00 | 2°X

Obrazek 28: Pomoci limit najdéte horizontalni asymptoty
Postup

5x -2
2-X

y

5x-2
2=

Reseni

Ani sud3, ani licha

Postup

5x -2 1
y 2-x
D=2
) 2=X
lim
X — + 00 X
0
Reseni

Z4dné asymptoty se smérnici

Obrazek 29: Pomoci limit najdéte asymptoty se smérnici

Obrazek 30: Zjistovani, zda je dany vyraz sudy, lichy nebo ani jedno
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Postup

Sx=2
2-x

5% -2

Reseni

Zadné lokalni extrémy

Obrazek 31: Hledani lokalnich extrémii

Sx—2

2—-X
53 —2
il 2=
2=
Sx—2
f(x)=— x =R
2=
8
i .4 >
22—
16
f"(x =
=1
£ 16
X 3leiZ
=%
016
3
2%
(%)
X=2

V x = 2 neni inflexni bod

o ]

eseni

Zadné inflexni body

Obrazek 32: Hledani inflexnich bodii
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Jak mtizeme vidét, aplikace dosla ke stejnym vysledkiim, avSak vypocet jsme dostali okamzité

I s vykreslenim grafu, na ktery se nyni miizeme podivat:

< Graf <

*  RECENTROVAT

Podrobnosti grafu N4
ox—2 1

my=—-
Z—%

2
Odmocnina (3 ; 0)

Defini¢éni obor x =2

Pranik s osouy (0,-2)

(5x-2) _
2—-x

Obrazek 33: Graf funkce s predpisemy = 1
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Ptiklad ¢.2
Jako druhy ptiklad [14] mame zadanou linearni funkci ve tvaru:
y=|—-x+1|
Protoze neméame v zadani funkce zadné omezeni na definicnim oboru, na jehoz zaklad¢é bychom
z n¢j museli vyfadit n&jaka Cisla, je defini¢ni obor roven Dy = R. Obdobné jako v prvnim

piipadé€, 1 nyni si vypocteme priiseciky s 0SoU X a 0sou Y. Prusecik s osou x nastava, pokud se

vnitiek absolutni hodnoty rovna nule. Vypocet X-soufadnice praseéiku poté vypada:

—x+1=0

Prasecik P, ma soutadnice [1; 0]. A prusecik s osou y opét ziskame vypoctem funkéni hodnoty

v bodé x = 0 (tedy y = £(0)).
y=|-x+1]=[0+1]=1

Priisecik s osou y P, tedy najdeme v bod€ se soutadnicemi [0; 1]. Sudost nebo lichost ur¢ime
op¢t ndhradou X za -X. Ale protoze vidime, ze v absolutni hodnot¢ neni X samostatné a dochazi
proto k posunu na ose x do polohy [1;0], nemtze byt funkce ani licha ani suda. Nyni

provedeme ovéfeni vypoctem:
f(=x) =|-(=x) + 1] = |x + 1]

Jak lze vidét, f(—x) se nerovna ani f(x) a ani - f(x), tato funkce skute¢né neni ani suda ani
licha. Protoze nemame zadné body nespojitosti, nemtizeme mit zadné asymptoty. Graf funkce
je navic ve tvaru piimky, nemtizeme tedy najit ptimku, ke které by se limitn¢ mohla pfiblizovat.
Z teorie o absolutni hodnoté vime, jak vypada graf s absolutni hodnotou, proto lze fici, Ze neni
funkci prostou. At povedeme jakoukoli pfimku rovnobéZnou s 0Sou x, vzdy nam protne alespon
dva body grafu. Pro ur¢eni monoténnosti bude nejjednodussi si funkci rozdélit podle nulového
bodu na dva intervaly, (—o; 1) a (1; ). ProtoZe je funkce definovana i v bod¢ jedna,
zahrneme ji do jednoho z intervalti. Nyni provedeme odstranéni absolutni hodnoty. Pokud
dosadime z prvniho intervalu jakékoli ¢islo do dané rovnice, vzdy nam vyjde kladné ¢islo. Proto

funkce, kterou budeme derivovat, vypada takto:

f)=+(x+1)=—x+1.
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A tedy derivace poté je:

f'x) =-1.
ProtoZze je prvni derivace vzdy zédpornd, miizeme o dané funkci fici, Ze je klesajici na intervalu

(—o0; 1),

Obdobn¢ udélame i druhy interval (1; o). Pokud bychom dosadili ¢islo z daného intervalu do
puvodni rovnice, vnitiek absolutni hodnoty vzdy vyjde zaporny. Proto funkce bude vypadat

takto:
fxX)= —(—=x+1)=x-1
Prvni derivace funkce je poté:
fl) =1

Protoze je prvni derivace na intervalu (1; oo) vzdy kladna, mizeme fici, ze je funkce na daném

intervalu rostouci.

Prestoze nemame nulové body derivaci, vime, Ze ke zlomu mezi jednotlivymi intervaly dochézi
v bod¢ zlomu x = 1 a funkce je v bod¢ definovana, nachazi se zde minimum funkce. Vypocet

y-soufadnice se poté udéla z rovnice:
y=|-x+1]=]|-1+1]=0

Minimum funkce se tedy nachazi v bodé M [1;0]. Z toho vypliva, Ze je funkce zdola omezena

a obor hodnot je tedy omezen pouze na (0; +o0).

Pokud bychom chtéli zjistit konkévnost ¢i konvexnost funkce, potfebujeme druhou derivaci pro

interval (—oo; 1):

f'6) =0,
i interval (1; oo):

f'(x) = 0.

Druha derivace je na obou intervalech rovna nule a také proto, ze je v obou intervalech maji

¢asti funkce tvar piimky, neni dana funkce ani konkavni ani konvexni.

Reseni pomoci aplikace Photomath:
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Postup
y=|=-x+1
LN -
y dx X
i =X
y dx

d d
y EE T
Y's —x2| =X

2Yg

Urcete derivaci

Naleznéte x prlsecik osy x

& Najdéte y priseéik osy y

Najdéte defini¢ni obor

Najdéte lokalni extrémy

Zjistéte, zda je vyraz sudy, lichy, nebo ani

jedno

Obrazek 34: Postup vysetrovani pritbéhu funkce v bodech

Reseni
ol L (— (0's] 1)
1; x (1 oo)

Obrazek 35: Prvni derivace funkce



y=|-x+1|

Naleznéte x prisecik osy x
X=1
Obrazek 36: Hledani priseciku s osou x

y=[-x+1|

Najdéte defini¢ni obor

| xXeR

Obrdzek 38: Definicni obor funkce

Postup
y |-: 1|
fix -x+1
f(x)=|-x+1| xR
|
. %1
=x+1
f'x x 1 xcR 1
=x+1
x -1
0
=x+1
@

y=|-x+1]
Najdéte y prisecik osy y
| y=1
Obrazek 37: Hledani priiseciku s 0SoU 'y

y:|—x+1| 4

&

Zjistéte, zda je vyraz sudy, lichy, nebo ani
jedno

Ani sud3, ani licha

Obrazek 39: Sudost a lichost funkce

Reseni

Lokalni minimum je O v x -

Obrazek 40: Hledani lokalnich extrémii

1
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< Graf <

N

N
o
N
A

*  RECENTROVAT

«

Podrobnosti grafu
my-= | o G |

Odmocnina (1,0)
Defini¢cni obor x €R
Minimum (1,0)

Prinik s osou y (0 ’ 1)

Obrazek 41: Graf funkce y = |—x + 1|
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4.2 Kvadraticka funkce

Jako kvadratickou funkci [15] mame zadanou funkci S predpisem:

y=x*-2x-3
Nenachazi se zde zlomek, ani odmocnina ani jiné omezujici funkce. Proto ani tentokrat nic
nezbrafuje tomu, aby by defini¢ni obor roven Dy = R. Nulovy bod mizeme vypocitat mnoha
zpiasoby, naptiklad kvadratickou rovnici nebo upravou vytykanim na tvar (x —p) - (x — q) =

y. Pro tento ptiklad byl zvolen postup kvadratickou rovnici. Pokud y = 0, pak se hodnoty x

vypocitaji tak, ze:

_—bt()?—4-a-c —(-2)+,(-2)2—4-1-(-3) 2+16
M2 = 2-a - 21 )

Kofeny dané rovnice jsou poté:

_2+4
X ==

2—-4 "
X, = > =

Priseciky s osou x tedy najdeme ve dvou mistech. Konkrétné v bodech se souradnicemi
Py, [3; 0] a Py, [—1; 0]. Prisecik s osou x pot€ mame pouze jeden, s X — soutadnici rovno nule

a 'y — soufadnici nyni vypocteme:
y=x*-2x—3=0-2-0-3=-3

Graf funkce tedy osu y protina v bodé P,, [0; -3]. Co se ty€e lichosti ¢i sudosti, podle priisecikil

muzeme opét poznat, Zze nebude funkce ani sudd ani lichd. Nyni ale provedeme ovéfeni

vypoctem, respektive nahrazenim neznamé X za neznamou -X:
f(—=x) =(—x)?—-2(—x)—-3=x?>+2x—-3

Vysledek vysel podle predpokladu, dana funkce neni ani lichd a ani sudé. Protoze ani v tomto
ptipadé nemame body nespojitosti, nemame ani zde asymptoty. Protoze ma tato parabola tvar
, U (koeficient a je kladny, sméfuje proto nahoru), kazda piimka rovnob&zna s 0sou X v oboru
hodnot funkce protne dva body paraboly, funkce proto neni prostd. Jak bylo feceno, tato
parabola ma tvar ,,U“. z ¢ehoz Ize usoudit, ze funkce je nejdrive klesajici a od urcitého bodu je

rostouci. Ten bod nazyvame vrchol paraboly a je zdrovent minimem funkce, ktera je tedy zdola
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omezena. Ted potiebujeme naSe tvrzeni potvrdit a také urcit soutadnice daného bodu. K tomu

potiebujeme prvni derivaci funkce:
fl(x)=x*—-2x—-3=2x—-2

Pro ur¢eni minima funkce a monoténnosti potfebujeme stacionarni body, tedy nulové body

prvni derivace:

Nyni si tedy rozdélime ¢iselnou osu na dva intervaly (—oo;1) a (1; +0). Kdyz do prvni

derivace dosadime jakykoliv bod z prvniho intervalu, naptiklad ¢islo -2:
2x —2=2-(-2)—2=—6,

vzdycky nam vyjde zaporny vysledek, coz znamend, ze dand funkce je na daném intervalu

klesajici. Pii ur€ovani intervalu (1; +o0) jsme si vybrali ¢islo +2:
2x —2=2-2-2=2.

Vysledek je kladny, z toho vypliva, Ze dana funkce je na daném intervalu rostouci. Protoze je
funkce na prvnim intervalu klesajici a na druhém rostouci a funkce je v bod€ x = 1 definovana,
je v tomto bod¢ vrchol paraboly, tedy minimum funkce. Pro ur¢eni druhé soufadnice musim

vypo¢itat funkéni hodnotu v daném bodé (y = f(1)):
y=x2-2x-3=(1)?-2-(1)-3=-4
Minimum funkce je v bodé V [1; —4] a funkce je tedy zdola omezena.

Jako posledni vlastnost musime urc€it konkavnost ¢i konvexnost funkce. Musime proto

vypocitat druhou derivaci:

Fr e =) =2 x-2) =2

Protoze je rovna druha derivace rovna dvéma, bude vzdycky kladna, proto je funkce na celém

svém defini¢nim oboru konvexni.

Nyni provedeme feSeni funkce pomoci aplikace Photomath.
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& Najdéte vrchol

Najdéte osu soumérnosti

UrcCete derivaci
Najdéte lokalni extrémy
Naleznéte x prisecik osy x

Najdéte extrém pouzitim vrcholu
Najdéte y prisecik osy y

Najdéte inflexni body
Najdéte defini¢ni obor

Zjistéte, zda je vyraz sudy, lichy, nebo ani

Pomoci limit najdéte horizontalni :
jedno

asymptoty

Pomoci limit najdéte smérnici asymptoty Najdéte pocet priseciku grafu funkce s x

Obrazek 42: Body postupu vySetrovani funkce

Funkce y- %~y 3

2

y=x -2x-3 Najdéte defini¢ni obor

Najdéte vrchol

xXeR

’ (1,-4)
Obrazek 43: Urceni vrcholu Obrazek 44: Definicni obor funkce

Funkce 5

y=X =2%-3
y=x"-2x-3 o |
Zjistéte, zda je vyraz sudy, lichy, nebo ani
Najdéte y prasecik osy y jedno
y=-3 Ani sud3, ani licha

Obrazek 45: Priisecik s 0sou 'y Obrazek 46: Sudost a lichost funkce



Postup

2 X+1)x({x-3
y=x -2x-3
1-0
0-x2-2x-3 x-3-0
-1
2
X -2x-3=0 3
X2 Xx-3x-3-0 Reéeni
X, -1,X%

Obrazek 47: Priisecik s osou x
¢ <
Postup

y'=2x-2-0

Reseni

y'=2x-2

Obrdazek 48: Prvni derivace funkce

2

3
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Postup

y=x -2x-3

: 2
lim (% -2%-3
X+ 00

; 2
lim (x"-2x-3
X —-00

8 8

eseni

e

Z4adné vodorovné asymptoty

Obrazek 49: Vodorovné asymptoty funkce

¢ <
Postup

y=x -2x-3
. x2 2X%~3
lim
X+ 00 X
2

. X =2x=3
lim | —
X—-00 X

00
- 00

Z&dné asymptoty se smérnici
Z4dné asymptoty se smérnici

Reseni

Z4dné asymptoty se smérnici

Obrazek 50: Urceni asymptot se smérnici pomoci limit
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Postup

a=1,b=-2

Reseni

x=1

Obrazek 51: Osa soumérnosti funkce

Postup
yox 2% -3 -00,1 1 co
X xz 2X-3 %3 0
Xs 2
2
fix)=x"-2x-3,xER
f'l0)=-2
f'i2)=2
flx)=2x-2
2

fix)=2x-2,x€ER

f(1)--4
0=2x-2
Reseni
x=1 Lokalni minimum je -4 v x

Obrazek 52: Lokalni extrémy funkce
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¢

Postup

s Postup
y x2 2x-3

y 12 +(-2x)-3,a=1,b=-2

=5 2

LG 0=x"-2x-3

x=1
x>-2x-3-0

y x2 2x-3,x=1
a=1,b=-2,c=-3

y=-4

ozo 2

ReSeni -9 44143

Minimalni hodnota-4v x =1

Obrdazek 53: Urceni extrému pomoci vrcholu
16

< <

Postup

y-x’-2x-3 2 redlnych reseni

f(x x2 2% -3
Reseni

) o203 xeR 2 pruseciky s x

Obrazek 54: Pocet priisecikii grafu funkce s 0SOU X

f'ix)=2x-2
f"(x)=2
Reseni

Z&dné inflexni body

Obrazek 55 Inflexni body



Podrobnosti grafu
2
Y=y —-2%—3

Odmocniny (— 1; O) (3 . 0)
Defini¢ni obor x€R
Obor hodnot y € [— 4,+ oo)

Minimum (1,-4)

Pranik s osouy (0, -3)

Obrazek 56: Graf funkce y = x? —2x — 3

< Graf <
16
12
8
4
4 0 4
. RECENTROVAT 4

«
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4.3 Mocninna funkce

Jako piiklad mocninné funkce [16] mame:

y=x

Jako defini¢ni obor mame Dy = R, nemame zde Zadn€ zakazan¢ hodnoty, které bychom museli

vyloucit. Prisec¢ik osou x a osou y v tomto piiklad¢ nejsou nic slozitého. Pokud y se ma rovnat

nule, miize tomu nastat pouze v piipadé, kdy:

A pokud se pro zjisténi pruseciku S osou y ma x rovnat nule, pak:
y=x3=0%3=0.

Dana funkce tedy protina funkci v pocatku, kterym prochéazi. To znamena, ze dana funkce by

mohla byti suda ¢i licha. Pro ovéteni potiebujeme x nahradit ve vzorci jeho zapornou hodnotou:
f=x) = (—x)* = —x°

Protoze se f(—x) rovna —f(x), je dand funkce podle teorie licha, coz znamena, Ze je soumerna
podle pocatku. Ani v tomto piipadé nemame body nespojitosti, ve kterych bychom mohli vést

asymptotu a ke které by se funkce mohla limitn¢ bliZit.

Protoze pro kterakoli x; a x,, kdy x; < x,, plati, ze f(x;) < f(x;), je dana funkce prosta.

Nésledné musime urcit, zde je funkce rostouci nebo klesajici.

f'(x) =x3=3-x?

Udélame si dva intervaly, (—oo; 0)a (0; o). Pokud z prvniho intervalu dosadime jakékoli

¢islo, naptiklad -5:
3:-x2=3-(-5)2 =75,

vysledek ndm pokazdé vyjde kladny a pokud bychom dosadili jakékoli Cislo z druhého

intervalu, ku ptikladu ¢islo 10:

3-x2=3-10% =300,
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také ndm vyjde kladné ¢islo. Znamena to, Zze dand funkce je rostouci Vv celém svém prib¢hu,
v bod¢ [0; 0] tedy neni extrém a funkce neni nijak omezena. Obor hodnot je tedy poté roven
Hy = R.
Pokud udélame druhou derivaci funkce, vyjde nam:
f'x)=(3-x%)" = 6x

Inflexni bod funkce je tedy v bodé, jehoz x-soufadnice mé hodnotu:

6x =0

x=0

Na zékladé¢ zjisténého inflexniho bodu doslo k rozd¢€leni osy x na dva intervaly, jeden kdy x €
(—o0; 0) a druhy kdy x € (0; o). Z téchto intervali vybereme jednu hodnotu. Z prvniho

intervalu to bude cislo -8, které dosadime do druhé derivace:
6x = 6 (—8) = —48.
A z druhého intervalu ¢islo 85:
6x = 6-85 =510.

Funkce je tedy v intervalu (—oo; 0) vzdy zaporna, je tedy konkavni, zatimco v intervalu (0; o)

bude vZdycky kladna, proto ma zde funkce konvexni tvar.

Aplikace Photomath pro danou funkci uvedla tyto body:
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Q Urcete derivaci

Naleznéte x prisecik osy x

Najdéte y prtisecik osy y

Najdéte definicni obor

Pomoci limit najdéte horizontalni
asymptoty

Pomoci limit najdéte smérnici asymptoty

Najdéte lokalni extrémy

Najdéte inflexni body

Zjistéte, zda je vyraz sudy, lichy, nebo ani
jedno

Obrazek 57: Body postupu vysetieni pritbéhu funkce

_ .3
y = 3
y — X
UrCete derivaci
Naleznéte x prisecik osy x

y'=3x° | x-o0

Obrazek 58: Prvni derivace Obrazek 59: Prisecik s 0SouU X

3 y=x
y=X
Najdéte definicni obor
Najdéte y prisecik osy y

y:o

Obrazek 60: Priisecik s osou y Obrazek 61: Definicni obor funkce



y=X

Pomoci limit najdéte smérnici asymptoty

Pomoci limit najdéte horizontalni asymptoty

74adné vodorovné asymptoty

Obrazek 62: Vodorovné asymptoty

&

Postup

I Zadné asymptoty se smérnici

Obrazek 63: Asymptoty se smérnici

fll-1,-3
f'(1)=3

Reseni

Zadné lokalni extrémy

Obrazek 64: Lokalni extrémy funkce
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3x?

Reseni

(0.0)

Obrazek 65: Inflexni body

&

Postup

3
y=X
fx x3

3
fl-x - X
7 -x3
fl-x)==F(x
Reseni
Licha

Obrazek 66: Sudost a lichost funkce
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Podrobnosti grafu
3
W=y

Odmocnina (0,0)

Definicni obor x €R
Obor hodnot y €R

Prinik s osou y (0 ' 0)

Obrazek 67: Graf funkce y = x3

«

< Graf <
12
8
4
8 4 0 4 8
-4
-8
. RECENTROVAT 15
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4.4 Exponencialni funkce

Nasledné vysetiime pribéh exponencialni funkce [5] s pfedpisem:

ool
2

Defini¢nim oborem pro tuto funkci je Dy = R. PriseCik sosou x nelze nalézt, protoZze

X

nemuzeme nalézt takové X, pro které by byl dany vyraz roven 0. Pro exponencialni funkce plati,
ze protinaji osu y v bod¢ jedna. My ale mame soucet dvou funkci, proto prisecik s osou y bude
S X — soufadnici:
1\ 1\°
y=2"+(—) =2°+(—) =2
2 2
Prisecik s osou x ma tedy soufadnice P,[0; 2], protoze musime secist funkéni hodnoty obou

puvodnich funkcich pro vytvoteni grafu nasi funkce. Pokud zaménime x za -x, na§ ptredpis

funkce to ovlivni nasledovné:

1X

fe=274(3) =3 42

Sice mame obracené potadi Clent, ale protoze pro scitani plati komutativni zdkon, pak f (—x)
je rovno f(x) a dana funkce je suda a je soumérna podle osy y. Protoze je funkce suda, tim

padem neni funkci prostou, protoze pro jedno Y mohu najit dvé hodnoty x.

Prvni derivace funkce je:

1 X
f'(x)=In2-2¥—=In2-27% =ln2-2x—ln2-(§)

Pro uréeni monotonnosti potfebujeme jeji nulovy bod:

X

1
ln2-2x—ln2-<§> =0

Pro vypocet nulového bodu je nejjednodussi druhy vyraz presunout na druhou stranu a obé

strany rovnice vydé¢lit hodnotou In 2, ktera je pro ob¢ strany stejna:

)
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Tento vyraz se bude rovnat jediné v piipadé, kdy x = 0. Pokud bychom vzali ¢islo z intervalu
od (—oo; 0), pak bychom ziskali pokazdé zaporny vysledek, protoze ¢len, ktery odeéitame je
mensi nez ten prvni. Ukazeme si to na prikladu, kdy za x dosadime tteba -3:

1,3 1 63
.9-3 _ N — e .Q— o=
In2-2 In2 (2> In2 3 In2:-8=1In2 ( 7).

Vypliva z toho, ze v tomto intervalu je funkce klesajici. Pokud bychom z druhého intervalu

vzali 3, vysledek bude kladny, protoze prvni ¢len bude vyssi nez ten druhy.

1\° 1 63
.93 _ JdZ) = .Q _ = N
In2-2 In2 (2) In2-8—-1n2 3 In2 7

Kladny vysledek znaci rast funkce v daném intervalu. Protoze je funkce klesajici a nasledné
rostouci a funkce je v bodé x = 0 definované, je v tomto bodé¢ minimum. v bodé¢ x =0 je i
zaroven prusecik s osou y, proto ma minimum soufadnice [0; 2]. Druha derivace ma potom

tvar:
1 X
f"(x) =1n2-1n2-2"+1n2-1n2-(5)

Tato druhé derivace nulovy bod nema, ale vime, ze funkce soumérnd podle osy y a vSechny

hodnoty jsou kladné. Dané funkce je tedy v celém svém prubéhu konvexni.

Pomoci aplikace Photomath jsme vySettili prubéh funkce nasledovné:

& Uuréete derivaci

Naleznéte x prisecik osy x

Najdéte y prisecik osy y

Najdéte definicni obor

Pomoci limit najdéte horizontalni
asymptoty

Najdéte lokalni extrémy

Najdéte inflexni body

Obrazek 68: Vysetieni pritbéhu funkce v bodech
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e
Postup
1 x
2%+ =
* 2
d x
"2 —| 2
¥ dx
d x
e
y dx
d x
tfe—\2
y dx
y'=In(2 v
Reseni
y

Obrazek 69: Znéni prvni derivace funkce

X

1

X
y=2 +{—~

Naleznéte x prisecik osy x

Zadny x prusecik osy x
Obrazek 70: Priisecik s 0SOU X
1 X
2%+ =
Pomoci limit najdéte horizontalni asymptoty

I Zadné vodorovné asymptoty

Obrazek 72: Horizontdlni asymptoty funkce

1 X
X
=2+ —
Najdéte definicni obor

xR
Obrazek 71: Definicni obor funkce

1 X
,—:2X+ e

Najdéte inflexni body
| zadné inflexni body

Obrazek 73: Hleddni inflexnich bodii
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Postup

Ini2

Ini2

f'{-1/~-1,03972

f'11)=1,03972

x
f(x)=2" % x-0
f(0)=2
Regeni

Lokalni minimumje2vx =0

Obrazek 74: Lokdalni extrémy funkce
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& Graf <

e  RECENTROVAT

«

Podrobnosti grafu

X

1
[ -_-2x+ —
d 2

Defini¢ni obor x €R

Prlinik s osou y (0 ; 2)

1 X
Obrizek 75: Graf funke y = 2* + (2)
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4.5 Logaritmicka funkce

Logaritmicka funkce[17], jejiz prubéh mame vySetiit, ma predpis:

y =+/log(x — 1)

Argument logaritmu, tedy vyraz (x — 1) musi byt vyssi nez 0, proto
x—1>0
x>1
Protoze je zde 1 odmocnina, musi celkovy vysledek logaritmu vyssi nebo roven nule.
log(x—1)=0
Logaritmus je roven nule pravé tehdy, je-li argument logaritmu roven 1 podle vztahu mezi
logaritmem a exponencialnim vyjadienim log, x = yax = a”
x—1>1
x=2

Po sjednoceni téchto dvou podminek ndm vychazi, ze defini¢ni obor je roven intervalu Dy =

(2; o). Prusecik s osou y na zakladé¢ této skute¢nosti miizeme vyloudit, protoze tato funkce
neni definovana v bod¢, jehoz x-soutadnice by byla rovna nule. Prisec¢ik s 0sou X nastane tehdy,

bude-li logaritmus roven 0.
log(x—1)=0
x—1=1
x =2

Protoze je funkce definovana pouze na intervalu Dy = (2; o), funkce nemize byt ani sudé ani
licha, protoze nemuize byt soumérna ani ptes pocatek, ani pres osu y. Ale vypoctem bychom to

dokazali nasledovné:

f(=x) = Jlog(=x = 1) # f(x) # —f(x)

Asymptoty byvaji u logaritml béZné, ale protoze je funkce definovana ve vSech bodech svého
defini¢niho oboru a nema tedy nespojitosti, nenajdeme zadnou asymptotu, ke které by se nase

funkce mohla limitné blizit. Oveéfent:
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chi_r)r% (\/log(x - 1)) =\/log(2 -1)=0

Aby mohla mit funkce v bod¢ dvé asymptotu, musela by limita vyjit +oo, k ¢emuz nedoslo.
Protoze funkce nema stejné funkéni hodnoty pro dvé rtizné hodnoty X, je funkce prosta.

Abychom opét mohli ur¢it monoténnost, nejdiive uréime prvni derivaci:

L1
f'() = /loglr = 1) = (log(x — )2 = 5

1 1
'\/mg(x—_l)(x—n-lnm

ProtoZe dana rovnice nema neznamou v Citateli, nemuize se nikdy rovnat nule. Pokud bychom
ale dosadili jakykoli bod z intervalu, vyjde nam kladny vysledek v podobné jako v nasledujicim
prikladé:

1

1 1
Mog(i-DUL- 1 In10  20-In10

1
2

Znamena to, ze v celém svém definicnim oboru je funkce rostouci. V pribéhu funkce
nenajdeme ani minimum, ani maximum. I kdyz by se mohlo zdat, ze v bod¢é dva by mohlo byti
minimum, pokud bychom dvojku dosadili do prvni derivace, pod odmocninou by vysla nula.

To sice je potad feSitelné, ale odmocnina se nachédzi ve jmenovateli a délit nulou nelze. Druha

vvvvvv

1

(f") =z log(x — 1)(‘%) L (x—1)"1=
2 In10

SNSRI S\ DI S
2 In10 (x — 1)2 2 (log(x — 1))? N
1 1 1 1

4 In10 (x—1)? [(Qog(x — 1))3

Funkce nema inflexni bod ani bod nespojitosti, proto dand funkce nemiize byti ani konvexni,

ani konkavni.
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Vysetieni funkce pomoci aplikace Photomath:

@ Uréete derivaci

Obrazek 76: Vysetreni pritbéhu funkce v aplikaci Photomath

é

Naleznéte x prisecik osy x

Najdéte y prisecik osy y

Najdéte definiéni obor

Pomoci limit najdéte horizontalni
asymptoty

Najdéte lokalni extrémy

Zjistéte, zda je vyraz sudy, lichy, nebo ani
jedno

Postup
y Jlog10 x-1

d
a ‘/Iog10 x -1

y'
d d

y d_g E d_X log g (x-1

, 1 1

y' s ———
2{g In(10)%(x-1

, 1 1

y
2"0910 x-1 In{10 5 Badl]|

Reseni

. 1

y

2In(10) Iogm(x 1)(x 1)

Obrazek 77 Prvni derivace

<
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Funkce Funkce

Naleznéte x prisecik osy x Najdéte y prisecik osy y
x=2 Zadny y praseéik osy y
Obrazek 78: Priisecik osy X Obrazek 79: Prisecik osy y
Funkce

Y e

Pomoci limit najdéte horizontalni asymptoty
Z4dné vodorovné asymptoty

Obrazek 80: Horizontalni asymptoty
< <
Postup

y Jlogw x-1

,’Iog10 %=1

log o (x -1
=

xX X X
=N

Reseni
X [2 ~oo>

Alternativni formulaf

sz,[xIva]

Obrazek 81: uréovani definicniho oboru

Zjistéte, zda je vyraz sudy, lichy, nebo ani

Najdéte lokalni extrémy jedno
Zadné lokalni extrémy Ani sud4, ani licha
Obrazek 82: Lokdlni extrémy funkce Obrazek 83: Uceni, zda je vyraz sudy, lichy nebo ani jedno
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< Graf

e _ RECENTROVAT

Podrobnosti grafu

L y=JIog10(x-1)

Odmocnina (2 > 0)

Defini¢ni obor x € [2 L+ oo)

Obor hodnot y € [0 ,+ oo)

Minimum (2,0)

Obrazek 84: Graf funkce y = \/log(x — 1)

«
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4.6 Goniometrické funkce

Mame zadanou funkci
S predpisem:

_ 1 —cos2x + sin 2x
" 1+ cos 2x + sin 2x

y

Protoze toto zadani neni pfili§ idedlni pro dalsi pocitani, pokusime se nejdiive dany vyraz
upravit. Pro dané funkce plati vzorce cos2x = cos?x — sin® x a sin2x = 2 - sinx - cos x.

Tyto vyrazy v dané funkci nahradime a upravime znaménka:

1—cos2x +sin2x 1 — cos?x + sin? x + 2sin x cos x

Y= 14 cos2x + sin 2x - 1+ cos?x —sin?x + 2sinxcosx

Vztah mezi vyrazy cos? x a sin? x je takovy, Ze jejich soudet je roven jedné. V ramci pravidel
vyjadiovani neznamé, pokud od jednicky ode¢tu hodnotu sin? x, dostanu hodnotu cos? x a

obracené.

2 sin? x + 2sin x cos x

Y 2cos?x + 2sinxcosx

Nyni staci ve vzorci vytknout a vznikne ndm stejné zavorka v Citateli 1 jmenovateli.

2sinx (sinx + cosy) 2sinx
= = tanx

Y = Jcosx (cosx +sinx)  2cosx

Defini¢ni obor funkce tangens jsou vSechna realna ¢isla, kromé boda {% + k- n}, kde k € Z.
V téchto bodech je totiZ goniometricka funkce cos x rovna nule, coZ by zptisobilo déleni nulou,
které neni mozné. Takze defini¢ni obor je tedy Dy = R\ {g + k- T[},kde k € Z. Prisecik

s osou x nastava tehdy pokud je tan x = 0, coz podle definice funkce nastava tehdy, kdy je nule
rovna funkce: sinx. To nastava v okamziku, kdy x = 0 + km, kde k € Z. Z toho nam také
rovnou vypliva, ze prisecik s osou y, kdy za x mame dosazovat nulovou hodnotu je také nula.

Dana funkce tedy prochazi pocatkem. Pro danou funkci plati:
f(=x) =tan(—x) = —tanx = —f(x),
dand funkce je tedy licha.

Protoze funkce neni v nékterych bodech definovana, je velmi pravdépodobné, Ze ma v daném

bod¢ asymptoty. Domnénku se nyni pokusime potvrdit vypoctem.
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lim (tanx) =

X—5

: i ()
1m: = 00
x_,% 2—x

Ano, funkce ma skutecné v tomto nevlastnim bod¢ limitu. A asymptota se nachazi v bodé x =

g + k - . Tim, Ze je funkce periodicka, nemize byt funkce prosta. Ale mize byt potad rostouci

¢i klesajici a na to potfebujeme prvni derivaci:

"(x) =tanx =
f'@) cos? x

Funkce sice nema stacionarni body, ale pofad mame vytazeny body z defini¢niho oboru, proti

kterému to mizeme srovnat. Pokud dosadime hodnotu z prvniho intervalu do druhé derivace,

pak
1 _ 1
cos2(0)
a Z druhého intervalu
! =1
cos?(m)

Kazda hodnota vyjde kladna, proto je funkce tangens v jedné period¢ rostouci. Z toho vypliva,
ze funkce neni omezena. Pro konkavnost o konvexnost funkce potiebujeme druhou derivaci,

jejiz tvar je:

") = 2sinx 0
s g
Funkce je nulova pro hodnoty:

x=0+k'm

Po dosazeni hodnot z prvniho intervalu jsou hodnoty zaporné, coz odpovida konkavni funkci a
Z druhého intervalu jsou hodnoty kladné, dand funkce je tedy v daném intervalu konvexni. Pro
ovéieni periodicnosti potfebujeme dva body z definiéniho oboru, kdy jeden je vyssi o k-

nasobek periody .
tanmt =0
tan2r =0
Dana funkce je periodicka.
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Photomath pribéh funkce v pivodnim zadani vyhodnotil v mensim rozsahu. Ale protoze ji
dokazal upravit na tvar y = tg x, byla zadana do aplikace v tomto zadéani a vysetfil nasledujici

body:

UrcCete derivaci

Naleznéte x prisecik osy x

Najdéte y prisecik osy y

Zjistéte periodu

Najdéte definiéni obor

Pomoci limit najdéte horizontalni
asymptoty

Najdéte lokalni extrémy

Najdéte inflexni body

Q Zjistéte, zda je vyraz sudy, lichy, nebo ani
jedno

Obrazek 85: Postup vysetieni pritbéhu funkce v bodech

3 <
Postup

y =tan|x
dt
—[tan|x

ydx

Reseni

y' sec(x)2

Obrazek 86: Prvni derivace funkce
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Postup

y-tan|x

0-tan x

n
Dtanxx;knkz

tan x /=0

e

Postup

y =tan | x

y=tan|0

Reseni

y=0

x-0

x=0+kn keZ
n
x=kn keZ, x ?E km keZ

Reseni

x=kn k=7

Obrazek 87: Priiseciky s 0S0U X

Obrdazek 88: Prisecik s 0S0U Yy
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Postup

y = tan | x

=

Reseni
T

Alternativni formular

= 3,14159

Obrazek 89: Zjistovani periody funkce
Funkce
y:tan(x) : y:tan(x)

Najdéte definicni obor
Pomoci limit najdéte horizontalni asymptoty

T
XER\{—+kn} kezZ B .
2 Zadné vodorovné asymptoty

Obrazek 90: Definicni obor funkce Obrazek 91: Hledani horizontalnich asymptot pomoci limit

POSTUP

Funkce

y:tan(x)

Najdéte lokalni extrémy
Zadné lokalni extrémy

Obrazek 92: Lokalni extrémy funkce
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Postup

y - tanx)

flx)=1an|x

fix|=tan(x) ¥R %knkz

; 2
f'ix)=secix

) 2sin | x
"« =
cosix)
2sin | x mn
"% x=R ; km: keZ
cos(x)
2sin| x
0
cos | X
x=km kcZ
x=0

n n
-_0 u_
2 2
n
)(.l -E
KE
2 4
fl-=)=-4
4
mn
| =|=4
4

flx)=tan(x),.x=0
flo| =0

0.0

Reseni
(k. 0) ke z

Obrazek 93: Inflexni body
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Postup

y “tan x

fix)=tan(x

fl-x)=tan(-x

fl-x -tan|( x
fl-x -f(x
Reseni

Licha

Obrazek 94: Sudost a lichost funkce
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< Graf <

10

10

¢ _ RECENTROVAT

Podrobnosti grafu N
Je vybrano: Zrusit vybér
y = tan (x)

Odmocnina (kn,O),keZ
$.3 18
Defini¢ni obor x¢?+kn,kez

Obor hodnot y €R
Prinik s osouy (0,0)

Obrazek 95: Graf funkce y = tg x

72



S5 Zavér
Na zacatku prace jsme se podivali na aplikace podobné aplikaci Photomath. Diky této casti

préace jsme mohli zhodnotit, zdali je aplikace Photomath dobrym kandidatem pro tuto praci. Po

zhodnoceni v§ech proménnych nam aplikace Photomath vysla jako dobry kandidat pro vyukové

vvvvvv

vvvvvv

nevhodné pro ucely zakladnach a stiednich Skol. Jazykova bariéra a zadavani piiklada vedli
k obdobnému problému i u aplikace Maple Calculator: Math Solver. Na druhou stranu jsme
byli ptekvapeni aplikaci Microsoft Math Solver. Tato aplikace byla srovnatelna s aplikaci
Photomath, a dokonce nabizela i moznost rué¢niho psani do aplikace pomoci prsty ¢i stylusu,

coz muze zejména na zakladni Skole mit velky vliv na to, jak Zéci takovou aplikaci pfijmou.

Jako dil¢i cile prace jsme si dali shrnuti tématu funkce, vyjmenovani a popis jejich vlastnosti,
vytvoreni kratkého piehledu jednotlivych typa funkce. Tato problematika je feSena v kapitole
Cislo tfi. Popsali jsme kratce a prehledné vlastnosti funkci a nasledné i jednotlivé typy funkci
VvV ramci vyuky na zékladnich a stfednich Skolach. Pro leps$i ptedstavu jsme ptidali vizualizaci

jednotlivych funkci na konec kazdého typu funkce.

Nésledné jsme v kapitole ¢islo Ctyfi vyuzili tyto znalosti k tomu, abychom si vypocitali
ukazkovy priklad ke kazdému druhu funkci, ktery jsme v této praci fesili. Vypoclty jsme
komentovali a provadéli krok po kroku pro lepsi nazornost. Nasledné jsme za kazdy ptiklad
vlozili snimky obrazovky aplikace Photomath, a na iplném konci ptikladu mizeme vidét i graf
dané funkce. Vlozeni snimku obrazovky bylo zvoleno z divodu vétsi nazornosti, protoze ¢tenat
muze vidét presné to, co by vid¢€l pii pouzivani aplikace. Timto jsme splnili nas dalsi dil¢i cil,
a to vyuziti zpracovanych poznatki pti praktickém vypoctu funkeci.

Hlavnim cilem této prace bylo ukdzat novou alternativni cestu pro vypocet matematickych
problémi na Grovni zékladni a stfedni Skoly. Na zaklad€ vysetfovani prib¢ht funkce nejprve
bez, a poté s podporou aplikace tvrdime, Ze jsme dokazali efektivitu aplikace Photomath oproti
klasickému ru¢nimu pocitani. Rucni pocitani zabralo nékolik minut a spoustu pocitani, zatimco
aplikace Photomath mé¢la ptiklad 1 se vSemi body vypoctu vzdy vytfeSeny béhem nékolika

sekund i v¢etné vykresleni grafu.

Béhem zpracovavani této prace jsme nenarazili na Zddnou komplikaci. Zjistili jsme ale, Ze
existuje velice podobna aplikace, ktera ma podobny cil a tim padem jsou oba tito konkurenti

motivovani k vylepSovani aplikaci, coz je vyhoda pro bézné uzivatele. Aplikace se ukazala jako
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velice uzite¢ny nastroj k procvi€ovani matematiky, zejména diky odstupfiovanému vysvétleni
jednotlivych krokl. V ptipad¢ samostudia je velice vhodnym nastrojem, stejné pak i v dobach
online vyuky mohla byt tato aplikace velkou vyhodou. Pii porovnani vypoctu bez a pomoci
aplikace se vSak objevuje otazka, kterou bychom mohli slyset z ust mnoha zaku: ,,Pro¢ bychom
se to méli ucit, kdyz za nés vSe spocita ptiklady aplikace?*. Tuto otdzku v této praci nechavame
otevienou a je na zamysleni ¢tenafe. Za nas v této praci uz snad jen pfidime poznamku, ze i
kdyz umime ru¢né nésobit velkd ¢isla, nebo jsme diive uméli vycislovat logaritmy pomoci
tabulek, dnes na takovéto vypocty staci kalkulacka. Proto si zde odvazime tvrdit, Ze posunu
kuptedu v matematice, naptiklad pomoci mobilnich aplikaci, bychom se rozhodné¢ neméli bat.
Misto toho, abychom studenty odrazovali od pouZzivani modernich technologii, bychom jim
méli nabidnout moznost tyto technologie 1épe pochopit a naucit je s nimi pracovat, aby mohli
tento potencial vyuzit na maximum. Toto odvédzné tvrzeni se urcit€¢ nevztahuje pouze na
problematiku funkci nebo matematiky ale diive nebo pozdéji se tyto technologie budou stavat
vice a vice soucasti vyuky jak na zakladnich, tak i stfednich Skolach, protoze nam mohou

nabidnout upln¢ nové moznosti.
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