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Anotace

Diplomova prace se zabyva zavedenim funkce dvou proménnych a diferen-
cidlnim poctem této funkce. Prace ma slouzit jako ucebni text pro studenty
ucitelstvi pro druhy stupen zakladni skoly. Kazda kapitola obsahuje shrnuti
zdkladnich pojmut a vysvétleni vztaht, dale pak feSené modelové tulohy da-
ného tématu a konecné ulohy, které by meél fesit student sam. Diplomova
prace ma studentiim predat zakladni poznatky o diferencialnim poc¢tu funkce
dvou proménnych, véetné praktickych znalosti.

Annotation

This thesis deals with the introduction of function of two variables and
differential calculus of this function. This work should serve as a textbook for
students of elementary school’s teacher. Each chapter contains a summary of
basic concepts and explanations of relationships, then solved model exercises
of the topic and finally the exercises, which should solve the student himself.
Thesis have transmit to students basic knowledges of differential calculus of
functions of two variables, including practical knowledges.
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Uvod

Hlavnim tkolem této prace je prinést uceleny pohled na problematiku
funkci dvou proménnych, v objemu teorie takovém, jaky by si méli osvojit
studenti predevsim pedagogickych fakult. Nasledujici text navazuje na zna-
losti, které by si méli studenti odnést z predchazejicich kurzti matematické
analyzy, predevsim jde o poznatky o vlastnostech funkci jedné proménné,
dale pak o diferencialnim poctu téchto funkci. K potiebnym znalostem také
patii zékladni orientace v problematice analytické geometrie, a to zejména v
roviné.

Pti vybéru tématu diplomové prace jsem vychazel z mého osobniho zajmu
o matematickou analyzu jako jednu z disciplin matematiky, ale také z nedo-
statku vhodné literatury pro studenty ucitelstvi se zamérenim na matema-
tiku, kterd by byla pro tyto obory optimalni. Nejcast€jsimi zdroji mi tak byly
knihy primarné uréené bud pro studenty matematiky védecké, nebo matema-
tiky aplikované v technice. Ve své praci se vSak snazim problematiku funkci
dvou proménnych podavat hlavné ve formé vhodné pro studium ucitelstvi -
s pfihlédnutim na didaktickou stranku, s celou fadou fesenych i nefesenych
prikladd. Tato prace se nesnazi zahltit ¢tendfe definicemi, vétami a jejich
diikazy, jde hlavné o pochopeni problematiky a jeji aplikaci v prikladech.
Rozsahem by tato prace meéla odpovidat jednosemestralni, maximalné dvou-
semestralni vyuce matematické analyzy zamérené na téma diferencialni pocet
funkci dvou proménnych.

V prvni kapitole se ¢tendf seznami s pojmem metricky prostor a s vlast-
nostmi téchto metrickych prostorti. Tato kapitola je nutnd k prechodu k
pojmum obsazenym v nasledujicich kapitolach. Druhé kapitola zavadi funkci
dvou proménnych, ptrehled zakladnich funkci dvou proménnych a vlastnosti
téchto funkci. Jde o to, aby si student osvojil znalosti nejfrekventovanéjsich
funkci dvou proménnych. Ukolem tfeti kapitoly je seznamit ¢tendie s pojmy
jako parcialni derivace, diferencovatelnost, derivace vyssich fadt. V posledni,
¢tvrté kapitole se pak budeme vénovat hledani extrémi funkci dvou promeén-
nych, lokalnich extrémt, globalnich extrémi a extrémii vazanych.

Kazda kapitola je dale vnitiné deélend na ¢asti. V prvni Céasti se ¢tenar
dozvi potfebou teorii, imérnou svou naroc¢nosti pravé pro studenty pedago-
gickych fakult. Druha c¢ast obsahuje fesené modelové priklady. Tyto priklady
by mély slouzit jako teoreticky zaklad pro feseni tiloh samostatnych. Treti



cast kapitoly potom tvoii priklady nefesené, které jsou urceny k samostu-
diu, pfipadné jako pfiklady pro feSeni ve cviceni z matematické analyzy. U
vétsiny prikladd je mozné nalézt vysledek feseni, u nékterych prikladi je
dokonce namisto vysledku feseni naznacen i postup reseni.

Snahou bylo podat studentim problematiku funkci dvou proménnych sro-
zumitelnym a nenaro¢nym zptisobem s dirazem na praktickou stranku a
feseni uloh. DalSim cilem je snaha o vzbuzeni zajmu o tuto problematiku
ve studentech samotnych. V pouzité literature mohou najit prace, které dale
rozvadéji teorii funkei dvou proménnych.

Pti psani této diplomové prace jsem vyuzival program pro sazbu textu
KETEX. Ke tvorbé dvourozmeérnych grafii byl pouzit program Maple 14, pro
vytvareni trojrozmérnych grafti véetné ezt funkci pak program Matlab. Nék-
teré nakresy byly také vytvoreny programem dynamické geometrie GeoGe-
bra.



Kapitola 1

Metrické prostory

Metrickym prostorem rozuméjme matematickou strukturu, pomoci které lze
formalnim zptisobem definovat pojem vzdalenosti. Na metrickych prostorech
pak mizeme definovat dalsi topologické vlastnosti jako napt. otevienost a
uzavienost mnozin. Srozumitelnéjsim jazykem, pomoci metrickych prostort
muizeme zavést pojem vzdalenosti.

1.1 Metrické prostory

Definice 1.1.1 (Metricky prostor) Usporddanou dvojici (M; p) nazveme
metrickym prostorem s metrikou p, plati-li:

1. M je libovolnd mnoZina; M # ()

2. p je funkce; p C (M x M) x RS, kterd md tyto vlastnosti:

(a) p([x;y]) > 0 (axiom nezdpornosti),

(b) p([z;y]) =0 < x =1y (aziom totoZnosti),

() pllz:9]) = plly; 2]) (asiom symetrie),

(d) p([z;y]) + p(ly; 2]) > p([z; 2]) (trojihelnikovd nerovnost).

Metriku p([z;y]) > 0 chdpejme jako vzdalenost bodd x a y. Axiom (a) ndm
potom ¥iké, Ze vzdalenost dvou bodu je vzdy nezédpornd, axiom (b) ¥iké, ze
vzdalenost dvou bodti je rovna nule pravé tehdy, jsou-li dva body totozné,
axiom (c) fika, ze vzdalenost bodu = od bodu y je stejnd jako vzdalenost
bodu y od bodu = a kone¢né axiom (d) fikd, Ze soucet vzdalenosti bodu z, y
a bodli y a z je vétsi nebo rovna vzdalenosti bodi « a z. Pro blizsi predstavu
si vybavme trojuihelnikovou nerovnost.

8
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Obrazek 1.1: Grafické znazornéni trojihelnikové nerovnosti pro ptripad troj-
uhlelniku a pro extrémni pfipad, kdy body jsou kolinearni.

Priklady metrickych prostoru:

Uvedeme si tti pfiklady jednotlivych metrik. Rozebereme jejich zakladni
vyznam a vlastnosti nejprve v roviné a poté v prostoru. Pro obecny n-
rozmérny prostor by pak tyto vlastnosti byly analogické, to ale nechame
jiz na ctenari. My se budeme zabyvat nasledujicimi tfemi metrikami: Euklei-
dovskou (nebo Euklidovskou), maximovou a sumovou neboli Manhattanskou
metrikou.

UvaZujme 2-rozmérny prostor, kde x € R?, y € R?, proto tedy proménné
x, y chapeme jako: x = [1;22], y = [y1; Y.

1. Eukleidovska metrika: (R%; p); p([z;9]) = /(y1 — 21)? + (2 — 22)2.

Tuto metriku budeme pouzivat nejcastéji. V literatuie se pro metricky
prostor Eukleidovské metriky zavedlo znaceni [E,. Toto znaceni budeme
pouzivat v dalsich ¢astech prace. Tento uvedeny vztah pro vzdalenost
dvou bodid by nam mél byt povédomy z analytické geometrie, kde se
pomoci néj pocita nejkratsi vzdalenost dvou bodi v roviné. Z nésledu-
jiciho obrazku miizeme vidét, jak tento vztah vznikl. Pokud body x a y
umistime do kartézské soustavy soutadnic, nejkratsi vzdalenost téchto
bodt dostaneme pomoci Pythagorovy véty:
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Obrazek 1.2: Grafické zobrazeni Eukleidovské metriky jako nejkratsi vzdale-
nosti dvou bodt v roviné.

2. Maximovéa metrika: (R?%; p); p([z;y]) = max(|y; — 21]; [y2 — 22]).
Tato metrika nechape vzdalenost mezi body = a y jako nejmensi vzdale-
nost. Na obrazku 1.3 vidime, ze vzdalenost bodt je ve smyslu maximové
metriky rovna nejvétsimu rozdilu |y; — x;|, v nase piipadé je to o¢ividné
ly1 — 21|

v

Obrazek 1.3: Grafické zobrazeni maximové metriky jako vzdalenosti dvou
bodi v roviné.

20); ([ y)) = |y1 — 21| + |ya — 7ol

Tato metrika, jak jeji matematické vyjadreni napovida, také nechape
vzdalenost dvou bodti jako tu nejkratsi vzdalenost. Pokud chceme urcit
vzdalenost bodl x a y ve smyslu této metriky, musime secist vSechny
rozdily |y; — x;|, kde i = 1;2. Vyslednou vzdélenost mezi dvéma body
pak vidime na obrazku 1.4.

3. Sumova metrika: (R
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Obrazek 1.4: Grafické zobrazeni sumové metriky jako vzdalenosti dvou bodt

v rovine.
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Obrazek 1.5: Manhattanské
ulice.

Tato metrika je téz nazyvana Manhat-
tanskd metrika. Néazev vychazi z prak-
tické tlohy - jakou vzdalenost je tfeba
ujit mezi dvéma kiizovatkami na Manhat-
tanu, pokud se lze pohybovat jen po na
sebe kolmych ulicich!. Jak mtizeme vidét
na obrazku 1.5, z levého dolniho rohu
do pravého horniho rohu se mizeme do-
stat cestami cCervenou, modrou i zlutou a
vzdy pii tom ujdeme stejnou vzdalenost.
VSechny tyto lomené c¢ary ndm znéazornuji
vzdalenost dvou bodid ve smyslu sumové
metriky. Zelend tusecka nam znazornuje
vzdalenost dvou bodi v pojeti metriky
Bukleidovské.

Z definic téchto tii metrik je tedy zfejmé, ze méfeni vzdalenosti nemusi
vzdy znamenat méfeni té nejmensi vzdalenosti. My ale nadale budeme pou-
zivat zejména metriku Eukleidovskou. Pokud tomu bude jinak, bude na tuto
skutecnost prfedem upozornéno. Ukazme si nyni jesté nase tii metriky v pro-

storu, tj. v R3.

!Ulice na Manhattanu byly vybudovany tak, Ze jsou na sebe kolmé. Tvoii tak pravo-
thlou sit. Ulice sméfujici z vychodu na zépad jsou oznadovany streets, ulice ze severu na
jih pak avenues. Tato metrika se objevuje v popularizované verzi problému, jakou nejme-
n8i vzdalenost musi urazit taxik (zvany Yellow cab), aby se dostal z jedné k¥iZovatky na

druhou.
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UvaZujme 3-rozmérny prostor, kde x € R3, y € R3, proto tedy proménné
z, y chdpeme jako: z = [z1;22; 23], Y = [y1; Yo; Ya]-

1. Eukleidovska metrika: (R?; p);
s y]) = V(g1 — 21)% + (2 — 22)% + (y3 — 23)*.

I zde, stejné jako u Eukleidovské metriky v roviné, si vSimnéme analogie
se vzorcem pro nejkratsi vzdalenost dvou bodi, tentokrat v prostoru.

2. Maximova metrika: (R?; p); p([;y]) = max(jys —z1]; |y2 —2al; [ys—x3]).
3. Sumové metrika: (R?; p); p([z;y]) = [y1 — 21| + |y2 — 22| + |ys — 23]

U vSech tii metrik jsou vlastnosti v prostoru zcela analogické vlastnos-
tem v roviné. Se zapojenim geometrické predstavivosti by si ¢tenaf mél byt
schopny vybavit, jak by dané situace vypadaly. Ctenafi by ted jiz také mélo
byt jasné, jak by vypadaly tyto t¥i metriky pro obecny n-rozmérny prostor.
My se jimi ale zabyvat nebudeme.

1.2 Vlastnosti bodii a mnozZin v metrickém
prostoru
Definice 1.2.1 (Sférické okoli bodu a prstencové okoli bodu) Méjme

metricky prostor (M; p). Necht c € M, kde M C R?* a nechf ¢ € R} . Potom
sferickym c-okolim bodu ¢ nazveme mnoZinu:

Us(c) = {x € M;p({(z;c)) < e}
Prstencovym e-okolim bodu ¢ pak nazveme mnoZinu P-(c):
P.(¢c) =U.(c) —A{c}.

Ukazme si, jak podoba sférického, respektive prstencového okoli, zavisi
na zvolené metrice. Jelikoz jsme v definici vzali M C R2, znazornéme jednot-
livd okoli pravé v roviné. Pro jednoduchost polozme ¢ = [0;0]. Resme tedy
nerovnost p([z;0]) < e}.

1. Eukleidovskd metrika: +/x? + 25 < ¢e. Z toho plyne nerovnost
1? + 22 < €2, coZ je rovnice kruhu o poloméru e. Sférickym okolim
bodu pfi uziti Eukleidovské metriky je tedy kruh.
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2. Maximova metrika: max(|z1];|z2]) < €. Bez Gjmy na obecnosti Fek-
néme, ze |r1| > |r2|. Potom nam nerovnost pfechazi na tvar |z;| < e.
Zaroven musi platit, Ze |xs| < €. Z téchto nerovnosti ndm plyne, ze sfé-
rickym okolim bodu pii uziti maximové metriky je ¢tverec se stranami
rovnobéznymi s osami z a y a o délce strany 2e.

3. Sumova metrika: |z;| + |r2| < €. Po rozepsani této nerovnosti pii od-
stranéni jednotlivych absolutnich hodnot, dostavame podobu sférického
okoli pfi pouziti sumové metriky. Je jim ¢tverec s thloptickami rovno-
béznymi s osami x a y a o délce thlopricky 2e.

- ~ Va
. s N | : , N N
Y N\ | 4 N\
/ \ I I , / N .
/ \ | | Y N
/ \ | | 4 \
I 3 C | | £ C ! ’ € C h 5
| ! \ ! N ,
\ / \ [ N ,
/ AN
\ , I ! N d
\ [ ‘ N Z
N , 4 | | N s
AN Phd | ! A N ’
S~ ___- Lo ] Vv
(a) Eukleidovskd metrika. (b) Maximova metrika. (¢) Sumovéa metrika.

Obrazek 1.6: Jednotliva okoli pfi rtiznych metrikach v roviné.

Nyni si uvedme nékteré vlastnosti bodit a mnoZin v metrickém prostoru.

Definice 1.2.2 Méjme metricky prostor (M;p). Necht body a, b, ¢ ndleZi
mnoziné M, mnoZina A C M.

Bod a je vnitrnim bodem mnoziny A (vzhledem k metrickému prostoru
(M;p)), jestlize existuje ¢ > 0 takové, Ze U.(a) C A (patri-li bod a do
mnoziny A s celym svym okolim).

Bod b je vnéjsim bodem mnozZiny A (vzhledem k metrickému prostoru
(M; p)), jestlize existuje ¢ > 0 takové, Ze U.(b) N A = 0 (jestlize bod b je
vnitini bod mnoziny M — A.)

Bod ¢ je hrani¢nim bodem mnoZiny A (vzhledem k metrickému prostoru
(M;p)), jestlize (Ve > 0)(Us(c) NA # DAU(c) N (M — A) # 0)(v kazdém
okoli bodu ¢ jsou body z mnoZiny A i z mnoZiny M — A).

Definice 1.2.3 Méjme metricky prostor (M; p). Necht mnozina A C M.
MnoZina A je oteviend v metrickém prostoru (M p), je-li kazdy bod a € A
vnitrnim bodem.
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Obrazek 1.7: Zobrazeni vnitiniho (a), vnéjsiho (b) a hraniéniho bodu (c)
mnoziny A (kruznice predstavuji okoli bodu v pojeti Eukleidovské metriky).

Mnozina A je uzaviend v metrickém prostoru (M; p), je-li kazdy hraniénid
bod mnoZiny A bodem této mnoZiny.

MnoZzinu vSech hranicnich bodid mnoziny A vzhledem k metrickému pro-
storu (M p) nazveme hranici mnoziny A a znacime ji VA.

Véta 1.2.1 Mnozina A je uzavrend, jestlize plati: VA C A.

Definice 1.2.4 MnoZinu A nazveme uzdvérem mnoziny A, plati-li:
A=AUJA.

Definice 1.2.5 Méjme metricky prostor (M;p). Necht mnozina A C M.
MnoZina A je omezend v metrickém prostoru (M; p), jestliZe existuje prvek
x € M a redlné ¢islo r € R takové, Ze pro kazdé y € A je p([x;y]) < r, nebo
A=10.

Jingmi slovy: mnozZina A je omezend, jestlize lze sestrojit kruznici o polo-
meéru r a se stredem v bod€ x tak, Ze celd mnozina A lezi uvnitr této kruznice.
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1.3 ResSené priklady

Reseny priklad 1.1 U Eukleidovské metriky ukaZme, Ze se podle definice
opravdu jednd o metriku spliugici prislusné axiomy. Budeme postupovat tak,
Ze nejprve ukdzeme platnost axiomii pro mnoZinu R, poté pro mnoZinu R? a
konecéné pro mnoZinu R3.

1. (R; pW); pW([z3y]) = /(@ —y)? = |z —y|.

e aziom nezdpornosti: |x — y| > 0 - absolutni hodnota z cisla je
definovana jako nezdaporné cislo, tudiz axiom jedna je splnén.

e aziom totoZnosti: |x —y| =0 < x =y - jelikoz se jednd o ekviva-
lenci, musime dokdzat implikaci oboustranné. Clen |z —y| je roven
nule prdavé tehdy, kdyz se oba cleny rovnaji. Naopak, pokud x = v,
pak samozrejmé |x — y| = 0. Aziom druhy tedy plati.

e aziom symetrie: |x —y| = |y — x| - tuto vlastnost dokdZeme ndsle-
dugici upravou vyrazu: |r—y| = |- 1(y—2z)| = |=1|ly—z| = |y—=x|.
Axiom cislo tri plati.

e trojihelnikovd nerovnost: |x — y| + |y — z| > |v — z| - i tento
aziom dokdZeme tupravou vyrazu: |r — z| = |v —y+y — z| =
(x—y)+(y—2)| < |z —y|+ |y — 2|, pFicemz jsme vyuZili viastnost
absolutni hodnoty, totiz |a| + |b| > |a + b|. I axiom cturty je tedy
dokdzadn.

Tim jsme tedy ukdzali, Ze (R; pV) je metricky prostor.
2. (R% p2); p@([z;9]) = /(21 — 91)* + (22 — 12)°-

e aziom nezdpornosti: \/(:pl —y1)?+ (x9 — y2)? > 0 - druhd moc-
nina z jakéhokoli ¢isla je vZdy c¢islo nezdporné, soucet téchto dvou
cisel je také nezaporné cislo a odmocnina z tohoto cisla je opét
cislo nezdaporné. Axiom jedna plati.

e aziom totoinosti: \/(x1 — y1)* + (xa — y2)%> = /(y1 — 21)2 + (Y2 — 22)?
- toto turzend dokaZme ndsledugicim upravenim virazu: \/(x1 — y1)? + (z2 — y2)? =

= \/(—1(91 - xl))Z + (—1(?/2 - 902))2 = \/(?/1 - 901)2 + (y2 - $2)2-
Axiom dvé plati.

e azxiom symetrie: \/(:pl —y1)?+ (e —y2)? =0 21 = Y1 A\T2 = Yo
- opét je treba dokdzat oboustrannou implikaci. Levy clen se rovnd
nule prave tehdy, pokud oba cleny, tedy 1 — y1 a o — Yo jsou
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rovny nule a to nastane tehdy, pokud x1 = yo a zdroven xo = ys.
Naopak, pokud tato rovnost nastane, vyraz nalevo je roven nule.
Treti axiom je splnén.

e trojiihelnikovd nerovnost: \/(x1 — y1)2 + (w2 — y2)2 +
+/(y1 — 21)2 + (y2 — 22)2 > /(21 — 21)? + (29 — 22)2 - podle 0b-
rdzku 2.1(a) vidime, Ze musi nastat nerovnost | XY| + |YZ| >
| X Z|, coz je ale standardni trojihelnikovd nerovnost, o které vime,
ze plati. TudiZ © axiom cturty je dokazdn.

Ukdzali jsme tedy, Ze (R?; p@) je metricky prostor.

3. (R% p®); p®([7;9]) = /(21 — 91)? + (22 — y2)? + (23 — y3)?
Tento metricky prostor nechame na ovérent ctendri. Postup je obdobny
jako u bodi jedna a dvée. K pomoci vam muze byt obrazek 1.8.

Obrézek 1.8: Eukleidova metrika v R3.

Nyni jsme tedy ovérili Eukleidovsky metricky prostor pro R, R? a R3
dle definice a ukdzali jsme, Ze o metrickiy prostor opravdu jde?.

2Qvéfeni maximové metriky a sumové metriky by se provadélo obdobnymi ivahami.



Kapitola 2

Funkce dvou proménnych

V této kapitole se budeme vénovat zavedeni pojmu funkce dvou proménnych.
Ukazeme zde nékteré dilezité vlastnosti téchto funkei. Poté se budeme po-
drobnéji vénovat funkcim dvou proménnych, se kterymi se budeme setkavat
nejcastéji, a zamerime se na jejich vlastnosti.

2.1 Zakladni pojmy, vlastnosti

Definice 2.1.1 (Reélna funkce dvou proménnych) Redlnd funkce dvou
proménnych f : R? — R je zobrazeni, které kaZdé usporddané dvojici
[z;y] € R? priradi nejvyse jedno z € R; z = f(x;y) € R.

Proky [x;y] € R? se nazjvaji body dvourozmérného prostoru R?.

Mnozina D(f) = {[z;y] € R*%; 3z € R : f(z;y) = 2} se nazyvd definicni obor
funkce f.

Mnozina H(f) = {2z € R;J[z;y] € R? : f(x;y) = 2z} se nazyvd obor hodnot
funkce f.

Mnozina G(f) = {[z;y; 2] € R3; [z;y] € R?*} se nazgvd graf funkce f.

Predstavme si Kartézskou soustavu soufadnic zavedenou v prostoru. De-
finiénim oborem rozuméjme mnozinu vsech uspotradanych dvojic [x; y]. Defi-
ni¢ni obor je podmnozZinou roviny zy. Funkéni hodnotou z = f(z;y) potom
rozuméjme bod v prostoru, ktery se nachézi na kolmici vedené k roviné zy
bodem [z;y], a to ve vzdélenosti z od této usporadané dvojice.

17
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(X1 vy Zl]T
I

Zq| Xy X5

| > »
% %

Y> |

— — 4 = = —¥Ixy v,

| Y | 2072

v, |/ / zZ,
— = Xyl ‘ [X5: ¥y 2,1

Obrazek 2.1: Jednotlivé body grafu funkce f. Vidime, ze soufadnice z; je
kladné (bod je nad rovinou zy), kdezto souradnice z, je zdporna (bod je pod
rovinou zy).

Véta 2.1.1 (Prosta funkce) Funkce f je prostd (injektivni) prave tehdy,
jestlize plati: [w1;y1] # [v2;92] = f(21;91) # f(252)-

Véta 2.1.2 (Funkce vzniklé na zékladé aritmetickych operaci) Necht
f je funkce takovd, Ze f : R — R a g je funkce takovd, Ze g : R — R. Potom
pro funkci h plati:

o Pokudh = f+g, potom h(z;y) = f(z;y)+g(z;y); D(h) = D(f)ND(g).
Funkci h nazveme souctem funkci f a g.

o Pokud h = f-g, potom h(z;y) = f(x;y) - g(x;y); D(h) = D(f)ND(g).
Funkci h nazveme soucinem funkci f a g.

1
e Pokud h = ?, potom
1
h(z;y) = Ty D(h) = D(f) — {l;yl; f(x;9) = 0}. Funkci h na-
zveme pfevrdc;nou hodnotou funkce f.
Véta 2.1.3 (Skladani funkci) Nechf g je funkce takovd, e g : R*> - R a f

je funkce takovd, Ze f : R — R. Potom pro funkci h = fog plati: h : R? — R,
kde h(z;y) = f(g(x;9)), a D(h) = {[z;y] € D(g9);9(z;y) € D(f)}.

Zéapisem h = f o g rozuméjme, ze funkce h vznikla slozenim funkci f a
g, kde funkce g je funkce vnitini a funkce f je funkce vnéjsi. Je zde patrna
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analogie se sklddanim funkci jedné proménné. Na zavér poznamenejme, ze
obor hodnot vnitini funkce musi byt podmnozinou defini¢niho oboru funkce
vnéjsi. Z toho zaroven vyplyva, ze tyto dvé mnoziny musi byt stejné dimenze
- v nasem piipadé je dimenze rovna 1.

2.2 Prehled dilezitych funkci

vvvvvv

nych, se kterymi se také budeme nejcastéji setkavat. U kazdé z téchto funkci
si podrobnéji rozebereme jeji vlastnosti a odvodime si, jak vypada jeji graf.
Ve vsSech pripadech si nejprve uvedeme obecny tvar funkéniho predpisu dané
funkce a posléze si na konkrétnim piikladé ukazeme, jak graf dané funkce
sestrojit.

K odvozeni vétsiny grafit budeme pouzivat nasledujici metodu. Predpo-
kladem pouziti této metody je znalost analytické geometrie, zejména pak
analytické geometrie kuzelosecek. Pokud si ¢tenaf neni jisty svymi znalostmi
v této oblasti, doporucuji nejprve projit si v literatufe oblast analytické ge-
ometrie a doplnit si alespon zakladni znalosti v této oblasti. Doporucit lze
napiiklad knihu od Milana Kocandrle [4], kde naleznete nejzakladnéjsi po-
znatky z analytické geometrie, nebo publikaci od Pavla Pecha [8], kterd se
podrobné vénuje teorii kuzelosecek.

Metoda fezt

Grafem realné funkce dvou proménnych je podmnozina prostoru R3. Po-
kud budeme chtit ziskat predstavu, jak graf realné funkce dvou promén-
nych vypada v Kartézské soustavé souradnic (oznac¢me (zyz0)), provedeme
na grafu funkce f fezy rovinami, které jsou rovnobézné s rovinou zy (respek-
tive xz nebo yz). Pokud tedy volime rovinu ¢ rovnobéZnou s rovinou zy, je
rovnice roviny o : z = ¢, kde ¢ € R je libovolna konstanta. Priinikem roviny o
a grafu funkce f potom rozumime fez na grafu funkce f. Podobné lze pouzit
fezy rovinami rovnobéznymi s rovinami zz (y = ¢) nebo yz (z = ¢). Jednot-
livé fezy nam pak dodaji presnéjsi informace o tom, jak ma graf funkce f
vypadat.

Zminme se podrobnéji o fezu pomoci roviny o : z = c¢. Kfivky v prostoru
vzniklé fezem grafu funkce rovinou o nazyvame téz hladiny. Ve dvourozmeér-
ném prostoru potom tyto kiivky nazyvame vrstevnicemi.
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Obrazek 2.2: Graf funkce dvou proménnych a vrstevnice tohoto grafu.

2.2.1 Obecna rovina

Obecnou rovinu jako realnou funkci dvou proménnych dostaneme néasleduji-
cim funkénim predpisem: [ : f(z;y) =ar+by+c,kdea e R,be RaceR
jsou libovolné konstanty. Kdyz se nad timto pfedpisem zamyslime, zjistime,
ze je analogicky vzorci pro obecnou rovnici roviny z analytické geometrie, a
to a : ax + by + cz + d = 0. Po vyjadreni z dostavame nas funk¢ni predpis
pro funkci f. Také vidime, Ze za proménné = a y lze dosadit libovolné realné
¢islo, proto D(f) = R2.

Pro ilustraci si ukazme konstrukei grafu této funkce pomoci metody fezt.
Najdéme graf funkce f : f(x;y) = 3z — 2y + 4. Pro jednoduchost provedme
nejprve fez rovinou yz, tj. * = 0. Nyni ureme rovnici prisec¢nice. Ta nam
vyjde jako TfeSeni soustavy rovnic, a to pfedpisu funkce f a rovnice roviny
xy. Snadno spocitame, Ze rovnice prusecnice a tedy naseho 1. fezu ma tvar
ry : 2z = —2y+4, coz je rovnice piimky. Tato pfimka je znazornéna na obrazku
2.3 (a).

Analogicky ted pouzijme nejprve rovinu xz, tj. rovinu o rovnici y = 0.
Opét musime vyftesit prislusnou soustavu rovnic, jejimz vysledkem je ez
ro : z = 3x+4. Tento Fez je zndzornén na obrazku 2.3 (b). Kone¢né pouzijme
i 3. rovinu, a to rovinu zy o rovnici z = 0. Po vyfeSeni piislusné soustavy

nam vyjde rovnice tfetiho fezu r3 : y = 3% + 2. I tento fez mlizeme vidét na

obrazku 2.3 (c¢). Nyni si mtizeme zobrazit vSechny tfi fezy do jedné soustavy
na obrazku 2.3 (d).
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y x y X -5 -5
y X

(a) Rez v roving yz. (b) Rez v roviné zz. (c) Rez v roviné zy.

-5 -5

y

(d) Celkovy fez. (e) Graf funkce f.

Obrazek 2.3: Jednotlivé fezy.

Nyni asi jiz vidime, jak bude vypadat vysledna rovina jakozto graf funkce
f. Tento grafu musi prochazet vSemi fezy. Pokud by nam nestacily tyto
tfi fezy rovinami xy, xz a yz, mizeme samoziejmé udélat i dalsi. V tomto
pripadeé to ale o¢ividné neni nutné. Graf funkce f je zobrazen na obrazku 2.3

(e).
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2.2.2 Kulova plocha

Kulovou plochu (jednoduseji povrch koule) vyjadiuje rovnice 2 +y*+22 = r?,
kde r € R{ je libovolné nezaporné ¢islo znadici polomér koule. Jak vidime,
jde o implicitni vyjadieni. Pokud bychom chtéli urcit explicitni vyjadreni
(z = f(=x;y)), dostali bychom nejprve |z| = 1/r? — 22 — y?. Odvodme tedy
explicitni vyjadfeni pro povrch "horni” polokoule, tedy pro z > 0. Dostavame
funkéni predpis z = f(z;y) = /1?2 — 22 — y>.

Ukazme si nyni na konkrétnim piikladu, jak bude vypadat graf funkce
f o flz;y) = /4 — 22 — y2. Jednd se o kulovou plochu s polomérem r = 2.
Vidime, Ze se nam ve vyrazu vyskytuje odmocnina a jeji argument musi
byt vzdy nezéporny. Polozme proto 4 — 22 — y? > 0. Tato nerovnice nam
udava, kdy ma funkce f smysl a tudiz nam ukazuje defini¢ni obor. Nerovnice
znazornuje kruh o poloméru r = 2, definiénim oborem je mnozina: D(f) =
{[z;y];4 — 2% — y*> > 0}. Tento defini¢ni obor je zndzornén na obrazku 2.4.

Nyni opét pouzijme metodu fezt. Pro- *
vedme nejprve ez rovinou ¥z, tj. rovinou o rov-
nici x = 0. Dostavame fez o funkénim predpisu
r1: 2z = /4 — y?. Tento predpis charakterizuje i \
pulkruznici o poloméru r» = 2. Jelikoz ze zadani { \
vidime, ze z > 0, je tato pilkruznice ”horni” B E I i f :
ptlkruznici kruznice o rovnici y? + 22 = 4. i
Tento fez mizeme vidét na obrazku 2.5 (a). )
Stejnym postupem mizeme vySettit ez rovi-
nou zz, tedy rovinou o rovnici y = 0. Dosta- -3
vame Tfez dany predpisem 75 : z = V4 —22. QObrézek 2.4: Defini¢ni obor
Nyni jde opét o pilkruznici a jelikoZ ma byt funkce f flzy) =
z > 0, jde opét o horni polovinu kruznice m
2? + 2% = 4. Tento fez vidime na obrazku 2.5
(b). Nakonec udélejme fez rovinou zy (jeji rovnice je z = 0). Dostdvame
rovnici fezu r3 : 22 + y? = 4, coz je rovnice celé kruznice leZici v roviné zy,
majici stied v pocatku soustavy soufadné a majici polomér » = 2. Vidime
ji na obrazku 2.5 (c). VSechny fezy v jedné soustavé pak muzeme vidét na
obrazku 2.5 (d).

Nyni si jiz dovedeme predstavit, jak bude graf funkce f vypadat. Podle
ocekavani se jedna o Horni polovinu kulové plochy s polomérem r = 2 a
se stfedem v pocatku soustavy soutfadnic. Tento graf mizeme vidét na ob-
razku 2.6 vlevo. Na obrazku vpravo je potom zobrazena celd kulova plocha o
stejném stfedu a poloméru, ktera by byla vyjadiena rovnici 22 + 2 + 22 = 4.

2T

oLl
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é xz.

) Rez v rovin

(b

(a) Rez v roving yz.

(d) Celkovy fez.

(c) Rez v roviné zy.

v

z

vé Tezy.

Obrazek 2.5: Jednotli
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Obrazek 2.6: Graf funkce f : f(z;y) =
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2.2.3 Kuzelova plocha

Kuzelovou plochu (jednoduseji po-
vrch kuzele) s vrcholem v pocatku
soustavy soufadnic vyjadiuje rov-
nice 2?2 + y? — 22 = 0. Jak vidime,
jde o implicitni vyjadfeni. Pokud
bychom chtéli urcit explicitni vyja-
dfeni (z = f(x;y)), dostali bychom N

nejprve |z| = /a2 + y2. Odvodme B

tedy explicitni vyjadieni pro ”horni R
¢ast” kuzelové plochy (s vrcholem v G
pocatku soustavy souradnic a roze-

virajicim se smérem vzhiru), tedy Obrazek 2.7: Kuzelova plocha.
pro z > 0. Dostavame funk¢ni pred-

pis z = f(z;y) = \/2* + y*.

V predpisu funkce se nam vyskytuje druhda odmocnina. Argument této
odmocniny nesmi byt zaporny, tedy z? + y?> > 0. Tato nerovnost ale plati
pro vSechna x a pro vSechna y, z ¢ehoz vyplyva, ze definicnim oborem jsou
vSechny usporadané dvojice [x;y], neboli D(f) = R

Pouzijme nyni metodu Fezi a ukazme si, jak graf funkce f : f(z;y) =
2?2 +y? vypada a hlavné, jak tento graf budeme konstruovat. Budeme
postupovat stejné jako u predchozich dvou piikladt, uzijeme tedy tii za-
kladni roviny. Jak ale uvidime, pro upfesnéni predstavy o grafu funkce f
pouzijeme jesté dalsi roviny, aby nam vzniklo vice fezli. Nejprve tedy pro-
vedme fez rovinou = = 0. Rez bude potom vyjadien rovnosti z = \/? , tedy
r1 @ z = |y|. Pfedpisem r; neni vyjadfeno nic jiného nez graf funkce absolutni
hodnota, jejimz grafem je pfimka lomena v pocatku soustavy souradnic. Vi-
dét ji mizeme na obrazku 2.8 (a). Zcela obdobné vyjadieni dostaneme po
fezu rovinou y = 0. Druhy fez bude mit tedy pfedpis o : z = |z|. Tento
fez je znézornén na obrazku 2.8 (b). Koneéné, pokud pouzijeme fez rovinou
z = 0, dostavame rovnici \/x2 + y? = 0, kterd ma ale smysl pravé tehdy, je-li
x = 0 a zaroven y = 0. Tfetim Fezem je tedy bod o soufadnicich [0;0]. Tato
situace je naznaena na obrazku 2.8 (c). Pokud vSechny tii fezy zakreslime
do jedné soustavy soutadnic, dostavame situaci zobrazenou na obrazku 2.8

().
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(a) Rez v roving yz.

(c) Rez v roviné zy. (d) Celkovy fez.

Obrazek 2.8: Jednotlivé fezy.

KdyZ se podivame na obrazek 2.8 (d), je ndm jasné, Ze je velmi obtizné
predstavit si, co je grafem funkce f, jelikoz v tomto piipadé nejsou fezy prilis
nazorné. Pokud tato situace nastane, mtzeme pouzit i dalsi fezy, které si nyni
vytvorime. Stejné jako jsme provadéli fez rovinou z = 0, provedeme ted fez
rovinou z = ¢, kde ¢ € R je libovolné realné ¢islo. Je jasné, ze rovina x = c je
rovnobé&zna s rovinou x = 0, tedy s rovinou yz. Rez potom dostdvame pied-
pisem 7y, : 22 — y? = ¢? coZ je rovnice hyperboly. JelikoZ je z > 0, grafickou
podobou je jen jedna cast paraboly, konkrétné ta horni. MiZeme to vidét
na obrazku 2.9 (a) niZe. Za libovolné ¢ je vzato ¢ € {—2;—1;0;1;2}. Zcela
stejném myslenkovym pokusem provedeme fez rovinou y = c. Za stejnych
podminek jako u predchozi roviny dostavame fezy ro.znazornéné na obrazku
2.9 (b) nize. Pokud provedeme fezy rovinou z = ¢, dostavame vyjadieni fezt
r3e : 22 +1y? = 2. Z rovnice vidime, Ze jde o rovnici kruznice. V tomto tietim
ptipadé dosazujeme za ¢ € {0;1;2}, jelikoz nesmime zapominat, ze z > 0.
Tato situace je naznafena na obrazku 2.9 (c). Kone¢né obrazek vystihujici
v8echny zkonstruované fezy je oznacen pismenem 2.9 (d).

Z obrazku 2.9 (d) jiz lze velice dobfe odhadnout koneénou podobu grafu
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(a) Rez v roviné yz. (b) Rez v roviné zz.

(c) Rez v roviné zy. (d) Celkovy fez.

Obrazek 2.9: Jednotlivé fezy.

funkce f. Tento graf je zobrazen nize. Nalevo je horni ¢ast kuzelové plochy
déna explicitnim funkénim pfredpisem z = /22 + y2, napravo je pak ukdzana
cela kuzelova plocha dana implicitnim funkénim predpisem

2?2+ 2 — 22 =0.
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2.2.4 Valcova plocha

Vélcovou plochu (jednoduseji povrch vélce)
s osou totoznou s osou y vyjadiuje rovnice
2 + 22 = r? kde r € R{ je libovolné ne-
zaporné cislo znacici polomér valce. Jak vi-
dime, jde, stejné jako v predchozich dvou pti-
padech, o implicitni vyjadfeni. Pokud bychom
chtéli uréit explicitni vyjadieni (z = f(z;v)),
dostali bychom nejprve |z| = Vr2 —22. Od-
vodme tedy explicitni vyjadieni pro povrch
"horni poloviny” vélce (jde tedy o Cast valce
leziciho nad rovinou zy), tedy pro z > 0. Do-
stavame funkéni predpis f(z;y) = Vr? — a2
Pokud bychom chtéli ziskat implicitni (respek-
tive explicitni) funkéni vyjadieni véalcové plo-
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Obréazek 2.11: Valcova plo-
cha.

chy, jejiz osa by byla totozna s osou x, pripadné s osou z, provedli bychom
akorat prislusnou zdménu proménnych. Pojdme si nyni opét ukzat konkrétni

priklad funkce.

Méjme funkei f: f(x;y) = V9 — 2. Nejprve uréeme defini¢ni obor D(f)
této funkce. Vidime, ze ve funk¢nim predpisu se vyskytuje druhd odmocnina
a vime, ze argument této odmocniny nesmi byt zaporny. Proto musi platit,
ze 9 — 22 > 0. Tuto nerovnost miiZeme upravit na nerovnost |z| < 3. Tato
nerovnice nam v grafické podobé predstavuje pas, ktery je rovnobézny s osou
x, soumérny podle této osy a jehoz sitka je 6. Tato situace je vystizena na



KAPITOLA 2. FUNKCE DVOU PROMENNYCH 28

obrazku 2.12. Defini¢ni obor je tedy dan mnozinou
D(f) = {[z;y] € R*% |z < 3}. g
Pojdme nyni, opét pomoci metody fezt, 3
odvodit graf funkce f(z;y) = v9 — 22, Nej- 2
prve vytvoime fez rovinou z = 0. Dostavame il
funkéni predpis prvniho fezu z = v/9, po zjed-
noduseni z = 3. Z tohoto vyjadieni dostavame
fez r1 : z = 3. Jde o primku rovnobéznou s
osou y. Tento Tez je zobrazen na obrazku 2.13
(a). Nyni provedme fez rovinou y = 0. Dostéa-

vame funkéni predpis z = v9 — x2, po upravé i -4
) 2 _ C 1 . .. Obrazek 2.12:
ry @ x° 4+ 22 = 9. Jak vidime, jde o funkéni

N . " . Defini¢ni obor funkce
predpis kruznice s polomérem 3 a stfedem v >
pocatku soustavy souradnic. Je ale tieba pfi- fioflay)=v9—a
pomenout, ze z > 0, proto ve skutecnosti jde o horni polokruznici. VSimnéme
si, ze kdybychom provedli na f fez rovinou y = ¢, kde ¢ € R je libovolné
realné &slo, dostali bychom stejnou rovnici fezu, tedy opét ry : 22 + 22 = 9.
Znovu by $lo o polokruznici s polomérem r = 3 a se stfedem na ose y, kon-
krétné v bodé o soutadnicich [0; ¢; 0]. Tato situace véetné fezi rovinou y = ¢,
kde jsme za ¢ brali ¢ € {—3; —2; —1;0;1; 2; 3}, je naznacena na obréazku 2.13
(b). Koneéné provedme fez rovinou z = 0. Dostavame rovnici fezu ve tvaru
2?2 = 9, z ¢ehoZ nadm vychazeji dva Tezy, a to r3, : © = 3 ary : x = —3.
Jak vidime, jde o rovnobézné primky, které jsou zaroven rovnobézné s osou
y. Tyto pfimky jsou zaroverl hrani¢nimi pfimkami defini¢niho oboru D(f)
funkce f (viz. obrazek 3.12). Tyto Fezy jsou vyobrazeny na obrazku 2.13 (c).
Na zavér uvedme, ze na obrazku 2.13 (d) jsou pak zobrazeny vSechny fezy,
které jsme zminili vyse.

Na obrazku 2.13 (d) je patrné, ze grafem funkce f : f(z;y) = V9 — 22 je
opravdu horni polovina valcové plochy s polomérem r = 3 a s osou valce to-
toznou s osou y. Graf funkce f je znazornén na obrazku 2.14 vlevo, zobrazeni
celé valcové plochy potom na tomtéz obrazku vpravo.



KAPITOLA 2. FUNKCE DVOU PROMENNYCH

(c) Rez v roviné zy. (d) Celkovy fez.

Obrazek 2.13: Jednotlivé rezy.
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Obrazek 2.14: Graf funkce f a valcové plochy.
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2.2.5 Parabolicka kuzelova plocha

Parabolickou kuzelovou plochu s vrcholem v pocatku soustavy souradnic vy-
jadiuje rovnice 22 +y2 — z = 0. Tato plocha vznikne rotaci paraboly o rovnici
z = 2% kolem osy z. Jak vidime, jde o implicitni vyjadieni. Pokud bychom
chtéli urcit explicitni vyjadieni (z = f(z;y)), dostali bychom jednoduse fun-
kéni piedpis z = f(z;y) = 2 + y?. Pro urceni defini¢niho oboru této funkce
provedme jednoduchou tvahu. JelikoZz se nam ve funkénim ptedpisu nevy-
skytuje zadny vyraz podminujici moznost volby nezavisle proménnych, jsou
definiénim oborem vSechny uspofddané dvojice [z;y], tedy D(f) = R2.

I v ptipadé vysSetfovani grafu
této funkce budeme postupovat
jako u predchozich prikladl, tedy
metodou Fezll. Nejprve provedme
fez rovinou x = (. Dostavame tedy
rovnici fezu ve tvaru r; : z = y>. 8
Tato rovnice vyjadifuje parabolu, 7
fez je graficky zpodobnén na ob-
razku 2.16 (a). Stejnym zpusobem .
provedme fez rovinou y = 0. Do-
stavame opét parabolu, tentokrat
o rivnici 75 : z = 2%. Tato para-
bola je zobrazena na obrazku 2.16 4
(b). Konecné, pokud provedeme fez
rovinou z = 0, dostdvame rovnici . -4 4 x
22 4+y? = 0. Soucet druhjch mocnin Obrazek 2.15: Graf funkce f - parabo-
je ale nulovy pouze tehdy, jsou-li lickd kuZelova plocha.
oba ¢leny nulové, tedy x = 0 a zaro-
venl y = 0. Proto plati, ze tfetim fezem r3 je usporddand dvojice [x;y] = [0; 0]
v roviné z = (0. Pokud bychom provedli fez rovinou rovnobéznou s rovinou
z = 0, tedy rovinou o rovnici z = ¢?, kde ¢ € R{ je libovolné nezdporné éislo,
dostaneme pro fez funkéni predpis r3 : 2 +y* = 2, coz je rovnice kruznice se
stfedem na ose z a s polomérem c. Tato situace pro ¢{0; 1;2} je vyobrazena
na obrazku 2.16 (c). Obrazek 2.16 (d) potom zobrazuje vSechny provedené
fezy.

Z obrézku 2.16 (d) je jiz jasné vidét, jak vypada graf funkce f(z;y) =
2?2 + 2. Tento graf je zobrazen na obrazku 2.15.
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z
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(a) Rez v roviné yz. (b) Rez v roviné zz.

z
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z
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(c) Rez v roviné zy. (d) Celkovy fez.

Obrazek 2.16: Jednotlivé fezy.

2.3 Transformace grafu funkce

Vsechny néasledujici funkce budeme vysetiovat v jejich zékladnich polohéch.
Tyto funkce vSak samoziejmé lze déle transformovat - mizeme provadét na-
ptiklad posunuti (translaci) nebo otoceni (rotaci). Mizeme provadét i sloZi-
téjsi transformace, témi se ale spise zabyva geometrie nezli matematicka ana-
Iyza. Zminme zde snad jen posunuti o dany vektor v = (vq;vy;v3). Pokud
tedy dostaneme funkci napiiklad danou piedpisem f(z;y):2—3 = (z—1)>+
(y+1)?, nejprve uréime vektor posunuti, v nasem ptipadé v = (1; —1; 3). Poté
vySettime pribéh funkce posunuté do pocatku soustavy souradnic, vySetiime
tedy graf funkce s pfedpisem z = 2%+%? (jen jsme vynechali vektor posunutf).
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Poté, co zjistime podobu grafu v poc¢atku soustavy souiadnic, posuneme tento
graf o nas vektor v a dostaneme graf funkce f(z;y).

Kromé funkce obecna rovina jsme se v predchozi ¢asti prace vénovali
predevsim funkcim, které se v geometrii nazyvaji kvadratické plochy. Pro-
blematikou kvadratickych ploch, zejména z pohledu geometrie, se zabyva
napiiklad kniha Pavla Pecha a Romana Haska [2]. V této publikaci naleznete
podrobné zpracovanou teorii kvadratickych ploch véetné transformaci téchto
grafti, které jsme jen naznacili v predchozim odstavci.

2.4 Resené priklady

Reseny piiklad 2.1 Urcete funkéni hodnoty funkce f v zadanych bodech.
Urcete definicni obor funkce f.

(@) fi: filzsy) =2 —y+3; A=[-31],

r—4

(b) fo: folwsy) = o

; B=1[7;2],
(€) fs: fs(zsy) = (1 —2)¥™; C =[-8;4],
(d) fi: fa(z;y) = log(x + 2y +6); D = [6;—1].
Resend:
(@) fi:filzy) =2 —y+3; A=[-3,1]

fi(A) = fi(=3;1)=(=3)*-1+3=11

D(f1) = R?
(b) fa: folasy) = ;%i; B =172
7T—4 3
f2(B) = f2(7;2) = 1<%

D(fy) = {[z;y] € R%y # V4}
(c) f3: fs(zy) = (1 — $)(y+2); C =[-8;0,5]
f3(C) = f3(—8;0,5) = (1 — (=8))*3+2) = 93 = 243

D(f3) = {[z;y] € R*x < 1} (Jednd se o polorovinu. Podminka pro
tuto funkci vychazi z faktu, Ze predpis funkce fs lze upravit do podoby
fa(z;y) = et (2] )



KAPITOLA 2. FUNKCE DVOU PROMENNYCH 33

(d) fa: fa(z;y) = log(x + 2y +6); D = [6; —1]

fa(D) = fa(6; —1) =log(6 4+ 2(—1) +6) =logl0 =1
D(fy) ={[z;y] € R*% 2z +2y+6 > 0}. (Opét se jednd o rovnici poloro-
viny.)

Reseny piiklad 2.2 U ndsledujicich funkci urcete predpisem definicni obor
funkce f, graficky jej zndzornéte a ddle urcete, zda je definicni obor mnoZina
otevrend nebo uzavrend a zda je tato mnozina omezend.

(@) f1: filzsy) =vV2—z+y—1, (b) fo: folz;y) =In(z —3y+7),
(c) fs: fa(zyy) = \/36 —42? =992, (d) fa: fulz;y) = V2 —29y% — 2,
(e) f5: f5(z;y) vy o4 (f) fo: fo(z;y) = & —|—y.

" log (9 — 22 — 42)’ rT—y

Reseni:

(a) fi: filwiy) =vV2—z+y—1
V daném predpisu funkce f, se ndm vyskytuji dvé druhé odmocniny.
Vime, Ze argument kazZdé druhé odmocniny musi byt nezdporny. Bu-
deme tedy Tesit dvé nerovnice, 2—x >0 ay—1> 0. Z proni nerovnice
dostavame podminku x < 2 a z druhé y > 1. Obé dvé nerovnice inter-
pretugi poloroviny, prunikem téchto polorovin je definicni obor funkce
f1 zobrazeny na obrazku 2.17 (a). Predpisem bychom potom definicni
obor této funkce zapsali takto:

D(fi) ={[z;y] e R%z <2y >1}.

Jak je patrné z obrdzku 2.17 (a) a z definic omezené a uzaviené mnoziny,
mnozina D(f1) je uzaviend a neni omezend.

(b) fo: falz;y) =In(z =3y +7)
V daneém predpisu funkce fy se machdzi funkce prirozeny logaritmus.
Argument logaritmu musi byt kladny, proto plati, Ze x — 3y + 7 > 0.
Tato nerovnice nam opét interpretuje polorovinu, kterd je zobrazena na
obrazku 2.17 (b). Predpisem bychom potom definicni obor této funkce
zapsali takto:

D(fo) = {[z;y] € R* z =3y +7 > 0}.

Jak vidime na obrdzku 2.17 (b), podle definic omezené a uzaviené
mnoziny neni mnozina D(fs) uzaviend a neni ani omezend.
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(€) fa: falwiy) = /36 — da? — 0y
V daném predpisu funkce fs3 se nachazi funkce druha odmocnina. Jako
v prikladu (a), argument druhé odmocniny musi byt nezdporny, tedy
36—42%—9y* > 0. Po vydéleni 36 a po malé upravé dostdvdme nerovnici

2 2

— + Yy < 1. Tato nerovnice ndam interpretuje vnitrni oblast elipsy

o délce hlavni poloosy a = 3 a vedlejsi poloosy b = 2 a se stredem
v pocatku soustavy souradnic. Tato mnoZina je zobrazena na obrazku
2.17 (c). Predpisem bychom potom defini¢ni obor této funkce zapsali

takto:
22
D(fs) = {[z;y] € R 9 + ) <1}

Jak ukazuje obrazek 2.17 (c), pFi pouZiti definic omezené a uzaviené
mnoziny je mnozina D(f3) uzaviend (hranicni body D(fy) patri do této
mnoziny) a je zdrover, omezend.

(d) fa: falwiy) =V2—-2p"—x

V daném predpisu funkce f, se nachazi opét funkce druhd odmocnina.
Argument druhé odmocniny musi byjt nezdporny, tedy 2 — 2y?> —x > 0.
Po nepatrné upravé dostdvame nerovnici v < —2y? + 2. Tato nerov-
nice interpretuje vnitini cast paraboly o parametru p =1 a s vrcholem
V' = [2;0]. Tato mnoZina je zobrazena na obrdazku 2.17 (d). Predpisem
bychom potom definicni obor této funkce zapsali takto:

D(fy) = {[z;y) € R*;x < —2y* + 2}.

Tento definicni obor, zobrazeny na obrdzku 2.17 (d), je podle definic
omezené a uzaviené mnoziny uzaviend, ale neni omezend mnozina.

Vat+y?—4

(e) fo: fs(z;y) = log (9 — 2% — y?)

V' daném predpisu funkce fs se nachdzi funkce druhd odmocnina a
funkce dekadicky logaritmus. Argument druhé odmocniny musi byt ne-
zdporny, tedy x® +y? —4 > 0, a argument logaritmu musi byt kladny,
tedy 9— 22 —1y* > 0. Po odlogaritmovdni dostdavame nerovnice x> +y* >
4 a 2? +y? < 9. Pruni nerovnice interpretuje vnéjsi édst krusnice o po-
loméru r = 2 a se stredem v pocdtku soustavy souradnic, druhd nerov-
nice pak vnitrni cast kruznice o poloméru r = 3 a se stejnym stredem.
Nesmime vsak zapomenout, Ze vyraz ve jmenovateli nesmi byt nulovy,
tedy log (9 — 22 — y?) # 0. Po prave dostdvame 9 — x? — y* # 1, tedy
22+y? # 8. Tuto nerovnici interpretujeme graficky jako celou rovinu, ze
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které je vyjmuta kruinice o poloméru r = 2v/2 a se stiedem v pocdtku
soustavy souradnic. Celd mnoZina je potom zobrazena na obrdzku 2.17
(e). Predpisem bychom potom definiéni obor této funkce zapsali takto:

D(fs) = {lz;y) € R%4 <a® +y* <9Nz" +4° #8}.

Jak vidime na obrazku 2.17 (e) a jak vime z definic omezené a uzaviené
mnoziny, mnozina D(fs) neni uzaviend, ale je omezend.

() fo: folx;y) = Hx—er V predpisu této funkce se vyskytuje druhd od-
r—y

, oy - . , T+ .
mocnina, jejiz argument musi byt nezdaporny, tedy rry > 0. Must
x‘ J—

tedy platit, Ze (x +y>0ANx—y >0)V(x+y < O/\a:—yy < 0). Tyto
nerovnice muzeme prepsat do tvaru x > —yANx >yVe < —yAz <y.
Definicni obor nam tedy vznikne sjednocenim mnoZiny urcené nerov-
nicemi r > —Y a4 T > Y S MNOZINOYU UTCENOU nerovnicemi r < —Yy a
x < y. Viyslednd mnozina je pak zobrazena na obrdzku 2.17 (f). Pred-
pisem bychom potom definicni obor této funkce zapsali takto:

D(fs) ={[z;y) eR* x> —yAax>yVa<—yAz <y}

Obrazek 2.17 (f) ukazugje, Ze pouZitim definic omezené a uzaviené mnoziny
neni mnozina D(fg) ani uzaviend ani omezend.

2.5 Priklady k procviceni
Priklad 2.1 Pomoci metody rezu urcete graf nasledugjicich funkci. Urcete
definicni obory.
(a) wdlcovd parabolickd plocha o predpisu f : f(x;y) = 4 — 22,
22 2 2

(b) jednodilng hyperboloid o predpisu f : f(x;y) = 1 + T 9= 1.

Priklad 2.2 Urcete funkcéni hodnoty v jednotlivgch bodech definic¢niho oboru.
(@) fi: filz;y) = In(z—3y+ay), pro A= [1;-3], B=[7;0], C = [-1;-1],

X

(b) fo: falz;y) = —5 —4, pro A=[0;-2], B =[4;-2], C =[-5;7],

(c) fs: f3(x;y) = sign(u) —sign(v), pro A = [1;=3], B = [2;0], C = [1; 1],

(d) Ja: f4(:c;y) =V8—x-— y?, pro A = [37 _1]7 B = [_1; _3]7 ¢ = [572]'
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302 1 i 3
X

fr.

(d) Defini¢ni obor funkce (e) Defini¢éni obor funkce f5. (f) Definiéni obor funkce fs.
fa.

Obrazek 2.17: Defini¢ni obory funkei f az f.

Priklad 2.3 Zjistéte, zda dan€ body patri do defini¢niho oboru funkce.

@) i+ fili) = [72 oo A=[-1-3], B=[1,0], O = [3~1],

(b) f2 = fal
C

zy) = log(z® — 9) +e¥ ™Y, pro A = [-3;-2], B = [-2;5],
=[-4;1

]7
(c) f3: fa(z;y) = /16 — 22 —y, pro A= [-4;0], B = [3;7], C = [0;0],

(d) fu: falary) =In—2 2

—— pro A=0;2], B=[-4;4], C = [3;-3].
o e A= 02, B [44), € =33

Priklad 2.4 Urcete graficky i predpisem definicni obor funkce a urcete, zda
jde o mnoZinu otevienou, uzavrenou, omezenou.
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(@) fi: filwsy) = \fsign(——),  (b) fo: folwsy) = \Jy— Vo +1,

r—1

(c) f3: fs(zyy) = ﬂ, (d) fa: falzsy) =2 —2y% -z,

x2+y?—2

log(9 — 2% — y?)
V4x? + 5y? — 20

(e) fs: fs(w;y) = In(4 — 427 +y2), (f) f6: fo(w;y) =

)

(g) f7: fr(z;y) = arcsin(jir ), (h) fs: fs(r;y) = In(9 — 2?) - /32 — 22.

Priklad 2.5 Podle DuBoisova vzorce pro vypocet povrchu lidského téla uve-
deného niZe, kde S je tato plocha v em?, v je vyska v centimetrech a h je
hmotnost v kilogramech, lze urcit plochu povrchu téla primérného téla Ce-
cha, jehoZ hmotnost je 74,8kg a vyska 172, 4cm. Urcete tuto plochu. Urcete
velikost povrchu vaseho téla.

S — 71’ 84 . h0,425 . U0’725.

Priklad 2.6 Mald hodindrskd firma vyrdbi jeden druh ddmskych a jeden
druh panskych hodinek. Proménnou d oznacme rocni produkci damskiych ho-
dinek v kusech, proménnou p pak rocni produkci pdnskych hodinek v ku-
sech. Bylo zjisténo, Ze rocni prijmy z prodeje téchto hodinek popisuje funkce
R(d;p) = 1200d + 1500p. Roéni ndlady na vgrobu potom popisuje funkce
C(d;p) = d* — 3dp + 2p* + 800d + 1000p + 174000. Urcete funkci P(d;p)
popisugici zisk firmy v zavislosti na proménnych d a p. Urcete rocni zisk
firmy, jestlize prodala primeérné 120 ks damskych hodinek a 145 ks pdnskych
hodinek mésicnée.



Kapitola 3

Diferencialni pocet funkce dvou
proménnych

Tato kapitola se bude zabyvat zavedenim zakladnich vlastnosti funkci vedou-
cich k priblizeni pojmu parcialni derivace funkce dvou proménnych. Bude zde
vysvétlena teorie parcialnich derivaci vyssich fadt a smiSenych derivaci, dale
pak pojmy jako smérova derivace a diferencial. Ukazeme si vyuziti diferen-
cidlnitho poctu v praxi, zejména na konstrukci tecné roviny ke grafu funkce
dvou proménnych, pouziti totalniho diferencidlu pro odhad funkce a v nepo-
sledni fadé osvéetlime pojem gradient.

3.1 Limita a spojitost funkce

Nez zadefinujeme limitu a posléze spojitost realné funkce dvou proménnych,
je tieba uvést si pojmy, se kterymi budeme v této kapitole pracovat.

Definice 3.1.1 (Hromadny bod) Necht pro definicni obor funkce f plati
D(f) € R?. Bod [z0; yo] € R? nazveme hromadnym bodem definicniho oboru
funkce f, jestlize kaZdé prstencové okoli Ps|xo;yo] md s definiénim oborem
funkce f neprazdny prunik, tedy:

Ps[wo;yol N D(f) # 0.

Jak vidime z definice, jde tedy o body, které jsme si jiz v predchozich
kapitolach oznacili jako body vnitini a body hrani¢ni. Oba tyto body davaji
pti priniku jejich prstencového okoli s definiénim oborem funkce f (nebo
obecné s danou mnozinou) neprazdny priunik.

Definice 3.1.2 (Izolovany bod) Necht pro defini¢ni obor funkce f plati
D(f) € R% Bod [x¢;y0] € R? nazveme izolovanym bodem defini¢niho oboru

38
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funkce f, jestlize existuje prstencové okoli Pslxo;yo|, které md s definicnim
oborem funkce f prdzdny prunik.

Stejné jako pro redlnou funkci jedné realné proménné, i zde musime za-
definovat limitu funkce. A stejné jako u funkce jedné proménné, i u funkce
dvou proménnych nam tato limita poskytuje informaci o chovani dané funkce
v okoli néjakého bodu. Pfitom se nejcastéji zaméfujeme na problematické
body, jako body nespojitosti apod. Definice limity funkce dvou proménnych
je analogicka s definici pro funkci jedné proménné.

Definice 3.1.3 (Limita funkce) Nechl f je redlnd funkce dvou promén-
nych, tedy z = f(x;y). Necht bod [xo;y0] € R? je hromadnym bodem D(f).
Rekneme, Ze funkce f md v bodé [xo; o] limitu A € R, plati-li:

(Ve > 0)(30 > 0)(V[z;y] € Ps(wo;90)); |f(w39) — Al <e.

Takto definovanou limitu funkce f(x;y) miuZeme také nazvat dvojnou limitou
a zapisujeme ji ndsledujicim zpisobem:  lim  f(x;y) = A.
[z5y]—=[wosyo]

U funkce jedné promeénné si limitu pro z — xy mizeme predstavit tak,
Ze na r-ové ose se proménné x blizi k xy budto zleva nebo zprava. Kdyz
ale tuto analogii vyuzijeme k prechodu k funkci dvou proménnych, zjistime,
ze situace jiz tak snadnd neni. Jakym zpisobem se bod [x;y] blizi k bodu
[%0; yo]? MuZe se k nému blizit po pfimce rovnobézné s jednotlivymi osami.
Stejné tak se ale k tomuto bodu muize blizit naptiklad po spirale. Vidime, ze
zde uz je moznosti vice, v podstaté jde o nekoneéné mnoho moznosti, jak se
bodem [z;y] pFiblizit k bodu [z¢; yo].

Je v8ak jasné, Ze definice limity musi platit, at uz se bod [z; y] blizi k bodu
[z0; yo] jakymkoli zptsobem. Podle prace Petra Volného [9] lze samotny vy-
pocet dvojné limity provést tfemi zptsoby. Nejjednodussim z nich je prosté
dosazeni limitniho bodu do predpisu funkce, ¢imz ziskame v podstaté funkéni
hodnotu v limitnim bodé. Druhou moznosti je postupné upravovani funkc-
niho predpisu a nasledné vypocteni limity. Dalsi moznosti je potom doka-
zovani, ze dvojna limita neexistuje. To mizeme ukézat napiiklad nalezenim
dvou cest, pficemz pro obé bude vysledna hodnota limity rozdilna.

Jednou ze specidlnich moznosti vybéru cest je vybér, kdy se k bodu [z; o]
pohybujeme po piimkéach rovnobéznych se soutadnicovymi osami. Tento zpt-
sob mizeme také nazvat zptisobem, pii kterém se pouziji dvojnasobné limity.
Dvojnasobné limity vypadaji nasledovne:

lim (lim f(z;y)) = Ay,

T—To Y—Yo

lim (lim f(z;y)) = As.

Y—Yyo T—IQ
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(a) Grafické znazornéni limity funkce. (b) Pfiblizeni k bodu, pfevzato z [9],
str. 250.

Obrazek 3.1: Limita funkce.
Véta 3.1.1 Pokud existuje limita  lim  f(x;y) = A a zdroven existugi

[z;y]—[zo5y0]

dvojndsobné limity Ay a Az, potom plati, Ze Ay = Ay = A. Pokud Ay # As,
potom limita A neexistuje. Rovnost Ay = As je nutnou, nikoli vsak postacujici
podminkou pro existenci limity A!

Véta 3.1.2 (O jednoznacnosti limity) Funkce f md v bodé [x¢;yo| nej-
vyse jednu limitu.

Uvedli jsme si zakladni véty tykajici se limit realnych funkci dvou promén-
nych. Dalsi véty o limitach tu nebudeme rozvadét do podrobnosti, protoze
jejich analogie s limitou funkce jedné proménné je jednoznac¢na. Uvedeme
tedy jen seznam dulezitych vét tykajicich se limity funkce dvou proménnych:

e véta o limité souctu dvou funkci,

e véta o limité soucinu dvou funkci,
e véta o limité slozené funkce,

e véta o limité seviené funkce,

e véta o nerovnostech mezi limitami.

Je jen na individualni snaze studenta si tyto véty pfipomenout a aplikovat
je na funkci dvou proménnych. Jak uz bylo vyse uvedeno, analogie téchto vét
s vétami o limité funkce jedné proménné je pomérné velika.
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Samotnymi vypocty dvojnych, poptipadé dvojnasobnych limit, se v tomto
textu zabirat nebudeme. V seznamu pouzité literatury lze najit sbirky pri-
kladti, kde naleznete spoustu prikladii na vypocet dvojnych a dvojnasobnych
limit. My si v ¢asti priklad k procviceni uvedeme jen zcela zékladni typy.

Definice 3.1.4 (Spojitost funkce v bodé&) Nechl f je redlnd funkce dvou
promeénnych, necht bod [xq; yo| je hromadngm bodem definicéniho oboru funkce
f. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé [xo; o), jestlize plati:

(Ve > 0)(36 > 0)(V[z;y] € Ps(wo;90))|f(259) — f(zo390)| < e
Mitizeme vSak uvést i analogickou definici spojitosti funkce f v bodé [x¢; yo]:

Definice 3.1.5 (Spojitost funkce v bodé&) Nechl f je redlnd funkce dvou
proménngjch, necht bod [zo; o] je bodem definicniho oboru funkce f. Rek-
neme, Ze funkce f je spojita v bodé [xo;yo|, jestlize je [xq;yo| izolovany bod
definicniho oboru funkce f nebo plati:

lim  f(z;y) = f(2o; o).
[z3y] = [z0;90]

Stejné jako limitu, i spojitost bychom mohli znézornit obrazkem 3.1. A
podobné jako u limity funkce dvou promeénnych, i u spojitosti plati velka
analogie s funkci vice proménnych. I proto mizeme vyslovit nasledujici tvr-
zeni. Jejich podrobnéjsi vyklad, vysvétleni a pripadny dikaz nechavame na
¢tenatfové znalostech z oblasti spojitosti funkce jedné proménné a na indivi-
duélni snaze.

Véta 3.1.3 Necht g : R? — R je v bodé [xo; yo| spojitd a necht f: R — R je
v bodé g(xo;yo) spojitda. Necht funkce h je definovdna sloZenim funkci f a g,
tedy h(x;y) = f(g(z;y)). Potom funkce h je v bodé [xo;yo] spojitd.

Véta 3.1.4 Uvazujme funkce f : R2 — R a g : R2 — R spojité v bodé
[0; yo]. V tomto bodé jsou potom spojité i funkce vzniklé na zdkladé aritme-
tickych operact, tedy funkce f + g a f - g. Pokud navic plati, Ze g(x;y) # 0,

je spojitd i funkce —.
g

A% doposud jsme definovali spojitost pouze v jednotlivych bodech. Na-
Sim zajmem ale je definovat spojitost funkce dvou proménnych na urcité
mnozing, idealné pak na celém definicnim oboru této funkce. Pojdme tedy
tuto spojitost zadefinovat.
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Definice 3.1.6 Rekneme, Ze funkce f je spojitd na mnoZiné M C D(f) C
R2, je-li spojitd v kazdém bodé této mnoZiny vzhledem k mnoZiné M, tj.
plati-li:

lim  f(z;y) = f(2o; yo)

[z;9]—=[z0590]
[z;y]eM

Je-li navic M = D(f), Fikame, Ze funkce f je spojitd.

Uvedme si jesté jednu dilezitou vétu, kterd souvisi se spojitosti funkce
na mnozin€ a kterou budeme vyuzivat ke hledani extrémi. I alternativu této
véty pro funkci jedné proménné bychom uz méli znat, nicméné uvedeme si ji
zde i pro realnou funkci dvou proménnych.

Véta 3.1.5 (Weierstrassova véta) Necht f je redlndg funkce dvou promén-
nych, necht M je omezend a uzaviend mnoZina, pro kterou plati M C
D(f) C R2. Je-li funkce f spojitd na mnoZiné M, potom na této mnoZiné
nabyvd funkce f svého maxima a svého minima.

Ptipomenme si, co chapeme pod pojmem omezena a uzaviend mnozina.
Omezené mnoziné musi byt mozné opsat kruznici tak, aby cela tato mnozina
lezela uvnitt této kruznice. Uzavienosti mnoziny rozumime takovou vlast-
nost, ze mnozina obsahuje vsechny své hrani¢ni body. Ukazme si analogii s
funkci jedné proménné. U takové funkce jsme rozlisovali intervaly, a to uza-
vieny, otevieny a polouzavieny. V analogii s funkci dvou proménnych nam
otevieny interval odpovida oteviené mnoziné, uzavieny interval pak uzaviené
a omezené mnoziné. Ale jak je to s polouzavienymi intervaly? Funkce dvou
proménnjch, respektive jeji D(f) C R? neméa analogii k polouzavienym in-
tervalim. Podle definice uzavienosti plati, ze pokud vSechny hrani¢ni body
mnoziny D(f) patii do D(f), pak je mnozina uzaviena. V opa¢ném piipadé
je D(f) mnozZina oteviena.
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3.2 Derivace a diferencial funkce

3.2.1 Parcialni derivace funkce dvou proménnych

I pfi objasnovani diferencidlniho poc¢tu budeme vychazet z analogie s funkci
jedné proménné. Pfipomenme si, jak se urcovala hodnota derivace u funkce
jedné proménné. U funkce jedné proménné jsme vzdy derivovali pravé podle
této proménné. Nejcastéji se jednalo o proménnou x. Nyni ovSem stojime pred
problémem, jelikoz funkce, kterymi se v této praci zabyvame, maji proménné
dvé. Jak se tedy provadi derivace funkce dvou proménnych?

Definice 3.2.1 (Parcialni derivace podle proménné x) Necht f je re-
dlnd funkce dvou proménnych a necht bod [xo; yo] je vnitinim bodem definic-
niho oboru této funkce. Parcidlni derivaci pruniho fadu v bodé [xo;yo] podle
promeénné x nazyvame (pokud existuje) limitu:

%(%;w — iy £ ®590) = f(woi90)
T T—T0 T — X

Definice 3.2.2 (Parcialni derivace podle proménné y) Necht f je re-
dlnd funkce dvou proménnych a necht bod [xo; yo] je vnitinim bodem definic-
niho oboru této funkce. Parcidlni derivaci proniho fdadu v bodé [xo;yo] podle
proménné y nazyvame (pokud existuje) limitu:

%(ﬂfo;yo) = lim Hzoy) = f($o;yo).
Y Y=yo Y —"%Yo

Jak tedy miuzeme vidét na ptredchozich dvou definicich, derivaci prova-
dime jen podle jedné vybrané proménné. Pojdme si tyto definice podrobnéji
rozebrat. Zamérme se na definici 3.2.1. Nasledujici definice je zcela analo-
gicka.

Kdyz si pfipomeneme definici derivace funkce jedné proménné a zaro-
ven se podivame na definici parcidlni derivace podle proménné z, uvidime
zde analogii. V§imnéme si jedné dtlezité véci. U parcialni derivace podle pro-
ménné xr mizeme vidét, ze se ndm zde nevyskytuje proménna y. Naopak, tato
promeénna je zafixovana na hodnoté yy. Co to tedy znamené pro nas vypocet?
Proménnd y je tedy ”zmrazena” na hodnoté€ y,, coz mé nasledujici geome-
tricky vyznam. Vznikd nadm parcidlni funkce s predpisem f, : f.(x;yo), coz
je ve skutec¢nosti uz jen funkce jedné proménné, jejiz derivaci hledat umime.
V grafické podobé provedeme na grafu funkce f fez rovinou rovnobéznou s
rovinou xz. Rovnice priniku této roviny s grafem funkce f mé pak prave
funké¢ni predpis funkce f,. Grafickou podobu této myslenky muzete vidét na
nasledujicim obrazku:
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(a) Graf funkce f s fezem rovinou y = 9. (b) Rez na funkci f dany predpisem f,.

Obrazek 3.2: Grafickd podoba parcidlni derivace funkce f v bodé [zo;yo]
podle proménné x.

Zcela analogicky bude vypadat situace pro parcialni derivaci funkce f v
bodé [x¢; yo] podle proménné y. Funkénim predpisem fezu bude funkce jedné

proménné f, : f,(zo;y).

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
y

(a) Graf funkce f s fezem rovinou z = zo. (b) Rez na funkci f dany ptedpisem f,.

Obrazek 3.3: Grafickd podoba parcidlni derivace funkce f v bodé [zg;yo]
podle proménné y.

Pojdme jesté objasnit geometricky vyznam parcidlnich derivaci. P¥ipo-
menme nejprve geometricky vyznam derivace funkce jedné proménné. Hod-
nota této derivace v urcitém bodé zy méla vyznam smérnice tecny v bodé
xo ke grafu této funkce jedné proménné. Nejiny vyznam ma i parcidlni de-
rivace. Uz jsme se seznamili s vyznamem parcialni derivace a s postupnym
prevedenim na funkci jedné proménné. A u té vime, ze derivace ma vyznam
smérnice tecny. Hodnota parcialni derivace funkce dvou proménnych v bodé
[%0; o] ndm tedy udava smérnici tecny ke grafu této funkce v bodé [x¢; yol,
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pricemz tato tecna lezi v roviné y = y,. Samoziejmé, plati to az na obménu
proménnych i pro parcidlni derivaci funkce dvou proménnych v bodé [xo; yo]
podle proménné y. Na nésledujicich obrazcich muzete vidét grafické znazor-
néni téchto tecen:

y -4

(a) Rez rovinou y = yo s te¢nou. (b) Znazornéni te¢ny ve 2D pohledu.

e

-10 i i i i i I I
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

y -4

(c) Rez rovinou x = z¢ s te¢nou. (d) Znézornéni teény ve 2D pohledu.

Obréazek 3.4: Geometricky vyznam parcidlni derivace funkce f v bodé [zo; o]
podle proménné x(obr. (a) a (b)) a podle proménné y (obr. (¢) a (d)).

Na zaver této ¢asti o geometrickém vyznamu parcidlnich derivaci si jesté
uvedme obrazek 3.5. Na ném vidime ptvodni funkci f, Fezy provedené ro-
vinami x = xp a y = yo (Cervené kiivky) a také teény ke grafu funkce f
vytvorené v bodé [xo;yo]. Uvédomme si, Ze tyto dvé tecny prochézeji stej-
nym bodem, proto nejsou mimobézné. Lze jimi tedy prolozit rovinu a tato
rovina bude te¢nou rovinou ke grafu funkce f v bodé [zo;yo]. Vice o proble-
matice tecnych rovin si fekneme v dalsi ¢asti tohoto textu.

Nyni je tfeba osvétlit si, jak budeme parcialni derivace pocitat. V predcho-
zich odstavcich jsme si podrobné vysvétlili, jak funguje parcialni derivace. Na-
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Obrazek 3.5: Graf funkce f s te¢nami v bodé [xo; yo].

ptiklad v definici parcidlni derivace funkce dvou proménnych v bodé [z¢; yo]
podle proménné x jsme fekli, ze proménna y zlustava zafixovana na hodnoté

Yy = Yo. Proménnou y tedy pii vypoétu ——(x;y) bereme jako konstantu a tak

s ni pri derivovani také zachazime. Derivujeme pak standardné pouze podle
proménné x. A naopak, pokud provadime parcialni derivaci podle proménné

Y, pri vypoctu a—(x;y) chapeme proménnou x jako konstantu. Dokazeme
Y

tedy prevést vypocet parcidlni derivace podle proménné z (nebo y) na vy-
pocet derivace funkce jedné proménné. Nemusime tedy pridavat zadna dalsi
pravidla, protoze derivovat funkci jedné proménné bychom méli umét jiz z
predchozich kurzi matematické analyzy. Pfipomenme si tedy kromé zaklad-
nich pravidel pro derivovani i hlavni véty, které pri derivovani pouzivame.

Véta 3.2.1 Necht f : R? — R a g : R? — R jsou rediné funkce dvou
promeénnych, které magi parcidlni derivaci podle proménné x v bodé [xg; yo| €
D(f)ND(g). Pak maji v tomto bodé derivaci také funkce f+g, f-g a pokud

navic g(x;y) # 0, potom i funkce S a plati:
g

0 Y 0
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. a%:l;g) (z7y) = %(x;y) ~9(@3y) + flay) - %(x?y)’
o2 ey - E@w) gy) = fwiy) - )
or Y 9*(z;y) '

Vé&ta 3.2.2 (Derivace slozené funkce) Nechf f : R? — R je redlné funkce
dvou promeénnych, g : R — R redlnd funkce jedné proménne, pricemz existuje
parcidlni derivace funkce f v bodé [xo; yo| a existuje derivace funkce g v bodé
f(zo;yo). Potom existuje parcidlni derivace funkce g(f(x;y)) v bodé [xo; o]
podle proménné x a pro jeji vypocet plati vztah

OO 984y - o

Jingmi slovy, hodnota parcialni derivace sloZené funkce podle promeénné x
je rovna soucinu parcialni derivace vnitrni funkce a derivace vnéjsi funkce
podle promeénné x. Pokud navic oznacime z = f(x;y) a tedy zo = f(xo;v0),

P ) o 0
i) _ 09y OF ().

muzZeme vypocet prepsat do podoby
Definice 3.2.3 (Hladka funkce) Necht f je redlnd funkce dvou promén-
nych a bod [xo; yo| je vnitinim bodem definicniho oboru této funkce. Rekneme,
Ze funkce f je hladkd v bodé [xo;yo], jestlize v tomto bodé existuji vSechny
parcidlni derivace proniho Tddu a vSechny tyto derivace jsou v bodé [xq; yo|
spojité.

Véta 3.2.3 Necht f je redlnd funkce dvou proménnych a bod [xo;yo] je vni-
trnim bodem definiéniho oboru této funkce. Je-li funkce f v bodé [xo;yo
hladka, pak je v nem 1 spojitd.

3.2.2 Diferencovatelnost

Definice 3.2.4 Necht f je redlnd funkce dvou proménngch a bod [xo; o] je
vnitrnim bodem definicniho oboru funkce f. Rekneme, Ze funkce f je dife-
rencovatelnd v bodé [xg; yo|, existuji-li konstanty A € R a B € R a funkce
w:w(z;y) spojitd v bodé [xo; yo] a w(xo;yo) = 0 tak, Ze plati:

f(@3y) = floiyo) = Az — x0) + By — yo) +w(;y)p([x; y]; [2o; o])-
MizZeme pouZit také ekvivalentni vyjddreni:

lim f(x;y) — f(wo;90) — Az — 20) — By — yo)

— 0.
(w3 [z0390] p([; y]; [zo; vol)
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Pojdme nyni vysvétlit, co pojem diferencovatelnosti znamena. Mé&jme bod
[%0; yo|, ktery je pevné zvolenym vnitinim bodem definiéniho oboru funkce
f. Zajimame se o rozdil f(x;y) — f(xo;yo), tedy o rozdil funkénich hodnot
v ndmi zvoleném bodé a v pevné zvoleném bodé [x¢;yo|. Jelikoz funkce f
muiize mit rizny predpis, snazime se tento rozdil nahradit rozdilem dvou li-
nearnich funkei, tedy rozdilem Ax + By + C' — (Azg + Byo + C). Po tpravé
dostavame vyraz A(z — x¢) + B(y — vo), kterym chceme nahradit ptavodni
rozdil f(z;y) — f(zo;yo). JelikoZ ale toto nahrazeni neni zcela pfesné a mize
vzniknout diference mezi ptivodnim rozdilem a rozdilem pti pouziti linearnich
funkci, je tfeba vyvazit tuto rovnost jesté dalsim ¢lenem, v tomto pripadé
Clenem w(x;y)p([z;y]; [xo; yo]). Zde w je funkce dvou proménnych, kterd je
spojita v bodé [xg;yo] a plati pro ni w(zo;y0) = 0 a p([x; yl; [zo; yo]) znadi
vzdélenost bodu [zg; yo] od bodu [z;y] (viz. jednotlivé metriky). Dostavame
se tedy k nasledujici rovnosti:

f(zyy) = f(zoiyo) = Alx — o) + By — yo) + w(z:y)p([2; 9] [20; vo])-

Pokud takovyto rozdil linearnich funkci a funkci w spojitou a splnujici vlast-

nost : }lir[n }w(x;y) = 0 dokézu najit, pak f v bodé [x¢;yo] diferencova-
3Y|—1To390
telna.

Zabyvejme se ted otdzkou, jakym zpiisobem objasnit hodnoty konstant
A a B. Na zakladé definice diferencovatelnosti funkce f v bodé [z¢;yo] se
hodnoty téchto konstant daji nalézt. Vypocet vSak neni jednoduchy, proto
tu uvedeme pouze vysledek. Lze odvodit, Ze konstanta A je rovna hodnoté
parcidlni derivace funkce f v bodé [z¢;yo] podle proménné x, obdobné se
ukaze, ze hodnota konstanty B je rovna hodnoté parcialni derivace funkce
f v bodé [xg;yo] podle proménné y. Definice diferencovatelnosti nam tedy
prechazi do podoby:

Fl50)= v o) = 5 (0 o) (=) + 5o o)y —p0) st ) )

kde lim  w(z;y) = 0 a p([z;y]; [zoivo]) = V(@ —20)2 + (v — %0)? je

[z3y]—[z0590]
Eukleidovska metrika.

Definice 3.2.5 (Totalni diferencial) Necht [ je redlnd funkce dvou pro-
ménnych diferencovatelnd v bod€ [xo; yo|. Pak vyraz

df(zo;v0) = %(ﬂfo;yo) (= o) + g—gj(l’o;yo) (¥ — yo)

nazveme totalnim diferencidlem funkce f v bodé [xg;yo|. Rozdily hy = x — xq
a hs =y — yo nazveme priristky proménné x, respektive y, funkce f v bodé
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[0; yo|. Diferencidl potom dostaneme ve tvaru:

af

0
df(xo;y0) = %(370; Yo)h1 + 8—;;(56’0; Yo)ha.

Praktické vyuziti totalniho diferencialu si ukazeme v nasledujicich kapito-
lach. Bude se tykat zejména odhadu funkénich hodnot funkce. Pojdme si nyni
uvést nékteré zakladni véty, které se jesté tykaji obecné diferencovatelnosti.

Vé&ta 3.2.4 (Diferencovatelnost slozené funkce) Necht f : R? — R je
redlnd funkce dvou proménnych diferencovatelnd v bodé [ro;yo] a g : R — R
je redlnd funkce jedné proménné diferencovatelnd v bodé [xq; yo|. Potom pro
funkei h(xz;y) = g(f(z;y)) plati, Ze je diferencovatelnd v bodé [xo; yol.

Véta 3.2.5 Necht funkce f a g jsou redlné funkce dvou promeénnych dife-
rencovatelné v bodé [xg;yo|. Potom funkce f + g, f - g a pokud plati, Ze

9(xo;90) # 0, potom i funkce = jsou diferencovatelné funkce v bodé [xg; yo|.
g

Véta 3.2.6 (Postacujici podminka diferencovatelnosti funkce) Necht
f je redlnd funkce dvou proménnych. Necht funkce f md v nékterém okoli
bodu [zo; yo] vSechny parcidlni derivace, které jsou spojité v bodé [xg; yo]. Po-

tom je funkce f diferencovatelnd v bodé [xo; yo).

Véta 3.2.7 (Dusledky diferencovatelnosti) Necht f je redlnd funkce dvou
promeénnych diferencovatelnd v bodé [xq;yo]. Potom:

1. funkce f je spojitd v bodé [zo; o),
2. existuji vSechny parcidlni derivace proniho fadu v bodé [xo; Yol

Oba tyto dusledky plati 1 tehdy, pokud md funkce spojité parcialni derivace.

3.2.3 Smeérové derivace a gradient

Pokud chceme ukazat, Ze funkce f je v bodé [xg; yo] diferencovatelnd, musi mit
v tomto bodé podle postacujici podminky spojité parcialni derivace. Nelze
ale Tici, ze pokud funkce nema spojité parcialni derivace, tak diferencovatelna
neni. V tomto pripadé se postupuje tak, zZe pouzijeme smérové derivace.

Definice 3.2.6 Necht [ je redlnd funkce dvou proménnych a necht s je jed-
notkovy vektor o soutadnicich § = (s;;s,). Necht bod [xo;yo] je vnitinim
bodem definicniho oboru funkce f. Potom cislo

of fla+h-sg;y+h-s,)— f(z;y)
8§ h—0 h

nazgvame derivact funkce f v bodé [xo;yo] ve sméru §.
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Vysvétleme si nyni vyznam smérové derivace. Vime, ze kdyz jsme defino-
vali parcialni derivaci, jeji geometricky vyznam spocival v hodnoté smérnice
te¢ny ke grafu funkce v daném bodé. Nejinak tomu je ted, nicméné v tomto
pripadé neni tec¢na rovnobézna s osou x ani s osou y, jak tomu bylo u par-
cidlnich derivaci. Nyni ma tato tec¢na obecny smeérovy vektor 5. Z toho ale
vyplyva, ze parcialni derivace jsou jen specialnimi pfipady smérové derivace.
Ukazme si to. Zvolme za smérovy vektor s = (1;0).

5, h-1y+h-0)— f(z;
8_§(x0;y0) = Jim fx+ 17y+h 0) = Fiy)
fle+hy) = flasy)  Of

a_f( o) = i _
o5 \ro Yo = I h ~ o

Vidime, ze proménnd y je zafixovana, jde tedy o definici parcialni derivace
funkce f podle proménné z. Tato definice je ekvivalentni s definici zavedenou
pod ¢islem 3.2.1.

I smérova derivace samotna ma sviij geometricky vyznam. A stejné jako u
parcialnich derivaci, i zde je jeji hodnota rovna smérnici te¢ny ke grafu funkce
f v daném bodé. Je nam asi jasné, ze hodnota této smérnice nas informuje
i o tom, do jaké miry graf funkce f v daném bodé roste nebo klesa. Pro
kvantifikaci miry tohoto klesani, respektive riistu, se zavadi pojem gradient
funkce.

Obrazek 3.6: Grafické znizornéni smérové derivace ve smeéru 5.
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Definice 3.2.7 (Gradient funkce) Necht f je redlnd funkce dvou promén-
nych a necht v bodé [xg;yo| existuji vsechny jeji parcidlni derivace. Potom
gradientem funkce f v bodé [xo;yo] rozumime vijraz

grad f(wo; o) = (g—i(%; Yo); %(900; Yo))-

9.9
oz’ Oy

Gradient také casto oznacujeme znakem nabla, tedy V f = ( ) f.
Hodnota gradientu nam udava smér nejvétsi zmény funkce f, tedy jakym
smérem dochézi k nejvétsimu ristu, respektive poklesu, funkce f.

Véta 3.2.8 Necht [ je redlnd funkce dvou proménnych. Ma-li funkce [ v
bodé [xo;yo] spojité vSechny parcidlni derivace a md v tomto bodé smérovou
deriwaci kazdého jednotkového vektoru S, potom plati:
of _
570 %) = gradf(zo; yo) - 5.
B
Uvedme zde jesté vztah, jaky mé& smérova derivace k diferenciaci funkce.

Véta 3.2.9 Necht [ je redlnd funkce dvou proménnyjch diferencovatelnd v
bodé [xo; yo] a §= (s4;5,). Potom

of of of
a—g(ﬂfo;yo) = %(Jfo;yo) © Syt a—y(fb’o;yo) © Sy

pro vsechny sméry §. Pokud v nékterém sméru S smerova derivace funkce f
neexistuje, funkce f neni diferencovatelnd v bodé [xo; yo).

3.2.4 Parcialni derivace vyssich radu

U funkce jedné proménné jsme zavadéli pojem druha derivace, pripadné tfeti
derivace atd. Také u redlné funkce dvou proménnych si nyni zadefinujeme
vyssi fady derivaci. Obecné nam po vypoctu parcialni derivace funkce f v
bodé [z;y]| vznikne opét funkce dvou proménnych. Opétovnym derivovanim
této funkce postupné dostavame vyssi fady parcialnich derivaci.

Definice 3.2.8 Necht f je redlnd funkce dvou proménnich a bod [xg; o] je
vnitrnim bodem definicniho oboru této funkce. Parcidlni derivaci druhého
radu podle promeéenné x nazveme vyraz

of 0 ,0f, i 26380 = 5 (@0i %0)
@(xovyo) - %(%)(xmyo) - xllgﬁlo T — Zo
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vznikly dvojndsobnou derivaci funkce f podle promeéenné x. Dvojndsobnou
derivact funkce f podle promeénné y poté obdrzime parcialni derivaci druhého
radu podle promenné y, kterd je ddna vyrazem

o*f o of , %(ﬁo;y) - ?(fco;yo)
_ 2 . - __ (L . =1 Y Y )
ayg (.T07 yO) ay(ay><x07 yO) yig}lo Y — Yo

Parcialni derivace druhého rfadu podle proménné x tedy vznikne tak, ze
vezmeme funkci f, nejprve ji zderivujeme podle proménné x a poté jesté
jednou tuto derivaci zderivujeme podle x. Nejinak tomu je u parcialni deri-
vace druhého fadu podle proménné y. Funkci f zderivujeme podle y a pak
vysledek znovu zderivujeme podle y. Nabizi se nam vSak i moznost funkci
f nejprve zderivovat podle = a poté podle y nebo naopak. Pojdme se tedy
chvilku pozastavit nad timto zptisobem.

Definice 3.2.9 (SmiSena derivace) Necht f je redlnd funkce dvou pro-
meénnych a bod [xo;yo] je vnitinim bodem definicniho oboru této funkce.
Smisenou parcidlni derivaci druhého Tadu nazveme vijraz

>’f 0 0f (o) — S o; wo)
. — (2L . =1 oz ) oz )
al_ay (.To, yO) 8?/(8.1’)(:60’ yO) ylg/lo v — Yo )
respektive
*f ., . 9,0f, g—i(x;yo) - g_g(ﬁo;yo)
m(fco, Yo) = %(@)(wo, Yo) = xlig}o P :

Vyvstava nam zde ale otézka, zda jsou tyto vyrazy stejné nebo nikoli.
Jinymi slovy, jsou tyto smisené derivace druhého radu stejné? Pokud zderi-
vujeme funkci f nejprve podle proménné = a az posléze podle proménné y,
dostaneme stejny vysledek jako v pripadé, kdy funkci f zderivujeme nejprve
podle y a az pak podle x?

Definice 3.2.10 (Zaménnost parcialnich derivaci) Necht f je redlnd funkce
dvou proménnych a bod [xo;ye] je vnitinim bodem definiéniho oboru této
funkce. Rikdme, Ze funkce f md v bodé [xo;yo] zdmeénné parcidlni derivace
druhého radu, jestliZe plati

PF o) = 2L o)
(’3y(’3x ZosYo) = 8x8y Lo Yo)-

Véta 3.2.10 (Postacujici podminka zadménnosti) Necht f je redlnd funkce
dvou proménnych a bod [xo;ye] je vnitinim bodem definiéniho oboru této
funkce. Jestlize ma funkce f v okoli bodu [zo;yo] spojité parcidlni derivace
druhého radu, potom md zaménné derivace druhéeho radu.
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Mame tedy definovany parcialni derivace prvniho a druhého radu. Pokud
bychom chtéli definovat také derivace vyssich rfadi, postupovali bychom zcela
stejnym postupem. Parcialni derivaci k-tého fadu bychom nazvali derivaci
(k — 1)-krat zderivované funkce f.

Definice 3.2.11 Necht [ je redlnd funkce dvou proménngch a bod [x¢;yo]
je vnitrnim bodem definicniho oboru této funkce. Necht f md v okoli bodu
[x0; yo] véechny parcidlni derivace n-tého Fadu. Potom parcidlni derivace

(n 4+ 1). 7ddu podle proménné x (respektive y) je pruni parcidlni derivace

podle proménné x (respektive y) v bodé [xo;yo] 2 funkce —————, kde

axiaynfi’
ie€{0;1;...;n}.

Na z&vér tohoto tématu pojdme jesté uvést, jak by vypadala k-nasobné
diferencovatelnost a totalni diferencial k-tého fadu funkce f.

Definice 3.2.12 Necht f je redlna funkce dvou proménnych a bod [xo; yo| je
vnitinim bodem definicniho oboru této funkce. Rekneme, Ze funkce f je v bodé
[0; yo| k-krdt diferencovatelnd, jestlize vsechny parcidlni derivace (k — 1).
rddu jsou jako funkce diferencovatelné v okoli bodu [o; yo).

Funkce f je k-krat diferencovatelnd v okoli bodu [xq;yo], md-li v tomto
okoli spojité parcidlni derivace k-tého radu.

Definice 3.2.13 Necht f je redlna funkce dvou proménnych a bod [xo; yo| je
vnitrnim bodem definicniho oboru této funkce. Je-li funkce f k-krdt diferen-
covatelnd v bodé [xg;yo|, totdlnim diferencidlem k-tého tadu v bodé [x¢;yo)
nazveme vyraz:

0 0
dkf(fb’oé Yo) = (%hl + 8—?/}12)%c - f(xo; vo).

Specidlne pro totdlni diferencial druhého radu plati:

62f(x0; Yo) 82f(x0; Yo) hyhy + 82f(x0; Yo)

h2
Ox? Tt 0xy 0y?

de(on;yo) = h%-
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3.3 Uziti parcialnich derivaci a diferencialu

3.3.1 Tecna rovina grafu funkce

Ukazme si nyni, jak zjistit rovnici te¢né
roviny ke grafu funkce za pouziti diferen-
cialnitho poctu funkce dvou proménnych. :
Jakysi naznak této problematiky se nam o
jiz objevil na strané 45 u zavedeni pojmu -
parcialni derivace. Pfipomenme si to ob- =
razkem. Pfi definici parcidlnich derivaci :
jsme pouzili k vytvoreni fezu roviny s rov- :
nicemi r = 29 a y = yp. V téchto rovi- , D )
nach potom lezely tecny ke grafu funkce Qbrazek 3.7: Graf funkce f s tec-
f. Vysvétlili jsme si, Ze tyto tecny nejsou pami v bods [o: Yo).-
mimobézkami, nejsou ani totozné, tudiz

nimi lze jednoznac¢né prolozit rovinu. A tuto rovinu my nazveme te¢nou ro-
vinou ke grafu funkce.

RN
AR
XK

KNS
QRN
00
R
T
R
e

N

Definice 3.3.1 Necht f je redlnd funkce dvou proménnich a bod [xq; o] je
vnitrnim bodem definicniho oboru této funkce. Jestlize je funkce f diferen-
covatelnd v bod€ [xg; yo|, pak rovnice tecny ke grafu funkce f md tvar:

z = f(zoiy0) + g—i(%;yo) (T —x0) + %(900;?/0) (¥ — vo).

Teéngm bodem je tedy bod o soutadnicich T = [xo; yo, f(zo; yo)]-

Vidime, ze pro vypocet rovnice te¢né roviny v urc¢itém bodu funkce potie-
bujeme spocitat pouze obé parcialni derivace druhého fadu. Tim dostavame
obecnou rovnici te¢né roviny. Tuto rovnici samoziejmé miizeme dostat i za
pomoci vy$e zminénych dvou tecen!. Na nasledujicim obrazku uz mizeme
vidét tecnou rovinu ke grafu funkce f i s jiz dfive zkonstruovanymi te¢nami.

'T v tomto piipadé je potfeba spocitat obé parcialni derivace prvniho fadu, ale jesté k
tomu pouzit aparat analytické geometrie.
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RN
QG
KRN
KIS
EREIOHEK
LR
S

Obrazek 3.8: Tecné rovina je grafu funkce f v bodé [zo; yo; f(z0; ¥o)]-

3.3.2 Odhad funkéni hodnoty

S
S

A
s
‘8‘\\‘

0 A\

N N
‘:‘}‘\\‘\ NN
‘:‘ IR
5

95

Definici 3.2.5 jsme zavedli totalni diferencial. Tento totalni diferencial nam
slouzi k odhadu diference f(x;y)— f(zo; o). Nasi snahou tedy je aproximovat
hodnoty f(z;y) v okoli bodu [zo; yo] s dostate¢nou presnosti. Uvedme si zde

nyni tvar diferencidlu, ktery pouzijeme:

df(zoivo) = g(l’o;yo) ~hy + 8]; (w03 %0) - ha.

ox

Cleny hy a hy nam zde znadi piiriistky funkce pro proménnou z, respektive
y. Pokud ¢len df(zo; yo) nahradime rozdilem f(x;y) — f(zo;yo), dostavame

po Upravé vyraz:

ox

f(z;y) = f(wo;90) + g(l’o;yo) ~hy + g—i(l’o;yo) * ha.

Abychom vztah, ktery budeme pouzivat pro odhad hodnoty funkce v néjakém
bodé, nahradme je$té proménnou x vyrazem zo + hi a analogicky y vyrazem

Yo + hs. Dostavame tedy vztah, ktery budeme pouzivat:

0 0
J(xo + his;y0 + he) = f(zo;90) + a—i(fﬁo;yo) -hy + a—]yc(fﬂo;yo) - ha.
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Pamatujme na to, ze tato rovnost je jen piiblizna, jen s urcitou pfresnosti.
Nezapomenme také na to, ze priristky h; a hy by mély byt dostatecné malé,
rozuméjme tim okolo nuly.

Tuto pfesnost mizeme uréitym zptisobem jesté zvysit. Pojdme nejprve
trochu upravit vyraz, ktery je uveden o par fadek vyse. VSimnéme si, ze
posledni dva sc¢itance jsou vlastné diferencidlem funkce f, tedy:

f(xo+ hi;yo + ha) = f(x0;y0) + df.

Pokud bychom ale chtéli zpfesnit nasi aproximaci, je tfeba na pravou stranu
vyrazu pridat dalsi s¢itance. Po pridani dostavame polynom, ktery se nazyva
Taylortv.

Definice 3.3.2 (Taylorav polynom) Necht redlnd funkce dvou promén-
nych f ma v okoli bodu [x;yo| spojité parcidlni derivace aZ do (k+1). fddu.

Odhad funkcni hodnoty funkce f provedeme Taylorovym polynomem o pred-
pISU:

1 1 1
T (z0;90) = f (705 90) + ﬂdf(fco; Yo) + Ede(l’o; Yo) + o0+ gdkf(l’o; Yo)-
Miuzeme tedy vidét, ze nase pouzivani totalniho diferencialu je tedy special-

nim ptipadem Taylorova polynomu. My pfesto budeme pro vypocty pouzivat
pouze totalni diferencial.

3.4 Resené priklady

Reseny priklad 3.1 Vypoditejte dvojné limity ndsledugjicich funkci:

(@) lim 2= (b) lim YOy
[zyy]—[-1;1] 22 + 2y2 [z;y]=[-3;2] TY — 5

(©) lim WU (d) lim  SnEy)
[Tyl =[22] T — Y [z;y]—[0;0] x

Reseni:

(a) Definicnim oborem této funkce je mnoZina viech usporidanych dvojic
redlngch ¢isel vyjma dvogice [0;0]. Viastni bod limity je tedy vnitinim
bodem defini¢niho oboru. Po prostém dosazeni dostavdme:

, 3v—Ty> 3-(-1)-7-13 10
lim = E—
eyl [-151] 22 + 232 (—=1)2+2-12 3
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(b) Pokud chceme zjistit definiéni obor této funkce, jmenovatel zlomku nesmi
byt nula. Definiénim oborem je tedy celd mnoZina R? kromé kiivky o

rovnici y = —, coZ je hyperbola leZici v pronim a tretim kvadrantu
x

kartézské soustavy souradnic Oxy. Vlastni bod limity je vnitrnim bodem
definicniho oboru:
Ty + 5 4 —3-2+5 1 43

lim e A R S R
[z;y]=[-3;2] TY — 5 —-3-2-5 11 11

c) Definicnim oborem této funkce je mnoZina vsech usporadanych dvojic v
J Yy ]

R?, ovsem bez pFimky o rovnici y = x (funkce identita). Vidime, Ze

tentokrdt vlastni bod limity nepatri do definicniho boru funkce, jednd

se o hranicni bod. Pri prostem dosazeni dostdvame neurcity vyraz —.

Musime proto funkci upravit:

P — ot B (T )
hm —_— = hm L =
[zy]—=[22] T — Y [zy]—[22] T — Y
el 2 2
= lim vy toyty) lim  —z(2’+zy+y*) = —24.
(23] [2:2] (x —vy) (5] —[2;2]

(d) Definicnim oborem jsou viechny uspoiddané dvojice z R?, kde x # 0.
Vlastni bod limity tedy neni vnitrnim bodem definicniho oboru funkce,
je opét hranicnim bodem. Prosté dosazeni vede na neurcity vyraz 0’ je

proto treba uprava funkce:

lim sin(zy) — im sin(zy) y T sin(xy) _
[zy]—[0;0] T [zy]—[0;0] T Yy [myl—[0:0] ry
= lim -1 =0.
[z;y]—[0;0] Y
sin(zy)

Pro vypocet limity lim jsme pouzili poznatek z vypoctu li-
[zy]—=[0:0] Ty )
sin(a
mity funkce jedné promeénne, kde plati liIT(l) (a) = 0.
a— a

Reseny priklad 3.2 Vypoditejte vsechny parcidlni derivace proniho a dru-
hého tadu funkce f v libovolném bode, kde existuji:

(@) f: flzy) = 2° + 3%y — Say" —12° + % -3,
(b) f: flz;y) = In(a® +¢°),
(€) J: flwsy) = e,
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Reseni

(a) Definicnim oborem této funkce je celd mnoZina R* kromé primky x = 0.

1
%(w,y) = 322 + 6xy — 5 4_ %; g—?];(a:;y) = 3z — 20:cy3 — 60y4 + ;;
O f 2y O’ f 5 3
Hp2 (@y) = 62+ 6y + -5 a—g/?(‘”;y) = —60xy” — 240y°;
0 f ;s 1 0 f |
axay(x,y)—Gix—QOy — 2 8y8x(x’y)_6x_20y -

(b) Definicnim oborem této funkce je mnoZina vech uspotadanych dvojic v
R? vyjma bodu o souradnicich [0;0].

g( ) =2 2z
or L:Y) = ot x2+y2_:p2+y2’
af 1 2y
) = 20 - —
ay(x,y) V' E TR B
OF oy = 2202 = 2020 2y —?)
EYCASS (22 + y2)?2 (22 + y2)2’
P gy = 2V =22y 2~ )
oy (22 + y2)?2 (22 + y2)2
02 f 1 —4xy
) =220 - (—1) - —
axay ('T7 y) x y ( ) <x2 + y2)2 <x2 + y2)27
0 f 1 —4xy
) ) =222 (—1) - — ,
(c) Definicni obor funkce f je mnoZina R?.
O (a:) = cos(a) -5
%(x; y) =2y O,
Y
82]0 : sin(z)+y? sin(z)+y?
@(x; y) = —sin(z) - e + cos(z) - cos(x) - e =
= esin(@)+v” . (cos?(x) — sin(z)),
0 f

a_yQ(x; y) —9. esin(ac)—f—y2 + 2y . 2y . esin(ac)—f—y2 — esin(af)+y2 . (2 + 4y2)}
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0? , '

B éf (2;y) = cos(x) - 2y - MOV = 2y cos(z) - M@V,
ray

82f sin(z)+y? sin(z)+y?

D (asa) =2y cos) -0 = 2y cos(a) -

Reseny priklad 3.3 V daném bodé sestrojte diferencidl proniho Fdidu k funkci
In
Fefwy =200 A- g

sn(y?)

Reseni:
Definicnim oborem této funkce je ndsledujici mnozina:

D(f) ={[z;y] e R*;x > 0Ay* # km, k € Z}.

Vidime, Ze bod A je vnitrni bodem definicniho oboru.

a_f@ay) = ;-Zﬁ:yi = #7

Oz sin(y?) ¥ x-sin(y?)

gﬁ@ —2) =5 :M ~1,98, 3 2
g_g(x;y) = In(a”) - 29 - cos(y”) - Sm_z(lw) - 1;%(2'2)COS<y )
25(2 —2) = % = 9,49,

Diferencidl md tedy tvar: df = —1,98h; — 9,49h,.

R Seny priklad 3.4 Urcete hodnotu smérové derivace funkce f : f(x;y) =
— 2y? v bodé M = [1;2] ve sméru vektoru @ = (1;1).
e§em

o8

Defini¢nim oborem funkce f jsou viechna ¢isla z mnoZiny R?. Pro vijpocet
nejprve musime ziskat vektor s znormovdanim vektoru u.

i (1;1) V2 V2

g: o J
- veTe - (55

Nyni vypocitame gradient funkce f:

grad (s:9) = (5 2300 5 (530) = (205 ~4y)igrad f(4) = (2 =5).

Nyni pouzijeme vztah na vypocet smerové derivace funkce f v bodé A:

O () = radf(4)- 5= (2i-8)- (202 =2 252 5
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KB :
AL

-10

-15

-20

3

Obrazek 3.9: Tecna vedend bodem M ve sméru vektoru 5.

Reseny ptiklad 3.5 Urcete rovnici tecné roviny T funkce
f:flzy) =2 +y* v bodé A =11;2].
Reseni:

Definicnim oborem funkce je mnoZina R2.
f(1;2) =12 422 =5,
g(ﬂc;y) = 2z, tedy g—f(l; 2)=2,

2

o of
L ry) = 2 e
o (z3y) = 2y, tedy 9

Rownice tecny ke grafu funkce f je: z = 2(x—1)4+4(y—2)+5, po dprave:

(1;2) = 4.

T:z=2x+4y—5.

Reseny ptiklad 3.6 Pomoci totdlniho diferencidlu funkce f : f(z;y) =
22 — 2zy + 2% v bodé A = [2;3] odhadnéte funkéni hodnotu funkce f v bodé
X =1[2,1;2,8].

Reseni:

Definicnim oborem této funkce je mnoZina vsSech usporadanych dvojic z
R2. Pojdme si nejdrive urcit priristky funkce f:

hi=2z—20=2,1-2=0,1;ho =y —yo=2,8—3=—-0,2.

Vsimnéme si, Ze pririustek ve sméru osy y je zdporny.
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Obrazek 3.10: Te¢na vedend bodem 7' ke grafu funkce f z prikladu 4.5.

F(2:3)=22-2.2.3+2.32=10,

Of .\ o Of 5.y _ _
%(l’,y> =2z 2y’tedy8x (27 3) - 27
of of

—(x;y) = 4y — 2z, tedy=—(2;3) = 8.
8y(fc,y) y = 2, tedy=-(2;3)
Nyni jiz muZeme sestavit odhad funkéni hodnoty f(2,1;2,8):

£(2,1:2,8) =10—2-0,1+ 8- (—0,2) = 8,2.
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3.5 Priklady k procviceni

Priklad 3.1 Vypocitejte limitu funkce. Urcete definicni obor funkce. (Zdroj:
Nagy [5].)

3 3 4 4 2 .2
(a) lim %} (b) lim Loy
[zy] =11 22 + Y [zy]l=[1] T — Y
Ty — 2 , In(2z + 4e™)
C im ———, d lim @ ————,
(c) leiy] (22 Y + 2 (d) [z9]—=[0:1] (/22 + (2y)?
. 3_,3
(e) lim SnB2y) #) lm LY

mwl=lo0] 22 w22 yt — 2t

Priklad 3.2 Vypocitejte parcidlni derivace proniho a druhého 7ddu dané
funkce v libovolném bode, kde tyto derivace existuji. Urcete definicni obor
funkce. (Zdroj: Nagy [5], Nydl, Klufovd [6], upraveno.)

(2) [+ flw;y) = vy, (b) [ f(wiy) = V1 —a” =y,

(c) [ flwiy) =2 In(y), (d) f: flay) = aye™,

(&) f: flaiy) = =, () f: flrzy) = - cos(y) +y - cos(x),
(8) f: [lazy) = o, (h) f: flasy) = arctg(2),

i : f(x;y) = arcsin(zy), j flryy) = xier

(@) f: flz;y) (zy) (@) f: f(zy) NEET

Priklad 3.3 Urcete totalni diferencidaly poZadovaného tadu v daném bodé u
ndsledugicich funkci. (Zdroj: Nydl, Klufovd [6], upraveno.)

(a) df(A), pokud f: f(x;y) = sin(a® +y*) a A= [1;1],
(b) df(B), pokud f : f(x;y) = (zy° + 2)* a B = [2;1],

(c) df(C), pokud f: f(z;y) =2" -2 aC=][1;3],

(d) df(D), pokud f - f(z;y) = o -axcta(2y) a D = [~1;1],

72
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(e) df(E), pokud f: f(z;y) =In(y —2) a E = [4;5],
(f) d*f(F), pokud f: f(x;y) =2* +y* a F = [1; 1],

(g) d*f(G), pokud f: f(z;y) =e ™ a G =[-1;1].

Priklad 3.4 Vypocitejte derivaci dané funkce f v bodé A a v daném sméru

S. (Zdroj: Nagy [5].)
(a) [ flwy) = 2" =y’
(b) f: flz;y) = In(e” +¢)

(c) f: f(z;y) = arctg(zy)

2 2

(d) f: flasy) = ﬁ

A=[1;1] 5= (?;—%),
A= [0;0] 5= (sina; cos ),
A=11;1] §:@§Q§%
A=1;1] §=1(2;1).

Priklad 3.5 Urcete rovnici tecné roviny ke grafu funkce f v bodé A. Ve
stejném bodé urcete rovnici normdly®. (Zdroj: Nagy [5], Nydla, Klufovd [6],

upraveno.)
(a) f: flzy) =2 -y +5

) — Y
(b) f: flz:y) p—y

(c) f : flary) = x - axesin(y/5)
(d) [ flaiy) ="

(e) f:flzsy)=(x—y) e T

(£) f: flary) = e - cos(y) — 10

A=[2;3],
A=[5-1],
A= [—1;%],
A =[2;0],
A =1[1;0],
A = [0;7]

2Normala je pfimka kolma na teénou rovinu a prochazejicim te¢nym bodem. P¥i urco-
vani normaly vychézejte ze znalosti analytické geometrie, viz. Koc¢andrle [4].
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Priklad 3.6 Pomoci totdlniho diferencidlu proniho vadu sestrojeného v bodé
A odhadnéte funkcni hodnotu funkce f v bodé X. (Zdroj: Nydl, Klufova [6],
upraveno.)

(@) F: flasy) = Tl 1 A=l X=[.633,
(b) f: f(z;y) = e"sin(y) — eYsin(z) A =[0;0] X =10,1;-0,2],
(©) f: flzyy) = Va2 +y? A=[43] X = [4,03;2,97],
(d) f: fla;y) = In(Vx + y) A=[1;1] X =[1,03;0,98],
() f: flozy) = e A=[21  X=[2117
(1) £ flry) = () A=[11] X =[L112

Priklad 3.7 FEvropsky vyrobce analyzoval vliv reklamy na rocni prodej jed-
noho ze sviych vyrobku. Funkce

[ fla;y) = 500002 + 40000y — 102* — 20y* — 10zy,

kde z = f(x;y) je pocet kusi prodanych za rok, x jsou rocni ndklady na
reklamu v televizi (v tis. dolari), y jsou roéni ndklady na reklamu v rozhlase
(v tis. dolari), modeluje tento vztah. Urcete pocet prodanych kusi pri ndkladu
40000 dolari na reklamu v televizi a 20000 dolari na reklamu v rozhlase.
Sestavte parcidlni derivace pro tyto hodnoty ndkladi a interpretujte je. Je
lepst zvysit naklady na reklamu v televizi nebo v rozhlase? (Prevzato od Nydla
a Klufové [6], str. 98, upraveno)

Priklad 3.8 O kolik se zmeéni obsah obdélnika o strandch x = 6 m ay =
8 m, jestlize se strana x zvétsi o 2 mm a strana y se zmensi o 5 mm? (Ndvod:
Pro vgpocet nového obsahu pouZijte odhad pomoct totdlniho diferencidlu.)



Kapitola 4

Extrémy funkci dvou
proménnych

Posledni kapitola se bude vénovat urcovani extrémii realné funkce dvou pro-
ménnych. Zadefinujeme zde zékladni pojmy, jako naptiklad stacionarni a
sedlovy bod, lokalni a globalni extrémy. Nakonec se sezndmime s pojmem
vazany extrém a uvedeme si zakladni metody vySetfovani téchto extrém.

4.1 Lokalni extrémy

Definice 4.1.1 Necht f : R? — R je redind funkce dvou proménnyjch a necht
bod [xo;yo] je vnitinim bodem definicniho boru této funkce D(f).

Rekneme, Ze funkce f nabyvd v bodé [wo;y0] lokdlniho mazima, jestlize
existuje okoli U([zo;yo]) C D(f) bodu [xo;yo] takové, Ze

V[z:y] € U([zo; yo)); f(a5y) < f([xo: y0))-

Rekneme, Ze funkce f nabjvd v bodé [wo;yo] lokdintho minima, jestlize
existuje okoli U([zo;yo]) C D(f) bodu [xo;yo] takové, Ze

Y[z y] € U([zo; vo)); f(a5y) = f([xo: y0))-

Funkce tedy nabyva svého lokalniho extrému v takovém bodé A, v jehoz
okoli plati, Ze vSechny funk¢ni hodnoty jsou mensi nebo rovny (respektive
vétsi nebo rovny) funkéni hodnoté pravé v bodé A. Pokud jsou navic tyto
nerovnosti ostré, hovorime o tzv. ostrém lokalnim maximu (respektive mi-
nimu). Nyni je tfeba si Fici, jak takové body lze nalézt.

65
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Definice 4.1.2 Nechf redind funkce dvou proménnijch f md parcidlni deri-
vace pruniho ¥ddu podle obou proménnygch v bodé [xg;yo]. Rikdme, Ze bod
[z0; yo| je staciondrnim bodem funkce f, pravé kdyz plati:

g—i(%;yo) = %(%;yo) =0.

Véta 4.1.1 (Fermatova véta) Necht redlnd funkce dvou proménngch f md
v bodé€ [xo;yo] lokdlni extrém. Necht v tomto bodé existuji obé parcidlni deri-
vace funkce f. Pak bod [xg;yo] je staciondrnim bodem funkce f.

Z této véty ale vyplyva, Ze existence stacionarniho bodu A je nutnou,
nikoli vSak postacujici podminkou existence lokalniho extrému funkce f v
bodé A. Proto tedy funkce s nulovymi parcidlnimi derivacemi prvniho fadu
nemusi mit v bodé A lokilni extrém. Fermatova! véta nevylucuje moznost,
ze lokalni extrém muze existovat také v bodé, ktery neni stacionarnim bodem
funkce f. Jde o bod, kde néktera parcialni derivace prvniho fadu nexistuje.
Miuzeme tedy Tici, ze funkce f nabyva v nékterém bodé svého defini¢niho
oboru lokalniho extrému, pokud jsou v tomto bodé parcidlni derivace prv-
niho fadu nulové nebo pokud nékteré z téchto derivaci neexistuje. Ukazme si
nyni grafickou podobu extrémii takovych funkci. Pro ukazku uvazujme rizné
pripady lokalniho maxima, pro lokalni minimum by byla situace zcela ana-
logicka. Geometrickou interpretaci téchto extrémi mutzeme vidét na obrazku
4.1.

(a) Ostré lokalni maximum, g—i(A) = g—g];(A) = 0, te¢nd rovina lze sestro-
jit.

(b) Ostré lokalni maximum, g—f(A) a g—f(A) neexistuji, te¢né rovina nelze
sestrojit. ’ y

(c) Neostré lokalni maximum, pfimka rovnobézna s rovinou zy, %(A) =
g—‘g(A) = 0, tena rovina lze sestrojit.

(d) Neostré lokdlni maximum, pfimka rovnobézné s rovinou zy a osou y,
%(A) neexistuje, g—;j(A) = 0, tecna rovina nelze sestrojit.

!Pierre de Fermat, francouzsky matematik (1601-1665)
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0
(e) Neostré lokalni maximum, pfimka rovnobé&zna s rovinou zy, 8_<A> a
x
0
8_f(A) neexistuji, te¢na rovina nelze sestrojit.
Y
0 0
(f) Sedlovy bod, nejde o lokalni extrém, a—f(A) = a—f(A) = 0, te¢na rovina
Z Y

nelze sestrojit.

Nez si ukdzeme, jak urcit typ extrému, tedy zda jde o lokadlni maximum
nebo minimum, vzpomenme si na tuto problematiku v ramci funkce jedné
proménné. Zde jsme testovali stacionarni body pomoci druhé derivace. U
realné funkce dvou proménnych budeme postupovat obdobné.

Definice 4.1.3 Necht f je redlnd funkce dvou proménngch. Necht v libovol-
ném bodé D(f) existuji vsechny parcidlni derivace druhého vddu. Hessovou?
matici funkce f chdpeme matici druhého Tdadu

L) 2L ()
H(z;y) = gf; %'Ezafy

g0 (z;y) G—yQ(x; Y)

Véta 4.1.2 (Schwarzova véta) Mad-li funkce f v bodé [xg;yo| spojité par-
cidlni derivace druhého radu, pak je v tomto bode Hessova matice symetrickd.

Schwarzova? véta ndm tedy jinymi slovy fik4: Pokud je funkce f v bodé
[z0; yo] hladkd druhého Fadu, jsou vSechny parcidlni derivace druhého fadu
funkce f v bodé [zo; yo] spojité. Podle véty o zdménnosti parcidlnich derivaci
pak je jasné, zZe matice je symetricka.

20tto Hesse, némecky matematik (1811-1874)
3Hermann Schwarz, némecky matematik (1843-1921)
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Obrazek 4.1: Geometricka interpretace lokalnitho maxima.
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Definice 4.1.4 Necht f je redlnd funkce dvou proménngch. Necht Hy(x;y) =
92
<a—‘£(a:, y)) je submatice prvniho radu Hessovy matice. Pak determinant
x

02 f
Aq(x;y) = det | —5(x;
1( 7y) <ax2< 7y))
nazveme hlavnim minorem prvniho vadu Hessovy matice.

Definice 4.1.5 Necht [ je redind funkce dvou proménnych. Determinant
Hessovy matice

O gy 2 ()
Ao(wiy) =det | 0% 77 Oxoy

o°f o°f

ay&%(af;y) a—g/?(‘”;y)

nazveme hlavnim minorem druhého radu Hessovy matice nebo také Hessia-
nem.

Véta 4.1.3 (Véta o lokalnich extrémech) Necht f je redlnd funkce dvou
promeénnych, necht bod [xo;yo] je vnitinim bodem definic¢niho oboru funkce
f, ktery je zdroven staciondrnim bodem funkce f. Necht f md v bod€ [xo; yo]
spojité parcidlni derivace druhého radu.

(1) Je-li As(xo;y0) > 0, pak ma funkce f v bodé [xg;yo| ostry lokdlni ex-
trém, a to:

(a) je-li Ay(xo;y0) <0, md funkce f v bodé [xo; yo] ostré lokdlni ma-
remum,

(b) je-li Ai(xo;y0) > 0, md funkce f v bodé [xg;yo] ostré lokdlni mi-
nimum,

(11) Je-li Ay(xo;y0) < 0, pak mad funkce f v bodé [xo;yo] sedlovy bod,

(iii) Je-li Ao(zo;y0) = 0, pak nelze rozhodnout, zda md funkce f v bodé
[z0; yo| sedlovy bod, lokdlni extrém ¢i ani jedno.

Tuto vétu si mizeme vysvétlit velice jednoduse. Pouzijme odiivodnéni
podle Nydla [6]. Pokud je As(xo;y0) > 0, nemiize pak byt A (zo; yo) nulovy.
2
Tudiz musi v bodé [x¢; yo] nastat extrém. Pokud budou vyrazy W(:po; Yo) a
x
92

W@jo; Yo) oba zaporné, znamena to, Ze pokud si predstavime funkce jedné
Y
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proménné vzniklé fezem rovinou x = 0 respektive y = 0, budou tyto funkce

konkavni, tudiz v bodé [zo;yo| nastane lokalni maximum funkce f. Situaci
2

miizeme vidét na obrazku 4.2 (a). Naopak, pokud budou vyrazy w(:ﬁo; Yo) a
2
dy?
lokdlni minimum funkce f (viz. obrézek 4.2 (b)).

(x0; yo) kladné, Fezové funkce budou konvexni a v bodé [x¢; yo| nalezneme

RN
N
O 7
N
Nt i
N e
RO o

(a) Lokalni maximum funkce f. (b) Lokaln{ minimum funkce f.

(c) Sedlovy bod funkce f.

Obrazek 4.2: Grafické znazornéni lokalnich extrému a sedlového bodu funkce
f.
92
Situace Ay(xo;yo) < 0 nastane tehdy, pokud hodnoty vyrazi m(m’o; Yo)
x

2

a W(ZEO; Yo) budou mit opa¢nd znaménka. To ovSem znamend, Ze jedna
Y

fezova funkce by v bodé [xg; 30| byla konvexni, kdezto druhé fezova funkce by

v tomto bodé byla konkavni. Pro jednu funkci by zde tedy nastalo minimum,

pro druhou maximum. Funkce f zde proto nemé lokalni extrém, ale sedlovy
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bod. Tuto situaci muzeme vidét na obrazku 4.2 (c). V praxi se s hledanim
sedlovych bodi muzeme vedle hledani extrémi také setkat, naptiklad v tzv.
rozhodovacich modelech.

V piipadech, kdy nelze rozhodnout o tom, zda se v bodé [zy; yo] naléza lo-
kalni extrém ¢i sedlovy bod, miize pomoci vysetieni lokalniho chovani funkce
f v okoli bodu [xg; yo]. Tato situace se vSak miize dosti komplikovat. My se
s funkcemi vedoucimi k tomuto vysledku zabyvat do hloubky nebudeme.

Postup pii zjistovani existence lokéalnich extrém je tedy nasledujici. Podle
véty o lokalnich extrémech mtize lokalni extrém nastat pouze ve stacionarnich
bodech, jde o nutnou podminku existence lokalniho extrému. Pro ovéreni, zda
opravdu jde o extrém, musime jesté pouzit podminku postacujici, coz je v
podstaté testovani pomoci hlavnich minori. Vysledky potom interpretujeme
podle véty o lokalnich extrémech.

Reseny ptiklad 4.1 Urcete lokdlni extrémy funkce f : f(x;y) = 22° +ay*+
52 + 2.

Resent:
Uréeme nejprve definicni obor funkce f. Tim je celd mnoZina R%. Nyni
urceme hodnotu parcidlnich derivact funkce f pruniho Tddu.

%(az; y) = 62° +y* + 10,
0
a—‘g(az;y) = 2zy + 2y = 2y(x + 1).

Vidime, Ze parcidlni derivace jsou obé definovdny na celé mnoziné R?, pri-
) )

padné lokdlni extrémy tedy budou jen ve staciondrnich bodech. Ty zjistime

poloZenim parcidalnich derivaci rovnych nule. Resime tedy soustavu rovnic:

62° + % + 102 = 0,

2y(z+1)=0.

Druha rovnice je rovna nule pravé tehdy pokud je y = 0 nebo v = —1. Po
dosazeni téchto hodnot do prvni rovnice dostdvame ndasledugjici staciondrni
body:
5
Ay =[0;0]; Ay = [—g;O];AQS =[-1;-2]; A, =[-1;2].
Pro urceni, zda se jedna o lokdlni extrémy, potrebujeme stanovit hlavni mi-
nory, nejprve ale parcidlni derivace funkce f druhého Tddu.



KAPITOLA 4. EXTREMY FUNKCI DVOU PROMENNYCH 72

02 f o2 f

Ere) (z;y) = 12z + 10, a7 (x;y) =22+ 2,
02 f 0 f

2L (ziy) =2 L (ay) =29
900y (z;y) =2y, y0r (z3y) =2y

Hlavni minory maji tedy hodnotu:
Ay (z;y) = det (122 + 10) = 122 + 10,

120410 2y

Ay (z;y) = det ( 2% 2w 42

Nyni jizZ stact urcit hodnoty techto minorid ve staciondrnich bodech a podle
véety o lokdlnich extrémech urcit, zda jde ¢i nejde o lokdlni extrém a pripadné
o jaky.

) =4(62% + 11z + 5 — 3?).

Tabulka 4.1: Ptrehled lokalnich extrému a stacionarnich bodu funkce f.

Stac. bod A; | Aq(4;) | A(4) extrém z = f(A;)

A; = [0;0] 20>0 | 10>0 | lokdlni minimum z =0

Ay = [-3;0] >0 | =20 <0 | lokélni maximum z = 22
A3 =[-1;-2] | =16 < 0 - sedlovy bod
Ay =[-1;2] | =16 <0 - sedlovy bod

50
Dva ze staciondrnich bodi

tedy byly body sedlovymi.
2 Body Ay a Ay jsou pak lokdl-
nimi extrémy, konkrétne bod
A lokdlnim minimem a bod
Ay lokdlnim maximem. Lo-
kdlni extrémy jsme tedy na-
lezli. Funkce f je zndzornéna
na obrazku 4.3.

40

Obrazek 4.3: Funkce f.
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4.2 Vazané extrémy

V této podkapitole se budeme zabyvat tzv. vazanymi extrémy. V predchozi
¢asti jsme se zabyvali lokalnimi extrémy, které jsme hledali na celém definic-
nim oboru funkce. Nyni ovSem budeme hledat pouze takové lokalni extrémy,
které se také nachézeji na definicnim oboru funkce, ale zaroven se musi na-
lézat i v predem dané mnoziné. Tato mnozina bude nejcastéji dana riiznymi
podminkami. Budeme tedy hledat pouze ty lokalni extrémy funkce, které
vyhovuji témto podminkdm danym mnozinou.

Definice 4.2.1 Necht f je redlnd funkce dvou proménngch a necht M C
Rikdame, Ze funkce f md v bod€ [xo;yo] lokdlni mazimum vzhledem k
mnoziné M, jestliZe plati:

(36 > 0)(Y[z; y] € Us(wo: yo) N M) f(x59) < f(2o540)-

Rikdme, Ze funkce f md v bodé [xo;yo] lokdini minimum vzhledem k
mmnoziné M, jestlize plati:

(30 > 0)(V[z;y] € Us(zo:y0) " M) f(z39) > f(205Y0)-

Nejcastéji se nam mnozina M bude vyskytovat v podobé podminky
g(z;y) = 0, Tuto podminku budeme nazyvat vazba. Ukazeme si t¥i zakladni
metody, pomoci kterych lze vySettit lokalni extrémy funkce f vzhledem k
mnoziné M.

4.2.1 Dosazovaci metoda

Tato metoda je v podstaté nejjednodussi metodou hledani vazanych extrémii.
Jeji nevyhoda vsSak spociva v tom, Ze ji miizeme pouzit pouze u special-
nich typt vazebnich podminek. Méjme tedy za kol vysetrit lokalni extrémy
funkce f : z = f(x;y) vzhledem k mnoziné M. Tato vazba je ddna rovnici
g(z;y) = 0. Dosazovaci metodu mohu pouzit pouze v ptipadé, Ze z této vazby
mohu ekvivalentnimi Gpravami dostat vyraz y = ¢(z), tedy jednoduse Fe¢eno
mohu z rovnice g(x;y) = 0 jednozna¢né vyjadiit proménnou y. Nasledné, jak
nazev této metody napovidd, dosadime funkci ¢(z) do funkce f a ziskdme
pro ni predpis f : z = f(x;¢(x)), coz ale znamena, Ze funkce f je jiz funkci
pouze jedné proménné, a to proménné z, tedy f : z = f(x). VySetfit lokalni
extrémy funkce jedné proménné umime zvladnout. Lokalni extrémy funkce
jedné proménné f : z = f(z;p(z)) jsou potom zéaroven lokdlnimi extrémy
funkce f : z = f(x;y) vzhledem k mnoziné M.
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Analogicky vsak mtiZeme z vazebni podminky g(z;y) = 0 vyjadfit pro-
ménnou x (dostanu pro ni predpis © = x(y)) a funkce f nam pak piejde
do tvaru f : z = f(x(vy);y). Opét se jedna o funkci jedné proménné, je-
jiz extrém umime nalézt. Tento extrém je pak vazanym extrémem funkce
f 2= f(x;y). Zda zvolime vyjadieni proménné x nebo y zilezi vétsinou jen
na daném piikladu, aby se dana proménna dala vyjadrit co nejsnadnéji.

Reseny priklad 4.2 Urcete vdzané lokdlni extrémy rotacniho paraboloidu s
predpisem [ : f(z;y) = —x® — y* vzhledem k mnoZiné dané funkci v = —1.

Reseni:

Definicnim oborem funkce f je celd mnoZina R?. Vazbu si miiZeme pro
presnost upravit do tvaru g(x;y) = 0, tedy v nasem pfikladu x +1 = 0. Z
tohoto predpisu si jednoduse muzZeme vyjadrit proménnou x, tedy x = —1,
a dosadit do funkcéniho predpisu funkce f. Pro tuto funkci tedy dostaneme
f 2z = f(=1;y). Funkce f se tedy stavd funkci jedné proménné magici
predpis:

fy: fy(y) =-1- y2-
Urcit extrémy této funkce uZ neni problém. Nejprve tedy urceme hodnotu
pruni derivace a poloZme ji rovnu nule, ¢imZz ziskame staciondrni body. Hod-
nota pruni derivace je fé(y) = —2y, resme tedy rovnici —2y = 0. Z reseni
ndm vychazi jediny staciondrni bod, a to y = 0. Pomoci hodnoty druhé deri-
vace funkce f, urcime, zda opravdu jde o extrém a pripadné o jaky. Hodnota

druhé derivace pro y = 0 je f;/(0) = =2, coZ znaci, Ze proy = 0 md funkce
fy lokding mazimum. To ale znamend, Ze funkce f md v bodé [—1;0] lokdlni
mazimum vzhledem k vazbé x = —1. Toto maximum nabyvd hodnoty z = —1.

Vsimnéme si, Ze funkéni hodnota funkce f v bodé [—1;0] je stejnd jako
funkéni hodnota funkce f, v bodé y = 0. Z toho tedy vyplyvd, Ze pokud md
funkce jedné promeénné f, v nékterém bodé lokdlni extrém, funkce f md v
témze bodé lokalni extrém wvzhledem k mmnoziné, ktery je stejneho druhu a
dokonce nabyvd stejné funkcni hodnoty jako u funkce f,.

Grafickou podobu pouZiti dosazovaci metody muzZeme vidét na obrdzku
4.4. V bodé o soutadnicich [—1;0; —1] je sestrojena tecna, jejiz projekci do
roviny z = 0 je pravé vazebni podminka v = —1.
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Obrazek 4.4: Dosazovaci metoda: lokdlni maximum funkce f vzhledem k
mnoziné dané vazbou r = —1.

4.2.2 Metoda jakobianu

Také tato metoda neni na vypocet vazanych extrému prilis naroc¢na. Stejné
jako predchozi metoda ma i tato sva omezeni. MiiZzeme ji pouzit pouze v pii-
padé, Ze ze méame jen jednu vazebni rovnici g(x;y) = 0. Nyni v8ak nepozadu-
jeme, aby z této vazebni podminky sla vyjadrit néktera z proménnych, takze
jde o siln€jsi nastroj ke hledani vazanych extrémii. Tento zpiisob vypoctu
vyuziva determinant Jacobiho* matice neboli jakobidnu.

Véta 4.2.1 Necht [ je redlnd funkce dvou proménniych, kterd md v bodé
[0; yo] vdzany extrém k vazbé dané rovnici g(x;y) = 0. Necht funkce [ a
g maji v okoli bodu [xo;yo] spojité parcidlni derivace prvniho Tddu. Potom
plati, Ze determinant

of of
%(%;yo) 8—(%;?/0)
J1.9(T0;yo) = det @( " 8_2( "

o Zo; Yo By Zo5 Yo

I
e

P1i vysetfovani lokalnich extrémii touto metodou tedy nejprve zjistime
body, ve kterych by se takovy extrém mohl vyskytovat. To mohou byt bud

4Carl Gustav Jacob Jacobi, prusky matematik (1804-1851).
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body funkce f a g, ve kterych néktera parcialni derivace neexistuje, nebo
body vyhovujici nasledujici nutné podmince vazaného extrému:

Jt.9(z0590) =0,

g(z;y) = 0.

Tim ziskdme body, které jsou "podezielé¢” z lokalniho extrému. Pokud je
vazebni mnozina omezena a uzaviena a funkce f je na ni spojita, mizeme
pouzit Weierstrassovu vétu. Ta nam fika, Ze za téchto podminek funkce na-
byva na mnoziné maxima a minima. Sta¢i tedy urcit funkéni hodnoty ve
vSech stacionarnich bodech. Nejvétsi z téchto hodnot pak nazveme lokalnim
maximem funkce f vzhledem k mnoziné, nejmensi pak lokalnim minimem
funkce f vzhledem k mnoziné.

Reseny ptiklad 4.3 Urcete lokdlni extrémy funkce f : f(z;y) = —2% — 9°
vzhledem k vazebni podmince (x — 1)? +y* = 9.

Resent:
Definicnim oborem funkce f je mnoZina R?. Hleddme vdzany extrém, kde
vazbou je kruZnice o rovnici (x — 1)* + y* = 9. Predpis vazby v podobé

g(z;y) = 0 dostaneme pouze malou pravou, tedy (v — 1)? + 3> — 9 = 0.
Urceme tedy nejprve parcidlni derivace proniho radu funkci f a g, ze kterych
pak dokdZeme sestrojit jakobidn.

Of v _ Of .y _
8.T<x’y) - 2.1’, ay (l’,y) - 2y7
Og . . \_ 0g, ..\ _

N —2r 2y _
Jf;g(x,y)—det<2x_2 2% )_ 4y.

Pro nalezent staciondrnich bodi je tedy treba resit nasledugici soustavu dvou
rovnic o dvou nezndmych:
_4y - 07
(-1 +y*—-9=0.
Z pruni rovnice dostavame, Ze y = 0. Dosazenim do druhé rovnice pak ob-
drzime také vysledky pro promeénnou x, a to v = —2 a x = 4. Mame tedy dva

stactondrni body:
Ay = [-2;0]; Ay = [4;0].
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Nyni pouzijeme Weierstrassovu vetu. Podle této véty funkce spojitd na ome-
zen€ a uzavren€ mnoziné nabyvd svého mazrima a minima. MnoZina repre-
zentovand kruznici (v — 1)*> + y* = 9 je uzavfenou a omezenou mnoZinou
a funkce f je na této mnoziné spojitd. Proto staci urcit funkcéni hodnoty ve
stactondrnich bodech. Veétsi z téchto hodnot pak nazveme lokdlnim mazximem
funkce f vzhledem k mnoZinée, mensi pak lokdlnim minimem funkce f vzhle-
dem k mnoZiné.

f(=2;0) = —4  lokdlni mazimum vzhledem k mnoZiné: z = —4,

f(4;0) = =16  lokdlni minimum vzhledem k mnoZiné: z = —16.

Nalezli jsme tedy jedno lokdlni mazimum a jedno lokdlni minimum vzhle-
dem k vazbé (x — 1)* + 4% = 9. Na obrdzku 4.5 miZeme vidét graficky znd-

zornénou vazbu (éernd kruznice) a pak cdst funkce f, jejiz vdazany extrém
hledame (cervend krivka).

Obrazek 4.5: Jacobiho metoda: lokdlni maximum funkce f vzhledem k
mnoziné dané vazbou (x — 1)? + 3% = 9.
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4.2.3 Metoda Lagrangeovych multiplikatoru

Posledni metodou vysetfovani lokalnich extrémi vzhledem k mnoziné€, se kte-
rou se sezndmime, bude metoda vyuzivajici Lagrangeovu® funkci. Na rozdil
od predchozich dvou metod, zde miizeme mit i vice vazeb, obecné libovolny
konec¢ny pocet. Pro jednoduchost si vsak ukazeme tuto metodu jen na pti-
kladech s jednou vazbou.

Véta 4.2.2 (Nutna podminka) Necht funkce f a g jsou redlné funkce
dvou proménnych, kde g(x;y) = 0 je vazba. Necht tyto funkce maji v bodé
[z;y] € M C D(f) spojité parcidlni derivace proniho tddu.

0
Necht 8—g(x0;y0) # 0. Jestlize funkce f md v bodé [xo;yo] lokdlni extrém
Y
vzhledem k mnoziné M, plati, Ze existuje redlné cislo \ takove, Ze

0 0
a—i(%;yo) +A- a—i(ﬂfo;yo) =0,

0 0
8_5(:[0;‘%) +A- 8_391(%;?/0) =0,

g(zo;y0) = 0,

kde mnozina M je popsdna rovnici g(x;y) = 0. Cislo X pak nazveme Lagran-
geovym multiplikdatorem.

Definice 4.2.2 Necht [ a g jsou rediné funkce dvou proménngch, kde rovnice
g(z;y) = 0 wvyjadruje vazbu. Lagrangevou funkci Ly(x;y) nazveme funkci
danou predpisem

La(z;y) = f(z;y) + A - g(x;y).

Nutna podminka existence vazaného lokalniho extrému vzhledem k mnoziné
nam tedy pomoci Lagrangeovy funkce prechazi do nasledujiciho tvaru:

0Ly

%(Io;yo) =0,

oL

8—;(370;%) =0,
9(370;190) =0.

Pii zjistovani bodt ”podezielych” z extrému tedy fesime tuto soustavu rov-
nic. Vidime, ze kromé proménnych x a y zde mame jesté tfeti neznamou, a
to koeficient A\. Obvykle se tato soustava Tesi tak, ze z prvnich dvou rovnic se
vyjadii pravé neznama A a tyto dvé vyjadieni se porovnaji - tim dostaneme
vztah jen mezi proménnymi z a y.

®Joseph Louis Lagrange, italsko-francouzsky matematik (1736-1813).



KAPITOLA 4. EXTREMY FUNKCI DVOU PROMENNYCH 79

Véta 4.2.3 (Postacujici podminka) Necht jsou splnény predpoklady nutné
podminky pro existenci lokdlniho extrému funkce f vzhledem k mnoZiné M.
Jestlize md Lagrangeova funkce Ly(x;y) v bodé [xo;yo| lokdlni extrém, md
funkce f v bodé [xo;yo] lokdlni extrém vzhledem k mnoziné M, a to stejného
typu.

Nesmime ovSem zapomenout na fakt, Ze u nékterych piikladi sice u
Lagrangeovy funkce v bodé [z¢; yo] nebude lokdlni extrém nebo nebudeme
moci rozhodnout o existenci extrému, presto vsak v tomto bodé miize byt
lokalni extrém funkce f vzhledem k dané mnoziné.

P1i aplikaci této metody na konkrétni priklad tedy nejprve sestavime
Lagrangeovu funkci. Poté parcialni derivace prvniho fadu polozime rovny
nule. Vyfesime soustavu tii rovnic, kde prvni dvé rovnice tvori pravé zminéné
parcialni derivace a tfeti rovnici tvofi vazba g(x;y) = 0. VyfeSenim této
soustavy prijdeme na body, ve kterych by mohl byt lokalni extrém. Poté
vySettime Langrangeovu funkci pro zjisténi existence lokalnich extrémi. K
tomu muzeme opét vyuzit Hessovu matici.

K vyhledani stacionarnich bodi mizeme ale pouzit také metodu jako-
bidnu. Za pomoci Jacobiho matice, se kterou jsme se seznamili v predchozi
casti, ziskdme body ”"podezielé” z extrému a nemusime tak fesit soustavu tii
rovnic zminénou v predchozim odstavci. Zalezi na konkrétnim pripadé, jakou
metodou budeme stacionarni body hledat.

Reseny ptiklad 4.4 Naleznéte lokdlni extrémy funkce f : f(z;y) = 2% +1°

2 2
vzhledem k mnoziné dané vazbou T + % =1
Resent:
Definicnim oborem funkce f je mnoZina viech uspovddanich dvojic v R?.
2
Vazbou je elipsa o predpisu xz + % = 1. Pokud bychom tuto vazbu chtéli

upravit do tvaru g(x;y) = 0, dostaneme predpis 9z + 4y* — 36 = 0. Sestavme
nyni Lagrangeovu funkci:

Ly(z;y) = 2% + 9% — X - (92 + 49* — 36).
Nyni uréeme parcidlni derivace proniho 7ddu Lagrangeovy funkce Ly(z;y):

L
%(:p; y) =2z — 18 x = 2z(1 — 9\),

oL
a—;(x; y) =2y — 8y = 2y(1 — 4\).
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Abychom nasli staciondrni body, musime tyto parcidlni derivace prvniho radu
poloZit rovny nule. K Teseni jeste musime pridat vazebni podminku. Dosta-
vame tedy nasledugici soustavu, jejiz reseni nam urci staciondarni body.

22(1 — 9A) = 0,

2y(1 — 4\) =0,
92% + 4y* — 36 = 0.

Z pruni rovnice dostavame x = 0. Po dosazent do treti rovnice nam vyjde
y = £3. Nakonec po dosazeni do druhé rovnice dostdvdme pro body [0; —3]
a [0; 3] hodnotu A = %. Ze druhé rovnice pak dostavdme y = 0. Po dosazeni
do treti rovnice vychdzi x = +2 a po dosazeni do druhé rovnice je pro body
[—2;0] 4 [2;0] hodnotu X\ = §. Mdme tedy ndsledujici ctyri staciondrni body:

Ay =[0;-3A=17, A =[0;3;A =,

A3 =[-2;0); A = %, Ay =[2;0]; A = %.

Pomoci Hessovy matice miuzZeme oveérit, zda se opravdu jednd o lokalni
extrémy a pripadné o jaké. Hlavni minory Hessovy matice maji podobu.:

Aj(z;y) =det (2 — 18)\) =2 — 18],

o 218\ 0\ _ .o
AQ(x,y)—det< 0 9 _ 3\ ) =4(36A" — 12\ +1).

Ted jiz mizeme pouZit vétu o lokdlnich extrémech, abychom ovérili, zda sta-
ciondrnt body jsou ¢t nejsou lokdlnimi extrémy.

Tabulka 4.2: Pfehled lokélnich extrému funkce L.

Stac. bod 4; Ao(A;) | Ar(4)) extrém z = Ly(A;)
A =[0;-3A=1] 1>0 | =2 <0 | lokélni maximum z =9
Ay =1[0;3;A =1 | 1>0 | -2 <0 lokdlni maximum z = 9

A3 =[-2,0x =14 0 — nelze rozhodnout

Ay =20 =14 0 - nelze rozhodnout

Mame tedy ovéreno, Ze v bodech Ay a A se nalézd lokdlni mazimum
Lagrangeovy funkce, nachdzi se zde tedy lokdlni maximum funkce f vzhledem
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2 2

k vazbé l + vy _ 1. Jeste ale musime rozhodnout o bodech Az a Ay. K

9

tomu opét vyuzigeme Weierstrassovu vétu. JelikoZ je mnoZina dand vazbou

2 2
z Y v . P . , .
— 4+ = =1 mnozina uzaviend a omezend a funkce f je na ni spojitd. Z toho

ale vyplyva, Ze funkce f zde nabyvd maxima a minima. Urceme tedy funkcni

hodnoty ve staciondrnich bodech. Tyto hodnoty v bodech Ay a Ay jiZ zndme,

zagima nds tedy funkcéni hodnota v bodech As a As. Po dosazeni dostaneme

f(=2;0) = f(2;0) = 4. Tato hodnota tedy podle Weierstrassovy véty musi
2 2

byt lokdalnim minimem funkce f vzhledem k mnoZiné y + Y — 1. Lokdlni

9

extremy jsme tedy nalezli. Graf funkce f spolu s mnozZinou je na obrazku 4.6.

Tabulka 4.3: Prehled vazanych extrémi funkce f.

Stac. bod A4; extrém z = f(A;)

A; = [0; —=3] | lokdlni maximum z =9

Ay =10;3] | lokdlni maximum z =9

As = [—2;0] | lokdlni minimum z = 4

Ay =1[2;0] | lokdlni minimum z =4
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Obrazek 4.6: Lagrangeova metoda: lokdlni maximum funkce f vzhledem k
mnoziné dané vazbou 92 + 4y? = 36.



KAPITOLA 4. EXTREMY FUNKCI DVOU PROMENNYCH 82

4.3 Absolutni extrémy

V posledni ¢asti se budeme vénovat hledani absolutnich extrémt. Méjme
omezenou a uzavienou mnozinu a na ni definovanou spojitou funkci f. Ab-
solutnim maximem pak nazveme nejvétsi z lokalnich extrémi, at uz uvnitf
mnoziny nebo vzhledem k této mnoziné. Zcela obdobné pak budeme hledat
absolutni minimum. Absolutni extrémy rovnéz nazyvame globalni extrémy.

Definice 4.3.1 Necht f je redlnd funkce dvou proménnich a jejim definic-
nim oborem D(f) je omezend a uzaviend mnoZina.
Rekneme, Ze funkce f md v bodé [xo;y0] € D(f) absolutni mazimum,
jestlize plati:
(V[z;yl € D) f(z3y) < f(zo;90)-

Rekneme, Ze funkce f md v bodé [zo;y0] € D(f) absolutni minimum,
jestlize plati:
(V9] € D (25y) = (o5 90)-

Plati-li f(5;y) < f(zo;m0) (respektive f(z3y) > f(zoip0)) pro [5;9] #
[0; yo|, Tekneme, Ze funkce md ostré absolutni mazimum (resp. minimum).

Na rozdil od lokalnich extrémi, kde jsme hledali na okoli bodii, u absolut-
nich extrémi hleddme na celém defini¢nim oboru (pfipadné na podmnoziné,
kterd je omezend a uzaviend). Pro hledéni téchto absolutnich extrémi bu-
deme potiebovat Weierstrassovu vétu. Uvedli jsme si ji jiz ve ¢tvrté kapitole,
nicméné kvuli jeji dilezitosti pro urcovani absolutnich extrému ji uvedme
jesté zde.

Véta 4.3.1 (Weierstrassova véta) Necht f je funkce, necht M je ome-
zend a uzaviend mnoZina, pro kterou plati M C D(f) C R2. Je-li funkce
f spojita na mnoZine M, potom na této mnoZiné nabyvd funkce f svého
mazxima a svého minima.

Uvédomme si, Ze tato véta nam sice zarucuje existenci absolutnich ex-
trémt funkce f spojité na omezené a uzaviené mnoziné f, ale uz nic nerika
o tom, jak tyto extrémy najit. Ukazme si tedy obecny postup k nalezeni
globalnich extrém.

Méjme funkci f, ktera je spojita na uzaviené a omezené mnoziné M. Hra-
nice této mnoziny 9,4 je tvorena kone¢nym poctem kiivek reprezentovanych
vazebnimi rovnicemi gy (z;y) =0, g2(z;y) =0, ..., gr(x;y) = 0. Tyto kiivky
na sebe navazuji v bodech G1, Gs, ..., Gj. Potom absolutni extrém funkce
f musi lezet v nékterém v nasledujicich bodt mnoziny M:
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1. Bod A € M, ve kterém méa funkce f lokalni extrém. Tento lokalni
extrém vysetiujeme standardné napriklad pomoci Hessovy matice.

2. Bod B € 14, ve kterém nastal lokalni extrém funkce f vzhledem k
nékteré vazbé g;(z;y) = 0, kde i = 1;2;...; k. Tento vazany lokalni
extrém urcujeme metodou dosazovaci, Jacobiho nebo Lagrangeovou.

3. Libovolny bod z bodi G, Gs, ..., Gi. V téchto bodech je tfeba urcit
jejich funkéni hodnoty f(G;), kde i = 1;2;...; k.

Pokud dostaneme vice bodii, které by mohly byt absolutnimi extrémy, urc¢ime
funkéni hodnoty ve vSech téchto bodech. Bod s nejvétsi funkéni hodnotou
predstavuje absolutni maximum, bod s nejmensi funk¢éni hodnotou pak ab-
solutni minimum.

4.4 Resené priklady

Reseny ptiklad 4.5 Urcete lokdlni a absolutni extrémy funkce f : f(x;y) =
r?+xy—1y?* vzhledem k mnozine M = {[z;y] e R% -4 <2 <2, -2 <y <2},
(Nydl [6])
Reseni:

Definicnim oborem funkce f je celd mnoZina R%. MnoZina M tvo¥i obdél-
nik s vrcholy v bodech Gy = [—4; —2], Gy = [2; =2], G3 = [2;2] a G4 = [—4;2].
Hranici této mnoZiny pak tvori ndsledujici ctyri usecky:

g :gi(xy) =y +2=0, g2 g2(riy) =2 —2=0,

g3 g3(x;y) =y —2=0, g1 ga(myy) =2 +4=0.

G 9 B
4 3 3 G3

94

G
G,=B 91 By 2

-3

Obrazek 4.7: Mnozina M s hranicemi a vyznamnymi body.
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(a) Lokalni extrémy funkce f. Pro uréent lokdlnich extrémai funkce f bu-
deme nejprve potiebovat parcidlni derivace pruniho radu této funkce. Ty

jsou:
0 0
a—i(x;y)zhﬂ/, a—‘g(x;y)zx—%.

Vidime, Ze tyto parcidlni derivace jsou spojité na celém definicnim
oboru, lokdlni extrémy funkce f tedy mastanou jen ve staciondrnich
bodech. Ty dostaneme poloZenim prunich deriwaci rovnych nule. Staci-
ondrni body jsou tedy resenim soustavy rovnic:

20 +y =0,

r—2y=0.

Z této soustavy dostdvdme jedno tesent, a to staciondrni bod A = [0;0].
JelikoZ ale hledame extrémy vzhledem k mnoZine M, musi tento bod v
této mnoziné lezet. To je v nasem pTipadé splnéno. Pojdme tedy urcit,
zda v pripadé bodu A opravdu jde o lokdlni extrém. Pouzijme Hessovu
matici a jeji hlavni minory.

Ay (z;y) = det (2) =2,

2 1
Ag(z;y) = det < 1 _o ) = —5.

Nyni urcime hodnotu téchto hlavnich minori v bodé A. JelikoZ plati
Ay(A) = =5 < 0, v bodé¢ A = [0;0] se nachazi sedlovy bod, nejde tedy
o lokdlni extrém.

(b) Vazané lokalni extrémy JelikoZ mame ¢tyri vazby, budeme muset po-
stupné spocitat vazany extrém pro kaZdou tuto vazbu zvldst.

o Vizany extrém funkce f vzhledem k vazbé ¢y : g1(z;y) = y+2 = 0.
Funkce f ndm tedy prechdzi do podoby funkce jedné promenné
[ f(x;=2) = 2% — 22 — 4. Extrém této funkce nalezneme pomoci
pruni a ovérime pomoci druhé derivace.

fl(x;=2)=2x—-2, 20-2=0, staciondarni bod x =1,

f(x;—2) =2, f(1;,-2) =2, bod By = [1;—2] je lokalni
minimum vzhledem ke g .
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o Vdzany extrém funkce f vzhledem k vazbé go : go(x;y) = x—2 = 0.
Funkce f nam tedy prechdzi do podoby funkce jedné proménné
f: f(2;y) =4+ 2y — y*. Extrém této funkce nalezneme pomoci
proni a overime pomoci druhé derivace.

f(2;y) =2 -2y, 2 -2y =0, staciondrni bod y = 1,

" (2;y) = -2, f7(2;1) = =2, bod By = [2;1] je lokalni
maximum vzhledem ke gs.

o Vidzany extrém funkce f vzhledem k vazbé gs : g3(z;y) = y—2 = 0.
Funkce f nam tedy prechdzi do podoby funkce jedné proménné
[ f(z;—2) = 2® + 2z — 4. Extrém této funkce nalezneme pomoct
proni a overime pomoci druhé derivace.

f(x;2) =2z + 2, 20 +2 =0, staciondrni bod x = —1,

f(x;2) =2, f'(=1;,2) =2, bod By = [—1;2] je lokalni
minimum vzhledem ke gs.

o Vizany extrém funkce f vzhledem k vazbé g4 : g4(x;y) = x+4 = 0.
Funkce f nam tedy prechdzi do podoby funkce jedné proménné
[ f(=4;y) = 14—4y —y>. Extrém této funkce nalezneme pomoct
pruni a ovérime pomoci druhé derivace.

fl(—4;y)=—-4—-2y, —4—2y=0, staciondrni bod y = —2,
f"(—4;y) = -2, f'(—4;=2) = =2, bod By = [—4; 2] je lokdlni

mazimum vzhledem ke gy.

(c) Vyhodnoceni Uvedme si tedy prehled vech lokdlnich extrémai:

Tabulka 4.4: Piehled lokalnich extrémt a funkénich hodnot funkce f.

‘ Lokalni maxima ‘ Lokalni minima ‘ Body G; ‘
By=1[2;1], z=5 By =[1;-2],z=-5| G; =[-4;-2] = By
By=[-4;-2],2=20 | B3=[-1;2],z=-5 | G
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Z porovnani funkcénich hodnot v jednotlivych bodech je ndm jiZ patrné, jaké
body jsou absolutnimi extrémy.

Absolutni maximum: B, = G, = [—4; 2|, f(B,) = 20.

Absolutnit minimum: B, = [1;-2] a By =[-1;2|, f(B1) = f(Bs) = —5.

X
=
R
AR
AN

N\
N

Obrazek 4.8: Graf funkce f a mnozina M.

Reseny ptiklad 4.6 Urcete lokdlni extrémy funkce f : f(xz;y) = 2% + 21°
=1 2yt 1y

= 1.
3 3

vzhledem k mnoziné

Reseni:

Defini¢nim oborem funkce f jsou vsechny usporddané dvojice z R%. Va-
zebni podminku tvori elipsa. Jde o omezenou a uzavienou mnoZinu. JelikoZ
vidime, Ze z vazebni podminky lze tézZko jednoznacné vyjadrit jednu z pro-
mennych a dosadit ji do funkcéniho predpisu funkce f, dosazovaci metodu
nelze pouzit. PouZiyme tedy naptiklad metodu Lagrangeovych multiplikdtori.
Sestrojme tedy Lagrangeovu funkci.

Ly(zy) =2 +2" + A+ ((z = 1)* +2(y + 1) = 3),

kde viraz g(z;y) = (x — 1) + 2(y + 1)* — 3 = 0 2znac? vazebni podminku.
Pro urceni lokdlnich extrémi Lagrangeovy funkce a tedy extrémi funkce f
vzhledem k vazbe musime nejprve najit staciondrni body. Pro ty potrebujeme
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nejprve zjistit hodnoty parcidlnich derivaci.

oL

8—;(3:;3/) =22+ 2 x — 2\ =2z + 2\(x — 1),
0Ly

8—y(:p,y) =4y +4 y+4X =4y + 4 \(y + 1).

Pro nalezeni staciondrnich bodu Lagrangeovy funkce nyni musime vyresit
nasledugici soustavu t7i rovnic o trech neznamgjch:

20 +2\(z—1) =0,
dy +4My +1) =0,
(-1 +2(y+1)*-3=0.
Z pronich dvou rovnic vyjadrime A a porovndme tyto rovnice. Dostaneme

vztah mezi proménnymi x a y, ktery je x = —y. Dosadime do posledni rov-
nice a dostaneme ndsledugjici staciondrni body i s vypoctenymi hodnotami \:

Poznamka

Ke stactondrnim bodidm jsme takeé mohli dospet pomoci jacobianu. Ten
by mél v nasem pripadée podobu:

B 2z 4y B
Jf;g—det<2x_2 4y + 4 ) =8(z +y).

Resili bychom tak ndsledujici soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych:
8(x+y)=0

(x—1°+2(y+1*-3=0.

Z prvnt rovnice bychom dostali vztah x = —y a dosadili do druhé. Vysly
by ndm tak stejné staciondarni body. Hodnoty \ bychom dopocitali pomoci
parcidlni derivace prvniho vddu Lagrangeovy funkce, kde tato derivace
musi byt ve staciondrnich bodech nulova. Je na kazdém zvolit si metodu.

Nyni je treba wurcit, jestli staciondrni body opravdu jsou lokdlnimi extrémy
Lagrangeovy funkce. To overime za pomoci Hessovy matice a jejich hlav-
nich minoru. Pomoci parcidlnich derivaci druhého tadi Lagrangeovy funkce
prigdeme na to, Ze hlavni minory jsou nasledugici:

Ay (z;y) = det (2+2X) =2 + 2),
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L 242\ 0 _ _ 2
Ag(x,y)—det( 0 4+4)\)—(2+2)\)(4+4)\)—8()\+1) .
V ndsledugict tabulce pak shriime nase vysledky.

Tabulka 4.5: Prehled lokalnich extrému funkce L.

Stac. bod A4; Ao(A;) | A1(4;) | Lokalni extrém z = Ly (4;)

By =[0;0,A\=0 8>0 | 2>0 lokalni minimum z = 0

By=12;-2],\=-2| 8>0 | —2< 0| lokalni maximum z = 12

Lokalni extrémy Lagrangeovy funkce jsou vdzanymi extrémy funkce f wvzhle-
(z—1)°  2(y+1)
* 3

dem k mnoziné

= 1. Prehled vazanych extréma je tedy:

Tabulka 4.6: Prehled vazanych extrémi funkce f.

Stac. bod A; | Vazany lokalni extrém z = f(A;)

By = [0;0] véazané lokalni minimum 2z = 0

By = [2; —2] | vazané lokdlni maximum z = 12

30

25

20

—-1)2 2 1)
Obrazek 4.9: Graf funkce f a mnozina (z 3 ) + <y;_ ) = 1.
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4.5 Priklady k procviceni

Priklad 4.1 Urcete lokdlni extrémy a sedlové body nasledujicich funkei. (Zdroj:

[6], [1])

(@) [:f(zy) =2 +y* — 4o + 6y +7,

(b) f: flzy) =2 = 3y +y* + 2y — 6z,

(¢) f:flmy)=(z—y+1)?

(d) f:flzy)=1-Va+32,

(e) f: flzy) =2+ zy+y*>—4In(z) — 10In
(

) (¥),
(f) f: f(z;y) = sin(x) + cos(y) +cos(z —y), (0 <z < 5;0 <y <

vl

),
(g) [: f(z;y) =2y +In(y) + 2y* — 10,

(h) f:f(fv;y)zxy+;+5-

Priklad 4.2 Pomoci dosazovaci metody urcete lokdlni extrémy funkce f vzhle-
dem k mnoziné M. (Zdroj: [6], [9])

(@) f: flzyy) =2y +2, M ={[z;y] e R*2 -z —y =0},
(b) f: flz;y) =2+ 3y —2, M = {[z;y] € R*y — 2* = 0},
(c) f: flzy) =2 -y, M = {[z;y] e R*z —2y+1 =0},

(d) f: flzy) =42® =2y +4°, M= {[z;y] € R}y =27},

(&) f: flazy) = 2+, M= {lozg] € B% S+ (=1,
) f: flmy) =2y —2+y—1, M ={[z;y] e R}z +y =1},
(8) f: f(zy) =da+2y+1, MZ{[x;y]GRQ;x2+x+1=y}-

4
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Priklad 4.3 Pomoci metody Lagrangeovijch multiplikatori urcete lokdlni ex-
trémy funkce [ vzhledem k mnoziné M. (Zdroj: [6], [9])

(@) f: flzy) =2 -y, M = {[z;y] € R*2* +y* = 2},
(b) f: fwiy) =+, M= {fas] € RS 5+ — = 1,
(©) F: flaig) =1+ M= {fusa] € RS 5+ — = 1),
(d) f: flzsy) =e" 1, M = {[z;y] e R%y = —2°},

@F fam)=a+ 5w M=l € RA2? 4y =2
(£) f: f(z;y) = In(zy), M = {[z;y] € R*2® + y* = 2},

(&) f: flay) = =32 -9,

M = {[z;y] € R?; 3y — y* = 22}

Priklad 4.4 Urcete absolutni extrémy funkce f na mnoziné M. (Zdroj: [6])

() f: flay) =a® —da + 297,

(b) f: f(z;y) =5+ 4a — 222 + 3y — ¢
(c) [ flzy) = 2" —ay +y°,

(d) f: flayy) =a” =22 +y* =3y + 1,
(e) f: flaiy) =2 -y,

(£) f: flasy) =32 -y,

(&) [ flziy) =2 +4y° —x+2y,

(h) f: flz;y) = 42° — 22y + ¢,

(1) f: flasy) = 2® —day +° + 4y,

M

£ £ 2 X X X X £

7

|z < 4Nyl <1
yzaehNyz—xANy <2
e[+ yl <1,

x> 0Ny > 0A3x+6y—17 <0,
cx—2y=—1A(3;5),

ca? +y? < 4,

st 4t <,

ty > a2t Ay <9,

: trojuhelnik s wvrcholy [—1;—1],
—1] a [7;7].
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80 40
Priklad 4.5 Funkce f(z;y) = E +xx + 10 fy — 2z — 2y vyjadruje mesicni
zisk jedné firmy v zdvislosti na vydajich za reklamu v televizi x a v rozhlase y
(oboji v tisicich K¢é). Jak nejvyhodnéji byste rozdélili 25.000 K¢ do reklamy

mésicné? (Nydl, Klufovd [6])

Priklad 4.6 Jaké rozmery bude mit oteviend vdlcovd vana s pulkruhovgm
prafezem a dangm povrchem S, kterd mda mazimdlni objem? (Nagy, [5])

Priklad 4.7 Najdéte rozmery oteviené ndadoby, kterd md tvar kvddru s da-
nym objemem V', jejiz pourch je minimdalni. (Nagy, [5])



Z.aver

Cilem diplomové prace bylo zpracovat problematiku diferencidlniho poc¢tu
realné funkce dvou proménnych do vyukového materidlu. Vystupem je ucebni
text, ktery lze do budoucna vyuzivat k vyuce matematické analyzy nebo po-
dobné zaméFenych predmétii. Uroveti odbornosti této prace odpovida zejména
pozadavkim bakalarskych a magisterskych studii ucitelstvi matematiky pro
zékladni skoly na pedagogickych fakultach. Text je vSak pouzitelny i na
oborech, kde je matematika okrajovym predmétem nebo se neklade diraz
na podrobnou znalost teorie diferencialniho poctu funkce dvou proménnych.
Pro odborné obory (napf. ekonomické obory nebo technické obory) by bylo
vhodné material doplnit vétsim mnozstvim aplikac¢nich ptikladd z dané ob-
lasti.

P1i tvorbé diplomové prace jsem pouzil Sirsi spektrum literatury, jen nék-
teré z téchto zdroji jsem vsSak pouzil. Pfi nahlédnuti do soucasné literatury,
ktera se zabyva problematikou funkce dvou ¢i vice proménnych, jsem zjis-
til nasledujici fakt. Tyto knihy jsou bud pro ¢tenaie ptili§ naro¢né, nebo se
naopak tématu dotykaji jen okrajové. Ve své praci jsem zvolil stiedni cestu.
Teorii jsem tedy podal axiomaticky za pouziti definic a vét, dilezita tvrzeni

Na zacatku diplomové prace se vénuji ivodu do problematiky funkci dvou
proménnych. Jedna se zejména o teorii metrickych prostort. Dalsi kapitola
je vénovana zakladnimu pfehledu funkeci dvou proménnych. Jsou zde nejen
ukazky nejdulezitéjsich funkci, ale zaroven je zde popsana metoda, ktera u
vétsiny zakladnich funkci vede k odhaleni podoby jejich grafu. Této casti
je vénovan pomérné velky tisek prace zejména proto, Ze problém neznalosti
grafi a rovnic napft. parabolické valcové plochy nebo rotac¢niho hyperboloidu
je u studentii znam z praxe. Nasledujici kapitola je vénovana tvodu do dife-
rencialniho poctu a vysvétleni matematického aparatu potfebného ke hledani
extrémi, coz je obsahem kapitoly posledni.

Pokud by tato prace byla vydana jako ucebni text, bylo by dobré ptidat
jesté dalsi kapitoly vénujici se funkcim dvou proménnych. Zejména jde o
diferencialni pocet implicitné zadanych funkci, se kterymi se v praxi c¢asto
setkavame, a konecné cela teorie dvojného a dvojnasobného integralu funkce
dvou proménnych. Za zvazeni by také stalo rozvést celou teorii i na funkce
tii, ptipadné vice proménnych. Jelikoz je mezi funkcemi s vice proménnymi
v ramci infinitezimalniho poc¢tu analogie, toto rozsireni by nebylo naroc¢né.



Vysledky

Kapitola 2
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(a) Graf parabolické valcové plochy, (b) Graf jednodilného rota¢niho paraboloidu,
D(f) =R D(f) = {(z;y) € R* 2% +y* > 4}.

Priklad 2.1.
Piiklad 2.2 (a) fi(A) = fi(B) = In7, fi(C) = In3; (b) fo(A) = —4,
f2(B) = =3,£2(C) = =2 (¢) f3(4) = f3(C) =2, f5(B) =1; (d) fa(4) =2,
fa(B) =0, bod C nelezi v D(f).

Priklad 2.3 (a) A ano, B a C ne; (b) B ano, A a C ne; (¢) vSechny ano; (d)
B ano, A a C ne.

Priklad 2.4 viz. strana 94.
Piiklad 2.5 S = 1, 88m?.

Priklad 2.6 P(d; p) = —d?+3dp—2p>+400d+500p—174000; P(1440; 1740) =
660000.

93
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(a) D(f) {(z;y) €
R?; -2 > 0}. Neni uza-
viend ani omezena.

(b) D(f) {(zy) €
R%4y > Va+1}. Je uza-

viend, neni omezena.

(c) D(f) {(z;y) €
R%z < 0A 22 +y? # 2}
Neni uzaviend, neni ome-
zena.
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P ol a1
() D(f) = {lmy) € (e D) = {lzmy) < () D) = {zy ¢

R%z < 2 — 2y%}. Je uza-
viend a neni omezena.

2
R?; z? — £ < 1}. Neni ome-
zena, neni uzaviena.

2 2
R%: 2 +y? <3ANL + 4 >
1}. Neni uzaviend, je ome-
zena.

(g) D(f)

o
—_——
.

{(zy) e () D(f)

{(z5y) €

RZ |z—ﬂ| < 1}. Neni ome- R?;|z| < 3 A |y| < 4}. Neni

zend, neni uzaviena.

Priklad 2.4.
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uzaviena, je omezena.



Kapitola 3

Priklad 3.1 (a) 7; (b) 2; (c) nd. (e 0; (f) —2

2

Wl
—
o,
N—
—

Piiklad 3.2 (a) D(f) = {[z;y] € R*zy > 0}, 2 8 (z;y) = 2\/7, 5 (Ty) =
T 2 2 :B 2

35 Gy = FVE Gy = 3 E G = gy =

e 0) D(f) = {lzy] € R%2” +y < 1}, Gmy) = —2—,

1—xz2—y

2

of (l‘ _ —y 0 f _ z . 1 9%f _
y) = ) 2(1‘ y) = 2. 2)(3/2) ) (:E y) =
/1— 222 z (1—z2—y?2) 1—g2—q2 oy?
y? y Pf (. _ 0%f \/ —zy ’ D _
_(1 22—y2)(3/2) o \/1 $2 27 0xzdy (SL’, y) yoz (37 y) (1—z2—y2 )(3/2)1 ( ) (f) -
22
{[z;y] € R%y > 0}, 6gg(ﬂff y) = 2zlny, Y(ay) = 2, T(zy) = 2Iny,

82 2 0 e

Sy = %, gh(zy) = 2L y) = 2, (d) D(f) = R?, am(x y) =
ye“’( +ay), L(ay) = 2e(1+ 2y), Th(w;y) = v2e™ (2 + 2y), Th(xy) =
z2e™(2 + xy), a‘iay(x y) = 2 (wy) = e(1 + 3ay + 2%9?); (e) D(f) =

C052 Sln 2 C052

{[x y] € RQ T 7£ 0}> 8$<x y) $2y7 gg(ﬂf y) ny? gxé[(x y) = 23[;—3y?
82 __cos e} e} sin 2y

L) = 22 DL (5 ) = 2L () = 53 (5) D(f) = B2, L(z;y) =
cosy—i—ycos:c ﬂ(:c;y) = —xsiny + cos x, gx];(a: y) = —ycoszx, 2];(1’ y) =
—wcosy, £ (ny) = aayax(fv y) = —siny —sinz; (g) D(f) = {[z;y] €

T 2
R%a > 0}, 5 (wy) = 22, S (ary) = o Ina, §h(wry) = 200, S (2y) =
e} 0 z¥(ylnz+1
win’z, ZL(ay) = ZL(zy) = ¥, (h) D(f) = {[w;y] e RQ,Sy #
of 2 2

0}7 8$(l‘ y) x2+y27 8y(l‘ ?/) 2+y25 81‘ ( ) (liy ) - :135(14?{%)27
2y w  Pf _ 22

Bhw0) = . k() = Aas) =~ - 2 )

0 x
D( ) = {lzy] € B% Jey| < 1}, Lary) = Wt % (x:y) = =
2f :B Y 82f an —
022 (z3y) = m’ ay (:L’ y) = Sz amay<x y) = ayax<x y) =
. 2 o
\/(171«27@, t T 0 PU) = {lmy] e Rz £y # 0}, o (riy) =
x(x4 9 z+ 9? 3z

\/aUQer2 N Qgry 3)13/2’ 85 (ZL‘ y) \/:L“;er2 B (lggLy 3)13/2’ amé(ZE y) e 2+y+?)J3/2 +
322 (z 0 f T 3y2(z 0 9?2 T
ﬁ7 oy? (l‘ y) (x2+J;33)/3/2+( ng(y;)_g/)m amgy (x,y) = ayafm ($,y) = ( 2+;ry)3/2+
3zy(z+y) .
(12+y2)5/2a

Priklad 3.3 (a) df(A) = 2cos(2)(hy + ha); (b) df(B) = 512k + 1024hy; (c)
df(C) = 3hy; (d) df(D) = Fhy — hg; (e) df(E) = —hy + hy; (f) & f(F) =
h + 6h3; (g) A*F(G) = e(h} + 2h1hs + h3).
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Piiklad 3.4 (a) 2£(A) = 3+ 1; (b) L (A) = sinateosa, (o) U (4) = V2. (q)
B(A) =L,

Priklad 3.5 (a) 7: 42— 6y — 2+ 10 =0, x =2+ 4t, y = 3 — 6t, 2 = —t;
(b)7':25:U—y—36z—156:(),:c:5+15t,y——1—tz——% 36t;
()T :mx—4dy—4z+2=0,z=—-1+nt,y=3—4t, z= -2 —4¢ (d)
T:yln2—z+1=0,x:2,y:tln2,z:1—t;()T.3ex—ey—z—2e—0,
r=143et,y=—et,z=e—t; () 7:x+2-11=0,x =t,y =m, 2 = —11+¢;

Piiklad 3.6 (a) 0,628; (b) —0,3; (c) 5,006; (d) In2 + 0,0025; (e) 1, 1e?; ()
0, 1.

Piiklad 3.7 Z(z;y) = 50000 — 20z — 10y, 2L(40;20) = 49000, tedy pii
stavajicich investicich stoupne pocet prodanych vyrobki pfi zvysSeni naklad
na reklamu v televizi o 1000 dolarti o 49000 kust ro¢né. g—g(x; y) = 40000 —
40y — 10z, 2—5(40; 20) = 38800, tedy pfi stavajicich investicich stoupne pocet
prodanych vyrobki pfi zvyseni nakladd na reklamu v rozhlase o 1000 dolart

vz

o 38800 kusti rocné. Je tedy vyhodnéjsi investovat do reklamy v televizi.

Piiklad 3.8 Zmensi se o 1,4cm?.

Kapitola 4

P¥iklad 4.1 (a) lokalni minimum z = —6 v [2; —3]; (b) sedlovy bod [—%; —2];

(¢) neostré lokalni minimum z = 0 v bodech pfimky x —y+1 = 0; (d) lokalni

maximum z = 1 v [0;0]; (e) lokdlni minimum z = 7 — 10In2 v [1;2]; (f)
lokdlni maximum z = % 3 v [3;5]; (g) nemd lokalni extrémy ani sedlové

body; (h) lokdlni minimum z = 30 v [5;2].

Piiklad 4.2 (a) lokdlni maximum z = 3 v [1;1]; (b) lokdlni minimum
z=—2 v [—4;55); (¢) lokilni minimum z = —% v [—3; 3]; (d) lokélni mini-
mum z = 0 v [0; 0] a lokdlni maximum z = 27 v [3;9]; (e) lokalni maximum
z = a‘ff; [agbe; a2_2£2]; (f) lokélni maximum z = § v [—3; 2]; (g) lokalni

minimum z = -3 v [—2;1].
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Piiklad 4.3 (a) lokdlni maximum z = 2 v [1; —1] a lokdlni minimum z = —2
v [~1;1]; (b) lokdlni maximum z = 2v2 v [V/2;1/2] a lokalni minimum
z = =22 v [=v/2; —V/2]; (c) lokalni maximum z = @ v [2v/2;2V/2] a lo-
kalni minimum z = —g v [-2v/2; —2v/2]; (d) lokélni maximum z = 2e2 v

[2; —+] a lokdlni minimum z = 1 v [0;0]; (e) lokalni maximum z = 2 v [1; 0]
a lokalni minimum z = 0 v [—1;0]; (f) lokalni minimum =z = 0 v [1;1]; (g
lokalni maximum z = —3v2 -9 v [\/5, 1] a lokalni minimum z = 3vV2-90v
[—Vv2;1].

Piiklad 4.4 (a) minimum z = —4 v [2;0] a maximum z = 34 v [—4;]]
a [—4;—1]; (b) maximum z = 2T v [1;3] a minimum z = 7 v [-2;2]; (c)
maximum z = 1 v [1;0], [=1;0], [0;1], [0; —1] a minimum z = 0 v [0;0]; (d)
maximum z = 3% v [£; 0] a minimum z = —2 v [1;1]; (¢) maximum z = 19 v
[5;2]; (f) maximum z = 2v/10 v [\/il_o; —\/Ll—o]; (g) minimum z = —% v [%, —i];
(h) maximum z = 4%8 v [\/Lﬁ, —\/%] a minimum z = 74%8 v [—\/Lﬁ; %],
(1) maximum z = 224 v [7; 7] a minimum z = —8 v [—1; —1].

Priklad 4.5 z = 15000; y = 10000.

Priklad 4.6 7 = /2, v =2, /2.

Priklad 4.7 {/2V; V2V; LY2V.
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