VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA STROJNIHO INZENYRSTVI

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING

USTAV MATEMATIKY

INSTITUTE OF MATHEMATICS

SIMULACE PROUDENI TEKUTINY OKOLO PREKAZEK
LATTICE BOLTZMANNOVOU METODOU

SIMULATION OF FLUID FLOW AROUND OBSTACLES BY LATTICE BOLTZMANN METHOD

DIPLOMOVA PRACE
MASTER'S THESIS

AUTOR PRACE Ing. BSc FrantiSek Prinz
AUTHOR

VEDOUCI PRACE Mgr. Jitka Zatogilova, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2020






VYSOKE UCENI FAKULTA
I TECHNICKE STROJNIHO

V BRNE INZENYRSTVI

Zadani diplomové prace

Ustav: Ustav matematiky

Student: Ing. BSc FrantiSek Prinz
Studijni program: Aplikované védy v inzenyrstvi
Studijni obor: Matematické inzenyrstvi
Vedouci prace: Mgr. Jitka Zatoc€ilova, Ph.D.
Akademicky rok: 2019/20

Reditel dstavu Vam v souladu se zakonem &.111/1998 o vysokych $kolach a se Studijnim
a zkuSebnim fadem VUT v Brné ur€uje nasledujici t¢éma diplomové prace:

Simulace proudéni tekutiny okolo prekazek Lattice Boltzmannovou
metodou

Stru¢na charakteristika problematiky ukolu:

Lattice Boltzmannova metoda, ktera je pouzivana pro numerické modelovani proudéni tekutin, byla
ptivodné odvozena z metody bunéénych automat. Pozdéji bylo ukazano, Ze ji Ize odvodit i z kinetické
teorie a z Boltzmannovy transportni rovnice. Pfi odvozovani LBM hraje dllezitou roli
Chapmantv-Enskoglv rozvoj diky némuz Ize ukazat konvergenci (i aspoii asymptotické pribliZovani)
ziskaného feSeni k feSeni urc€itych parcialnich diferencialnich rovnic, kterymi jsou nejcastéji
Navierovy—Stokesovy rovnice. Velkou vyhodou této metody je relativné jednoducha implementace
a moznost paralelizace vypoctu.

Cile diplomové prace:

Popis a odvozeni Lattice Boltzmanovy metody.

Naprogramovani Lattice Boltzmanovy metody a jeji otestovani na vybranych tlohach, predevsim pak
pfi simulaci proudéni tekutiny okolo prekazek v kanalu.

Srovnani dosazenych vysledkl s vysledky ziskanymi jinou numerickou metodou.

Seznam doporucené literatury:

KRUGER, T., KUSUMAATMAJA, H., KUZMIN, A., SHARDT, O., SILVA, G., VIGGEN, E. M. The
lattice Boltzmann method: principles and practice. New York, NY: Springer Berlin Heidelberg, 2016.
ISBN 978-3-319-44647-9.

GUOQ, Z., SHU, Ch. Lattice Boltzmann method: and its applications in engineering. Hackensack, NJ:
World Scientific, c2013.

Fakulta strojniho inZenyrstvi, Vysoké uceni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno



MOHAMAD, A. A. Lattice Boltzmann method. Fundamentals and engineering applications with
computer codes. Springer, London, 2011. ISBN: 978-0-85729-454-8.

Termin odevzdani diplomové prace je stanoven ¢asovym planem akademického roku 2019/20

V Brné, dne

L.S.

prof. RNDr. Josef Slapal, CSc. doc. Ing. Jaroslav Katolicky, Ph.D.
feditel ustavu dékan fakulty

Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké uceni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno



ABSTRAKT

Tato prace se zabyva Lattice Boltzmannovou metodou (LBM). Jedna se o mezoskopickou
metodu popisujici pohyb Castic v tekutiné pomoci Boltzmannovy rovnice, kde figuruje prav-
dépodobnostni rozdélovaci funkce. Pomoci Chapman-Enskogova rozvoje lze ukazat za vyu-
ziti Hermitovych polynomi propojeni této rovnice s Navier-Stokesovymi rovnicemi zachovani
makroskopickych veli¢in. Diskretizaci rychlosti, prostoru a Casu je odvozena Lattice Boltzman-
nova rovnice a prislusny numericky algoritmus. Ten je realizovan na tlohach proudéni dvou-
rozmérné kavity a obtékani prekazek. V obou pripadech byly vypoctené hodnoty rychlosti
porovnavany s metodou konecnych objemid (FVM) za dosazeni hodnot relativnich odchylek
v Fadu jednotek %.

KLICOVA SLOVA

Rozdélovaci funkce, Boltzmannova rovnice, Chapman-Enskogliv rozvoj, Hermitovy polynomy,
diskretizace, kolizni operator BGK, rychlostni set D2Q9.

ABSTRACT

The task of this diploma thesis is the Lattice Boltzmann method (LBM). LBM is a meso-
scopic method describing the particle motion in a fluid by the Boltzmann equation, where the
distribution function is involved. The Chapman-Enskog expansion shows the connection with
the macroscopic Navier-Stokes equations of conservation laws. In this process the Hermite
polynoms are used. The Lattice Boltzmann equation is derived by the discretisation of velocity,
space and time which is concluding to the numerical algorithm. This algorithm is applied at
two problems of fluid flow: the two-dimensional square cavity and a flow arround obstacles.
In both cases were the results of velocities compared to results calculated by finite volume
method (FVM). The relative errors are in order of multiple 1 %.
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Uvod

Lattice Boltzmannova metoda (LBM) je mezoskopickd numerickd metoda umoznujici mo-
delovani proudéni tekutin. Spociva v diskretizaci Boltzmannovy rovnice, ktera je zakladni
rovnici kinetické teorie plynu a popisuje pravdépodobnostni pohyb castic, ze kterych se
tekutina sklada.

Predchudce LBM jsou mfizkové bunééné automaty pro plyny (LGA) vyvinuté trojici
Hardy, Pomeau a de Pazzis v roce 1973, které popisovaly proudéni castic plynu pomoci
Boolovskych proménnych dodrzujici dana pravidla. Tyto modely vSak nesplnovaly fyzi-
kalni zédkony jako napriklad Galieleiv princip relativity a vykazovaly mnoho numerickych
¢i statistickych Sumu. Vyrazny posun prinesl rok 1986, kdy trojice védcu Frisch, Hasslacher
a Pomeau odvodila pfi pouziti Sestitthelnikové mrizky konvergenci k Navier-Stokesovym
rovnicim [10]. V 90. letech doslo k dalsimu zjednoduseni rovnice zavedenim linearizovaného
kolizniho operatoru Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) a k odvozeni Lattice Boltzmannovy
rovnice, ktera se v této podobé pouziva k simulacim dodnes. S rozvojem digitdlni techniky
se vypocetni moznosti zvySovaly a pocatkem 21. stoleti vznikaji prvni softwary (napf.:
Open LB [7], Palabos). Metoda se tspésné pouziva v mnoha aplikacich fyziky, chemie a
riznych inzenyrskych oborech.

LBM lze pouzit pro simulace slabé stlacitelného proudéni do Machova ¢isla 0,30 na tirovni
Large Eddy Simulations (LES). Vyhodou oproti klasickym CFD fesi¢im jako napft. me-
toda konec¢nych objemt (FVM) je relativné jednoduché paralelizace vypoctu na viceja-
drovych procesorech ¢i grafickych kartach diky lokalnim vlastnostem Lattice Boltzman-
novy rovnice, kterd umoznuje rychly a efektivni vypocet [6]. Dalsi vyhodou je snadna
tvorba geometrie, kdy numericka sif je rovnomérna a oproti ostatnim CFD simuldtortim
ji lze vygenerovat automaticky v ramci vypocetniho softwaru. Umoznuje dokonce vypocty
pordznich médii ¢i simulace proudéni tekutin vicero slozek nebo fazi, tudiz je pouzitelna
pro tadu dalsich aplikaci.

Prace je rozdélena na dvé casti. V prvni teoretické casti je Lattice Boltzmannova metoda
odvozena. Nejprve je uvedena Boltzmannova rovnice s prislusnym koliznim operatorem.
Pro numerické reseni je Boltzmanniv kolizni operator aproximovan operatorem BGK,
ktery byl pouzivan u simulaci v této praci. Chapman Enskogovym rozvojem je ukazano
propojeni s Navier-Stokesovymi pohybovymi rovnicemi, popisujici tekutiny z makrosko-
pického hlediska [8]. Boltzmannova rovnice je nasledné diskretizovana volbou rychlostniho
setu, poté také prostorové a casové. To vede na Lattice Boltzmannovu rovnici, ktera je
vhodnda k numerické implementaci.

Druhéa c¢ast prace se zabyva aplikaci metody na konkrétnich problémech. Po tvodnich
zasadach implementace Lattice Boltzmannovy metody jsou uvedeny simulace dvou fy-
zikalnich aplikaci: problém dvourozmeérné kavity a obtékani prekazkové mrize. Vysledky
obou simulaci jsou porovnany a analyzovany se simulaci provedenou klasickou metodou
konecnych objemt.
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1 Rovnice zachovani makroskopickych velicin

Drive nez bude uvedeno odvozeni samotné Boltzmannovy rovnice, zminime se nejprve
o zakonech zachovani makroskopickych veli¢in. Zakony zachovani oznacuji neménnost
urcitych fyzikalnich veli¢in pfi ¢asovém vyvoji uvazovaného systému. Jedna se o zakon
zachovani hmotnosti, hybnosti a energie. V tomto textu se omezime na vysledné vztahy,
detailni odvozeni lze najit napr. v [5]. Nadale budeme uvazovat t¥irozmérny prostor, pro
ostatni prostory lze rovnice odvodit analogicky. VSechny vektory, nebude-li uvedeno jinak,
maji tedy 3 slozky a zavedeme pro né nasledujici znaceni:

u = (ub Uz, u3)T'

Budeme také pouzivat termin kontrolni objem V', ktery oznacuje objem c¢asti tekutiny
tvorené stale stejnymi c¢asticemi.
Zakon zachovani hmotnosti iikd, Ze hmota nemtze vzniknout ani zaniknout, tedy
ze hmotnost tekutiny v kontrolnim objemu V' se neméni. Matematicky lze uvedené za-
psat vztahem nazyvanym rovnice kontinuity, ktery plati pro libovolny bod @ kontrolniho
objemu V' v libovolném case t:

dp

otV (o) =0, (1.1)

kde p(x,t) je hustota, u(x,t) je makroskopickd rychlost tekutiny a

T
o[22 2\
81)1 81)2 81’3

Dalsim zakonem je zakon zachovani hybnosti. Hybnost p(x,t) je definovand vztahem:

p=pu.

Hmota zstava v klidu nebo rovnomérném primocarém pohybu, nepiisobi-li na ni zadné
sily. Pusobici sily vyvolaji zménu hybnosti dle druhého Newtonova zédkona. Zakon zacho-
vani hybnosti pak 1ze formulovat nasledovné:

Casova zména hybnosti tekutiny v kontrolnim objemu V je rovna sile, ktera na kontrolni
objem pusobi, zapsano v diferencidlnim tvaru:

dp

Lt (12)

kde f(x,t) je vysledna sila pusobici na kapalinu v daném bodé vztazend na jednotku
objemu. Vztah (1.2) lze upravit na tvar zvany Cauchyho rovnice dynamické rovnovéahy:

D(pu)
Dt

=dive + F, (1.3)
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kde
g = O'Z'j, Z,] = 1,2,3,

je tenzor napéti, kterym jsou charakterizovany smykové a normalové sily v tekutiné,

F(x,t) jsou objemové sily, div je divergence a i je materialova derivace, pro kterou

plati:

D 0

—=—+u-V.

Dt Ot
Existuje vice modelt, které treni tekutin popisuji, my se zde omezime na klasicky model
Newtonovské tekutiny, ktery je charakterizovan primou imérnosti rychlosti deformace a
tensoru napéti, coz odpovida linearnim zavislostem na prostorovych derivacich rychlosti
[2]. K tomu je potieba také pfipocist tlakové pusobeni okolni kapaliny p(x,t) a tenzor

napéti pak vypada nasledovné:

ou; 8% C
_péij +n <8(L’J 8{L’Z> (5138 %, 7, k= 172737 (14)

kde n a ¢ jsou prvni a druhy koeficient viskozity a ¢;; je Kroneckerovo delta a pouZili
jsme (u indexu k) Einsteinovu sumacni konvenci, kterd, nebude-li uvedeno jinak, bude
pouzivana i nadale. Koeficienty viskozity obecné zavisi na termodynamickych veli¢inach.
Uvazujeme-li tyto koeficienty Casové i prostorové konstantni, dostaneme znamé Navier-
Stokesovy pohybové rovnice:

d(pu;) N d(pugu;)  Op ( 0?u; D%u, ) ¢ D%u,

= — + F;, 1,7 = 1,2.3.
ai oz, o, " N\ow,0r, " omor,) T “omon, hJ

(1.5)

Pokud tensor napéti o;; v (1.4) rozepiSeme na dvé slozky nésledujicim zptisobem
Oi5 = U;j — Poij, (1.6)

kde:
Ou; Ou; 2 _ Ouy Ouy, o

= — =0ji— 0ij—=— g, k=123, 1.7
n<8x9+8xi 3 J&Bk>+nB T 0xy bJ (1.7)

tak objemova viskozita np je dana vztahem

2
UB:§77+§,
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Po dosazeni (1.6) a (1.7) do (1.3) dostavame Navier-Stokesovy pohybové rovnice ve tvaru:

Apu;) — A(pusuy) dp ( 0?u; ) 0*u;
= — F;. 1.
a | o oe; " Namon,) T BT 505, H (L)

U jednoatomovych plyni objemova viskozita ng je nulova. V pripadé plyni proudicich
nizkymi rychlostmi a v pripadé kapalin lze uvazovat nestlacitelné proudéni, pro které
plati:

Dp
—L =0 1.9
D1 (1.9)

Dosazenim (1.9) do rovnice kontinuity (1.1) dostaneme rovnici kontinuity pro nestlacitelné
proudéni ve tvaru

V-u=0
a stejné tak Navier-Stokesovy pohybové rovnice (1.5) se pro nestlacitelné proudéni zjed-

nodusi na tvar

ou

pEeru-Vu: —Vp+nAu+ F, (1.10)

kde Laplaceuv operator A je definovany nasledovneé:

82

Zanedbanim veskerého treni uvnitt tekutiny, tj. pro n = 0, ¢ = 0 dostaneme nestlacitelné
Eulerovy pohybové rovnice:

ou

pa+qu-u:—Vp+F.

Poslednim ze zdkonii zachovani, ktery zde uvedeme, je zdkon zachovani energie. Ten
obecné vyjadiuje, ze energie nemuze vzniknout ani zaniknout, jen se preménit z jedné
formy na druhou. Kontrolni objem V nyni predstavuje uzavieny systém, ktery si s oko-
lim miize vyménovat energii ve formeé tepla nebo prace vykonané ptisobicimi silami. Plati
tedy, ze casova zména celkové energie tekutiny v kontrolnim objemu je souctem vykonu
sil, kterymi obklopujici prostredi na tekutinu v kontrolnim objemu ptsobi, a vykonu tepla,
které je tekutiné v kontrolnim objemu dodavano.

Celkovou energii E(x,t) vztazenou na jednotku objemu muzeme rozdélit na mérnou
vnitini energii e(x,t) a mérnou kinetickou energii u?/2, neboli:

1
E = pe + §pu2.
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Zékon zachovani energie lze vyjadrit nasledujici rovnici

0E  O(wE)  0(ujo) dq;

+ pa, (L11)

kde ¢; je plosnéa hustota tepelného toku a ¢ je mérna objemova hustota tepelného zdroje.
Pro celkovy popis proudéni dané tekutiny je jesté treba uzit stavovych rovnic a konstitu-
tivnich vztahi. Budeme uvazovat stavovou rovnici idealniho plynu

p = pRT, (1.12)
kde T'(x,t) je teplota tekutiny a R plynova konstanta. Déle kalorimetrickou rovnici ide-
alniho plynu vyjadiujici zavislost vnitini energie na teploté

e= gRT (1.13)

a Fourieruv zakon

oT
8(L’i ’

kde A je soucinitel tepelné vodivosti.

Nyni prejdeme ke kinetické teorii a Boltzmannové rovnici, ktera, jak uvidime, je v souladu
s vyse uvedenymi vztahy.
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2 Kineticka teorie

Kinetickd teorie vytvari propojeni mezi makroskopickymi veli¢inami tekutin (jako je tlak,
teplota, hustota atd.) charakterizujicimi tekutinu jako kontinuum a mikroskopickym slo-
zenim tekutiny (tedy atomy ¢i molekuly) a jejich vlastni kinetikou. V dalsim se omezime
na tzv. zfedény jednoatomovy plyn, coz je model tekutiny, pro ktery plati:

t. << tmfp>

kde . je Cas srazky Castice s jinou cCastici a t,,5, stfedni doba pohybu mezi dvéma sraz-
kami. Cas srazky je tedy o dost kratsi nez ¢as volného pohybu bez kolizi, coz snizuje
pravdépodobnost tii a vicecasticovych srazek, které v uvedeném modelu nebudeme uva-
zovat. Mezi jednoatomovymi plyny dochéazi k elastickym srazkam, kdy zadna energie se
nepreméni na vnitini energii atomu (napr. rota¢ni ¢i vibracni). Celkova energie pri sraz-
kach je tedy zachovana. Uvedeny model miize byt pouzit také pro viceatomové plyny pri
nizkych hustotach.

Zakladni myslenkou kinetické teorie tekutin je rozdéleni ¢astic v prostoru a v ¢ase. Protoze
pocet Eastic, které se v kontrolnim objemu nachézi, je fadové 10?3, neni mozné pocitat
pohyb kazdé castice zvlast, protoze by to bylo jednak casové nemozné, ale také proto, ze
aktualni stav daného systému, tedy pozice a rychlosti kazdé ¢astice, nelze zjistit. Z toho
divodu se vychazi z pravdépodobnostnich idaji. Pro identifikaci kazdé c¢astice z kinema-
tického hlediska je dostacujici, zname-li jeji polohu a rychlost. Tudiz je vyhodné pracovat
v tzv. fdzovém prostoru soufadnic & a pifslusnych rychlosti &!. Pokud budeme uvazovat
jednoatomovy plyn a trojrozmérny prostor, tak pravdépodobnostni rozdéleni castic ve
fazovém prostoru je dano distribuc¢ni funkci

Pz, &, t).

Stredni pocet ¢astic nachazejici se v malém okoli bodu & a majici rychlost v malém okoli
dané rychlosti & rychlostniho podprostoru v ¢ase t je dan vztahem

P(x, €, t)dx d€.

Nyni definujeme stfedni hustotu ¢astic ve fazovém prostoru nazyvanou také rozdélovaci
funkce f nasledujicim zptsobem:

f(m>€>t) = NmOP(m>€>t)>

kde N je pocet Céastic v systému a mg hmotnost jedné c¢astice. Uvazujeme, Ze vSechny cas-
tice maji stejnou hmotnost. Rozdélovaci funkce f ma v pripadé trojrozmérného prostoru

I Misto rychlosti & lze pouzit také hybnosti p, pro odvozeni Boltzmannovy rovnice je vyhodn&j&i pra-
covat s rychlostmi.
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Obr. 2.1: Céstice v kvadru, ¢erné vyznacené maji kladnou rychlost &, (pfevzato z [8]).

nasledujici rozmeér:

[f] = kg X — x —

m?  (m/s)?

a udava tedy stfedni celkovou hmotnost vSech ¢astic nachazejicich se v bodé x a pohy-
bujicich se rychlosti & v ¢ase t. Umoznuje proto urcit celkové hmotnosti ¢astic s danymi
rychlostmi. Chceme-li napiiklad spocitat hmotnost ¢astic v levé poloviné kvadru o ob-
jemuV = L, x L, x L, viz obr. 2.1, které maji kladnou slozku rychlosti £, integrujeme
rozdélovaci funkci f pres dany objem a kladnou poloosu &, (integraly podle soufadnic ¥,
z, &, a &, uvazujeme pres celé R):

Lo/2

fd€&dea.

=0 £x>0
Vypoctem rychlostnich momentti f lze urcit také dalsi veli¢iny jako hustotu p, hybnost
p, celkovou energii F a vnitini energii ¢astic e:

pl,t) = [ f(w.€,1)dg, 2.1
ple.ul@.t) = [ €f(@.€.1)de, (2.2
Bla1) =5 [ € &fw.& 1) e, (2.3
pela 1) = 5 [ (€~ w) - (€~ w)f(w,&.0) e, (2.4

kde u = u(x,t) je makroskopicka rychlost tekutiny.

Mame tedy soustavu ¢astic a jejich pravdépodobnostni rozdéleni v ¢ase t a chceme urcit,
jak se bude vyvijet v ¢ase. Pokud nedochézi ke kolizim, zméni se rozdéleni ¢astic pro dané
x a &£ pouze konvekei a pusobenim vnéjsich sil F':

f(m—l—{dt,{—l—%dt,t—l—dt) = f(x,&,1).
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Ovsem uvazujeme-li srazky mezi Casticemi, zméni se uvedeny vztah o aditivni ¢len Q(f, f),
nazyvany kolizni operator, ktery tyto srazky zohlednuje:

flo-+€dt g+ T dnt+dt) - fa&) = G = QL) (2.5)

V predchozi rovnici lze prvni ¢len nahradit Taylorovym rozvojem f podle ¢asu t v case t:

of Of Ox; of &

F B 2
f(m+€dt,€+;dt,t+dt) = f(@,&1) + - dt + o dt + 5% 0 dt + O(dt?),
(2.6)
kde plati:

8(L’i .

E - 6@7
o F
o p’

Zanedbame-li v (2.6) ¢leny O(dt?) a dosadime-li tento vztah do rovnice (2.5), dostaneme
Boltzmannovu rovnici:
of of, OfF

E‘Fa_xlgz‘*‘a& P _Q(f>f) (27)

2.1 Kolizni operator

Nyni se zamérime na kolizni operator, ktery udava dynamiku daného systému. Nejprve
nastinime odvozeni obecného kolizniho operdtoru (detailni odvozeni lze najit napriklad
v [12]). Jak se ukaze, tento kolizni operdtor je pro numerickou implementaci zna¢né slo-
zity, proto bude pozdéji aproximovan.

Jak jiz bylo zminéno, uvazujeme elastické srazky castic, tedy takové, kde nedochazi k pre-
méné kinetické energie na vnitini tepelnou a zachovava se tedy celkova energie i hybnost
systému. Také se omezime pouze na dvoucasticové srazky, protoze viceCasticové srazky
jsou v plynu mélo pravdépodobné.

Uvazujme nyni srazku dvou ¢astic o stejné hmotnosti my s rychlostmi &, €, pfed srazkou
a &' ¢ posrazce (na ¢dstice neptisobi Zddné dalsi sily, ke zméné rychlosti tedy dochdzi jen
béhem srazky). Z platnosti zakont zachovani hmotnosti, hybnosti a energie dostdvame:

Mo + Mo = Mg + Mo, (2.8)
mo& + mo€, = mo&’ + me€.,
1 1 1 1
§mo€2 + §m0€z = §m0£'2 + §m0€f- (2.10)
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7Z téchto vztahtll lze vyjadfit rychlosti ¢dstic &', &, po srdzce v zavislosti na rychlostech
&, &, pred srazkou v této podobé:

§=€6—k- (£-&)k,

€=t k(€ &k, 211)

kde k je jednotkovy vektor, ktery udava smér vychyleni ¢astic pri kolizi. Odec¢tenim rovnic
v (2.11) od sebe dostaneme:

g =g-2k- gk, (2.12)

kde g = &€ — &, je relativni rychlost ¢astic pred srdzkou a g’ = & — &' je relativni rychlost
¢astic po srazce. Po vynasobeni rovnosti (2.12) vektorem k dostaneme:

k-g=-k-g. (2.13)
Rovnost velikosti vektori relativnich rychlosti

gl = |g'] (2.14)

odvodime vynéasobenim rovnice (2.12) postupné g’ a g a ndslednym sectenim téchto rovnic.
Déle zavedeme kolizni tihel ©:

k-g=gcosO,

kde g = |g|. Z (2.12), (2.13) a (2.14) dale vyplyva vyjadreni k v zavislosti na predkoliznich
a pokoliznich relativnich rychlostech:

(2.15)

Pomoci vyse uvedenych vztahi (2.11) az (2.15) lze urcit také rychlosti pred srazkou v
zavislosti na rychlostech po srazce:

§=¢& -k (& &k,

€€ +k-(€ -k (218)

Vztahy jsou stejné jako (2.11), coz znamend, Ze je proces ¢asové invariantni. Dalsi vlast-
nost{, kterou vyuZijeme, je jednotkovy jakobian transformace (§,&,) — (€', &) piedkoliz-
nich na pokolizni rychlosti, tedy:

Dvoucasticova srazka je znédzornéna na obr. 2.2, kde jsou castice znazornény jako tuhé
koule. Vidime, Ze kolizni 1ihel © ziistava béhem kolize nezménén. Stejné tak kolizni para-
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Obr. 2.2: Grafické znazornéni kolize dvou tuhych kouli o pruméru d (pfevzato z [12]).

metr b udavajici vzdalenost obou ¢astic kolmou na relativni rychlosti. Vektor kK méa smér
stejny jako spojnice stredu ¢astic v okamziku srazky.

Mezi parametry g, k a © existuje zavislost, ktera je dana interakci, kterd mezi casti-
cemi pri srazce pusobi. Pravdépodobnost, Ze ¢astice bude rozptylena pod thlem z inter-
valu (0,0 + dO) je ddna veli¢inou zvanou diferencialni G¢inny prifez o, kterd je uréena
vztahem:

osin©do = bdb. (2.18)

Nyni se vratime zpét k rozdélovaci funkei f(x, &, t) a budeme uvazovat jeji casovou zménu
vyvolanou srazkami. Kazda kolize (&,€,) — (&',€.) vyvold pokles rozdélovaci funkce,
ktery oznacime jako S_, kdeZto inverzni kolize (¢',€.) — (&, €.) vyvola nértist rozdélovaci
funkce, ktery oznac¢ime jako S,. Celkova zména f za jednotku casu se rovna koliznimu
operatoru a je tedy

Q(f, f) =S, — S_. (2.19)

Pocet castic s rychlosti &,, které by mohly kolidovat s ¢asticemi s rychlosti &, které se
vyskytuji v objemu V = gdtdbde (viz obr. 2.3) je

flx, &, t)d€,gdtbdbde. (2.20)

Pravdépodobnost vyskytu ¢éastice s rychlosti & v bodé x je

[z, &, t)dE. (2.21)
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g dt

Obr. 2.3: Grafické znazornéni kolize Castice s rychlosti —g v daném prostorovém segmentu
kolidujici s ¢astici ve stfedu vysece (prevzato z [12]).

Pokles rozdélovaci funkce za jednotkovy cas u dané ¢astice spocteme vynasobenim obou
pravdépodobnosti® (2.20) a (2.21). S vyuZitim vztahu (2.18) a integraci pfes vSechny
rychlosti €,, vSechny kolizni ihly © v intervalu (0,7/2) a vSechny kolizni roviny e v
intervalu (0, 27) tak dostavame:

S-dg = [[ (@€ 0f (@,€,,t) go dwdé, g, (2.22)
kde
dw =sin® dOde.
Pro inverzni kolize dostaneme analogicky vyjadieni S, ve tvaru:
Sedg' = [[ F@.€.0f (@.€.1) g0’ dwdgl dg. (2.23)
Nyni vyuzijeme identity (2.14). Dale ze zachovani kolizniho tihlu pred i po srazce lze

odvodit také o = ¢’ (viz [12]). Stejné tak lze ukdzat, Ze plati rovnost d¢. d¢’ = d€, d€,
vyplyvajici z transformace z pokoliznich do predkoliznich rychlosti za vyuziti jednotkového

2Vyuzivime piedpoklad molekuldrniho chaosu, tedy Ze jsou oba jevy navzijem nezavislé a piislusna
f 1ze nasobit.
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jakobidnu (2.17). Dosazenim vyse uvedeného do (2.23) dostavame:

S de = [[ f(@.€,0)f (2,€,,1) go dw . de. (2.24)

Uzitim vztaha (2.19), (2.22) a (2.24) dostaneme vysledny kolizni operator:

) = [[(1 = 11190 dwde., (2:25)
kde
f:f(m7€7t)7 f,:f(m7€,7t)7 f*:f(m7€*7t)7 fi:f(m7€;7t)'

Dosazenim kolizniho operdtoru (2.25) do Boltzmannovy rovnice (2.7) dostaneme neline-
arni integro-diferencialni rovnici:

af  of

afﬂ
& p

Pro jednodussi implementaci do simulaci bude tento kolizni operator (2.25) dale zjedno-

&+ grt = [[(7 = 1)g0dwde,.

dusen. Nez tak uc¢inime, budeme se jesté zabyvat koliznimi invarianty.

2.1.1 Kolizni invarianty

Definice: Funkce ¢(x,&,1) : R? x R3 x (0,T) — R se nazyvd kolizn{ invariant, kdyz

/Q(f,f)cbdé =0, (2.26)

pro skoro vsechna (x,t) € R? x (0,7) a vsechny mé&Fitelné funkce f.
Lemma: Nasledujici identita

[ noag =

= 1 [0 6.0 + 0. £.1) — 6(a. €0) — 6 €)1~ [ g0 o dE A,
(2.27)

plati pro viechna (x,t) € R® x (0,T) a pro vSechny funkce ¢ a f takové, Ze:

JJ[ 105 = 1900 dwdg, ag < 00 Vi, t) € R x (0,7).
Dikaz: Viz [3].

Protoze kolizni operator je nenulovy, tak z uvedeného lemmatu vyplyva, ze musi byt
nulovy vyraz

¢($, €> t) + ¢(ZE, €*7 t) - ¢($, €,> t) - ¢($, 6;7 t)>

31



jak plyne z (2.26). Kolizni invariant proto musi spliiovat nasledujici rovnost:

¢(x,&,t) + o(x,€..1) = o(x, € 1) + d(, £, 1).

Porovnanim se zakony zachovani (2.8), (2.9) a (2.10) dostaneme tzv. fundamentélni kolizni
invarianty:

do=1 ¢ (6) =€ (€)= €. (2.28)

Lze dokazat, viz [4], ze dalsi kolizn{ invarianty pro odvozeny kolizni operator, které by ne-
byly linearni kombinaci téchto tii fundamentélnich koliznich invariant®, neexistuji, jejich
pocet tedy odpovida poctu zakont zachovani.

Protoze integrél je linearni operator, musi byt také kazda linearni kombinace koliznich
invariantt kolizni invariant, tedy plati

p(x,&t)=a+b-&+clEf, (2.29)

kde a = a(z,t) € R,b=b(x,t) € R3 a c = c(x,t) € R.
Déale se zamérime na vyvoj systému v case, ktery je charakterizovan veli¢inou zvanou
entropie.

2.2 Entropie, H-teorém

Termodynamicka veli¢ina mérnéd entropie s udava miru neusporadanosti dané soustavy.
2. termodynamicky zédkon tika, ze entropie celého uzavieného systému v zavislosti na case
je neklesajici funkce a je definovana pres nasledujici vztah:

dg
ds = —,
T
kde g je mérné teplo a T' termodynamicka teplota. Pro uzavieny systém lze napsat 2. zakon
termodynamiky ve tvaru

d

V pripadé rovnosti se jedna o déje vratné, jinak o déje nevratné. Z nartustu entropie
pozname vyvoj systému v case. Podobnou velicinu lze odvodit také ve fazovém prostoru
pro rozdélovaci funkci.

Dosadime-li ¢ = In(f) do rovnice (2.27) a vyuzijeme-li vlastnosti logaritmt, dostaneme:

Jounoa= [fforr - srom () o aae.ae
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Protoze plati
Y
(X=Y)In (Y) <0, proVvVX,Y >0

a protoze g, o a rozdélovaci funkce f v (2.25) jsou nezaporné, je integrand nekladny a
integral nekladného integrandu je téz nekladny, proto plati nasledujici nerovnost:

[m(nacs e <o. (2.30)
Nyni definujeme veli¢inu
H(t) = [ fin(f)dg, (2.31)
pro kterou plati nerovnost zvana H-teorém:
dH
— < 0. 2.32
a7 = (2.32)

Vztah (2.32) lze odvodit zderivovanim vztahu (2.31) podle ¢, uzitim nerovnice (2.30),

d . . . oo
dosazenim kolizntho operatoru za d_{ z Boltzmannovy rovnice a faktu, ze skalar je kolizni

invariant dle (2.28).
Veli¢ina H vypovida tedy o mife neusporadanosti systému jako entropie. Pro idealni plyn
existuje jednoduchy prepocet mezi velicinou H a entropii:

ps = —RH.

Znaménko minus doklada, ze entropie v uzavieném systému na rozdil od veli¢iny H je
neklesajici funkce.

2.2.1 Rovnovazny stav

Nyni se zaméfime na rovnovazny stav, tedy stav maximalni entropie a minimalniho H.
Rovnost v H-teorému nastane jen tehdy, pokud, v souladu s (2.26), je funkce In(f) kolizni
invariant. To bude, vyjadiime-li f pomoci (2.29) ve tvaru:

far(a, €,1) = expla +b- €+ c[€°) = Aexp(—a € — ul"),
kde byla provedena substituce
a=—ou’+1nA, b = 2au, c=—aq,

v niz A, a jsou konstanty a w makroskopicka rychlost plynu. Pokud je plyn v klidu, pak
u = 0. Funkci fj; nazveme Maxwellovo rozdéleni. Je to rovnovazné rozdéleni, tedy takové,
ze nedochazi ke zménam rozlozeni rychlosti ¢astic v prostoru a case. Kolizni operator je
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tedy roven 0 a proto plati nasledujici rovnice, jak se lze presvédcit dosazenim do Bolt-
Zmannovy rovnice:

9fm 9fm

ot T8, 0

Neznamé konstanty A, o uréime z pozadavku na korespondenci s makroskopickymi veli-
¢inami a tak, vyuzijeme-li vztaht (2.1) az (2.4) a stavovych rovnic (1.12) a (1.13), dosta-
neme:

31
T 4 T 2RT

4 —3/2
A=p (57'('6) = p(27RT)™**

Vysledné Maxwell-Boltzmannovo rovnovazné rozdéleni pak ma nasledujici podobu:

fe= p(ﬁ)g/z exp ( - 25%(& - u)2> =

(2 (25

Jak jiz bylo zminéno, Boltzmannova rovnice (2.7) s odvozenym koliznim operatorem
(2.25) je prilis slozitd jak pro analytické, tak i numerické feseni. Byly proto odvozeny
rizné aproximace, které kolizni operator zjednodusuji. Jednou z aproximaci je operator
BGK, v némz figuruje pravé uvedené Maxwell-Boltzmannovo rovnovazné rozdéleni.

2.3 Operator BGK

Vsechny zjednoduSené kolizni operatory €, by mély spliiovat nékteré diilezité vlastnosti
obecného kolizniho operatoru:

1. Kolizni invarianty zistanou nezménéné, coz odpovida zakontim zachovani hmotnosti,
hybnosti a energie:

[ Qupae =0,
/ £Q,, d€ = 0, (2.34)
/ £2Q),, d€ = 0.

2. Plati H-Teorém (2.32).
3. Rovnovazny stav odpovidd Maxwell-Boltzmannovu rozdéleni (2.33).
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V této praci bude pouzivan nejznaméjsi kolizni operator BGK pojmenovany podle jeho
autort - Bhatnagara, Grosse a Krooka:

1 (&
(f, £) = ——(f = 1. (23)
7 je relaxacni konstanta, kterd udava tendenci prechodu systému do rovnovazného stavu
f€1. Operdtor BGK vyse uvedené podminky spliuje, jak je ukdzano napt. v [12].

2.4 Propojeni s rovnicemi zachovani makroskopickych ve-
licin

Nyni ukdzeme, Ze z mezoskopického popisu tekutiny vyjadieného Boltzmannovou rovnici
(2.7) lze odvodit zédkony zachovani makroskopickych veli¢in, které byly zminény v ivodni
kapitole (detailnéjsi odvozeni lze nalézt napt. v [4]). Boltzmannovu rovnici vyndsobime
jednotlivymi koliznimi invarianty ¢;, j = 0,1,2, které jsou uvedeny v (2.28). Nasledné
rovnici zintegrujeme pres rychlostni podprostor:

of
&3

g [oitdes o [eorder T [oplae= [o0rnde 230

Prava strana rovnice je nulovd, jak plyne z (2.26). Dosadime-li pro j = 0, ¢9 = 1 a
uplatnime-li vztahy (2.1), (2.2) a

of
9&;

d¢ =0,

dostaneme rovnici kontinuity (1.1), tedy

dp 0
E%'+'EE;(PU0 = 0.

Pokud dosadime dal$i kolizni invariant pro j = 1, ¢p; = & do (2.36) a druhy clen levé
strany rovnice prepiseme za pomoci rozkladu mikroskopické rychlosti & na makroskopickou
rychlost u a relativni mikroskopickou rychlost v, tedy

E=u—+v

a nasledné vyuzijeme vztahi

/vifdézo
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a pro silovy ¢len

Of o O,
[ €ge e = [ 5t ae =i

kde bylo vyuzito integrace per partes. Dostavame Cauchyho rovnice dynamické rovnovahy
(1.3)

8 8 80’@'
5 PUd) + 8—%(/%%') = o5, 7L (2.37)
kde
Oij = —/Uﬂijf d€ (238)

vvvvvv

¢tech, viz [4], rovnici zachovani celkové energie (1.11):

oE 0 d(oiju;)  Ogi
e Eu;)) = Fu, + 2949%) _ .
kde
1
% =35 /Uﬂijvjf dg. (2.40)

Abychom dostali Navier-Stokesovy rovnice, musi platit pro o;; v (2.38) rovnost (1.4) a pro
¢; v (2.40) Fourieruv zékon (1.14). Pro obecnou rozdélovaci funkci f vsak vyrazy nelze
urcit. Avsak rozdélenim f podle jednotlivych radu perturbace Ize integraly zjednodusit a
vyjadrit, jak bude ukazano v kapitole o Chapman Enskogové rozvoji.

2.5 Ptechod do bezrozmérné soustavy

V mechanice tekutin se vyuziva zakoni podobnosti. Ty tikaji, ze dané proudéni nezavisi na
konkrétnich hodnotach prislusnych veli¢in, ale na tzv. podobnostnich ¢islech. Prikladem
je Reynoldsovo ¢islo

Re = M,
Y
kde z( je charakteristicka délka, uy charakteristicka rychlost a vy charakteristicka kine-
maticka viskozita. Reynoldsovo ¢islo dava do souvislosti setrvacné sily a viskozitu. Zakon
podobnosti 1ika, ze dva systémy jsou si dynamicky podobné, pokud maji shodnou geome-
trii a rovnaji se prislusnd Reynoldsova ¢isla. Tento poznatek umoznuje napiiklad provadét
experimenty na zmensenych modelech, kdy se dosdhne stejnych vysledki jen jsou vysledné
veli¢iny zmenseny v poméru, ktery je dany charakteristickymi hodnotami veli¢in. Divo-
dem tohoto pristupu u LBM je zejména rychlostni omezeni, které je tfeba dodrzet, aby
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metoda konvergovala a byla stabilni. Pfevedenim daného problému do konkrétni bezroz-
mérné soustavy se prislusné podminky konvergence a stability totiz znacné zjednodusi.
Proto pristoupime k prepoctu z rozmérové Boltzmannovy rovnice na bezrozmérnou. Roz-
meérové veliciny budeme znacit se stiiskou” , charakteristické rozméry, kterymi budeme
preskalovavat, dolnim indexem . Veli¢iny bez stiisky a dolniho indexu o od ted uvazujeme
jako bezrozmérné:

P = Pop; & = uo;, L; = Ty, t=—t, V=V

o 10 0 uyd

ox; _‘T_oawi’ 8_5_:,5_0&'

(2.41)

Parametr py znac¢i charakteristickou hustotu. Protoze rozdélovaci funkce f udava hmotnost
¢astic na jednotku objemu a rychlosti, je rozmér néasledujici:

o kgs?
] =5
tudiz volime:
f=2r (2.42)
Ug

N d
Kolizni operédtor Q(f, f) ma stejny rozmér jako d_jtf’ tedy

07, )] = &

mb ’

a proto volime bezrozmérné Q(f, f) nasledovné:

O, 1) = L1, ). (2.43)

Toud

Nakonec jesté uvedeme vztah pro silu:

2
F="%p (2.44)
Lo

Dosazenim vztahu (2.41) - (2.44) do rovnice (2.7) a podélenim celé rovnice vyrazem 5
xOUO

dostaneme formélné stejnou rovnici, jen nyni v bezrozmérnych jednotkach:

8f+ﬁ€ +8_fE

ot " ox, 8€i729(f>f)-
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Pro dosazeni operatoru BGK (2.35) prevedeme rovnovazné rozdéleni f°? (2.33) také do
bezrozmérnych jednotek stejnym zplisobem, ktery jsme pouzili u f:

2 Po
fea = L9 pea,
up
Pak dostaneme, ze
eq __ p i 2 2 4
f —WGXP —29(5—’“) ) (2.45)

kde 6 je bezrozmeérna teplota ve tvaru:

BT
-7

7

Relaxacni parametr 7, ktery vystupuje v BGK operatoru, preskalujeme nasledovneé:

T,
fp .
Up

T = )
kde z,,p, je stiedni volnd draha letu castice. Predpoklddame, Ze hodnota relaxacniho
parametru radoveé odpovida pravé stredni dobé mezi dvéma srazkami ¢astice. Protoze nyni
Boltzmannovu rovnici nemiizeme pokratit charakteristickym rozmérem zy, dostaneme
Boltzmannovu rovnici v tomto tvaru:

T fp 8.f 8.f 8.f E 1 eq
Yy S T (f— . 2.46
To <8t+8mi€+8§ip T(f ) ( )
Zavedeme Knudsonovo ¢islo
Kn = M,
Lo

které sehraje klicovou roli pti Chapman Enskogové rozvoji v jedné z dalsich podkapitol.
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3 Hermitovy polynomy

Aby bylo mozné Boltzmannovu rovnici vyresit numericky, je tfeba jednotlivé integraly,
kterymi jsou dany makroskopické momenty, diskretizovat. Ukazuje se, ze vhodné k tomu
jsou Hermitovy polynomy, které tvori iiplny ortogonélni systém a je mozné na né jednotlivé
¢leny rozdélovaci funkce f promitnout. Uvazujeme prostor funkei L?((a,b)) a vdhovou
funkci w(z) : (a,b) — R, zZe

/ab P(z)w(z)dr < oo (3.1)

pro libovolny polynom P(z). Pak lze definovat skalarni soucin nasledovné:

b

(f.9) = [ F@)gla)o(x) da. (3.2
Hermittv polynom n-tého stupné je dan predpisem
1 d"
H™(z) = (=1)"——~— 3.3
(@) = (1) 5 o). (33)

s vahovou funkei

1 —z?
w(z) = mexp <T> (3.4)

Interval, na kterém jsou splnény podminky (3.1) a (3.2), je celé R. Hermitovy polynomy
jsou navzajem ortogonalni, tedy plati:

(H™, H™ ) = 01,

Protoze oblast feseni Boltzmannovy rovnice je vicerozmérna, uzijeme Hermitovych poly-
nomu pro d dimenzi, které jsou definovany nasledovné:

HO (@) = (-1 5V, (o) (3.5)

s prislusnou vahovou funkei

pricemz
1.0 80(1 . aan °
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Kazdé a;,1 =1,2,...,n, znac¢i nékterou souradnici d-dimenzionalniho prostoru, pro d = 2
typicky a; € {x,y} = {x1, 22}, pro d = 3 pak a; € {z,y,2} = {21,229, 23}. Ale protoze
uvazujeme pouze spojité a hladké funkce, lze aplikovat Schwarzovu vétu o smisenych
derivacich, které pak nezavisi na poradi, ale pouze na dané kombinaci oy az «,,. H (")(m)
jsou tenzory n-tého fadu o d" slozkdch. Pro d = 2 dosazenim do vzorce (3.5) dostaneme
pron =0,1,2:

H(O)(m) =1,
HY(x) = (HY, HD)" = (z,9)",

2 2 2
H(z)(m) _ <H£§) H;é)) _ <:,1: -1 ziliy )
Hzgz) Héy) zy oy —1
Protoze xy a yx jsou rizné permutace téze kombinace, na zakladé Schwarzovy véty plati:
2) _ g7(2
HY) =HD.

V trojrozmérném prostoru lze Hermitovy polynomy spocitat obdobnym zptisobem, pro
n = 0,1, 2 dostavame:

HO(x) =1,
HY (@)= (HM, HY, HO)T = (2,y,2)",
HZ HZ HP -1 wy Tz
2
H®x)=|H® HY H?|=| yz -1 yz
H® ng) H® 2T 2y 22 -1

Ortogonalita plati také ve vicerozmérnych prostorech, tedy:
(H®, H) / w(@)HY (@) HY (z) de = Hnl'é(z s,

kde 5("+m = 1 jen tehdy, kdyZ vektor @ = (ay, -+ ,a,) je permutaci vektoru 8 =
(By, -+ ,Bm), jinak je rovno nule. Cisla n; udévaji pocet derivaci podle jednotlivich roz-
meért v a. Lze ukdzat také tplnost téchto funkei v prostoru Lo(R™), tudiz Hermitovy
polynomy tvori ortogonalni bazi Hilbertova prostoru.

Kazdou funkci g(x) € Ly lze tedy napsat jako soucet Hermitovych polynomi vynésobe-
nych prislusnymi koeficienty

) =3 ol HD(x). (3.7

n=0
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kde kazdy koeficient a{” je tensor n-tého fadu vypocteny nasledovné:

H
al) — <g(23n) (w)(f)> = o [ @@ Y @) da.

kde
|BY @) = (HY @), HY (@))

Vzhledem k tomu, Ze hodnoty a{™) zavisi pouze na kombinaci daného multiindexu o, maji
vSechny permutace prislusného koeficientu stejnou hodnotu. Lze dokazat (viz [9]), Ze tyto
pocty permutaci s opakovanim jsou takové, ze se vysledné vztahy zjednodusi na

o

9(@) —w(@) Y -~ al) - HY (@), (33)

n=0 """

kde
a™ = /g(m)HgL) de.

U vztahu (3.8), resp. (3.7) ve skalarnim soucinu vsak scitdme jen pres odlisné kombinace
multiindexu a, coz budeme uvazovat i nadale.

Obdobné muzeme zapsat rovnovazné rozdéleni (2.45) pomoci Hermitovych polynomi v
zavislosti na rychlostech &, tedy diskretizovat rychlostni podprostor:

F(p,w,0,6) = w(€) S a0 - HOVE)
n=0 """
@ (p,u,0) = [ f9(p,u,0,€) H" (€) d€.

Porovnanim vyrazi (3.4) a (2.45) si lze vS§imnout podobnosti obou vyrazu a funkci f¢
lze napsat pomoci vahové funkce w(x) (3.6) ve tvaru:

e p(C—u
r=gme (57).

Po proveden{ substituce 7 = (¢ — u)/v/@ dostaneme analyticky FeSitelny integral:

@™ = p [[w(n)HE (Von + w)dn (3.9)
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a pro koeficienty a¢®™ vzhledem k Hermitové bazi dostaneme nasledujici hodnoty:

a0 — P,
eq,(l) = Plg, (3.10)
a”@—pwwﬂ+w—n%m
Vidime, ze tyto koeficienty Hermitovy baze jsou identické nebo podobné vztahtim pro
vypocet momentt rozdélovaci funkce f a vyjadiuji hmotnost, hybnost a energii:

400 — /feq d€ = p— /fd£ O

agt /f“’qﬁ d§ = pu, = /fé“a d¢ = al, (3.11)
at A(2) (2)
Wi [ ugag =1 = [ fetag = Tt

Proto sta¢i u Hermitova rozvoje brat v iivahu pouze Hermitovy polynomy do radu dva,
které nam garantuji, ze fyzika, tedy zakony zachovani, budou dodrzeny. Tim je opodstat-
néno vyuziti pravé Hermitovych polynomi. Pokud polynomy vyssich radt zanedbame,
dostavame aproximaci

et HM(g), (3.12)

1
FUpu0.8) () Y

fp,u,0,8) ~ w(¢ W H™(€), (3.13)

N
N
kde volime N = 2. Vycislime-li jednotlivé polynomy a dosadime rovnovazné rozdéleni, lze
f€7 vyjadrit v tomto tvaru:

f = w(€)p (1 + Eatta + (uatip + (0 = 1)dap) (Eals — dap)) = w(§)Q(E) (3.14)

Vyuziti Hermitovy baze a zanedbani bazovych prvka vyssich rada vede tedy ke zjedno-
duseni rozdélovaci funkce v rovnovazném rozdéleni. Z divodu diskretizace je tieba zjed-
nodusit ale i nevlastni integraly pro rozdélovaci funkei v (3.13) pres jednotlivé souradnice
rychlostniho podprostoru. Na to budou pouzity Gauss-Hermitovy kvadraturni formule.
Drive vsak bude odvozena linearizovana rovnice pres Chapman Enskogtiv rozvoj.
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4 Chapman Enskogiiv rozvoj

Nyni abychom dostali iplné propojeni mezi makroskopickymi veli¢inami v Navier- Stoke-
sovych pohybovych rovnicich a v rovnici energie, je tfeba urcit vyrazy (2.38) a (2.40). To
se provede pomoci poruchové teorie postupem odvozenym matematiky S. Chapmanem a
D. Enskogem. Za tim tucelem rozepiseme rozdélovaci funkci f do radiu perturbace podle
Knudsonova ¢isla Kn. Cely postup provedeme pro rovnici s koliznim operatorem BGK,
ktery bude pfi simulacich pouzivan. Pii pouziti jinych koliznich operatori bude postup
analogicky.

Zavedeme zmensujici parametr poruchové teorie €, ktery odpovida Knudsonovu ¢islu

e — Kn,

podle kterého budeme jednotlivé proménné rozepisovat do ritiznych rada. Je treba po-
dotknout, Ze parametr € slouzi jen jako cisté formalni znacka, diky které mizeme v dalsim
postupu odlisit ¢leny rtznych radt. Na konci ivah pak musime formalné polozit ¢ = 1.
Rozepiseme-li tedy f do radu perturbace, dostaneme:

N
f=> 0 (4.1)
=0

Protoze se jedna o expanzi kolem rovnovazného stavu 9. odpovida nulovy ¥ad pertur-
bace pravé Maxwell-Boltzmannovu rozdéleni, tedy

f(O) — f(eq)_

Dosadime-li (4.1) do (2.46) dostaneme:

<§t bt (%ZF) (FO+ef®+2f® 4 ):—% (cfV+2f@+.). (42

V zavislosti na pozadované presnosti rovnic proudéni a konkrétnim problému, ktery chceme
resit, volime maximalni stupen poruchy. Pokud zvolime jen rovnovazné rozdéleni, tedy

fa O = fleo,

dostaneme pravé Eulerovy pohybové rovnice. V nasem pripadé budeme simulovat prou-
déni, ve kterém budeme uvazovat i tfeni, proto bereme v tivahu i nasledujici rad rozvoje

[~ f(eq) + sf(l),
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pro ktery, jak pozdéji uvidime, dostaneme Navier-Stokesovy pohybové rovnice.
Stejnym zptisobem rozvineme také tenzor napéti o a vektor prenosu tepla q:

o=0oc" + 60'(1),

Jednotlivé slozky rozvoje jsou definované stejné jako celkové veli¢iny v (2.38) a (2.40),
(viz [13]):

O’Z-(;L) = —/vivjf(”) d¢, (4.3)
1
o =5 [ewtr® de. (44)

Abychom urdili ai(; ) a qi(l), tak potiebujeme znat fM), které dostaneme z (4.2) porovnanim

0 0 F 0
M _ (0)
PO = r (g g+ D) 10

¢lent u koeficientu e:

Nyni promitneme tento vztah do Hermitovy baze prenasobenim Hermitovymi polynomy
a integraci pres rychlostni podprostor

0 FZ- 0
[roEp - [ <—T< T —) f<°>H£:>> de, (4.5)
,0 0&;
coz lze prepsat na rovnici
0 0 F,
D) — _ O)n) . Y (,0)(n+1) O)(n-1)\ _ i (0)(n 1)
al™ = 7<8t o (aie ™V + ") o ) (4.6)

kde plati:

a0 — / FOH®™ g¢,
O / f(eq H® dg = 00,

(n)
(0)(n 1 _ (eq 8Ha
az /f 8&-[ d€

Koeficienty a{Q™ je postacujici vyjadfit do tietiho fadu, pfi¢emz pro n = 0,1,2, tyto
koeficienty a{?(™ odpovidaji koeficientiim (3.10) a pro n = 3 lze tyto koeficienty nalézt v
[9]. Vypocet al™ v (4.6) je technicky pomérné naroény, pricem# vyzaduje vyiesit fadu
integralt a vypocitat koeficienty vici Hermitove bazi, které jsou tensory az 4. radu. Cely
postup lze nalézt napt. v [9], v této praci se omezime pouze na dulezité body postupu.
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Parcialni derivace koeficientti v (4.6) podle ¢asu vypocteme uzitim slozenych derivaci
podle zachovavajicich velic¢in:

DaO® 9O gy 8O B 2O Be
o8~ op ot op ot e ot

(4.7)

kde € = pe. Za parcialni derivace hustoty, hybnosti a energie podle ¢asu muzeme do (4.7)
dosadit z rovnice kontinuity, Eulerovy pohybové rovnice hybnosti a rovnice energie. Po
vypoctu zbyvajicich derivaci jednotlivych koeficientii v (4.7), které zde neuvadime, ale
které Ize nalézt napi. v [9] mizeme vycislit koeficienty a()(™ a dosadit je do vztahu (4.6),
¢imz dostaneme:

AV _ ¢
AW g
a@(})(z) = —7piA;;,
(3 00 00 00
agﬂ)g( ) _ —7p8 (Nij&k + Nin&; + Nji&s) + < wa + dik—=— oz, 6jk8—l’i

kde

86@ + 863 _ 2%5

Ai': g
J Or; Ox; 30z h

Nyni mizeme dopocitat také odchylky tensoru napéti, za vyuziti Hermitovych polynom:
off) == [vws ™ dg = = [(& — w)(& —w)) S dg =
— (@ 4 65,00 — ;0 g™ 4 050 00),

Pro n = 0,1 dostaneme:

o;j = —pdij = —pbyj,
! 2 (4.8)
( ) = gpeTAw pOTA;.
Stejnym zptsobem urcéime také vektor tepelného toku
" = 3 (6 — )&~y ag =
= o 9,0 0™ 426D 4 900,00 (u? 4 5u)a™O),
kde pro n = 0,1 dostaneme:
q” =0,
w_ 5, 00 10 de (4.9)
= ——pOT = ——peT—.
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Pokud nyni dosadime za o;; = O’Z(JQ) + ai(; ) dle (4.8) do rovnice (2.37) dostaneme Navier-
Stokesovy pohybové rovnice. Podobné po dosazeni ¢; = ql(o) + ql-(l) do rovnice (2.39) ndm
da rovnici zachovani energie.

Porovnanim (4.8) s (1.7) dostaneme vztah mezi prvnim koeficientem viskozity n a rela-
xac¢nim parametrem 7

2
n= gpefr =pT = Tpe (410)

a pro objemovou viskozitu dostaneme
B = 07

coz odpovida teorii idealnich jednoatomovych plynt. Pokud dosadime za vektor tepelného
toku q v energetické rovnici Fourieruv zakon (1.14) a porovname s (4.9), dostaneme
nasledujici vztah mezi tepelnou vodivosti A a relaxacnim parametrem 7:

5 5
A= §p67' = 5,079,

kde jednotlivé prepocty dostaneme vyuzitim stavové a kalorimetrické rovnice.

Tim jsme ukéazali, Ze rozvoj Boltzmannovy rovnice s BGK operatorem do prvniho
radu perturbace vykazuje stejné fyzikalni chovani jako Navier-Stokesovy rovnice. Tim je
ospravedInéno vyuziti aproximace v podobé BGK operatoru. Oproti makroskopickému
popisu tekutiny jsme zde urc¢ili hodnoty koeficientti viskozity a tepelné vodivosti prave
pomoci relaxac¢niho parametru 7, ktery v podstaté popisuje sily na mikroskopické tirovni,
které mezi ¢asticemi pusobi. V pripadé makroskopického popisu jsou hodnoty viskozity a
tepelné vodivosti vztahy empirickymi.

Pokud bychom uvazovali i dalsi rad perturbace, tedy

[~ f(O) + f(l) + f(2)’

dostali bychom Burnettiv model, ktery je aplikovatelny, pokud se pohybujeme ve vyssich
hodnotach Kn, coz se vyskytuje napriklad u siteni akustickych vIin o vysokych frekvencich.
V postupu, ktery jsme provedli, jsme promitli rovnovaznou funkei dle (3.12) az do ¢tvrtého
radu rozvoje, tj. pro N = 4. Pokud uvedeny rad snizime, dostaneme zjednodusené modely,
které lze aplikovat za specialnich podminek. Pro N = 3 dostavame model pro izotermické
stla¢itelné proudéni, tedy takové, kde nedochdzi k pfenosu tepla. R4d mizZeme snizit jesté
o jeden, pak dostavame pro N = 2 model popisujici izotermické slabé stlacitelné proudéni,
které lze pouzit zhruba do Machova ¢isla

Ma=2 <03,
Cs

kde ¢ je rychlost zvuku.
Protoze v aplikaci, ktera byla v ramci diplomové prace simulovana, se jedna o proudéni
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bez prenosu tepla pri nizkych rychlostech splitujici podminku Machova ¢isla, budeme
vyuzivat pouze rozvoj do N = 2 a od ted d4l se pravé na tento model omezime. V
dals{ kapitole pTistoupime k diskretizaci rychlostniho podprostoru, ktera probéhne pomoci
Gauss-Hermitovy kvadraturni formule, ¢imZ se integrély v (3.13) a (3.12) zméni v konecné
sumy.
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5 Gauss-Hermitova kvadraturni formule

Gauss-Hermitova kvadraturni formule je specidlnim pripadem Gaussovy kvadraturni for-
mule, kterd umoznuje numerickou integraci:

n

| t@@)de = 3" wif () + B(f) = Q) + E(f),

% i=0

kde w(x) je vahova funkce, x; jsou vhodné zvolené uzly na integracnim intervalu, w; jsou
prislusné koeficienty, Q(f) je kvadraturni formule a E(f) je chyba kvadraturni formule.
Véhova funkce w(z) je pro Gauss-Hermitovu kvadraturni formuli dana pfedpisem:!

1 —a?
w(x) = \/%exp <T>
Algebraicky tad neboli stupen presnosti kvadraturni formule lze vyjadrit celym cislem
q, které udava nejvyssi stupen polynomu, ktery kvadraturni formule integruje presné.
Plati tedy E(2?) = 0 pro j = 0,1,...,¢ a E(x9) # 0. Pokud kvadraturni formule m4
algebraicky rad alespon N a {Pn}nzo,L... tvori ortogonalni systém polynomu stupné nej-
vyse N vzhledem k vahové funkci w, tak tato kvadratuni formule méa stupen presnosti
2N + 1, pravé tehdy, kdyz jeji uzly jsou kofeny polynomu Py.i. Uzly i koeficienty u
Gauss-Hermitovy formule jsou voleny tak, aby bylo dosazeno stupné presnosti 2N + 1.
Chceme-li tedy polynom Py(z) stupné N zintegrovat Gauss-Hermitovou kvadraturni for-

muli

/oo w(x)Py(z)dr = zq:wiPN(a:i) (5.1)

- i=0

presné, musi byt dle vyse uvedeného splnéna podminka < q, pricemz uzly x;, kde
i=0,1,...,q jsou kofeny Hermitova polynomu H (V) (z). Napfiklad pro polynom stupné
n = 3, dostavame g = 1 a uzly zo a 21, které jsou pravé kofeny polynomu H?) (x). Vahy

jednotlivych uzli pro Gauss-Hermitovu kvadraturni formuli jsou dany predpisem

(g+1)!
((¢ + DHD(z;))*

Uvedeny postup nyni rozsitime na vicerozmérné funkce, abychom jej mohli aplikovat na
rozdélovaci funkci f. Méjme obecné polynom Py (x) stupné N v d dimenzich
Ng

PN(:E) = Z aN1~~~NdxiV1 &g,
Ni4-4+Ng<N

1Je vicero moznosti, jak lze vdhovou funkci pro Gauss-Hermitovu formuli zadefinovat. Jednotlivé va-
rianty se lis{ o konstanty.
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kde N;, i =1,2,...,d, jsou prirozena ¢isla. Exponencialni funkce v w(x) a také jednotlivé
¢leny polynomiti umoznuji separaci ¢lent polynomt na sou¢in funkei zavislych na pravé
jedné proménné. Vyraz (5.1) ve vice dimenzich lze rozepsat na soucin integrali po slozkéach
ve tvaru:

/w )Py (x dw—/w z:aN1 Ndxl ddm—ZaNl NdH/W xj)x ]dxj

(5.3)
Jednotlivé integraly v (5.3) vyfesime dle (5.1) a dostaneme:
d 4
> an,. NdH/W (x)x ’dxj > an,. NdHZwmx it (5.4)
Jj=1i=0

kde z; ; je -ty uzel dosazeny do polynomu z; a w; ; je jeho prislusnd vaha. Souc¢in mizeme
roznasobit na jednotlivé ¢leny a dostaneme uzly v prostoru @; s prislusnymi vahami w;.
Potrebujeme-li pro polynom jedné proménné stupné N = 2¢+1 pravé g+1 uzla pro exaktni
integraci (koreny polynomu H (a+1) (7)), odpovida tomu (¢+1)¢ bodt v d dimenzich. Vyraz
(5.4) tedy lze upravit na vysledny tvar:

(g+1)%-1
/ wE)Py(x)dz = S wPy(z:).
i=0
Uvedené poznatky nyni muzeme aplikovat na vypocet koeficientii rozdélovaci funkce rov-
novazného rozdéleni (3.14), které spocitame projeket:

a0 = [ (ot (¢)dg = [w(©)QE)H(E)de.

Tento integral nyni muzeme vypocitat pomoci Gauss-Hermitovy kvadraturni formule.
Protoze Q(&) i H™ (£) uvazujeme jako polynomy nejvyse 2. stupné, je polynom vznikly
jejich soucinem nejvyse stupné N = 4, staci tak uvazovat ¢ > (N —1)/2 = 1,5 ~ 2, tedy
koreny &; polynomu H (q+1)(£ ) nejméné tietitho radu s prislusnymi vahami w;:

(g+1)4-1

qct(m) — > wiQg; VH™(€,).

=0

Stejny postup miizeme provést také u rozdélovaci funkce f, kterou nejprve zapiseme po-
moci Hermitovych polynomu az do druhého tadu dle (3.13):

2

f@6.0) ~0() Y. —a (@) HO@)

n=0
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Vypocet jednotlivych koeficient probiha analogicky, jen rozsitime integrand tak, abychom
mohli pouzit kvadraturni formuli (5.1):

a"@.t) = [ a6 OO = [ g0 HO € ~
(g+1)*-1

~
~

“’g fla, &, ) H™ (&)

i=0 w(&;)

Ke kazdé diskrétni rychlosti &; dostaneme tedy prislusnou rozdélovaci funkci diskrétni
v rychlostnim podprostoru

filat) = S (@. €1

a taktéZ u rovnovazného rozdéleni

fieq = wZQ(u, 97 €z)

Jak bylo ukazano Chapman-Enskogovym rozvojem, u izotermnich slabé stlacitelnych pro-
blémt nam sta¢i polynomy nejvyse druhého stupné. Misto spojité funkce (3.14) dostaneme
konecny pocet hodnot zavisejicich na &,, proi=0,1,...,m

79 = wip (1 + &ialla + %(uauﬂ + (0 — 1)0ap) (Siabis — 5aﬁ)-> ) (5.5)

které vsak jesté spojité zavisi na x a t. Hodnota m zavisi na volbé rychlostniho setu, jak
bude ukazano v dalsi kapitole. Bez ijmy na obecnosti mizeme pro izotermni model zvolit
0 = 1, protoze teplotu budeme uvazovat v pribéhu simulace za konstantni. To vede na
dalsi zjednoduseni vyrazu v (5.5):

1
fieq = W;p (1 + &ialla + §Uauﬁ(fmfiﬂ - 5aﬂ)> : (5'6)

Stejné tak pokud dosadime do Boltzmannovy rovnice (2.7) diskrétni rychlosti &; a pii-
slusné f; a f;?, dostaneme ke kazdému 7 danou rovnici a tedy soustavu m+1 diferencidlnich
rovnic

+_€. + =

Ot Ora ™ O p =i ). (5:7)

T

<8fi Ofi Ofi Fa> 1 eq
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Makroskopické momenty v (3.11) se zméni v sumy:

p= Zfz = Zfieq>
=0

i=0
p&; = Z fi&i = Z fieq€i> (5-8)
i=0 i=0

E=3 fi& =3 /'€
i=0 i=0

Nyni pristoupime k volbé rychlostniho setu.

5.1 Diskrétni rychlostni sety

Podle toho, jaké fyzikalni jevy u daného problému predpokladame a jakou presnost poza-
dujeme, volime stupenl polynomu u kvadraturni formule? a tak dostaneme rizné diskre-
tizace rychlosti a prislusné rychlostni sité. Nejpouzivanéjsi z nich budou uvedeny v této
kapitole. V této praci bude uveden vypocet rychlostniho setu pomoci Gauss-Hermitovy
kvadraturni formule na prikladu sité, ktera bude pouzita v numerické simulaci v dalsich
kapitolach.

Pro popis konkrétniho rychlostniho setu je bézné pouzivat nésledujici znaceni

DdQq,

kde d znaci pocet prostorovych dimenzi a ¢ pocet rychlostnich smért. Pro nas izotermicky
slabé stlacitelny problém ve dvou dimenzich postaci rozvoj do Hermitovych polynomi dru-
hého radu, coz vede na rychlostni set D2Q9, ktery nyni bude odvozen:

Rychlostni set D2Q9 lze vytvorit rozsifenim jednorozmeérného rychlostniho setu D1Q3 do
dal$i dimenze. Uvazujeme vztah (5.1). Protoze vsak pri vypoctu druhych rychlostnich
momentt integrujeme polynomy nejvyse ¢tvrtého fadu®, musime tomu prizpisobit i kva-
draturni pravidlo. Budeme sc¢itat tedy pres uzly, které jsou koreny Hermitova polynomu
trettho stupné

HO(E) =€ -3¢/,
které jsou

& =0,
f;,z = :t\/g-

2Existuji i dalsi zpiisoby, jak vytvorit diskrétni rychlostni sit.
3Vektor pfenosu tepla g, ktery je tfetim rychlostnim momentem, je v izotermnim piipadé nulovy.
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Prislusné vahy spocitame dle vzorce (5.2) a dostaneme:

wy = 2/3,
w}, = 1/6.

Mame tedy jednorozmeérny rychlostni set D1Q3 s jednou nulovou rychlosti a dvéma na-
vzéjem opa¢nymi rychlostmi o velikosti v/3, viz obr. 5.1.

[\
—

Obr. 5.1: Grafické znazornéni rychlostniho setu D1Q3 (prevzato z [8]).

Chceme-li prejit do dalsiho rozméru, tak vyuzijeme vztahu (5.4), tedy ze lze kvadraturni
formuli pocitat po soutadnicich a vysledné hodnoty urcit souc¢inem. Mame-li tedy dva sety
D1Q3 pro oba souradnicové sméry, dostaneme uvazované rychlosti jako vsechny mozné
dvouprvkové kombinace danych rychlosti a prislusné vahy jako soucin vah dil¢ich rych-
losti. Nastanou tii pocetné odlisné pripady:

Pokud volime v obou smérech nulovou rychlost, dostaneme

€0 = (070)T
a prislusnou vahu
wy = wy = 5

Zkombinujeme-li nenulovou rychlost s nulovou rychlosti, dostaneme horizontalni a verti-

kalni sméry

51,3 = (0> i\/g)T>
52,4 = (i\/§>0)T-

Vsechny maji stejné vahy o hodnoté

1
w; = wyw; = o i€ {1,234}.
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Konecéné uhlopii¢né sméry dostaneme, volime-li na obou osédch nenulové rychlosti

55,6 = (i\/§> \/g)T>
67,8 = (:l:\/§> _\/g)Ta

s prislusnymi vahami

1
w; = wh = % i€ {5,6,7,8}.

Vysledny set D2Q9 tedy obsahuje nulovou rychlost, dale vSsechny pravoihlé a thlopricné
sméry, coz odpovida deviti rychlostem. Grafické znazornéni je na obr. 5.2.

y
3 |« > 1 T—»X

Obr. 5.2: Grafické znazornéni rychlostniho setu D2Q9, (pfevzato z [8]).

ProtoZe vétsina rychlostnich sett obsahuje nasobky v/3, je vyhodné zavést nésledujic
substituci

kterd bude pouzivana i nadale. V dalsich kapitolach se ukéaze, ze dana hodnota odpovida
rychlosti zvuku:

Cs =

-
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Provedenim této substituce dostaneme u naseho rychlostniho setu celoé¢iselné rychlosti:

= (0,0)",

= (£1,0)7,

= (0,£1)",
cs6 = (%1, 1)T>
Crg = (:l:l,—l)

Stejnym zpusobem se upravi také diskrétni rovnovazné funkce (5.6) a dostaneme:

. Ciola 1 .
fiq = w;p <1 + 2 —+ 2 4UQU/3(CWCZ/3 5a,8)> , 1= 0,1, . ,8. (59)

Za rychlosti v (5.9) lze dosadit hodnoty vypoctené pro set D2Q9 a dostaneme ke kazdé
diskrétni rychlosti ¢; také diskrétni rovnovaznou funkci:

5= % (2-3u?),

1= £ (24 6u, + 9ul — 3u?), 5! = & (2+ 6uy + 9ul — 3u?),

57 = £ (2 — 6u, + 9u? — 3u?), =5 (2 - 6uy + 9u; — 3u?

seq - % (1 + 3ug + 3uy + gumuy + 3“’2) ) fﬁeq - % (1 — Uy + 3uy gufuy + 3“’2)’
71 = £ (1= 3uy — 3uy + Jupuy + 3u?),  fg' = £ (1 + 3u, — 3uy — Yuguy + 3u?).

Misto rovnovazné funkce spojité v rychlostnim podprostori mame nyni konecény pocet
diskrétnich rychlosti ¢; s prislusnymi hodnotami rozdélovaci funkce f; a fi(eq). Ptestoze
rozdélovaci funkce je pouze pravdépodobnostnim vyjadienim pohybu castic, 1ze si nyni
pohyb ¢astic zjednodusené predstavit jako skupiny ¢astic o hmotnosti f;, které se pohybuji
pravé danou diskrétni rychlosti ¢;. Tyto skupiny byvaji v literatufe nazyvany populace.
Tento termin bude pouzivan i déale v této praci.

Pro tplnost se zminime i o dalsich bézné pouzivanych rychlostnich setech. Naptiklad roz-
sitenim rychlostniho setu D2Q9 o dalsi dimenzi stejnym zptsobem, jak bylo uvedeno vyse,
dostaneme trojrozmém}'f set D3Q27 znézornén na obr 5. 3C Existuje i mnoho daléich rych—
Zvolime-li napriklad Hermitovy polynomy vyssich radt, dostaneme sety s vétsim poctem
rychlosti. D4 se ukézat, pomoci teorie reprezentaci kone¢nych grup (viz [11]), Ze vSechny
sety musi spliiovat podminky invariance vuci rotacni symetrii krychle (jedna se tedy o
takové transformace, co zobrazi viech 8 vektorti (1,41,+1)7 identicky na sebe). Tomu
odpovidaji pravé 4 rizné baze: pocatek, 12 vektorti spojujici stfedy hran s pocatkem, 8
vektort spojujici vrcholy s pocatkem a 6 vektort spojujici stfedy stén s pocatkem. Béze
samotné, pripadné jejich kombinace, pak tvori rizné rychlostni sety, jako napt.: D3Q15
(viz obr. 5.3a) nebo D3Q19 (viz obr. 5.3b).
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Obr. 5.3: Znazornéni vybranych rychlostnich trojrozmérnych sett, (pfevzato z [8]).

Nejcastéji pouzivané sety, které byly nyni zminény az do tii dimenzi s prislusnymi
vahami a rychlostmi jsou shrnuté v tabulce 5.1.

Z fyzikalnich zakonu lze odvodit dalsi obecné podminky, které musi kazdy rychlostni
set splnovat. Vychazeji z rotacni isotropie rychlostni sité, tedy nezavislosti fyzikalnich
vlastnosti na prostorovém sméru. Podle zvoleného nejvyssiho fadu Chapman Enskogova
rozvoje dostavame rtzny pocet podminek. V pripadé rozvoje az do prvniho radu, ¢emuz
odpovidaji Navier-Stokesovy rovnice, dostaneme nasledujici podminky, viz [13]:

Zwi = 17
Zwicia =0,

(3
ZwiCma = C?(Sa/g,
! (5.10)
Z W;CiaCipCiy = 0,
i

Z WiCiaCigCiyCipn = C;l(‘saﬁ‘svu + Bar O + Oapdpy),

7

Z W;CiaCipCin CipCie = 0.
7
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Oznaceni | Rychlosti ¢; Pocet | |¢;| | w;
(0) 1 0 |2/3
DIQ3 |y > |1 |16
(0,0) 1 0 |4/9
D2Q9 (:I:l 0), (0,41) 4 1 |1/9
(£1,41) 4 V2 | 1/36
(0,0,0) 1 0 |2/9
D3Q15 | (£1,0,0), (0,%1,0), (0,0, 1) 6 1 |1/9
(£1,£1,£1) 8 V3 | 1/72
(0,0,0) 1 0 |1/3
D3Q19 | (£1,0,0), (0,%1,0), (0,0, 1) 6 1 |1/18
(£1,41,0), (£1,0,£1), (0,41,41) | 12 V2 | 1/36
(0,0,0) 1 0 |8/27
D3Q27 (+1,0,0), (0,%£1,0), (0,0, 1) 6 1 |2/27
(£1,41,0), (£1,0,£1), (0,41,41) | 12 V2 | 1/54
(£1,£1,£1) 8 V3 | 1/216

Tab. 5.1: Bézné pouzivané rychlostni sety.

Mimo uvedeny postup tvorby jednotlivych rychlostnich sett pomoci Hermitovych poly-
nomu lze hledat takové rychlostni sety, které vyhovuji uvedenym rovnicim (5.10).
V této praci, jak jiz bylo zminéno, bude pouzivan pouze rychlostni set D2Q9.
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6 Casova a prostorova diskretizace

Lattice Boltzmannova rovnice (5.7) je diskretizovana rychlostné, 1ze dosadit pouze ¢ hod-
not rychlosti v zavislosti na zvoleném rychlostnim setu. Rozdélovaci funkce f vsak jesté
je spojita v prostoru a case. Aby bylo mozné rovnici numericky fesit, je tfeba provést
také prostorovou a casovou diskretizaci. Podstatnym rozdilem oproti metodé konecnych
objemi, kde je standardné nestrukturovand sit z ruzné velkych polygonu (trojiuhelniki,
¢tytihelnika, jehlant, apod.), je u LBM prostorova miiz uniformni, skladé se ze stejné
velkych ¢tvereckl nebo krychlicek. Uniformni sit je zadouci z toho divodu, aby se pri
kazdém casovém kroku populace ¢astic f; nachazely pravé na uzlech sité. Nasledujici po-
stup je prevzaty z [8]. Uvazujme rozmeér prostorové bunky Az a Casovy krok diskretizace
At, plati nasledujici vztah:

Az

Cia = A_t

Nyni pristoupime k ¢asové a prostorové diskretizaci LBM, pricemz se omezime na pripad

bez pusobicich sil, Lattice-Boltzmannova rovnice (5.7) se zredukuje na tvar:
ofi . Ofi  fi— SO

ot + Cia or, T

(6.1)

Tato rovnice patii mezi hyperbolické rovnice prvniho fadu. Jednou z metod, jak rovnici
vyresit, je metoda charakteristik (neboli metoda trajektorii). Tato metoda spociva v tom,
ze rovnici (6.1) lze parametrizovat na trajektorie podle parametru ¢, na kterém zavisi
vSechny dalsi nezavislé proménné, tedy f; = fi(x;(¢),t(()), a rovnici miuzeme napsat jako
obycejnou diferencialni rovnici ve tvaru

dfi _ filQ) = f*(©)

T
kde

dt dx,

— =1 — =iy, 6.2

L (62)
a

Fi1(Q) = [ (p(Q), w(Q)) = fi" (p(2(C), 1<), w((C), £(C)))-

Pocatecéni podminky dostaneme z podminek (6.2) integraci:

tO = t(< = 0)7
xog=x(C=0).



Homogenni feseni rovnice pak je

fi,hom = C(() €xXp </§j —1 d(,> .

T

Z nehomogenni ¢asti rovnice spocitame C(() ve tvaru:

/

- [ 2en [

1
14"} FHC)
Po dosazeni C(¢) do f; pom dostaneme obecné Teseni:

¢ u
fil¢) = em 7 <O = e d<’> . (63)

Proménnou ¢ napiseme jako { = (y+ At a vratime se k zavislostem na @ a t a za integracni
konstantu v (6.3) dosadime C' = f;(x,t). To vede na rovnici:

1 pt+At .
fil@ + ¢ At t + At) = e A7 <fi(m, t)+ = / =0/ (D (@ e, (' — 1), 1) dt’) .
T Jt

(6.4)

Pro pocitacovou implementaci je tieba integral (6.4) vyresit. Pokud pouzijeme obdélnikové
pravidlo s levym krajnim bodem

t+At
/ g(t) dt' ~ g(t)At
t

a pokud nahradime exponencialni funkci v (6.4) Taylorovou fadou

e AT = Z,l' <—§> =1- at + O(At?) =~ 1 — g,
o T T T

tak dostaneme:
A At
film + @At + At) = <1 - {) fila t) + — [ (@,1) + O(AL).

To je standardni Lattice Boltzmannova rovnice s koliznim operatorem BGK, jedna se
vsak o aproximaci prvniho radu. Ukazeme ale, Ze pro aproximaci druhého radu dostaneme
stejnou rovnici. K diskretizaci integralu uzijeme lichobéznikového pravidla:

t+At
/t gt") dt’ =~ (g(t) + g(t + At))At/2.
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Dosazenim do (6.4) a dosazenim Taylorova rozvoje za exponencialni funkci az do druhého
radu dostaneme nasledujici vztah:

file + At t + At) = <1 - % + %f) filx, t)+
+ ?—f <f§eq)(m + ALt 4+ AL) + <1 - %) fi(eq)(w,t)> + O(A#).
(6.5)
Zavedeme-li substituci
Fog o Ui S

27 ’

tak pfepoctenim zjistime, Ze nové populace f; maji stejné hustoty i hybnosti, tedy Ze:
pu = Zflcz = Zfici

a dosazenim do rovnice (6.5) dostaneme rovnici

. ﬁ(m>t) — fi(eq)(m>t) +

fi(x 4+ x; At t + At) = fi(x, 1) -

O(AP).

Zde jsme jiz dosadili standardné v implementacich pouzivany ¢asovy krok At = 1 a pouzili
jsme upraveny koeficient relaxace:

T=7T+ g (6.6)

2

Vidime tedy, ze Lattice Boltzmannova rovnice v novém tvaru je také aproximaci druhého
radu, kde jsme také ukazali, Ze nulty a prvni rychlostni moment jsou stejné jako u stan-
dardniho f;, coZ nés opraviiuje f; pouzivat. To udéldme i nadéle, jen f; budeme déle psat
bez nadtrzitka.
Pro cely algoritmizace je zvykem rozdélit proces zachyceny v rovnici do vice krokt - na
kolizi a proudéni. Toto implementaci zjednodusi a zaroven je touto tipravou velmi nazorné
vidét, co se v priubéhu jednoho kroku At s populacemi c¢astic déje. Jednotlivé kroky si
nyni vice rozepiseme:
1.) Kolize
Zavedeme postkolizni stav populaci, ktery budeme znacit s hvézdickou f;*(x,t). Kolizni
krok je pak dan predpisem:

et = (1-2) e+ 2@
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2.) Proudéni
Proudéni na rozdil od kolize jiz neni lokalni, tudiz se pfenasi na okolni uzly. Populace ¢astic

f7, jejichz hmotnosti se pri kolizi zménily, se pohybuji rychlosti ¢;, pti dané prostorové

diskretizaci, a za ¢as At zméni pozici o Ate;. Dostaneme nasledujici rovnici:
file + c; At t + At) = fi(x,t).

Nyni prejdeme na pocatecni a okrajové podminky Lattice Boltzmannovy metody.
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7 Pocatecni a okrajové podminky

Abychom dostali konkrétni feSeni soustavy parcialnich diferencialnich rovnic, je tfeba jesté
specifikovat pocatecni a okrajové podminky, diky kterym lze vycislit integracni konstanty
a dojit tak ke konkrétnimu Teseni. Néasledujici postup je prevzaty z [8].

Pocatecni podminky nam udavaji stav tekutiny na zac¢atku simulace v case to ve vSech mis-
tech tekutiny & dané domény. Uvazujeme-li izotermni proudéni, postacuje zadat rychlost
a tlak:

Okrajové podminky popisuji chovani tekutiny na okrajich simulované oblasti, musi byt
zadany v kazdém case simulace, aby bylo mozné vypocist dalsi ¢asovy krok. Body, kde je
zadana okrajova podminka, budeme znacit g, n pak bude znacit prislusny normalovy
vektor. Necht ¢ je néjaka velicina, pro kterou okrajové podminky zadavame. Obecné
miizeme okrajovou podminku napsat ve tvaru

0
bla_fl|m3,t + bg¢($3,t> = b3>

kde podle volby konstant by, by a b3 rozliSujeme tti druhy okrajovych podminek:

1. Dirichletovy okrajové podminky: by = 0, by # 0,
2. Neumannovy okrajové podminky: by # 0,by = 0,
3. Robinovy okrajové podminky: by # 0,by # 0.

V hydrodynamice se nejcastéji pouzivaji prvni dvé z uvedenych okrajovych podminek.
Dirichletova podminka udava rychlost tekutiny na okraji a mtuzeme ji zapsat ve tvaru

U(ZEB,t) = UB(ZEB,t).

Pokud se na okraji oblasti nachazi sténa, kterda nepropousti zadnou tekutiny dovniti ani
ven, tak plati podminka:

(u—Upg) - n=0.

Pokud navic uvazujeme drsné stény, které zarucuji, ze relativni rychlost tekutiny vuci
sténé je nulové, dostaneme tzv. no-slip podminku:

('ll,—UB)'t:O,

kde t je vektor tecny k hranici domény.
Neumannovu podminku pouzijeme, chceme-li definovat treci sily na hranici, a to v podobé
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sténa

m sténovy uzel

600000
e ’¢o 0000 e okrajovy uzel
proudéni <>¢ ¢¢¢ ¢¢OO o uzel tekutiny
) 6096000 e
00008
), eeswww
T_':C H ' | - | - | .

Obr. 7.1: Druhy uzli v LBM na piikladu proudéni v trubce, (pfevzato z [8], upraveno).

tensoru napéti:
n- CT(ZEB,t) = TB(ZEB,t).

Vsechny podminky mtzeme libovolné kombinovat a rozdélit tak okraj oblasti na c¢asti s
riznymi okrajovymi podminkami. Zaroven je tfeba dodat, ze pokud zkoumame pTesnost
a Tad aproximace numerické metody, je tfeba uvazovat i rad aproximace okrajovych pod-
minek. Pokud jsou nizsiho radu, tak se tyto nepresnosti pfenesou na celou simulovanou
oblast, jak se da ukézat na linedrnim jednoduchém piikladu Couettova proudéni ¢i na
kvadratickém Poiseuillové proudéni (viz [8]).

7.1 Okrajové podminky v LBM

Protoze v LBM se nepocita s makroskopickymi veli¢inami, je formulace okrajovych pod-
minek odlisna. Uvazujeme-li uzly v doméné, kterou chceme simulovat, mtzeme je rozdélit
na uzly v tekutiné a uzly mimo oblast proudéni. Okrajové uzly jsou ty, kde bude hrat
roli okrajova podminka. Jednotlivé typy uzli jsou znédzornény na prikladu dvoudimenzio-
nalniho proudéni v trubce na obr. 7.1. Okrajové podminky spocivaji v urceni populaci f;
sousedici s okrajovymi uzly. Je tieba urcit populace f; okrajovych uzli s takovymi sméry,
které by byly v bodu algoritmu proudéni dany sousednimi uzly tekutiny. Tyto sousedni
uzly vsak jsou jiz mimo tekutinu a nelze je tedy urcit predpisem danym v kroku prou-
déni. Stanoveni téchto hodnot je pravé tikolem okrajovych podminek. Ty nesmi zménit
fyzikdlni vlastnosti proudéni, tedy musi zustat v platnosti vztahy (5.8). Zakladni rozdil
je nyni v tom, ze diky mnoha populacim f; je vice stupnti volnosti a tedy i voleb, jak se
danych momentii dopocitat a dostavame celou fadu metod, jak okrajové podminky stano-
vit. Omezime se na ty nejjednodussi, které budou poté v nami uvedené aplikaci pouzité.

Dalsi rozdéleni okrajovych podminek vyplyva z toho, jestli se vypocetni uzly nachazi
primo na fyzikalnich hranicich, tedy pfimo na sténé ¢i na vtoku nebo vytoku. Pokud sply-
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Obr. 7.2: Rozdil mezi typy okrajovych uzli link-wise (a) a wet-node (b) (pfevzato z [8]).

vaji pfimo s hranicemi, tak jsou pojmenovany wet-node!,. Pokud jsou uzly umistény na
stfedech spojnic uzli z pifpadu wet-node, nazyvaji se link-wise?, rozdil obou metod je zné-
zornén na obr. 7.2. Také se v tomto textu omezime pouze na takové okrajové podminky,
které jsou slozené z tisecek rovnobéznych se souradnicovymi osami. K¥ivocaré hranice by
Okrajové podminky miizeme déale rozdélit na oteviené a sténové. Oteviené podminky
se tykaji vtokt a vytokid do domény, sténové podminky uzli nachézejicich se na sténé.
Lze je formulovat periodicky, kdy ocekavame, ze na vytoku jsou stejné rychlosti jak na
vtoku do oblasti. V aplikacich v ramci této prace vsak nebudou pouzity, proto nebudou
detailnéji popisovany a presuneme se k nejznaméjsim okrajovym podminkam v Lattice
Boltzmannové metodeé.

Sténova podminka Bounce-Back

Patii mezi nejstarsi a nejpouzivanéjsi okrajové podminky, vzhledem k jeji jednoduché im-
plementaci. Lze ji pouzit pro stacionarni i pohybujici se stény. Odpovida totiz okrajové
podmince no-slip, kterd je nejcastéji pouzivana na hranicich tekutiny a stény. Princip
lze ukazat, kdyz si predstavime jednotlivé populace jako castice, které narazi do zdi a
odrazi se zpét (obr. 7.3). V dalsim ¢asovém kroku tedy maji opacnou rychlost. Tim dosta-
neme nulovou relativni te¢nou slozku rychlosti pii sténé, ¢imz je podminka no-slip cha-
rakterizovana. Samotnou ekvivalenci Ize dokazat Chapman Enskogovym rozvojem téchto
okrajovych podminek, viz [§].

1Cesky ekvivalent pro dané vyrazy neexistuje, proto budeme pouzivat anglické nazvy.
2U zékladnich model okrajovych podminek piesné uprostied mezi uzly.
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Obr. 7.3: Zjednodusené znazornéni metody bounce-back, (pfevzato z [8], upraveno). Na
prvnim obrazku je ¢astice pohybujici se smérem ke sténé v case t. Na druhém obrazku
v dalsim ¢asovém kroku t + At je ¢astice na téze pozici, ale ma opacnou rychlost.

Metoda bounce-back patti do t¥idy link-wise. Hranice se tedy umistuji mezi vypocetni

uzly, pokud mozno presné doprostied, z divodu vyssi presnosti. To budeme uvazovat i
my. 7Z hlediska délky vypoctu se rozlisuji dva zakladni zptisoby aplikace této techniky.
Tzv. fullway bounce-back, kde uvazujeme ze castice urazi celou cestu od hrani¢niho uzlu
po sténovy uzel a zase zpét. Uvazujeme-li tedy, Ze ¢astice urazi vzdalenost mezi dvéma
uzly Az za cas At, trva tento proces cas 2At. Naproti tomu pti halfway bounce-back
castice leti jen po fyzikalni hranici, kde se odrazi s opac¢nou rychlosti zpét. Zde urazi jen
polovi¢ni drahu, coz zabere polovinu ¢asu, a to At.
U casové stacionarnich problémi lze zvolit oba dva modely, jednodussi pocitacovou im-
plementaci umoznuje metoda fullway. Pokud ovsem uvazujeme zavislost na case, dochazi
u fullway bounce-back varianty ke zpozdéni na hranicich, jak lze vidét na obr. 7.4, které se
prenasi samoziejmé do celé simulované oblasti a zptisobuje vétsi ¢asovou chybu metody.
Protoze nas ¢asova zavislost zajimé, budeme implementovat metodu halfway bounce-back.
V pripadé staciondrnich stén lze napsat metodu nasledovné. Uvazujeme c¢astici v hranic-
nim bodé x;, v case t s rychlosti ¢;, ktera ma kladnou slozku ve sméru kolmém k hranici.
Po kolizi v case t + At bude mit tedy castice rychlost ¢; = —¢;. Pro populace f; tedy
plati:

i@y, t) = f (@, 1). (7.1)

Vztahy mezi i a i zavisi na konkrétnim rychlostnim setu, ktery je pro dany problém pou-
zivan. Pro nas set D2Q9 dostavame:

i(11213|4]5]6]7]8

i34 1 1271857

Tab. 7.1: Opacné rychlosti pro diskrétni set D2Q9
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Na kazdé sténé tedy mame tii rovnice predepisujici zménu f;. V rozich domény se zkom-
binuji pravidla z obou dvou stén, dostaneme tak 5 rovnic.
Podminka pro pohybujici se stény vypada podobné, jen je tfeba zohlednit relativni rych-
losti tak, aby byl zachovdn Galiletv princip invariance (pri transformaci do inercialniho
systému, ve kterém je sténa v klidu, dostaneme klasické bounce-back pravidlo):

C; - Uy

S

kde dolni index w znadci vlastnosti na sténé v bodé x,, = xp + %clAt a w; jsou prislusné
vahy. U stadardniho nestlacitelného LBM lze za hustotu p, dosadit jednicku, u stlaci-
telnych modelt je tfeba hustotu urcit, napiiklad nahrazenim primeérnou hustotou celého
systému. Dosadime-li u,, = 0 do (7.2), dostaneme standardni model bounce-back.

(@)
t— At t t t+ At
| | | |
XN : XN +1 XN : XN +1 XN : XN +1 XN : XN +1
—COT—0— —O0—T—C>— —O0—To— ~——O0—

| | | |

| | | |

| | | |

proudéni kolize proudéni
fi(xXN41 1) = Fr e, 1) Bxn, t+At)
S (xn, t = A1) = fi(xn+1, 1) = (xnN+1, 1)
(b)
t t+ At/2 t+ At
| | |
XN : XN +1 XN : XN+1 XN : XN+1
—CT—0— —0%—o0— ~—]—O0—
| | |
| | |
| | |
proudéni

BN, t+ A1) = f*(xn, 1)

Obr. 7.4: Porovnéani techniky fullway (a) a halfway (b), (pfevzato z [8], upraveno).

Vyhodou metody bounce-back je stabilita pri nizkych casech relaxac¢niho parametru
7, dokonce i pro 7 — At/2 a také platnost zdkonu zachovani hmotnosti na stacionarnich
sténach, coz vSechny techniky okrajovych podminek nespliuji. Nevyhodou je, Ze ji lze
pouzit jen u schodovitych okrajovych podminek, které jsou rovnobézné s vypocetni siti
a také ze dosahuje aproximace druhého radu jen tehdy, pokud se nachazi hranice presné
uprostied mezi uzly. S BGK koliznim operatorem je ekvivalence s podminkou no-slip
zavisla na viskozité, coz lze odstranit pouzitim jinych koliznich operdtoru (napi. TRT,
MRT).
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Oteviené okrajové podminky

Oteviené okrajové podminky slouzi k osetfeni vstupii a vystupti domény. I zde existuje
mnoho technik, jak k témto okrajovym podminkam pristoupit, protoze miize dochazet
k odrazu tlakovych vin zpét do domény. My se zde omezime pouze na uvedeni rozsiteni
metody bounce-back.

Na vtocich a vytocich jsou okrajové podminky dany budto rychlostnim, nebo tlakovym
profilem. V pripadé rychlostniho profilu, ktery se pouziva zpravidla na vtoku do domény,
kde je rychlost zndma, vyuzijeme stejné podminky jako u pohybujicich se stén (7.2), jen
nyni rychlost w,, bude mit nejenom tec¢nou, ale také normalovou slozku.

Podminka tlaku se vyuziva zejména na vystupu z domény, kde vlivem zmény proudéni
opoti vstupu dojde k zménadm rychlostniho profilu, ktery neni apriori znam. Zde se vyuzije
technika anti-bounce-back, kdy dojde k otoceni zndménka oproti (7.1) a pri¢teni dalsiho
¢lenu:

2

; ci-uy,)  ul
fil@y, t + At) = —f (@, 1) + 2wipw <1 + % - 2—C§> : (7.3)

Rychlost u,, na vytokové hranici neni pochopitelné znama, ale da se urcit extrapolact:
uy = u(@y) + 1/2(u(wy) — u(wp41)),

kde b a b+ 1 jsou prvni a druhy nejblizsi uzel v tekutiné ve sméru kolmém na hranici.

7.2 Pocatecni podminky v LBM

U Lattice Boltzmannovy metody se ukazuje, ze poc¢atecni podminky maji na pribéh simu-
lace nemaly vliv. Poéateéni podminky spocivaji ve znalosti rychlosti u(x,t = 0) = ug(x)
a tlaku p(x,t = 0) = po(x), pripadné hustoty p(x,t = 0) = po(x), v ¢ase t = 0. Pokud
nezname hustotu, ale zndme tlakové pole py(x), mizeme dopoéist hustotu nasledujicim
zpusobem:

kde p je primérnd hustota a p primérny tlak.

Ze znalosti hustoty lze dopocist rovnovazné stavy fi%(po, uo). Ukazuje se vSak, ze pokud
pri spusténi simulace pouzijeme pouze rovnovazné stavy, bude aproximace pouze 1. fadu,
tedy linearni. Je treba pridat také nerovnovazné stavy, které lze urc¢it v zavislosti na
tensoru napéti z Chapman Enskogova rozvoje, kde dostaneme zévislost na tensoru nap&ti®

Oou;  Ouy; 2 . Ouy
% = <8:1:i * 8:@) 36” oxy

3Zpravidla se voli podminky, kde je divergence nulova a posledni ¢len v tensoru o ; zmizi.

68



V pripadé pouziti BGK operatoru, 1ze pouzit aproximaci

TP OJug

neqd ~ _.n._ 0. ¢

fi 2wy 2 Qiop Oz.

kde Qinp = CiaCis — C200p-

Pocatecni podminky rozdélovaci funkce pak dostaneme ve tvaru

fi= 1+ 1

Mizeme si vSimnout, ze v pripadé jednoduchych situaci jako napr. kapalina v klidu ¢
pohybujici se konstantni rychlosti, nerovnovazna ¢ast pocateéni podminky vypadne.
Zaverem lze tict, ze LBM se hodi zejména pro nestacionarni proudéni i po delSich casech,
kde se ukazuje, ze zavislost na pocatecnich podminkach je zanedbatelna. Naopak u sta-
cionarnich proudeéni je zavislost podstatna a v nékterych pripadech muze trvat dlouhou
dobu nez simulace ke stacionarnimu stavu dokonverguje.
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Cast I

Aplikace
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V této casti bude Lattice Boltzmannova metoda, kterd byla teoreticky odvozena
v prvni ¢asti této prace, aplikovana na konkrétnich problémech. Nejprve vsak algorit-
mus vypoctu popiseme, pricemz v ramci tohoto popisu budou uvedeny i simulac¢ni zasady
volby parametri a také omezeni, které jsou dusledkem aproximaci provedenych pii odvo-
zovani a také zarucuji konvergenci simulace. Cely postup pak bude aplikovan na prikladu
dvourozmeérné kavity, pro ktery byl za ticelem nazornéjsiho pochopeni metody vytvoren
kéd v jazyce C++ a verifikovan na dostupnych experimentalnich datech.
Hlavni aplikaci pak je simulace obtékani prekazek v dvourozmérné trubici provedené po-
moci volné dostupné C++ knihovny openLB, kterd umoznuje paralelizaci vypocti na
vicero jadrech a dosazeni realnych castu simulace. Vysledna data pak budou porovnana
s Tesicem konecnych objemt implementovanym komercénim softwarem starCCM-+.
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8 O simulaci obecné

8.1 Ptrevod do bezrozmérnych jednotek a volba parame-
tra

Drive nez muzeme spustit simulaci, je tfeba zvolit hodnoty vSech parametri k simulaci
potfebnych. Je tifeba se rozhodnout v jakém diskrétnim rychlostnim setu bude vypocet
probihat, jaky druh pocatec¢nich a okrajovych podminek bude zvolen, s ohledem na typ
tlohy.

Jak bylo uvedeno vyse, vypocet probiha v bezrozmérnych jednotkach, do kterych je tfeba
dany problém prevést. Problém popisuji charakteristické rozméry a hodnoty velic¢in, ze
kterych lze vypocitat bezrozmérna podobnostni ¢isla. Rozmérové veli¢iny budeme v dal-
Sim textu znadit se st¥{gkou. Jsou to predevsim charakteristickd délka [, charakteristickd
rychlost 4!, kinematickd viskozita ©, hustota p. Piepocet probih4 dle konverznich faktort,
které budeme oznacovat C, kde otaznik znadi pHslusnou veli¢inu (napt. pro délku C;). Jak
bylo ukazano v kapitole 2.5, mezi konverznimi faktory existuji zavislosti, pocet nezavislych
konverznich faktori odpovidd poctu pouzivanych zakladnich jednotek (v tomto piipadé
tfem - m, s a kg). V obou soustavach dle zdkona podobnosti musi podobnostni ¢isla naby-
vat stejnych hodnot, v nasem pripadé udava charakter proudéni predevsim Reynoldsovo

¢islo
o lu
Re > = (8.1)
Rovnost obou Re plati, pokud
C,
L, (8.2)
Cy

U simulaci je také rozhodujici rozmér prostorové vypocetni mrizky Ax a velikost ¢asového
kroku At. Zpravidla se v bezrozmérném systému voli

Ax = At = 1. (8.3)
Stredni hustotu volime py = 1. V zavislosti na dané geometrii problému volime rozmér
bunky vypocetni mrizky Az, ¢imz je dan konverzni faktor:

A AZ

E——— 4
G Ax (8-4)

V modelu D2Q9 je rychlost zvuku ¢s = 4/1/3 ~ 0,577. Z Chapman Enskogova rozvoje
pro diskrétni Lattice Boltzmannovu rovnici vyplyva pozadavek slabé stlacitelnosti, tedy

U vektorovych veli¢in se voli jen jedna slozka charakteristické veli¢iny a jeden konverzni faktor,
kterym se vsechny slozky preskaluji.
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Umaz <K Cs, Viz [8]. Tomu je tieba uzpisobit u. Zpravidla se voli u < 0,1, aby bylo dosazeno
dostatecné presnych vysledki. Protoze Reynoldsovo ¢islo musi byt v obou soustavach
stejné, 1ze vypocitat viskozitu v bezrozmérnych jednotkach dle:

_lu

- (8.5)

v

Pti volbé BGK operatoru vsak existuje zavislost mezi relaxacni parametrem 7 a viskozitou
v vyplyvajici z (4.10) a (6.6)

v=c (7‘ — l) , (8.6)

1\ As?
19:62(%——> T (8.7)

Vyjadiime 7 z (8.6), kde bylo dosazeno (8.5),

lu 1
= - 8.8
T Rec? * 2 (88)

a z prevodu rychlosti vypocteme také konverzni faktor ¢asu a casovy krok:

A C’lu
Co=" (8.9)

Konverzni faktor hustoty dostaneme standardné:

LD
c,=—. 8.10
= (8.10)

Dalsi veli¢ina, kterou je tfeba dopodcist, je tlak. Vyjdeme ze stavové rovnice pro izotermni
proudéni v tomto tvaru:

p=cp, (8.11)

kde ¢, = V/RT.

V izotermnim modelu neni tfeba uvazovat rovnici energie, ale jen rovnici kontinuity a
hybnosti, kde se tlak p nevyskytuje, pouze jeho zmény Vp. Hustotu rozepiseme na stredni
hodnotu pg a jeji odchylky p':

p=po+p (8.12)
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a stavovou rovnici aplikujeme pravé na odchylky od strednich hodnot, viz [8]:

p=cyp. (8.13)
Pro rozmérovy tlak pak plati:
p=po+1'Cp, (8.14)
kde
C, = é’iélg. (8.15)
&

Hodnota skutec¢ného tlaku py mize byt tedy libovolna a nemé vliv na izotermni proudéni.
Ostatni odvozené veli¢iny a jejich konverzni faktory se urci rozkladem do zakladnich
jednotek a vypoctem z konverznich faktort pro ¢as (resp. rychlost), délku a hustotu (prip.
hmotnost).
7 uvedeného vyplyva, Ze nelze zvolit vSechny tii hlavni parametry simulace, Az, Af, 7
nezavisle na sobé, coz proces nastaveni parametri mize mirné zkomplikovat.
U simulace uzivatel zpravidla pozaduje, aby byla pTesna, stabilni a zaroven netrvala prilis
dlouho. Vyse uvedené muze byt ovlivnéno nastavenim nasledujicich parametru (prevzato
z [8]):
1. Presnost
e 7 by nemélo byt moc vétsi nez 1
o Umar < 0,1
o Az by mélo byt dostateéné malé, aby obsdhlo vsechny rysy daného proudéni
(napr. zahrnuti vlivu malych prekazek, viry malych rozméria apod.)
o At by mélo byt dostatecné malé, aby nevznikla prilis velka chyba zpusobena
diskretizaci
2. Stabilita
o Upmar < 04
o« 7> 0,5%
+ Reynoldsovo ¢islo mifzky: Re, = upqAz/v o« O(10), aby byly simulovany
pripadné lokélni viry
3. Rychlost simulace
o Ax a At by nemély byt pfilis malé (velikost paméti oc Az~?, vypodetni cas
o At7tAz~4, kde d je pocet dimenzi)
Uvedena pravidla se vsak muzou lisit v zavislosti na typu reseného problému, uvazované
geometrii a v praxi byvaji vyuzivany pouze orientacné, ¢ehoz se budeme drzet i v této
praci. Také postup pro prepocet do bezrozmérného systému, ktery byl uveden, neni jediny.
Podstatna je rovnost Reynoldsovych éisel (8.1) pro obé jednotkové soustavy a pro zdarnou
simulaci také splnéni vyse uvedenych podminek.

2Pro 7 < 0,55 musi platit 7 > 1/2 + Umaz/8, tedy s klesajicim 7 klesd maximélni povolens rychlost.
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Samotny algoritmus simulace se sklada z nasledujicich casti:

8.2 Algoritmus vypoctu

Volba parametrii viz predchozi kapitola.

Inicializace a nacten{ poc¢atecnich podminek (f = f{? pro p=1a u = 0).

Vypocet fi%.

Kolize.

Proudéni, zahrnuti okrajovych podminek.

Vypocet makroskopickych momentii p a u v kazdém bodé vypocetni mrizky.
Ukladani dat dle potteby.

Zvyseni ¢asového kroku o At a navrat k bodu 3. dokud neni dosazeno pozadovaného
casu.

X N TE W

Tento postup bude demonstrovan na jednoduchém prikladu izotermniho proudéni c¢tver-
cové kavity, ke kterému byl napsan zdrojovy kod v jazyce c++ (viz ptiloha) a byla pro-
vedena simulace. Poslouzila pro nazorné pochopeni algoritmu. Zaroven tento ptiklad byl
zvolen s ohledem na dostatek dostupnych dat, se kterymi lze vysledky simulace Lattice
Boltzmannovou metodou srovnat.
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0 Kavita

9.1 Fyzikalni popis problému

Uvazujeme dvourozmérnou ¢tvercovou nadobu plné naplnénou kapalinou. Horni sténa se
pohybuje rychlosti @, = 6 m/s zleva doprava, kterd roztaci kapalinu unvitt, ostatni stény
jsou v klidu. Rozméry stény nadoby jsou Z = g = 0,2 m. Kapalina ma kinematickou
viskozitu 7 = 0,0012 m?/s. Na sténdch uvazujeme, Ze kapalina proudi stejnou rychlosti
jako sténa, tedy okrajové podminky typu no-slip. Cilem je namodelovat proudéni kapaliny
uvniti nadoby.

9.2 Simulace
Vypocteme Reynoldsovo ¢islo, za charakteristické rozméry volime nasledujici parametry:

Re = = = ™" _ 1000 (9.1)
1%

Jedna se o izotermni problém bez vedeni tepla, pouzijeme operator BGK a diskretizacni
rychlostni set D2Q9. Na sténdch volime okrajové podminky typu bounce back (7.1) a u
horni stény, kterd se pohybuje, okrajové podminky (7.2). Volime vypocetni sit 100x100,
¢imz dostaneme Az = Ag = 0,002 m. Konverzni faktor pak je C, = 0,002 m. Rychlost
kapaliny pfi horni sténé, jak se ukaze také ze simulace, bude maximélni v celé doméné
po cely cas simulace, proto ji lze zvolit dle podminek u,,,, = 0,1. Konverzni faktor pro
rychlost tedy dostaneme C, = 60 m/s. Nyni lze spocitat konverzni faktor pro cas, ktery
odpovida ¢asovému kroku dle (8.9) a dostaneme Af = 3,33.10~° s. Hodnotu relaxa¢niho
parametru uréime dle vzorce (8.8) a dostaneme 7 = 0,53. Zbyva uréit pocet casovych
krokt simulace. Volime kone¢ny ¢as ty = 1,5 s. Podélenim 7, prevodnim faktorem pro ¢as
C, = At zjistime, Ze Cas simulace odpovida priblizné 45000 ¢asovych krokt. Zdrojovy kod
simulace véetné komentait je v priloze A.1.

9.3 Vysledky

Program uklada pozadované vysledky, v tomto pripadé rychlosti a hustoty v danych bo-
dech. Na obr. 9.1 az 9.4 jsou znazornény rychlostni pole pomoci programu Gnuplot v ¢a-
sech 0,15 s, 0,3 s, 0,6 s a 1,5 s. Na téchto obréazcich je nazorné vidét, ze v pravém hornim
rohu domény lze pozorovat tvorbu pravotocivého viru, ktery se postupné zvétsSuje a pre-
souva se doprostied nadoby. Zaroven zhruba od ¢asu 1 s jiz nedochézi k velkym zménam
rychlostniho pole.
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Obr. 9.1: Znazornéni rychlostniho pole kavity v case 0,15 s.
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Obr. 9.2: Znazornéni rychlostniho pole kavity v case 0,3 s.
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Obr. 9.3: Znazornéni rychlostniho pole kavity v case 0,6 s.
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Obr. 9.4: Znazornéni rychlostniho pole kavity v case 1,5 s.
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Spravnost vysledku a také zdrojového kdédu vytvorené simulace byla verifikovana s do-
stupnymi daty [1]. Byly pro to vybrany hodnoty rychlosti na stfedni vertikdlni a horizon-
talni ose nadoby. Porovnané hodnoty jsou graficky vykresleny na obr. 9.5 a 9.6. V obou
pripadech jsou odchylky zanedbatelné.
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Obr. 9.5: Verifikace modelu pro x slozku rychlosti na fezu y = 0,10 m s daty z [1]
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Obr. 9.6: Verifikace modelu pro y slozku rychlosti na fezu x = 0,10 m s daty z [1]

Protoze uvedeny vypocet probihal pouze na jednom jadre procesoru a hlavni simulace
prace - obtékani prekazek - probéhne na vétsi vypocetni siti a po delsi ¢as, bude pro dalsi
simulace vyuzivan dostupny software openL.B, ktery paralelni vypocty umoznuje.
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10 Obtékani prekazek
10.1 Fyzikalni popis problému

Nyni pristoupime k popisu druhého problému, ktery byl v ramci této prace simulovan.
Uvazujeme obdélnikovy kanal o Sifce § = 8,5 mm a délce £ = 150 mm, viz obr. 10.1.

4 30 60 >
=< "]

85§ ST R Sty

Obr. 10.1: Grafické znazornéni celkové geometrie, rozméry v mm, ¢arkované ¢ary znéazor-
nuji srovnavaci rezy, viz dale.

Uprostied domény jsou umistény ¢tvercové prekazky o sitce strany a = 0,3 mm v Ta-
dach stiidavé po dvou a trech prekazkach. Jednotlivé fady jsou vicéi sobé posunuty, aby
doslo ke sttidavému rozmisténi viz obr. 10.2. Do domény proudi zleva plyn o kinematické
viskozité 0 = 1,5.107° Pas™! s Poiseuillovym parabolickym profilem (viz [14]) o maxi-
malni rychlosti % = 1 ms™!. Horni a dolni sténu uvazujeme nepropustnou s idedlnim
tfenim odpovidajici okrajové podmince no-slip. Stejné podminky predpokladame také na
povrchu jednotlivych prekazkach. Na pravé strané proudi tekutina ven z domény.

10.2 Simulace

Doménu rozdélime na uzly o vzdalenosti AZ = 0,03 mm. Dohromady dostavame tak pres
1 000 000 vypocetnich uzli. Pouzijeme i zde rychlostni set D2Q9. Na sténach a na prekaz-
kéch uvazujeme okrajovou podminku bounce-back (7.1) a na vtoku do domény okrajovou
podminku (7.2). Na vytoku volime tlakovou podminku (7.3). Maximéalni rychlost v pri-
béhu celé simulace predpokladdme e, = 2 ms~!. Provedenim stejného postupu pievodu
soustavy do bezrozmérnych jednotek jako v predchozi kapitole dostavame nésledujici hod-
noty simula¢nich parametri:

At =75.10""s,
7= 10,5375,
Umaz = 0,05.
Budeme simulaci provadét az do Casu fy = 3 s. Simulace probéhne pomoci softwaru

openlB, kde je implementovan vypocet na vice jadrech procesoru najednou a tim se
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Obr. 10.2: Grafické znazornéni geometrie - detail prekazek, rozméry v mm.
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doba vypoctu simulace znacné zkrati (zdrojovy kod lze nalézt v piiloze A.2). Pro hladky
pribéh je vhodné volit postupné zvysovani rychlosti na vstupu do domény. Cas dosazeni
maximalni rychlosti na vtoku stanovime na tin = 0,1 s.

7 vysledku simulace se ukaze, ze dané proudéni je stacionarni a s rostoucim cCasem se
rychlostni pole neméni. Proudéni méa laminarni charakter, jak vyplyva také z hodnoty
Reynoldsova ¢isla pro obtékani prekazek:

= 20. (10.1)

10.3 Vysledky

Na obr. 10.3 je znazornéno rychlostni pole celé domény po ustaleni. Mizeme vidét, ze
pri obtékani prekéazek je rychlost za jednotlivymi prekazkami nizsi. Zaroven na podél-
nych fezech doménou, kde se prekdzky nenachazi, se rychlost ptilis neméni. Za posledni
radou prekazek lze vypozorovat rychlostni stiny, kde jsou rychlosti nizsi a se zvétsujici se
vzdalenosti od prekazek se rychlost zvysuje a postupné se obnovuje Poiseullovo proudéni.
Maximalni rychlost 1ze pozorovat na druhé radé okolo prostredni prekazky, coz odpovida
teoretickym predpokladtiim, protoze uprostred kanalu je proudéni nejrychlejsi.

Pro validaci vysledki byl tento problém také simulovan metodou konecnych objemi
(FVM) v prostredi starCCM+. Na obr. 10.4 a 10.5 jsou znazornéna rychlostni pole pre-
kazkové c¢asti obéma metodami. Jak je vidét z obrazku, proudéni ma v obou pripadech
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Obr. 10.3: Znazornéni rychlostni pole, absolutni rychlost.
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Obr. 10.4: Znazornéni rychlostniho pole, detail prednich prekazek, absolutni rychlost.
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Obr. 10.5: Znazornéni rychlostniho pole, detail zadnich prekazek, absolutni rychlost.
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laminarni charakter a z grafu nelze vypozorovat signifikantnéjsi rozdily mezi vysledky
obou metod. Pro detailnéjsi analyzu byly zvoleny pri¢né rezy doménou o x-ovych sou-
fadnicich 0,05 m, 0,075 m a 0,1 m, viz obr. 10.1, na kterych porovname jednotlivé slozky
rychlosti u, a u,. Porovnani vysledku z openLB s vybranymi body ze simulace pomoci
konecnych objemu je znazornéno na obr. 10.6 az 10.11. Jak z grafi vyplyva, hodnoty
rychlosti v obou simulacich se prili§ nelisi, fadové o jednotky %, coZ je akceptovatelna
Pripadna dalsi analyza vyzaduje rizné volby simulac¢nich parametri obou metod a pri-
padné srovnani s experimentem, coz je nad ramec této prace.
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Obr. 10.6: Srovnani rychlosti u, na pricném fezu x = 0,05 m.
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Obr. 10.7: Srovnéani rychlosti u, na pricném fezu x = 0,075 m.
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Obr. 10.8: Srovnani rychlosti u, na pricném fezu z = 0,1 m.
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Obr. 10.9: Srovnéani rychlosti u, na pficném fezu x = 0,05 m.
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Obr. 10.10: Srovnani rychlosti u, na pficném fezu x = 0,075 m.
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Obr. 10.11: Srovnani rychlosti u, na pficném fezu x = 0,1 m.
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Zaveér

Cilem této prace bylo popsat a odvodit Lattice Boltzmannovu metodu a nasledné ji im-
plementovat na tlohach proudéni tekutin a vysledky srovnat s jinou numerickou metodou.
V teoretické ¢asti byly nejprve uvedeny makroskopické rovnice zdkont zachovani hmot-
nosti, hybnosti a energie. Boltzmannova rovnice popisuje pravdépodobnostni pohyb c¢as-
tic pomoci rozdélovaci funkce. Integraci této rovnice bylo ukazano propojeni s rovnicemi
zékonti zachovani. Obecny kolizni operator byl z diivodu obtizné implementace nahrazen
aproximaci v podobé operatoru BGK. Pro dosazeni konkrétniho modelu, v nasem pripadé
se jednalo o Navier-Stokestiv model, byla Boltzmannova rovnice rozepsana pomoci Chap-
man Enskogovy poruchové teorie az do prvniho fadu a za vyuziti Hermitovych polynomu
byly prislusné tady vycisleny. Vysledkem odvozeni byly jiz zminéné Navier-Stokesovy
rovnice. Za ucelem numerické implementace byla provedena diskretizace Boltzmannovy
rovnice. Rychlostni prostor byl diskretizovan za pomoci Gauss-Hermitovy kvadraturni for-
mule, takze integraly byly nahrazeny koneénymi sumami. Pti diskretizaci prostoru a casu
bylo vyuzito metody trajektorii a obdélnikové a lichobéznikové aproximace integrali. To
vedlo na Lattice Boltzmannovu rovnici a prislusny vypocetni algoritmus.

Na zavér teoretické ¢asti byly popsany pocatecni a okrajové podminky s diirazem na typy
podminek, které byly v této praci v numerickych aplikacich pouzity.

V praktické c¢asti této prace jsou nejprve uvedeny obecné zasady simulace Lattice Bolt-
zmannovou metodou - podminky preskalovani do bezrozmérné soustavy, podminky sta-
bility a presnosti. Poté jsou touto metodou vyreseny dvé tlohy.

V prvnim simulovaném problému se jednalo o proudéni kavity v dvourozmérné ctvercové
doméné s pohybujici se horni sténou. Problém byl naprogramovan v jazyce C++ a na-
sledné byly vysledky srovnany s dostupnymi daty ziskanymi metodou konec¢nych objemri.
Ukéazalo se, ze sekvencni vypocet neni casove prilis efektivni, proto u hlavniho problému
této prace - obtékani prekazek - byl vyuzit software openLB umoznujici paralelni vypocet
na vice jadrech procesoru. Tento problém byl nasimulovan Lattice Boltzmannovou meto-
dou a také metodou konecnych objemii. Vyslednd rychlostni pole byla v obou ptripadech
laminarni a hodnoty se prilis nelisSily. V ramci detailnéjsi analyzy byly porovnavany rych-
losti na vybranych fezech doménou. Relativni chyby byly v fadu jednotek %, coz vzhledem
ke komplexnéjsi geometrii dané tlohy lze povazovat za uspokojivé. Pro dalsi validaci by
bylo mozné ménit simulacni parametry obou modelti, pripadné uvedenou tlohu realizovat
také experimentalné.

Aplikaci obtékani prekazek kolem prekazek by bylo mozné déle simulovat pri vyssich
rychlostech turbulentniho proudéni, pripadné zvolit jiny kolizni operator nebo nechat na
proudéni pusobit také objemové sily.
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A Zdrojové kody

A.1 Kavita

#include <iostream>
#include <array>
#include <cmath>
#include <vector>
#include <iostream>
#include <string>
#include <fstream>
#include <cstdio>
#include <ctime>

using namespace std;

//skaldarni soucin
double dot(vector <double> a, vector <double> b)
{
double res = 0;
if (a.size() != b.size())
cout << "Error scalar product! Different size" << endl;
for (int i = 0; i < a.size(); i++)
res += a[i] % b[i];
return res;

}

//suma komponent vektoru
double sum(vector <double> vec)
{
double res = 0;
for (int i = 0; i < vec.size(); i++)
res += vec|[i];
return res;
}
//nasobeni skaldrem
vector <double> mult(vector<double> vec, double a)
{
for (int i = 0; i < vec.size(); i++)
vec[i] = a x vec[i];

return vec;

int main()
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clock t start;

double duration;

start = std::clock ();

//D2Q9 rychlostni set

const int k0{ 9 }; //number of directions o f_k

const vector < double>w=4{ 4. / 9., 1. / 9., 1. / 9.,1. / 9.,
1. /9., 1./ 36., 1. / 36., 1. / 36., 1. / 36. };

//Volba parametri

double alpha = 0.01;

double omega = 1. / (3.xalpha + 0.5);//1/tau

int x0 = 100;//pocet wuzli na §irku domény
int y0 = 100;//pocet uzli na vysku domény
int t0 = 45000;//odpovida 1,55
double velo_conv = 60.;//prepocet rychlosti
double length_ conv = 0.2; //prepocet délky
double rho_num = 1.0; //hustota
vector <double> u w = { 0.1,0. }; //rychlost horni stény
vector < vector<double>> ¢ = { //rychlosti c_k
vector<double >{0,0},
vector<double >{1,0},
vector<double >{0,1},
vector<double >{—1,0},
vector<double >{0,—1},
vector<double >{1,1},
vector<double >{—1,1},
vector<double >{—1,-1},
vector<double >{1,—-1},
H
double c_s = (1. / sqrt(3.));
//Inicializace wvektord rychlosti, hustoty a rozdélovaci funkce
vector<double> ones (9, 1.);
vector <vector<vector<double>>> v(x0, vector<vector<double>>(y0,
vector<double >(2, 0))); //rychlost[z][y]][sloZka]
vector <vector<double>> rho(x0, vector<double>(y0, 0));

//density [z][y]

vector <vector<double>> vabs(x0, vector<double>(y0, 0));
//absvelocity [z][y]

vector <vector<vector<double>>> feq (x0,
vector<vector<double>>(y0, vector<double>(k0, 0)));
//rzodélovaci funkce v rovnovdaze[xz][y][sloZka]

vector <vector<vector<double>>> f(x0, vector<vector<double>>(y0,
vector<double >(k0, 0))); //rozdélovaci funkce [z][y][sloZka]
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vector <vector<vector<double>>> fcoll (x0,
vector<vector<double>>(y0, vector<double>(k0, 0)));
J/rozdélovaci funkce [x][y][sloZka]

//Pocdtecni podminky

for (int x = 0; x < x0; x++)
for (int y = 0; y < y0; y++)

{
rho[x][y] = rho_num;
vix][y] ={ 0.,0. }
for (int k = 0; k < kO0; k++)
fix][y]lk] = w[k] * rho[x][y] * (1. 4 dot(c[k], v[x][y]) /
(c_sxc_s) + 0.5 = pow(dot(c[k], v[x][y]), 2) / pow(c_s,
4) = 0.5 = dot(v[x][y], v[x][y]) / pow(c_s, 2));
}

//Krok algoritmu

for (int t = 0; t <= t0; t++)

{
cout << "Step " << t << " running!" << endl;

//Vipocet rovnovdiziné fuknce feq v kazZdém bodé vypocetni mrize
for (int x = 0; x < x0; x++)

for (int y = 0; y < y0; y++4)
for (int k = 0; k < k0; k++)
feq[x][y][k] = w[k] = rho[x][y] * (1 + dot(c[k], v[x][y])
/ pow(c_s, 2) + 0.5 x pow(dot(c[k], v[x][y]), 2) /
pow(c_s, 4) — 0.5 * dot(v[x][y], vI[x][y]) / pow(c_s,
2));
//Kolize
for (int x = 0; x < x0; x++)
for (int y = 0; y < y0; y++4)
for (int k = 0; k < k0; k++)
{
feoll [x][y][k] = £[x][y][k] * (1 — omega) + feq[x][y][k] s
omega;
}
//Proudeént

for (int x = 0; x < x0; x++)
for (int y = 0; y < y0; y++)

FIx]{y][0] = feoll [x][y][0];

for (int x = 0; x < x0 — 1; x++)
for (int y = 0; y < y0; y++4)

fix + 1][y][1] = feoll [x][y][1];
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for (int X = (); x < x0 — 1; X—|—+)

{
}

for (int x = 0; x < x0; x++)
for (int y = 0; y < y0 — 1; y++)
{
fx][y + 1][2] = feoll[x][y][2];
}
for (int x = 0; x < x0 — 1; x++)
for (int y = 1; y < y0; y++)

{
}

for (int x = 0; x < x0 — 1; x++)
for (int y = 0; y < y0; y++)
{
flx][y][3] = fcoll[x + 1][y][3];
}
for (int x = 0; x < x0 — 1; x++)
for (int y = 0; y < y0 — 1; y++)

{
}

for (int x = 0; x < x0; x++)
for (il’lt y=0; vy <y0— 1; y+_+_)
{
Flx][y][4] = feoll[x][y + 1][4]:
}
for (int x = 1; x < x0; x++)
for (int y = 0; y < y0 — 1; y++)

{
}

//Okrajové podminky

flx + 1y + 1][5] = feoll [x][y][5];

F1x][y][6] = feoll[x + 1][y — 1][6];

flx][y][7] = fecoll[x + 1][y + 1][7];

f(x][y][8] = fcoll[x — 1][y + 1][8];

//Dolni sténa
for (int x = 0; x < x0; x++)

{
f{x][0][5] = feoll [x][0][7];
fIx]{0][2] = fcoll[x][0][4];
fIx][0][6] = fcoll[x][0][8];
}

//Horni sténa
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for (int x = 0; x < x0; x++)

1[x][y0 — 1][5] — 2 % w[5]

x rho[x]]

flx][y0 — 1][7] = fcol

1] % dot(c[5], uww) / pow(c_s, 2);
f[x][y0 — 1][4] = fcol

1] % dot(c[2], uww) / pow(c_s, 2)
fx][y0 — 1][8] = fcoll [x][y0 — 1

1] % dot(c[6], uww) / pow(c_s, 2)

//Levd sténa
for (int y = 0; y < y0; y++)

[0][y][5] = feoll [O][¥][7];
FLO]{y][1] = feoll [0][y][3];
FLO][y][8] = fcoll [0][y][6];

//Pravd sténa
for (int y = 0; y < y0; y++)
{
f[x0 — 1][y][7]
f[x0 — 1][y][3]
f[x0 — 1][y][6]
}
//Vipocet makroskopickiych wvelicin
for (int x = 0; x < x0; x++)
{
for (int y = 0; y < y0; y++)

{

rho[x][y] = sum(f[x][y]);
double num = O0;
for (int i = 0; i < k0; i+4)

num += f[x][y][i] = c[i][0];
vix][y][0] = 1. / rho[x][y] = num;
num = 0;
for (int i = 0; i < k0; i+4)

num += f[x][y][i] = c[i][1]
vix][y][1l] = 1. / rho[x][y] * num
vabs [x][y] = sqrt(pow(v[x][y][0],

}

}
//Ukladdini dat v danych casech

if (t % (t0 / 20) = 0)
{
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ofstream myfile;
string name4 = "data_" + to_string(t) + ".csv";
myfile.open(name4) ;
for (int y =y0 — 1; y >= 0; y—)
{
for (int x = 0; x < x0; x++)

{

myfile << (x + 0.5) / x0 x length_conv << ";" << (y + 0.5)
/ v0 % length_ conv << ";" << velo_conv *x vabs[x][y] <<
";" << velo_conv *x v[x][y][0] << ";" << velo_conv x
vx][y][1] << ";" << rho[x][y] << "\n";

}
}
myfile.close () ;
}
}

//Doba vypoctu simulace.

duration = (std::clock() — start) / (double)CLOCKS_PER _SEC;

std :: cout << "The operation lasted " << duration << " seconds.' <<
7\n7;

std :: cout << endl;

A

.2 Obtékani prekazek

NN
*

¥ % % % %X %X %X %X %X %X % % % % % % %

Lattice Boltzmann sample, written in C++, using the OpenLB
library

Copyright (C) 2006, 2007, 2012 Jonas Latt, Mathias J. Krause
E-mail contact: info@Qopenlb.net

The most recent release of OpenLB can be downloaded at
<http://wuww. openlb . net/>

This program is free software; you can redistribute it and/or
modify it under the terms of the GNU General Public License
as published by the Free Software Foundation; either wversion 2
of the License, or (at your option) any later version.

This program is distributed in the hope that it will be wuseful,
but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the
GNU General Public License for more details.
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You should have received a copy of the GNU General Public

License along with this program; if not, write to the Free
Software Foundation, Inc., 51 Franklin Street, Fifth Floor,
Boston, MA 02110-1301, USA.

* % % %

#include 'olb2D.h"
#ifndef OLB_PRECOMPILED // Unless precompiled wversion is used,

#include "olb2D.hh' // include full template code
Hendif

#include <cmath>
#include <iostream>
#include <fstream>

using namespace olb;

using namespace olb::descriptors;

typedef double T;
#define DESCRIPTOR D2Q9%<>

// Parameters for the simulation setup , geometry, time
const T 1x0 = 0.06;//prekdzkovad cast
const T lxout = 2x1x0;

const T lxmesh = 0.5%1x0; //zacdtek prekdzek

const T Ixall = lxout+lxmesh; //délka kandlu

const int N = 2000; // resolution of the model

const int M = 50; // resolution of the model — 1/M is the
lattice welocity

const T maxPhysT = 3.; // ¢as simulace v SI

const T a = 0.0003; //strana c¢tverecku

const int pocet_rad = 20; //pocet dvojrad

const int pocet_new = 2;

const T vert_rozt = 1x0/(pocet_rad+1); //vertikdlni roztec

const T hor_rozt = 1x0/(pocet_rad+1);//horizontdlni roztec

const T ly0_new = 3xvert_rozt;//§irka kandlu

// Stores geometry information in form of material numbers
SuperGeometry2D<T> prepareGeometry ( UnitConverter<I', DESCRIPTOR>
const& converter)
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OstreamManager clout (std::cout, "prepareGeometry");
clout << "Prepare Geometry ..." << std::endl;

// set number of cuboids/blocks
#ifdef PARALLEL, MODE MPI

const int noOfCuboids = singleton ::mpi().getSize () ;
#else

const int noOfCuboids = 6;
Hendif

// setup channel

Vector<T, 2> extendChannel(1xall , 1ly0_new);

Vector<T, 2> originChannel (0, 0);

std :: shared_ptr<IndicatorF2D <T>> channel =
std :: make_shared<IndicatorCuboid2D <T>>(extendChannel ,
originChannel ) ;

CuboidGeometry2D<T>* cuboidGeometry = new
CuboidGeometry2D<T> (*(channel) ,
converter.getConversionFactorLength (), noOfCuboids) ;

HeuristicLoadBalancer <I'>x loadBalancer = new
HeuristicLoadBalancer <I'>(xcuboidGeometry) ;

// Instantiation of a superGeometry

SuperGeometry2D<T> superGeometry (xcuboidGeometry, xloadBalancer
2);//2 = overlap ( default)

//1 fluid , 2 walls, 3 inflow, 4 outflow 5 obstacles

// material numbers from zero to 2 inside geometry defined by
indicator

superGeometry .rename (0, 2);

superGeometry .rename (2, 1, 1, 1);//change 2 to 1 , if overlap =z
1 and y 1 (boundaries)

//generovani prekdzek
for(int j=1;j<=pocet_rad;j++)

for (int i = 1; i <= pocet_new; i++)

{
Vector<T, 2> extend(a, a);
Vector<T, 2> pos(lxmesh+jxhor_rozt, i % vert_rozt—a/2.);
IndicatorCuboid2D <T> cubedl (extend , pos);
superGeometry .rename (1, 5, cubedl);

Vector<T, 2> pos2(lxmesh +(j+0.5) % hor_rozt, (i — 0.5) =x
vert_rozt—a/2.);
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IndicatorCuboid2D <T> cubed2 (extend , pos2);
superGeometry .rename (1, 5, cubed2);
if (i = pocet_new)
{
Vector<T, 2> pos2(lxmesh+(j+0.5) % hor_rozt, (i + 0.5) =
vert_rozt—a/2.);
IndicatorCuboid2D <T> cubed2 (extend , pos2);
superGeometry .rename (1, 5, cubed2);

Vector<T,2> extendBC( 0,ly0_new );//nahrazeno za ly0
Vector<T,2> originBC;
IndicatorCuboid2D<T> inflow ( extendBC, originBC );

// Set material number for inflow

superGeometry .rename( 2,3,1,inflow );//replaces 2 to 8 if
neighbourhood in direction inflow 1is 1

originBC [0] = lxmesh+Ixout;

IndicatorCuboid2D <T> outflow ( extendBC, originBC );

// Set material number for outflow

superGeometry .rename( 2,4,1,outflow );

// Removes all not needed boundary vozels outside the surface

superGeometry . clean () ;

// Removes all not needed boundary vozels inside the surface

superGeometry . innerClean () ;

superGeometry . checkForErrors () ;

superGeometry . getStatistics () .print () ;

clout << "Prepare Geometry ... OK" << std::endl;

return superGeometry;

// Set up the geometry of the simulation
void prepareLattice( UnitConverter<T ,DESCRIPTOR> const& converter ,
SuperLattice2D <T,DESCRIPTOR>& sLattice ,
Dynamics<T,DESCRIPTOR>& bulkDynamics
sOnLatticeBoundaryCondition2D <T,DESCRIPTOR>& bc,
SuperGeometry2D<T>& superGeometry ) {
OstreamManager clout ( std::cout,'"prepareLattice" );
clout << "Prepare Lattice ..." << std::endl;

auto bulkIndicator = superGeometry.getMateriallndicator ({1, 3,

4});

// Material=0 —>do nothing
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sLattice.defineDynamics( superGeometry, 0,
&instances :: getNoDynamics<T,DESCRIPTOR>() ) ;
// Material=1 —>bulk dynamics
// Material=3 —>bulk dynamics (inflow)
// Material=4 —>bulk dynamics (outflow)
sLattice.defineDynamics( bulkIndicator , &bulkDynamics );
// Material=2 —>bounce back
sLattice.defineDynamics( superGeometry, 2,
&instances :: getBounceBack<T ,DESCRIPTOR>() ) ;

sLattice .defineDynamics (superGeometry , 5,
&instances :: getBounceBack<T, DESCRIPTOR>()) ;

// Setting of the boundary conditions

bc.addVelocityBoundary ( superGeometry, 3,
converter . getLatticeRelaxationFrequency () );

bc.addPressureBoundary ( superGeometry, 4,
converter . getLatticeRelaxationFrequency () );

// Initial conditions
AnalyticalConst2D<T,T> ux( 0. );
AnalyticalConst2D<T,T> uy( 0. );
AnalyticalConst2D <T',T> rho( 1. );
AnalyticalComposed2D<T,T> u( ux,uy );

//Initialize all values of distribution functions to their local
equilibrium

sLattice .defineRhoU( bulkIndicator , rho, u );

sLattice.iniEquilibrium ( bulkIndicator , rho, u );

// Make the lattice ready for simulation
sLattice.initialize ();

clout << "Prepare Lattice ... OK' << std::endl;

// Generates a slowly increasing inflow for the first iTMaxStart
timesteps
void setBoundaryValues( UnitConverter<I',DESCRIPTOR> const&
converter ,
SuperLattice2D <T,DESCRIPTOR>& sLattice, int
iT,
SuperGeometry2D<T>& superGeometry ) {
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OstreamManager clout ( std::cout,"setBoundaryValues" );

// time for smooth start—up

int iTmaxStart = converter.getLatticeTime( maxPhysTx0.03333333 );
int iTupdate = 5;

if ( iT%iTupdate — 0 && iT<= iTmaxStart ) {
// Smooth start curve, sinus
//SinusStartScale<T, int> StartScale (iTmazxzStart, T(1));
// Smooth start curve, polynomial
PolynomialStartScale<T,int> StartScale( iTmaxStart, T( 1 ) );
// Creates and sets the Poiseuille inflow profile using

int iTvec[l] = {iT};

T frac[l] = {};

StartScale( frac ,iTvec );

T maxVelocity =
converter.getCharLatticeVelocity () *0.3333xfrac [0];

//clout <<frac[0] <<std::endl;

T distance2Wall = converter.getConversionFactorLength() /2.;

Poiseuille2D <T> poiseuilleU ( superGeometry, 3, maxVelocity,
distance2Wall );

// define lattice speed on inflow

sLattice .defineU( superGeometry, 3, poiseuilleU );//zaddvd na
supergeometry uw materidlu 8 poiseuilledv profil

// write data to termimal and file system
void getResults( SuperLattice2D <T ,DESCRIPTOR>& sLattice ,
UnitConverter <I',DESCRIPTOR> const& converter, int
iT,
SuperGeometry2D<T>& superGeometry, Timer<I>& timer ,
SuperPlanelntegralFluxVelocity2D <I>& velocityFlux ,
SuperPlanelntegralFluxPressure2D <I>& pressureFlux )

{

OstreamManager clout ( std::cout,"'"getResults" );
SuperVIMwriter2D<T> vtmWriter ( "wires" );

if (iT==0 ) {
// Writes geometry, cuboid no. and rank no. to file system
SuperLatticeGeometry2D <T ,DESCRIPTOR> geometry( sLattice ,
superGeometry );
SuperLatticeCuboid2D <T,DESCRIPTOR> cuboid( sLattice );
SuperLatticeRank2D <T,DESCRIPTOR> rank( sLattice );
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vtmWriter . write ( geometry );
vtmWriter . write ( cuboid );
vtmWriter . write ( rank );
vtmWriter . createMasterFile () ;

// Writes every 0.05 seconds
if ( iT%converter.getLatticeTime( 0.05 )==0 ) {
SuperLatticePhysVelocity2D <T,DESCRIPTOR> velocity ( sLattice ,
converter );
SuperLatticePhysPressure2D <T,DESCRIPTOR> pressure( sLattice ,
converter );
SuperLatticePhysDissipation2D <T, DESCRIPTOR>
disipation (sLattice, converter);
vtmWriter .addFunctor( velocity );
vtmWriter .addFunctor( pressure );
// write vtk to file system
vtmWriter . write ( iT );
sLattice .communicate () ;
SuperEuklidNorm2D<T,DESCRIPTOR> normVel( velocity );
BlockReduction2D2D<T> planeReduction( normVel, 600,
BlockDataSyncMode : : ReduceOnly ) ;

// write output as JPEG
heatmap :: plotParam<T> jpeg_param;
heatmap :: write (planeReduction , iT, jpeg param);

// Writes every 0.1 simulated
if ( iT%converter.getLatticeTime( 0.01 )==0 ) {
// wvelocityFluz . print();

// pressureFlux.print();

// write to terminal

timer .update( iT );

timer . printStep () ;

// Lattice statistics console output

sLattice.getStatistics ().print( iT,converter.getPhysTime( iT ) );

int main( int argc, charx argv[] ) {
/) === 1st Step: Initialization ===
olbInit ( &arge, &argv );
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singleton :: directories () .setOutputDir( "./tmp/" ); // set output
directory
OstreamManager clout( std::cout, "main" );

UnitConverter <I',DESCRIPTOR> converter (
(T) 1x0 /N, // physDeltaX : spacing between two lattice
cells in __m
(T) 0.00000075, // physDeltaT: time step in __s

(T) a, // charPhysLength: reference length of
stmulation geometry
(T) 2., // charPhysVelocity: maximal/highest expected

velocity during simulation in __m / s
(T) 0.000015, // physViscosity: physical kinematic viscosity
in __m2 /s
(T) 1. // physDensity: physical density in __kg /
m 3
(T) 101325 //charPressure in __ Pa_
)

// Prints the converter log as console output
converter . print () ;

// Writes the converter log in a file
converter . write("wires");

// === 2nd Step: Prepare Geometry ===
// Instantiation of a superGeometry
SuperGeometry2D<T> superGeometry( prepareGeometry (converter) );

// === 8rd Step: Prepare Lattice ===

SuperLattice2D <T,DESCRIPTOR> sLattice( superGeometry );//produce
from supergeometry

//Dynamics

BGKdynamics<T,DESCRIPTOR> bulkDynamics (
converter.getLatticeRelaxationFrequency (),
instances :: getBulkMomenta<T,DESCRIPTOR> ()

) ;

// choose between local and non—local boundary condition
sOnLatticeBoundaryCondition2D <T,DESCRIPTOR> sBoundaryCondition (

sLattice );
createLocalBoundaryCondition2D <T,DESCRIPTOR> ( sBoundaryCondition

) ;
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prepareLattice( converter, sLattice, bulkDynamics,
sBoundaryCondition , superGeometry );

// instantiate reusable functors

SuperPlanelntegralFluxVelocity2D <T> velocityFlux( sLattice ,
converter , superGeometry, {19.,1.}, {0.,1.} );

SuperPlanelntegralFluxPressure2D <T> pressureFlux( sLattice ,
converter , superGeometry, {19.,1.}, {0.,1.} );

// === Jth Step: Main Loop with Timer ===

clout << "starting simulation..."' << std::endl;

Timer<T> timer( converter.getLatticeTime( maxPhysT ),
superGeometry . getStatistics ().getNvoxel () );

timer.start () ;

for ( int iT = 0; iT < converter.getLatticeTime( maxPhysT ); +HT

) A

// === &th Step: Definition of Initial and Boundary Conditions

setBoundaryValues( converter, sLattice, iT, superGeometry );
// === 6th Step: Collide and Stream FExecution ===
sLattice.collideAndStream () ;
//clout << "Step '<< iT << " done!" << std::endl;
// === Tth Step: Computation and Output of the Results ===
getResults ( sLattice, converter, iT, superGeometry, timer,
velocityFlux , pressureFlux );

timer.stop () ;
timer . printSummary () ;
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