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1.2 Pojistné . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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2.2.1 Grafické metody výběru prahu . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.2.2 Odhady parametr̊u distribučńı funkce . . . . . . . . . . . . 28
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Úvod

Komerčńı pojǐstěńı je součást́ı tržńı ekonomiky a s dnešńı zvyšuj́ıćı se životńı

úrovńı roste i jeho d̊uležitost v běžném životě nás všech. Rozhodnut́ı o jeho

sjednáńı či nesjednáńı může mı́t i závažné existenčńı dopady. S těmito exis-

tenčńımi dopady se mohou potýkat ne jen jednotlivci, ale i pojǐst’ovny samotné.

V neživotńım pojǐstěńı se lze setkat s extrémně vysokými škodami, které

mohou mı́t i přes svou zř́ıdkavost velký ekonomický dopad. Extrémně vysoké

škody mohou vzniknout např́ıklad při katastrofických událostech, nebo naakumu-

lováńım menš́ıch škod během roku. Jednou z možnost́ı, jak se může pojǐst’ovna

proti těmto nahodilým skutečnostem bránit, je sjednat si vhodný typ zajǐstěńı.

Tato práce se pokouš́ı nast́ınit výhody zajǐstěńı a seznamuje s jednotlivými typy

zajǐstěńı (proporcionálńı a neproporcionálńı). Dále se zaměřuje na WXL-R zajǐstě-

ńı a stanoveńı ceny zajǐstěńı pro tento konkrétńı typ. Ćılem této práce tak je sesta-

veńı vhodného modelu, který by popisoval pravděpodobnostńı rozděleńı extrémně

vysoké škody, nebot’ takovýto model je potřebný pro výpočet daného zajistného.

Tato práce rovněž seznamuje s dvěmi př́ıstupy, pomoćı kterých lze na hod-

noty pohĺıžet jako na extrémńı. Jedná se o metodu blokových maxim a metodu

excedent̊u přes zvolený práh. Na takto definované exrémńı hodnoty lze následně

použ́ıt modely z teorie extrémńıch hodnot. Obě zmı́něné metody jsou v této práci

popsány, přičemž větš́ı pozornost je věnována druhé z nich. Ta bude totiž apli-

kováná na data v praktické části této práce. Závěrem bude model založený na

této metodě použit ke stanoveńı ceny netto zajistného.

Praktická část této práce je doprovázena vybranými výstupy a grafy ze sta-

tistického programu R, ve kterém byla celá tato část zpracovávána.
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Kapitola 1

Základńı pojmy z oblasti

pojǐst’ovnictv́ı

Tato kapitola se zabývá některými základńımi pojmy z oblasti pojǐst’ovnictv́ı,

přičemž převážná část informaćı byla čerpána z [3], [5], [7], [8] a [9].

1.1. Pojǐstěńı

Svět kolem nás je ovlivňován řadou nejistot a nahodilost́ı. Ty mohou mı́t

kladné i negativńı dopady na život člověka. V některých př́ıpadech mohou člověka

ohrozit i existenčně. Je proto přirozené, že se člověk snaž́ı dopad těchto nega-

tivńıch d̊usledk̊u eliminovat. Jednou z možnost́ı, jak sńıžit negativńı finančńı

d̊usledky nahodilost́ı, je pojǐstěńı. To se zabývá pouze jevy, které maj́ı náhodný

charakter a jej́ımiž následky vzniká finančńı potřeba. Takovéto jevy, ke kterým

může doj́ıt, pak označujeme jako pojistná rizika. V př́ıpadě realizace daného

jevu pak mluv́ıme o pojistné události. V takovém př́ıpadě pak pojǐst’ovna na

základě pojistné smlouvy vypláćı pojistné plněńı ve formě náhrad (jednorázových

nebo opakovaných formou d̊uchod̊u). Ty mohou mı́t podobu naturálńı (zdravotńı,

právńı, technická asistence) nebo peněžńı (náhrada škody, vyplaceńı obnosu).

Pojǐstěńı lze tedy chápat jako formu ochrany proti pojistnému riziku, kdy

pojistńık za úplatu (jednorázovou nebo běžnou) přenese část rizka pojǐstěného,

které by pro něj mohlo mı́t závažné následky, na pojistitele. Rizika pojǐstěných

se tak transformuj́ı na takzvané pojistně-technické riziko (nebezpeč́ı vzniku od-
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chylky mezi přijatým pojistným a vyplaceným pojistným plněńım) pojistitele.

Ten při poskytováńı pojǐstěńı spoléhá na platnost zákona velkých č́ısel, čili že s

r̊ustem velikosti pojistného kmene se pojistně-technické riziko (směrodatná od-

chylka) zmenšuje a pojistitel je tak schopen rizika nejen převźıt, ale popř́ıpadě

na nich i vydělat.

Pojǐstěńı lze dle právńıho hlediska kvalifikovat na:

• dobrovolné pojǐstěńı: sjednává se formou pojistné smlouvy na základě roz-

hodnut́ı pojistńıka, který nemá povinost dané pojǐstěńı uzavř́ıt;

• povinné pojǐstěńı:

– povinné smluvńı pojǐstěńı: sjednává se formou pojistné smlouvy na

základě zákonu, který ukládá určité skupině osob povinost si dané

pojǐstěńı sjednat (např́ıklad tzv. ”povinné ručeńı”);

– zákonné pojǐstěńı: nesjednává se pojistná smlouva, ale ze zákona plyne

pro učité skupiny osob povinnost pojistné platit, to však neodráž́ı ve-

likost rizika (např. zákoné pojǐstěńı odpovědnosti za škodu při pra-

covńım úrazu a nemoci z povoláńı).

Daľśı z možnost́ı je pojǐstěńı klasifikovat podle toho, zda záviśı na výši škody,

a to na:

• pojǐstěńı obnosová: výše pojistného plněńı nezáviśı na výši škody, která je

kryta pojistnou smlouvou, ale odpov́ıdá sjednané pojistné částce; nav́ıc lze

ke kryt́ı jednoho rizika sjednat neomezený počet pojǐstěńı tohoto druhu;

• pojǐstěńı škodová: výše pojistného plněńı, jehož účelem je vyrovnat úbytek

majetku v d̊usledku pojistné události ve sjednaném rozsahu, nesmı́ přesáh-

nout hodnotu škody, aby nedocházelo k obohaceńı pojǐstěného; opět lze

sjednat neomezený počet pojǐstěńı tohoto druhu pro kryt́ı jednoho rizika,

ale součet pojistných plněńı nesmı́ přesáhnout hodnotu škody.

Pojǐstěńı lze dále klasifikovat podle zp̊usobu tvorby rezerv na:
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• životńı pojǐstěńı: kryje životńı rizika (riziko úmrt́ı, riziko dožit́ı se určitého

věku, smı́̌sené pojǐstěńı pro př́ıpad smrti nebo dožit́ı) a jsou pro ně typické

pojistné smlouvy dlouhodoběǰśıho charakteru; docháźı zde k vytvářeńı po-

jistné rezervy pro kryt́ı pojistné události, která v budoucnu nastane, ale

neńı známo kdy;

• neživotńı pojǐstěńı: kryje rizika jiné než životńı; neńı známo zda v̊ubec dojde

k pojistné události, ani jaká by byla př́ıpadná výše škody.

1.2. Pojistné

Cena pojistného se kalkuluje na základě konstrukce př́ıslušného druhu pojǐstě-

ńı, technických podklad̊u pro výpočet pojistného a na základě obsahu př́ıslušného

druhu pojǐstěńı, protože každý druh pojǐstěńı může krýt jiné riziko o r̊uzné

pravděpodobnosti realizace. Pojistńık pak může pojistné sjednat ve formě běžného

pojistného, u něhož se zaváže platit pojistné vždy na začátku sjednaného obdob́ı

nebo ve formě jednorázového pojistného.

Částku, kterou je pojistńık smluvně vázán platit pojistiteli za kryt́ı rizika,

nazýváme brutto pojistné. To se skládá ze tř́ı složek:

• rizikové pojistné,

• kalkulované správńı náklady,

• kalkulovaný zisk.

Výpočet rizikového pojistného je založeno na principu ekvivalence, který požaduje,

aby př́ıjmy a výdaje pojǐst’ovny byly v rovnováze. Tyto hodnoty lze ocenit po-

moćı očekávaných počátečńıch hodnot. Princip ekvivalnce pak lze konkretizovat

na požadavek, aby očekávaná počatečńı hodnota pojistného byla rovna očekávané

počátečńı hodnotě pojistného plněńı. V praxi by se ovšem mohlo takto kalkulo-

vané pojistné stát pro pojǐst’ovnu značně nevýhodné, nebot’ skutečně realizované

hodnoty se mohou od středńı hodnoty zásadně lǐsit, proto se ve výpočtu dále

ještě přihĺıž́ı na směrodatnou odchylku. Rizikové pojistné tak lze rozložit na dvě

11



složky, a to na netto pojistné, které je úměrné pr̊umerné velikosti rizika, a na

bezpečnostńı přirážku, která kryje odchylky od pr̊uměrných pojistných plněńı.

Rizikové pojistné tak slouž́ı k pokryt́ı výdaj̊u na pojistná plněńı a k tvorbě re-

zerv. Výše rizikového pojistného záviśı na pravděpodobnosti výskytu rizika a

př́ıpadné velikosti škody při jeho realizaci. Pro výpočet pak lze použ́ıt škodńı

nebo úmrtnostńı tabulky, které modeluj́ı skutečnost.

Kalkulované správńı náklady slouž́ı k pokryt́ı provozńıch a správńıch náklad̊u

pojǐst’ovny a náklad̊u spojených s provozem pojistného produktu. Do pojǐstěńı

je lze zahrnout jako jednotnou správńı přirážku, použ́ıvanou často u neživotńıho

pojǐstěnńı, nebo jako diferencovatelnou správńı přirážku, použ́ıvanou převážně

u životńıho pojǐstěńı. Tato přirážka zahrnuje počátečńı jednorázové náklady a běž-

né správńı náklady, které se většinou zahrnuj́ı do ceny pojǐstěńı jakožto procento

z pojistné částky. Daľśı diferencovatelnou správńı přirážkou jsou inkasńı náklady,

které se většinou zahrnuj́ı do ceny pojǐstěńı jakožto procento z brutto pojistného,

a náklady spojené s pravidelnoou výplatou d̊uchod̊u, které se většinou zahrnuj́ı

do ceny pojǐstěńı jakožto procento z ročńıho d̊uchodu.

Nelze opomenout, že hlavńım ćılem pojǐst’ovny je dosáhnout zisku. U životńıho

pojǐstěńı zisk plyne z poplatk̊u a z výnos̊u plynoućıch z investováńı rezerv. U neži-

votńıho pojǐstěńı si pojǐst’ovna zisk zajist́ı zahrnut́ım položky kalkulovaný zisk do

pojistného. Tuto položku si každá pojǐst’ovna stanov́ı sama na základě situace na

pojistném trhu.

1.3. Neživotńı pojǐstěńı

Pojistně-matematická teorie se stav́ı k životńımu a neživotńımu pojǐstěńı roz-

d́ılně, z čehož plynou i rozd́ılné modely pro kalkulaci pojistného. Je účelné si

proto ujasnit některé rozd́ıly mezi těmito odvětvými.

Pro neživotńı pojǐstěńı jsou oproti životńımu pojǐstěńı typické smlouvy na

kratš́ı pojistnou dobu, a to většinou na jeden rok s t́ım, že př́ıpadně docháźı

k plynulému prodlužováńı smlouvy. Pojǐst’ovna i pojistńık proto mohou smlouvu

ke konci pojistného obdob́ı vypovědět a cena je stanovena ”spravedlivě”pro dané
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obdob́ı. V neživotńım pojǐstěńı se ve většině př́ıpad̊u jedná o škodové pojǐstěńı

s pojistným plněńım omezeným skutečným rozsahem škody, kdy jej́ı velikost

a počet lze pouze odhadnout. Oproti tomu v životńım pojǐstěńı je při pojistném

plněńı vyplácena pevně stanovená pojistná částka s t́ım, že u variant životńıho

pojǐstěńı na dožit́ı se nebo na smrt v pr̊uběhu trváńı pojǐstěńı, je nastoupeńı

jedné z variant jisté, náhodná je pouze doba, kdy k události dojde.

U životńıho pojǐstěńı patř́ı mezi základńı proměnné veličiny určuj́ıćı výši ri-

zikového pojistného úmrtnostńı tabulky a pojistně-technická úroková mı́ra. Kal-

kulace pojistného v neživotńım pojǐstěńı je obt́ıžněǰśı, protože náhodné vlivy

p̊usob́ıćı na škodńı pr̊uběh se vyznačuj́ı svou velkou nestabilitou. Při tvorbě

kalkulačńıho modelu neživotńıho pojǐstěńı je proto nezbytné, určit proměnné

veličiny ovlivňuj́ıćı škodńı pr̊uběh, dále určit tarifńı tř́ıdy, v rámci kterých je

riziko přibližně stejné a následně pak odhadnout výši pojistného.

Uved’me proto možné členěńı neživotńıho pojǐstěńı s jeho nejvýznamněǰśımi

produkty:

• Neživotńı pojǐstěńı osob:

– Úrazové pojǐstěńı,

– Soukromé nemocenské pojǐstěńı,

– Soukromé zdravotńı pojǐstěńı;

• Majetkové pojǐstěńı:

– Pojǐstěńı majetku obyvatelstva,

– Pojǐstěńı podnikatelských a pr̊umyslových rizik,

– Pojǐstěńı zemědělských rizik;

• Pojǐstěńı finančńıch ztrát a záruk:

– Pojǐstěńı pro př́ıpad přerušeńı provozu,

– Pojǐstěńı úvěru,
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– Pojǐstěńı cestovńıch kancelář́ı pro př́ıpad úpadku;

• Pojǐstěńı odpovědnosti:

– Pojǐstěńı odpovědnosti za škodu zp̊usobenou provozem vozidel,

– Profesńı odpovědnostńı pojǐstěńı,

– Obecné odpovědnostńı pojǐstěńı;

• Pojǐstěńı právńı ochrany:

– Pojǐstěńı právńı ochrany motorového vozidla nebo řidiče motorového

vozidla,

– Pojǐstěńı právńı ochrany rodiny,

– Pojǐstěńı právńı ochrany podnik̊u.

1.4. Pojistně-technické riziko

Základńım úkolem komerčńı pojǐst’ovny je za úplatu na sebe přenést rizika

svých klient̊u, kteř́ı se tak krij́ı před potencionálńımi škodami, které by pro ně

mohli představovat zásadńı a negativńı dopad na jejich existenci. Jak již bylo uve-

deno, je pojǐst’ovna schopna tyto rizika převźıt, avšak i sama pojǐst’ovna se potýká

s riziky, které by mohly zásadně ovlivnit jej́ı existenci. Jedńım takovým rizikem,

které vyplývá z pojǐst’ovaćı činnosti, je pojistně-technické riziko pojǐst’ovny. To je

definováno jako možnost vzniku odchylky (kladné tak i záporné) od pojǐst’ovnou

předpokládaného škodńıho pr̊uběhu a náklad̊u správńı režie. Aby pojǐst’ovna eli-

minovala vznik negativńı odchylky, je potřeba mı́t dostatečně velký pojistný

kmen, systém rezerv a správně kalkulované pojistné, které nebude podhodno-

covat skutečné riziko. Toto riziko plyne z výše a četnosti škod. Pojistně-technické

riziko lze dále podle p̊uvodu odchylek skutečnosti od předpokladu rozdělit na:

• náhodné pojistně-technické riziko: je spojeno s náhodnými výkyvy od očeká-

vaného pr̊uměrného škodńıho pr̊uběhu, který se však v čase téměř neměńı;

toto riziko lze dále rozdělit z hlediska rozsahu na normálńı náhodné riziko,
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kdy škodńı pr̊uběh vykazuje běžné kolisáńı kolem očekávaného pr̊uměru,

a na katastrofálńı náhodné riziko, kdy je škodńı pr̊uběh ovlivňován škodami

velkého rozsahu;

• pojistně-technické riziko změn: je spojeno se situaćı, kdy škodńı pr̊uběh

neńı z dlouhodobého hlediska konstantńı, čili se v čase měńı z čehož plyne

rovněž změna podklad̊u pro výpočet pojistného;

• pojistně-technické riziko omylu: se týká situace, kdy dojde k nesprávnému

odhadu škodńıho pr̊uběhu.

Finančńı požadavky na pojǐst’ovnu plynoućı z negativ́ı odchylky od očeká-

vaného škodńıho pr̊uběhu může pojǐst’ovna pokrýt pomoćı již výše zmı́něných

systému rezerv, ale i ty můžou být mnohdy nedostačuj́ıćı. V dnešńı době se

pojǐst’ovny stále častěji potýkaj́ı s událostmi, jej́ıž frekvence a nežádoućı finančńı

dopady jsou č́ım dál t́ım vyšš́ı. Jedńım z d̊uvodu může být např́ıklad i rostoućı

hustota zalidněńı, d́ıky ńıž je v př́ıpadě (př́ırodńı) katastrofické události zasaženo

v́ıce osob respektive pojǐstěných, z čehož plyne i větš́ı počet pojistných plněńı.

Katastrofické události, i přes svou zř́ıdkavost, proto mohou mı́t zásadńı do-

pad na fungováńı pojǐst’ovny, a to hlavně z d̊uvodu, že při nich často docháźı

k extrémně vysokým škodám. Jako ilustrativńı př́ıklad můžeme uvést př́ırodńı

katastrofy, teroristický útok či jinou katastrofu zp̊usobenou lidským faktorem,

jako je např́ıklad pád letadla. Z těchto skutečnost́ı plyne potřeba co nejpřesněji

modelovat výši možné škody události, při které vznikaj́ı takovéto vysoké extrémńı

škody. Dı́ky tomu je pojǐst’ovna schopna nastavit správnou cenu pojistného, popř́ı-

padě si zvolit vhodnou formu zajǐstěńı proti převzatému riziku.

1.5. Zajǐstěńı

Zajǐstěńı je převod části rizika pojǐstěného, ke kterému se uvázal pojistitel,

na jiného poskytovatele pojǐstěńı označovaného jako zajistitel. Vlastńım vrubem

potom označujeme tu část rizika, kterou si pojistitel ponechá ke kryt́ı. Zajis-

titelem může být jiná pojǐst’ovna nebo instituce zabývaj́ıćı se speciálně touto
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zajǐst’ovaćı činnost́ı (zajǐst’ovna). Zajistitel tedy sice na sebe přeb́ırá část ri-

zika pojistitele (zajistńık, prvopojistitel, cedent), ale to bez jakéhokoliv právńıho

vztahu k pojistńıkovi. Zajistitel je pouze v právńım vztahu s prvopojistitelem

(pojǐst’ovnou), ve kterém se prvopojistitel zavazuje k platbě zajistného ve sjed-

nané výši. Výměnou za to se zajistitel zavazuje, že se bude v př́ıpadě pojistné

události pojǐstěného pod́ılet na výplatě pojistných plněńı dle předem sjednaných

podmı́nek. Zajǐstěńı je teda analogické pojǐst’ovaćı činnosti, jen o úroveň výše.

Daľśı úrovńı, při které zajistitel převád́ı část přavzatého rizika na daľśı pojǐst’ovaćı

subjekt, se nazývá retrocese. Riziko tak lze přerozdělit mezi v́ıce pojistných sub-

jekt̊u, což může mı́t mnoho výhod. Toto schéma zajǐstěńı zachycuje obrázek 1.1.

Obrázek 1.1: Základńı schéma zajǐstěńı. Zdroj: [7].

Zajǐst’ovny jsou mnohdy nadnárodńı podnikatelské subjekty, které d́ıky svým

velkým pojistným kmen̊um a jejich územńı a produktové diverzifikaci učinili svou

činost výnosovou. I pro prvopojistitele plynou ze zajǐstěńı se výhody, jako je

např́ıklad vyšš́ı finančńı stabilita, která plyne ze sjednané ochrany před neočekava-

nou zápornou odchylkou od předpokládaného škodńıho pr̊uběhu. Dı́ky zajǐstěńı

tak docháźı k eliminaci pojistně-technického rizika, k navýšeńı solventnosti prvo-

pojistitele a k homogenizaci jeho pojistného kmene. Mezi daľśı výhody zajǐstěńı

patř́ı možnost prvopojistitele uvést na pojistný trh nové produkty u nichž pojǐst’o-

vna nemá informaci o možném škodńım pr̊uběhu. Dále pojistitel nemuśı d́ıky

zajǐstěńı odmı́tat pojistit klienty s vysokým pojistným rizikem, které by přesa-

hovalo jeho možnosti. Riziko se totiž d́ıky zajǐstěńı rozlož́ı mezi v́ıce účastńık̊u.

V př́ıpadě účasti nadnárodńıch zajǐst’oven je pak možné rozložit dopad rizik mezi

subjekty po celém světě. Poměr, v jakém si riziko přerozděĺı, záviśı na sjednané

formě zajǐstěńı, která může být bud’to proporcionálńı nebo neproporcionálńı.
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1.5.1. Proporcionálńı zajǐstěńı

Při sjednáńı proporcionálńıho zajǐstěńı se pojistné, pojistná částka a po-

jistné plněńı děĺı ve smluvně sjednaném poměru mezi prvopojistitele a zajistitele

s přihlednut́ım na omezeńı dané limitem zajistitele. V praxi se nejčastěji využ́ıvaj́ı

dva typy proporcionálńıho zajǐstěńı, a to zajǐstěńı kvótové (quota share) a exce-

dentńı (surplus).

Kvótové zajǐstěńı

Při kvótovém zajǐstěńı se zajistitel zavazuje krýt riziko v stále stejném poměru

dané sjednanou kvótou zajistitele q (0 < q < 1), zároveň má právo na stejný

poměr z pojistného. Dı́ky jednoduchému principu má tento druh zajǐstěńı ńızké

nároky na administrativu. Na druhou stranu při jeho použit́ı nemuśı doj́ıt k poža-

dované homogenizaci pojistného kmene a do zajǐstěńı spadaj́ı i pojistné smlouvy

s ńızkými pojistnými částkami, které by pojistitel byl schopen pokrýt bez pomoci

sám.

Excedentńı zajǐstěńı

Prvopojistitel smluvně urč́ı výši pojistné částky, která nepodléhá zajǐstěńı

(vlastńı vrub). Č́ımž narozd́ıl od kvótového zajǐstěńı docháźı k lepš́ı homogenizaci

pojistného kmene a prvopojistitel si může sám zvolit částku, od které se bude

zajǐst’ovat. Zajistitel si rovněž může stanovit limit zajistitele, který představuje

maximálńı výši, kterou je ochoten zajistitel převźıt k zajǐstěńı. Tento limit se

většinou udává v násobćıch vlastńıho vrubu. Poměr, v jakém si prvopojistitel

a zajistitel rozděĺı pojistné a pojistné plněńı, je pak stejný jako poměr mezi

část́ı, kterou kryje zajistitel (od vlastńıho vrubu prvopojistitele po př́ıpadný limit

zajistitele) a část́ı, kterou kryje prvopojistitel (zbylá část). Poměr, ve kterém si

rozděluj́ı prvopojistitel a zajistitel riziko, může být tedy v tomto př́ıpadě pro

každou smlouvu jiný. V rámci jedné smlouvy je ale poměr, ve kterém si přerozděĺı

pojistné, pojistné plneńı a pojistnou částku, vždy stejný.
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1.5.2. Neproporcionálńı zajǐstěńı

U proporcionálńıho zajǐstěńı je předem stanoven poměr, podle kterého se

děĺı pojistná částka mezi prvopojistitele a zajistitele. Ve stejném poměru si pak

přerozděĺı i pojistné a pojistné plněńı. U neproporcionálńıho zajǐstěńı neńı předem

stanoven žádný poměr, pouze podmı́nky (záviśı na typu sjednaného zajǐstěńı),

které v př́ıpadě překročeńı smluvně stanoveného objemu (priorita) pojistného

plněńı ukládaj́ı zajistiteli povinost krýt tu část škody, která přesahuje hodnotu

sjednané priority a, ale to maximálně do zajistitelem sjednané výše m (vrstva).

Zajistné se v tomto př́ıpadě kalkuluje na základě pravděpodobnosti, s kterou

skutečná výše škody (pojistné plněńı) překroč́ı danou prioritu. K tomu lze využ́ıt

historická data prvopojistitele o škodńım pr̊uběhu uvažovaného pojǐstěńı. Popř́ı-

padě pokud data nejsou k dispozici, např́ıklad z d̊uvodu zaváděńı nového pro-

duktu na trh, je možné využ́ıt údaje o jiném dobře zdokumentovaném produktu

a při kalkulaci tyto skutečnosti zohlednit.

Zajǐstěńı nadměrku škodovosti

Zajǐstěńı nadměrku škodovosti (SL z anglického stop loss) chráńı prvopojis-

titele před dopadem zvýšeného škodńıho pr̊uběhu během roku. Zajistitel k této

formě zajǐstěńı většinou přistouṕı pouze pod podmı́nkou, že bude povinen účastnit

se kryt́ı škod jen v př́ıpadě, kdy bude prvopojistitel v daném roce ztrátový, tj. po-

jistné plněńı spolu s náklady převýš́ı přijaté pojistné. Výhodou tohoto zajǐstěńı je

jeho komplexńı ochraná schopnost, a to jak proti jednotlivým extrémně vysokým

škodám, tak i proti naakumulováńı menš́ıch škod. Vzhledem k tomu, že je kryt́ı

takového rizika pro zajistiele poměrně rizikové, se tento druh zajǐstěńı sjednává

méně často a za vyšš́ı zajistné.

Zajǐstěńı největš́ıch škod LCR (p)

Zajǐstěńı LCR(p) (z anglického largest claims reinsurance) kryje prvopojisti-

tele před p největš́ımi škodami, které během roku nastanou.
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Zajǐstěńı ECOMOR (p)

Při sjednáńı zajǐstěńı ECOMOR (p) (z francouzského excédent du cout moyen

relatif) hrad́ı prvopojistitel všechny škody pouze do výše hodnoty p-té největš́ı

škody.

Zajǐstěńı škodńıho nadměrku

Zajǐstěńı škodńıho nadměrku (XL z anglického excess of loss) se dále ještě

děĺı na zajǐstěńı škodńıho nadměrku jednotlivých rizik (WXL-R z anglického

working excess of loss per risk) a na zajǐstěńı škodńıho nadměrku katastrofické

události (Cat-XL z anglického catastrophe excess of loss). V prvńım př́ıpadě se

prvopojistitel zajǐst’uje proti škodě přesahuj́ıćı prioritu pojistitele a vztahuj́ıćı se

k jedné pojistné smlouvě. V druhém př́ıpadě se zajǐst’uje před dopadem kumulaćı

škod vztahuj́ıćı se k jedné katastrofické události, kdy by součet jednotlivých, ač

malých, škod mohl ve výsledku prekročit prioritu prvopojistitele.

Výpočet netto zajistného při sjednáńı WXL-R zajǐstěńı

Tato práce se zaměřuje předevš́ım na zajǐstěńı škodńıho nadměrku jednot-

livých rizik, proto je tomuto typu zajǐstěńı věnována větš́ı pozornost. Pro jed-

noduchost budeme dále uvažovat tento typ zajǐstěńı při sjednáńı priority a bez

sjednáńı kapacity vrstvy m. Toto zajǐstěńı kryje část každé škody Xi, i = 1, . . . , N

přesahuj́ıćı prioritu a, kde N je celkový počet vzniklých škod. Prvopojistitel při

sjednáńı tohoto typu zajǐstěńı hrad́ı veškeré vzniklé škody Xi pouze do hodnoty

a, tj.

XPi = min{a,Xi}, i = 1, . . . , N.

Dle [5] lze očekávanou hodnotu jednotlivého pojistného plněńı krytého prvpojisti-

telem XP zapsat pomoćı distribučńı funkce pojistného plněńı X (FX(x)) ve tvaru

E(XP ) =

∫ a

0

xdFX(x) + a · (1− FX(a)) =

∫ a

0

(1− FX(x))dx.
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Část škody Xi krytou zajistitelem lze zapsat ve tvaru

XZi = max{0, Xi − a}, i = 1, . . . , N.

Očekávanou hodnotu jednotlivého pojistného plněńı krytého zajistitelem XZ lze

dle [5] zapsat ve tvaru

E(XZ) =

∫ ∞
a

xdFX(x)− a · (1− FX(a)) =

∫ ∞
a

(1− FX(x))dx = E(X)−E(XP ).

Celková výše plněńı zaplacená zajistitelem pak má tvar

SZ =
N∑
i=1

XZi .

Cena netto zajistného se stanovuje na základě principu ekvivalence, kdy očeká-

vaná hodnota př́ıjmů se muśı rovnat očekávané hodnotě výdaj̊u. Netto zajistné

při sjednáńı WXL-R zajǐstěńı je tak rovno očekávané hodnotě zajistného plněńı,

tj.

PZ = E(SZ) = E(N)E(XZ),

kde N a XZ jsou náhodné, nezávislé veličiny a E(N) je očekávaný počet celkových

škod. Označme dále E(NZ) očekávaným počtem škod, na kterých se pod́ıĺı za-

jistitel, tj. očekávaný počet škod přesahuj́ıćı zvolenou prioritu a. Z dat je odhad

E(NZ) vzhledem k malému počtu škod přesahuj́ıćı prioritu a značně nespolehlivý,

proto se využ́ıvá vztahu

E(NZ) = paE(N),

kde pa = P (X > a) = 1− FX(a).

Aby cena netto zajistného v WXL-R zajǐstěńı byla stanovena co nejspraved-

livěji, je třeba zvolit takové modely, který by věrohodně popisovaly dané náhodné

veličiny.
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Kapitola 2

Teorie extrémńıch hodnot

Přej́ımáńı rizik pojǐst’ovny na zajǐst’ovnu má velký význam. Pojistné události

s extrémně vysokým pojistným plněńım maj́ı malou pravděpodobnost, ovšem ne

nezanedbatelnou. Ačkoliv je jejich škodńı frekvence ńızká, každoročně většina fi-

nančńıch prostředk̊u na celkové pojistné plněńı připadá právě na tyto události.

Pojǐst’ovny si tak jako ochranu sjednávaj́ı zajǐstěńı proti extrémńım škodám. Cena

proporcionálńıho zajǐstěńı se odvýj́ı od sjednaného poměru, podle kterého si prvo-

pojistitel a zajistitel rozděĺı riziko. Cena neproporcionálńıho zajǐstěńı se stanovuje

na základě pravděpodobnostńıho rozděleńı výše a četnosti (extrémńıch) škod.

O problematice modelováńı pojednává teorie extrémńıch hodnot (Extreme

Value Theory, EVT), které je věnovaná celá tato kapitola. Ta čerpá předevš́ım

z [2], [4], [11], [14] a [15]. EVT se využivá i v jiných odvětv́ıch, např. v meterolo-

gii, hydrologii, stroj́ırenstv́ı, kde je potřeba modelovat extrémńı hodnoty. Podle

zp̊usobu, kterým se identifikuj́ı tyto extrémńı hodnoty, rozlǐsujeme dvě základńı

metody: metoda blokového maxima a metoda excedent̊u přes vysoký práh.

2.1. Metoda blokového maxima

Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny se společnou distribučńı

funkćı F (x) = P (X ≤ x). Tyto veličiny tvoř́ı blok délky n, přičemž metoda

blokového maxima považuje za extrémńı hodnotu maximum jednotlivého bloku.

Extrémńı hodnota Mn = max{X1, . . . , Xn} je tedy rovněž náhodná veličina, a
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to s distribučńı funkćı Fn(x) = P (Mn ≤ x). Blok v praxi většinou představuje

logický časový úsek, např́ıklad měśıc, rok. Jeho délka by měla být zvolena tak,

aby bylo možné zanedbat sezónńı vlivy. Nutno dodat, že distribučńı funkci Fn(x)

lze modelovat za předpokladu, že funkci F (x) známe přesně. Odhad distribučńı

funkce F (x) je pro modelováńı Fn(x) nedostačuj́ıćı, nebot’ i malé odchylky od

skutečného pr̊uběhu distribuce F (x) mohou vést k velkému odchyleńı od skuteč-

ného pr̊uběhu distribuce Fn(x). Za předpokladu, že funkci F (x) neznáme, lze,

za pomoćı Fisher-Tippetovy věty, funkci Fn(x) přǐradit jedno ze tř́ı zobecněných

rozděleńı extrémńıch hodnot (Fréchetovo, Gumbelovo, Weibullovo).

Věta 2.1.1 (Fisher-Tippetova věta). Necht’ X1, X2, . . . , Xn je posloupnost iden-

ticky rozdělělených náhodných veličin a Mn = max{X1, . . . , Xn}. Jestlǐze existuj́ı

konstanty cn > 0 a dn a nějaká nedegenerovaná distribučńı funkce H(x) taková,

že

P (c−1n (Mn − dn) ≤ x)→ H(x),

potom H(x) př́ısluš́ı jednomu z následuj́ıćıh tř́ı typ̊u rozdělěńı:

1. Fréchet

Φα(x) =

{
0, pro x ≤ 0,

exp(−x−α), pro x > 0, α > 0.

2. Gumbel

Λα(x) = exp(−e−x), pro x ∈ R.

3. Weibull

Ψα(x) =

{
1, pro x > 0,

exp(−(−x)−α), pro x ≤ 0, α > 0.

Fréchetovo, Gumbelovo a Weibullovo rozděleńı může být nahrazeno společnou

distribučńı funkćı zobecněného extremálńıho rozděleńı (GEV):
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Hξ(x) =

{
exp(−(1 + ξx)−1/ξ), ξ 6= 0

exp(−e−x), ξ = 0.

Pro r̊uzný tvar parametru extémńıch hodnot ξ, lze opět źıskat jedno z výše uve-

dených typ̊u rozděleńı, přičemž kladné hodnoty ξ zaručuj́ı těžké konce rozděleńı.

Otázkou u této metody z̊ustává, jakou velikost bloku nastavit. Pokud se blok zvoĺı

př́ılǐs velký, pak metoda generuje pouze pár extrémńıch hodnot a jiné hodnoty,

které je možné považovat za extrémńı se opominou. Nedostatek pozorováńı pak

vede k velkému rozptylu odhadu parametr̊u. Na druhou stranu, pokud se blok

zvoĺı př́ılǐs malý, mohou maxima blok̊u zahrnovat i hodnoty, které lze považovat

sṕı̌se za běžné než za extrémńı. Pak zvolená distribuce dle Fisher-Tippetovy věty

bude zřejmě vybrána nevhodně.

2.2. Metoda excedent̊u přes vysoký práh

Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny se společnou distribučńı

funkćı F a necht’ u je nějaká vysoká prahová hodnota. Za extrémńı hodnoty

považujme ty hodnoty Xi, které překračuj́ı zvolený práh u. Tyto hodnoty jsou

stále vzájemně nezávislé náhodné veličiny. Jejich rozděleńı lze v př́ıpadě, kdy

známe přesně funkci F , popsat pomoćı podmı́něné pravděpodobnosti:

P (Xi > y|Xi > u) =
1− F (y)

1− F (u)
, kde y > u.

V praxi je ale F často neznámá. Touto problematikou se zabývá teorie extrémńıch

hodnot. Ta hledá vhodnou aproximaci funkce Fn, představuj́ıćı rozdělěńı exce-

dent̊u, tj. X − u, za předpokladu, že funkce F je neznámá. V př́ıpadě metody

excedent̊u přes určitý vysoký práh u je limitńım rozděleńım excedent̊u zobecněné

Paretovo rozděleńı (GPD) s distribučńı funkćı H
(u)
ξ,σu

(y):

Fn(y) = P (X − u ≤ y|X > u)→ H
(u)
ξ,σu

(y), u→∞, kde
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H
(u)
ξ,σu

(y) =

 1−
(

1 + ξ y
σu

)−1/ξ
, ξ 6= 0

1− exp
(
−y
σu

)
, ξ = 0

, y > 0.

σu je parametr měř́ıtka, je vždy kladný a popisuje rozptýlenost v závislosti na

zvolené výšce prahu u. Proto je d̊uležité hodnotu prahu správně nastavit. ξ je

parametr tvaru či typu. Tento parametr je invariantńı vzhledem k zvolené výšce

prahu u. Podle hodnoty, které nabývá, se jedná o jedno ze tři rozděleńı:

• ξ > 0: Paretovo rozděleńı;

• ξ = 0: Exponencionálńı rozděleńı;

• ξ < 0: Beta rozděleńı.

Metoda excedent̊u přes vysoký práh považuje za extrémńı všechny ty hodnoty,

které překroč́ı určitý práh u. Na rozd́ıl od metody blokových maxim, tak jde

o extrémy vzhledem k celému souboru. I v tomto př́ıpadě nastává obdobná otázka,

jako u metody blokových maxim a to, jakou výšku prahu zvolit. Pokud by byl práh

př́ılǐs vysoký, pak je generováno pouze pár extrémńıch hodnot, č́ımž se zvyšuje

variabilita odhadu parametr̊u distribučńı funkce, která by tak pravděpodobně

nedostatečně popisovala empirická data. Kdyby naopak byl práh zvolen př́ılǐs

ńızko, generovaly by se excedenty, které by se daly považovat sṕı̌se za běžné

než za extrémńı, č́ımž může doj́ıt k porušeńı vlastnosti asymptotiky distribuce.

V daľśı části se tak budeme věnovat výběru vhodného prahu na základě grafických

metod.

2.2.1. Grafické metody výběru prahu

Jako podkladový materiál pro volbu vhodné prahové hodnoty u lze využ́ıt

následuj́ıćı grafy: Mean residual life plot, Threshold choice plot a L-moments

plot. Následuj́ıćı část práce se těmito grafy zabývá podrobněji.
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Mean residual life plot

Tento typ grafu pro identifikováńı vhodného prahu u při modelováńı extré-

mńıch hodnot rozděleńım GPD pracuje s jeho středńı hodnotou.

Předpokládejme, že Y je náhodná veličina se zobecněným Paretovým rozdě-

leńım GPD(u0, σu0 , ξ) a u1 je práh, pro který plat́ı u1 > u0. Potom náhodná

proměná Y −u1|Y > u1 má rovněž zobecněné Paretovo rozděleńı, ale s parametry

u1, σu1 = σu0 + ξu1 a ξ1 = ξ. Za předpokladu, že y > 0, lze doj́ıt k následujićımu

vztahu:

P (Y − u1 > y|Y > u1) =
1−H(u0)(y + u1)

1−H(u0)(u1)
=

(
1 + ξ y+u1

σu0

)−1/ξ
+(

1 + ξ u1
σu0

)−1/ξ
+

=

=

(
1 + ξ

y

σu0 + ξu1

)−1/ξ
+

,

kde z+ = max(0, z). Středńı hodnota náhodné veličiny Y se zobecněným Pare-

tovým rozděleńım GPD(µ, σ, ξ) je pro parametr tvaru ξ < 1 definována výrazem:

E[Y ] = µ+
σ

1− ξ
.

Pro ξ ≥ 1 je středńı hodnota nekonečno. Za předpokladu, že excedenty proměnné

Y přesahuj́ıćı hodnotu prahu u0 pocháźı ze zobecněného Paretova rozděleńı, plat́ı,

že jejich středńı hodnota má tvar:

E[Y − u0|Y > u0] =
σu0

1− ξ
.

Pokud lze excedenty přes práh u0 aproximovat rozděleńım GPD, pak GPD muśı

být vhodným rozděleńım i pro excedenty přesahuj́ıćı práh u1, kde u1 > u0. T́ımto

dojde k nárustu škálového parametru a středńı hodnota excedent̊u bude mı́t tvar:

E[Y − u1|Y > u1] =
σu1

1− ξ
=
σu0 + ξu1

1− ξ
.
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Z toho plyne, že pro u > u0 je E[Y − u|Y > u0] lineárńı funkćı proměnné u.

Nav́ıc teoretickou středńı hodnotu excedent̊u přes práh u, tj. E[Y − u|Y > u0]

lze snadno odhadnout.

Mean residual life plot pak tvoř́ı body

{(
u,

1

k

k∑
i=1

(yi − u)

)
: u ≤ xmax

}
,

kde k je počet pozorováńı překračuj́ıćı hodnotu prahu u a xmax je nejvyšš́ı hodnota

ze všech pozorováńı. Z grafu pak za u0 označ́ıme takovou hodnotu, od které se

mean residual life plot chová lineárně.

Threshold choice plot

Tato metoda je založena na stabilitě odhad̊u parametr̊u rozděleńı GPD. Necht’

Y je náhodná veličina z GPD(u0, σu0 , ξ) rozděleńı a u1 > u0. Potom náhodná

veličina Y |Y > u1 má rovněž GPD rozděleńı, a to s parametry ve tvaru u1,

σu1 = σu0 + ξ(u1 − u0) a ξ1 = ξ.

Zavedeme nyńı nový parametr σ∗ = σu − ξu = σu0 − ξu0, který je nezávislý

na hodnotě u. V tomto př́ıpadě lze očekávat, že odhady parametr̊u σ∗ a ξ budou

pro všechny prahy větš́ı než u0 stejné. Threshold choice plot je tak reprezentován

body

{(u, σ∗) : u ≤ xmax} a {(u, ξ) : u ≤ xmax}.

Z grafu pak za u0 označme takovou hodnotu, od které má threshold choice plot

konstantńı pr̊uběh.

L-moments plot

Daľśı variantou výběru vhodné výšky prahu je L-moments plot, který je

založen L-momentech. Ty jsou přesněǰśı v odhadech parametr̊u při malém počtu

dat a robustněǰśı v̊uči odlehlým pozorováńım než metoda maximálńı věrohodnosti.

Nav́ıc dokáže v́ıce zp̊usoby charakterizovat distribučńı funkci.
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Definice 2.2.1. Necht’ X je náhodná proměnná s distribučńı funkćı F a ne-

cht’ X1:n ≤ X2:n ≤ . . . ≤ Xn:n jsou jej́ı pořádkové statistiky, což je vzestupně

uspořádaný náhodný výběr o velikosti n, z pravděpodobnostńıho rozděleńı náhodné

veličiny X. Pak L-momenty náhodné veličiny X definujeme:

λr = r−1
r−1∑
k=0

(−1)k
(
r − 1

k

)
EXr−k:r, r = 1, 2, . . . , n.

L-momenty λr, r ≥ 3 jsou často standardizovany, proto je vhodné definovat

také L-momentové poměry náhodné veličiny X:

τr =
λr
λ2
, r = 3, 4, . . . , n.

L-momenty λ1,. . .λr společně s L-momentovými poměry představuj́ı nástroj pro

popis distribuce. L-moment λ1 vyjadřuje mı́ru polohy, λ2 mı́ru variability, τ3

mı́ru šikmosti a τ4 mı́ru špičatosti náhodné proměnné X. L-̌sikmost a L-̌spičatost

požadovaného rozděleńı GPD jsou dány ve tvaru:

τ3 =
1 + ξ

3− ξ
,

τ4 =
(1 + ξ)(2 + ξ)

(3− ξ)(4− ξ)
.

L-̌spičatost lze vyjádřit pomoćı L-̌sikmosti takto:

τ4 = τ3
1 + 5τ3
5 + τ3

.

Tento předpis definuje teoretickou křivku v L-moment plotu. Ta je zobrazena

společne s body definovanými vztahem:

{(τ̂3,u, τ̂4,u) : u ≤ xmax},

kde τ̂3,u a τ̂4,u jsou odhady L-̌sikmosti a L-̌spičatosti v závislosti na prahu u. Výběr

vhodného prahu je pak založen na pozici odhadntutých bod̊u v̊uči teoretické

křivce.
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2.2.2. Odhady parametr̊u distribučńı funkce

Již bylo uvedeno, že pro modelováńı extrémńıch hodnot existuj́ı vhodné dis-

tribuce, které vycháźı z asymptotické teorie. Pro hodnoty přesahujićı vysoký práh

je vhodným rozděleńım zobecněné Paretovo rozděleńı s parametrem měř́ıtka σ a

parametrem tvaru ξ. Mezi hojně použ́ıvané metody odhadu parametr̊u patř́ı me-

toda maximálńı věrohodnosti a metoda vážených moment̊u. Ačkoliv má metoda

maximálńı věrohodnosti spoustu výhodných vlastnost́ı, tak při malém vzorku dat

(n ≤ 15) se jev́ı, že metoda vážených moment̊u dosahuje lepš́ıch výsledk̊u, co se

biasu a středńı kvadratické chyby týče.

Při modelováńı prahových hodnot se lze velmi často setkat s malým datovým

vzorkem. Dále je proto uvedena i modifikovaná metoda maximálńı věrohodno-

sti, která zachovává výhody metody maximálńı věrohodnosti a zároveň dosahuje

lepš́ıch odhad̊u při malém počtu pozorováńı. Neprve ale představ́ıme metodu

maximálńı věrohodnosti a metodu vážených moment̊u.

Metoda maximálńı věrohodnosti

Metoda maximálńı věrohodnosti (Maximum likelihood) slouž́ı k nalezeńı bo-

dového odhadu parametru, který je ve smyslu pozorovaných dat nejv́ıce pravdě-

podobný. Mezi vlastnosti této metody patř́ı konzistence, asymptotická normalita,

asymptotická nevychýlenost, asymptotická eficience a invariance.

Uvažujme nyńı náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z rozděleńı s hustotou

pravděpodobnosti f(x;θ), kde θ je vektor neznámých parametr̊u z paramet-

rického prostoru Θ ⊂ Rk a x je realizace náhodného výběru. Pak sdružená hustota

odpov́ıdaj́ıćı x má tvar:

f(x|θ) =
n∏
i=1

f(xi;θ).

Odhad metodou maximálńı věrohodnosti je založen na myšlence, že na sdruženou

hustotu lze pohĺıžet i jako na funkci vektoru θ při pevných hodnotách x. Tako-

vouto funkci nazýváme funkćı věrohodnostńı a znač́ıme ji L(θ|x), resp. L(x;θ)
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nebo L(θ), a plat́ı pro ni:

L(θ|x) =
n∏
i=1

f(xi;θ).

Č́ıselný vektor θ̂, který maximalizuje věrohodnostńı funkci L(θ), pak nazýváme

maximálně věrohodným odhadem vektoru θ. Z praktických d̊uvod̊u se někdy

mı́sto věrohodnostńı funkce pracuje s jej́ım logaritmem, s tzv. logaritmickou

věrohodnotńı funkćı:

l(θ) = lnL(θ) =
n∑
i=1

ln f(xi;θ).

Následuj́ıćı věta z [1] popisuje konvergenci maximálně věrohodného odhadu θ̂ ke

skutečné hodnotě parametru, za předpokladu, že je jednorozměrný, tj. θ= θ.

Věta 2.2.1. Necht’ jsou splněny předpoklady pro odhad jednorozměrného para-

metru θ:

• Necht’ Θ je parametrický prostor, který obsahuje takový neprázdný otevřený

interval ω tak, že skutečná hodnota parametru θ0 patř́ı do ω.

• Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′, kde Xi jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné

veličiny s hustotou f(x, θ) vzhledem k nějaké σ-konečné mı́ře µ.

• Necht’ M = {x : f(x, θ) > 0} nezáviśı na θ.

• Necht’ θ1, θ2 ∈ Θ. Pak f(x, θ1) = f(x, θ2) pro skoro všechna x plat́ı právě

tehdy, je-li θ1 = θ2.

Necht’ dále na intervalu ω existuje f ′(x, θ) = ∂f(x,θ)
∂θ

pro skoro všechna x. Pak

pro každé ε > 0 při n → ∞ plat́ı, že s pravděpodobnost́ı konverguj́ıćı k jedné má

věrohodnostńı rovnice ∂L(X,θ)
∂θ

= 0 takový kořen θ̂n = θ̂n(X), že |θ̂n − θ0| < ε.

Předchoźı větu lze zobecnit i pro př́ıpad odhadu vektoru parametr̊u. Předpoklá-

dejme nyńı, že y1, . . . , yk jsou extrémńı hodnoty překračuj́ıćı práh u, tj. jsou to
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takové hodnoty, pro které plat́ı, že yj = xi pro xi > u, kde i ∈ {1, . . . , n}. A

necht’ excedenty přes práh u maj́ı tvar zj = yj − u, kde j = 1, . . . , k a pocháźı ze

zobecněného Paretova rozděleńı. Pak věrohodnostńı funkci lze zapsat ve tvaru:

L(σu, ξ) =
k∏
j=1

dH(u)(zj;σu, ξ)

dzj
.

Pro ξ 6= 0 lze logaritmus věrohodnostńı funkce zapsat ve tvaru

l(σu, ξ) = −k log σu −
(

1 +
1

ξ

) k∑
j=1

log

(
1 + ξ

zj
σu

)

v př́ıpadě, že je člen
(

1 + ξ
zj
σu

)
> 0, pro i = j, . . . , k. V opačném př́ıpadě je

l(σu, ξ) = −∞.

Pokud je ξ = 0, pak má logaritmus věrohodnostńı funkce tvar:

l(σu) = −k log σu −
1

σu

k∑
j=1

zj.

Hledané parametry σu a ξ źıskáme maximalizaćı logaritmické věrohodnostńı fun-

kce. V tomto př́ıpadě nelze lokálńı maximum logaritmické věrohodnostńı funkce

hledat analyticky a je zapotřeb́ı použ́ıt vhodnou numerickou metodu.

Pravděpodobnostně vážené momenty

Metoda pravděpodobnostně vážených moment̊u (PVM) je stejně, jako kla-

sická metoda moment̊u, založena na porovnáńı obecných PVM s jejich empi-

rickými protěǰsky. Necht’ X je náhodná spojitá veličina s distribučńı funkćı F .

Pak pravděpodobnostě váženými momenty nazýváme veličiny

Mp,r,s = E[Xp(F (X))r(1− F (X))s],

kde parametry p, r a s jsou reálná č́ısla. Pro zobecněné Paretovo rozděleńı se

ukazuje za vhodné zvolit parametr p = 1 a r = 0. Potom pravděpodobnostně
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vážené momenty existuj́ı a za předpokladu, že ξ < 1, maj́ı tvar:

αs = M1,0,s =
σu

(s+ 1)(s+ 1− ξ)
.

Při s=0 a s=1 jsme schopni odvodit analytické vyjádřeńı paramatr̊u σu a ξ, a to

takto:

σu =
2α0α1

α0 − 2α1

,

ξ = 2− α0

α0 − 2α1

.

Odhad parametr̊u σu a ξ metodou pravděpodobnostně vážených moment̊u źıskáme,

pokud mı́sto moment̊u α0 a α1 použijeme jejich odhady. Takovým nevychýleným

odhadem je

αs =
1

k

k∑
j=1

(k − j)(k − j − 1) . . . (k − j − s+ 1)

(k − 1)(k − 1) . . . (k − s)
zj:k,

kde zj:k je pořádková statistika náhodného výběru velikosti k z rozděleńı s dis-

tribučńı funkćı F . Výhodou této metody je jej́ı jednoduchost a dobré výsledky

při odhadu parametr̊u na základě malého rozsahu výběru.

Penalizovaná věrohodnostńı funkce

Penalizováńı maximálńı věrohodnostńı funkce nám umožňuje zahrnout do

odhadu parametr̊u skrze penalizačńı funkci informaci, která doplňuje poznatky

z dat. Mezi nejběžněji použ́ıvané patř́ı neparametrické vyhlazováńı, které pe-

nalizuje nerovnosti věrohodnostńı funkce. Penalizovaná věrohodnostńı funkce je

definována jako:

Lp(σu, ξ) = L(σu, ξ)P (ξ),

kde L(σu, ξ) je věrohodnostńı funkce a P (ξ) je penalizačńı funkce. V této práci si

představ́ıme penalizačńı funkci podle Colese a Dixona uvedenou v [6], která za-

hrnuje do odhadu informaci, že hodnoty hledaného parametru tvaru ξ jsou menš́ı
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než jedna, a že hodnoty parametru ξ bĺıže k jedné, jsou méně pravděpodobné.

Tato funkce má tvar:

P (ξ) =


1, pro ξ ≤ 0,

exp
{
− λ

(
1

1−ξ − 1
)α }

, pro 0 < ξ < 1,

0, pro ξ ≥ 1.

Parametry α a λ je rozumné nastavit na hodnotu jedna. Tato kombinace se

na základně experimentu provedeného v [6], jev́ı jako nejvýhodněǰśı. Penalizačńı

funkce pro vybrané hodnoty α a λ je zobrazena na obrázku 2.1.

Hodnoty σ̂u a ξ̂, které maximalizuj́ı funkci Lp, pak představuj́ı hledané odhady

pomoćı penalizačńı věrohodnostńı funkce.

Obrázek 2.1: Penalizačńı funkce pro vybrané hodnoty α a λ. Zdroj: [16].

Porovnáńı metod

Kvalita odhad̊u se často posuzuje z hlediska přesnosti odhad̊u extrémńıch

kvantil̊u rozděleńı GPD. Takovýto odhad kvantilu qp dostaneme dosazeńım źıska-
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ných odhad̊u parametr̊u ξ̂ a σ̂ požadovanou metodou do vzorce:

q̂p =

{
− σ̂u

ξ̂
(1− p−ξ̂), pro ξ̂ 6= 0,

−σ̂u log p, pro ξ̂ = 0.

V [6] byla zkoumána přesnost odhad̊u metodou maximálńı věrohodnosti a meto-

dou pravěpodobnostně vážených moment̊u na základě simulaćı. Při těchto simu-

laćıch bylo vygenerováno tiśıce vzork̊u r̊uzných velikost́ı z distribuce zobecněného

extremálńıho rozděleńı při fixovaných hodnotách parametru polohy µ a rozptylu

σ, ale s r̊uznými hodnotami parametru tvaru ξ. Při výpočtech byly použity blo-

ková maxima, ale dle [13] lze dokázat, že stejných závěr̊u by se dosáhlo i za použit́ı

metody excedent̊u přes vysoký práh.

Na základě této simulace bylo zjǐstěno, že při malých počtech vzork̊u (n ≤ 15)

metoda maximálńı věrohodnosti, co se vychýleńı a středńı kvadratické chyby týče,

dosahuje horš́ıch výsledk̊u v porovnáńı s metodou pravěpodobnostně vážených

moment̊u. To je patrné zejména při odhadu extrémńıch kvantil̊u qp za předpokladu,

že ξ je kladné. Př́ıčina horš́ıho odhadu byla vysvětlena po prozkoumáńı hodnot

p̊uvodńıch parametr̊u uvažované distribuce z nichž se generovaly vzorky hodnot.

Bylo zjǐstěno, že hlavńı rozd́ıl mezi metodami je patrný z distribuce odhadu para-

metru ξ, která je v př́ıpadě aplikováńı metody maximálńı věrohodnosti pozitivně

vychýlená. Nav́ıc kvantil qp je nelineárńı funkćı parametru ξ, a proto i malé pozi-

tivńı vychýleńı od skutečné hodnoty parametru ξ vede k podstatnému vychýleńı

od skutečné hodnoty kvantilu.

Dále je rovněž uvedeno, že rozd́ılný výkon odhadu metod může být zp̊usoben

rozd́ılnými předpoklady. V př́ıpadě metody pravděpodobnostně vážených mo-

ment̊u se předpokládá, že ξ < 1, č́ımž se redukuje parametrický prostor odhadu

z (−∞,∞) na (−∞, 1). V d̊usledku toho se zmenšuje i výběrový rozptyl od-

hadu parametru ξ. Dále, s rostoućı hodnotou ξ se zvětšuje negativńı vychýleńı

jeho odhadu. Pokud se pod́ıváme na definici kvantilu, jako na nelineárńı funkci

proměnné ξ, je evidentńı, že podhodnoceńım odhadu docháźı k menš́ı penalizaci,

co se středńı kvadratikcké chyby týče, než při nadhodnoceńı odhadu ξ. Jinak

řečeno, metoda pravěpodobnostně vážených moment̊u představuje určitý kom-
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promis mezi vychýleńım a rozptylem odhadu parametru ξ. V d̊usledku toho se

u distribučńı funkce extrémńıch kvantil̊u qp, která je vytvořena na základě od-

had̊u metodou pravěpodobnostně vážených moment̊u, nevyskytuj́ı těžké konce,

tak jako u distribuce vytvořené na základě metody věrohodnostńı funkce.

Aby bylo možné obě metody objektivně porovnat, je zapotřeb́ı omezit para-

metr tvaru na hodnoty ξ < 1 i při odhadu metodou maximálńı věrohodnosti.

Jedńım z řešeńım je sestaveńı vhodné penalizačńı funkce, která by obsahovala

informaci o požadované struktuře ξ. Na této myšlence je založena již zmı́něná

metoda penalizované věrohodnostńı funkce.

2.3. Ověřeńı modelu

Následuj́ıćı část práce se zabývá dvěmi rozd́ılnými zp̊usoby, jak ověřit kvalitu

sestaveného modelu založeném na zobecněném Paretově rozděleńı. Konkrétně se

jedná o ověřeńı sestaveného modelu pomoćı grafických a statistických metod.

2.3.1. Grafické ověřeńı sestaveného modelu

Grafické ověřeńı neposkytuje jednoznačnou odpověd’, zda zvolený model od-

pov́ıdá dat̊um. Graf slouž́ı pouze jako vizuálńı podklad při rozhodováńı, který

ale nedá jasnou odpověd’. Konečné rozhodnut́ı, zda je model zvolen správně či

nikoliv, zálež́ı na pohledu, zkušenosti a znalosti hodnotitele. Ačkoliv tyto metody

neposkytuj́ı jednoznačnou odpověd’, lze na jejich základě učinit rozbor možné

př́ıčiny nesouladu s navrženým modelem. Nav́ıc ověřováńı modelu na základě

grafických metod je citlivěǰśı než ověřováńı pomoćı test̊u, kde schopnost deteko-

vat nevhodný model záviśı na śıle testu. Proto je vhodné při analýze přihĺıžet

k závěru obou metod. Dále jsou uvedeny některé grafické metody, které lze při

analýze použ́ıt.

Probability plot

Tato metoda porovnává hodnoty empirické distribučńı funkce s hodnotami

teoretické distribučńı funkce. Necht’ z1:k ≤ z2:k ≤ . . . ≤ zk:k je k vzestupně
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uspořádaných excedent̊u z1, . . . , zk přes práh u. z1, . . . , zk jsou tedy takové hod-

noty, které lze definovat vztahem zj = xj − u, kde j ∈ {1, . . . , k} je index od-

pov́ıdaj́ıćı hodnotě xi, která splňuje, že xi > u a kde x1, . . . xn jsou napozorovaná

data. Empirickou distribučńı funkci lze definovat vztahem:

H̃(u)(zj:k) =
1

k

k∑
i=1

I(zi:k ≤ zj:k) =
j

k

a teoretickou distribučńı funkci lze sestavit dosazeńım odhadnutých parametr̊u

do vzorce pro rozděleńı GPD, č́ımž źıskáme:

Ĥ(u)(zj:k) = 1−
(

1 + ξ̂
zj:k
σ̂u

)−1

ξ̂

.

Probability plot pak tvoř́ı body

{(H̃(u)(zj:k), Ĥ
(u)(zj:k)); j = 1, . . . , k}.

Pokud je navržený model správný, pak jsou hodnoty H̃(u)(zj:k) a Ĥ(u)(zj:k) pro

každé j téměř shodné a body by tak měly ležet na př́ımce, bĺızké ose prvńıho

kvadrantu. Jakékoliv odchýleńı poukazuje na nedostatky modelu. Nevýhodou této

metody je, že s rostoućı hodnotou j se hodnoty empirické i teoretické funkce bĺıž́ı

jedné. O tom jak model sed́ı na velké hodnoty, tak máme méně informaćı.

Quantile-Quantile plot

Quantile-Quantile plot (Q-Q plot) představuje alternativu k probability plotu,

která se snaž́ı odstranit jeho nedostatky. Tento graf vykresluje proti sobě hodnoty

kvantil̊u teoretického a empirického rozděleńı. Q-Q plot pak představuj́ı body{((
Ĥ(u)

)−1( j
k

)
, zj:k

)
; j = 1, . . . , k

}
,

kde (
Ĥ(u)

)−1( j
k

)
= − σ̂u

ξ̂

(
1−

(
1− j

k

)−ξ̂)
.

Tak jako u probability plotu se body v př́ıpadě nevhodného modelu odchyluj́ı od

osy prvńıho kvadrantu.
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Return level plot

Return level plot se obzvláště hod́ı pro ověřeńı vhodnosti modelu extrémńıch

hodnot. Konec distribučńı funkce v takovém př́ıpadě bývá nahuštěný. Return

level plot je tvořen křivkou definovanou jako:

{(log yp, q̂p); 0 < p < 1},

kde q̂p je odhad kvantilu qp a yp je definován jako yp = − log(1− p). Do grafu se

proti yp rovněž vykresluj́ı i hodnoty empirických kvantil̊u reprezentujićı data. Ty

jsou reprezentovány body. Jakákoliv odchylka bod̊u od křivky poukazuje na ne-

dostatky modelu. Tento graf lze často vidět společně s vykresleným konfidenčńım

intervalem pro zvýšeńı informativnosti.

Z tohoto grafu lze rovněž vyč́ıst, jaká je pravděpodobnost, že daná hodnota

bude překročena. Pokud by vodorovná osa představovala return period, tj. stručně

řečeno pr̊uměrnou dobu, za kterou dojde k opakováńı události. A svislá osa by

představovala return level (totéž jako kvantil), což označuje maximálńı hodnotu,

ke které během return periody docháźı. Pak lze popsat vztah mezi distribučńı

funkćı, kvantilovou funkćı a return level plotem pomoćı schématu na obrázku

2.2.

Obrázek 2.2: Vztah mezi distribučńı funkćı, kvantilovou funkćı a return level
plotem. Zdroj: [10].
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Density plot

Posledńı graf, o kterém tato část pojednává, je density plot, který narozd́ıl

od již dř́ıve zmı́něných neporovnává teoretickou distribuci s empirickou. V tomto

př́ıpadě graf porovnává hustotu navrženého modelu s normovaným histogramem

sestaveného z napozorovaných hodnot. Tato metoda se ovšem jev́ı jako méně

informativńı, nebot’ je závislá na velikosti zvolených interval̊u histogramu.

2.3.2. Statistické ověřeńı sestaveného modelu

Při statistickém ověřeńı modelu se použ́ıvaj́ı testové statistiky, které jsou

založeny na porovnáńı empirické a distribučńı funkce. Narozd́ıl od grafické analýzy

se lze, na základě hodnoty testové statistiky jednoznačně rozhodnout na zvolené

hladině významnosti α, zda je sestavený model správný. V této práci si bĺıže

představ́ıme tři testové statistiky.

Kolmogorov̊uv-Smirnov̊uv test

Tato metoda patř́ı mezi neparametrické testy a je založena na měřeńı ma-

ximálńı vzdálenosti empirické a teoretické distribučńı funkce. Definujme nyńı:

D+ = max
1≤j≤k

{ j
k
− Ĥ(u)(zj:k)

}
,

D− = max
1≤j≤k

{
Ĥ(u)(zj:k)−

j − 1

k

}
,

D = max{D+, D−},

kde Ĥ(u) je teoretická distribučńı funkce, z1:k ≤ z2:k ≤ . . . ≤ zk:k je k vzestupně

uspořádaných extrémńıch hodnot přes práh u a D je testová statistika. Nulovou

hypotézu o shodě empirické a teoretické distribučńı funkce zamı́táme na hladině

významnosti α, pokud je hodnota testové statistiky D větš́ı než př́ıslušná tabe-

lovaná kritická hodnota.
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Cramer-von Mises test

Tento test je založen na testové statistice ve tvaru:

W 2 =
1

12k
+

k∑
j=1

(
Ĥ(u)(zj:k)−

2j − 1

2k

)2

,

která se rovněž porovnává s př́ıslušnou tabelovanou hodnotou.

Anderson-Darling̊uv test

Tento test dává větš́ı váhu konc̊um distribučńı funkce než již zmı́něný Kol-

mogorov̊uv-Smirnov̊uv test a je definován předpisem:

A2 = −1

k

k∑
j=1

(2j − 1)(log Ĥ(u)(zj:k) + log Ĥ(u)
(
z(k+1−j:k)

)
− k.

Kritické hodnoty u předešlých metod jsou tabelovány. Tato metoda využ́ıvá

k výpočt̊um kritických hodnot distribučńı funkci, d́ıky čemuž je test v́ıce cit-

livý. Na druhou stranu je však nutné pro každou testovanou distribuci kritické

hodnoty modifikovat.

Porovnáńı testových statistik

Z historického hlediska se nejv́ıce použ́ıval Kolmogorov̊uv-Smirnov̊uv test,

ale vzhledem k jeho malé śıle testu se nyńı v praxi nejv́ıce použ́ıvá citlivěǰśı

Anderson-Darling̊uv test, popř́ıpadě Cramer-von Mises̊uv test.
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Kapitola 3

Modelováńı výše škod pro
stanoveńı netto zajistného v
WXL-R zajǐstěńı

Čtenář již byl seznámen s teoríı dané problematiky. Tato kapitola se pokouš́ı

na základě reálných dat nabyté znalosti využ́ıt při sestaveńı vhodného modelu

potřebného pro výpočet ceny netto zajistného ve WXL-R zajǐstěńı. Čerpáno je

předevš́ım z [5] a [14]. Součást́ı kapitoly jsou vybrané př́ıkazy ze statistického

programu R, jenž byly během této analýzy použity. Celý zdrojový kód s výpočty

z této kapitoly je pak dostupný v přiloženém CD.

V úvodu této kapitoly je čtenář nejprve seznámen s daty. K tomu je využita

popisná statistika. Dále jsou představeny dva pohledy, jakými lze daná data

modelovat, přičemž ćılem je naj́ıt model, který by dobře popisoval předevš́ım

pravděpodobnostńı rozděleńı vysokých hodnot napozorovaných dat, nebot’ ta-

kové hodnoty jsou d̊uležité při kalkulaci ceny WXL-R zajistného.

Jako prvńı je představen př́ıstup, při kterém je model sestavený na základě

všech dostupných hodnot dané proměnné. Jako druhý je představen př́ıstup,

který se pokouš́ı naj́ıt vhodný práh, přes který se napozorované hodnoty mode-

luj́ı zobecněným Paretovým rozděleńım. K odhadu parametr̊u tohoto rozděleńı je

využita metoda maximálńı věrohodnoti, metoda penalizované maximálńı věroho-

dnosti a metoda pravděpodobnostně vážených moment̊u. V závěru je zhodnoceno,

který z př́ıstup̊u je vhodněǰśı při modelováńı extrémńıch (vysokých) hodnot. Oba
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modely odpov́ıdaj́ıćı těmto př́ıstup̊um jsou následně využity ke kalkulaci ceny

netto zajistného v WXL-R zajǐstěńı.

3.1. Seznámeńı s daty

Pro praktickou část této práce jsme zvolili datovou sadu, která popisuje celko-

vou výši nároku zákazńıka při pojǐstěńı vozidla ve státech Iowa, Kansas, Missouri,

Nebraska a Oklahoma za rok 2011. Datový set zohledňuje i jiné faktory, přičemž

celkově má 9 134 pozorováńı a 26 sloupc̊u:

Customer, Country, State.Code, State, Claim.Amount, Response, Coverage,

Education, Effective.To.Date, EmploymentStatus, Gender, Income,

Location.Code, Marital.Status, Monthly.Premium.Auto, Number.of.Policies,

Months.Since.Last.Claim, Months.Since.Policy.Inception, Policy.Type,

Policy, Number.of.Open.Complaints, Claim.Reason, Sales.Channel,

Total.Claim.Amount, V ehicle.Class, V ehicle.Size. Tato data jsou volně do-

stupná na internetové stránce [12]. Vzhledem k ćıli této práce byl k analýze

použit pouze sloupec Total.Claim.Amount (dále v textu označeno zkráceně jako

claims, data nebo datový soubor).

Hodnoty claims se pohybuj́ı od hodnoty 0,099 do 2 893,240 s celkovou hodno-

tou nárok̊u ve výši 3 964 967,05, přičemž horńı kvartil je roven hodnotě 547,515.

Pro pozorováńı jsou tedy typičtěǰśı nižš́ı hodnoty, v porovnáńı s rozsahem sou-

boru hodnot. Dále je v tabulce 3.1 uveden výstup z programu R s přehledem

základńıch charakteristik (minimum, dolńı kvartil, medián, pr̊uměr, horńı kvartil,

maximum, směrodatná odchylka, šikmost). Data jsou rovněž pro lepš́ı představu

Tabulka 3.1: Přehled základńıch charakteristik: minimum (Min.), dolńı kvartil
(Q1), medián, pr̊uměr, horńı kvartil (Q3), maximum (Max.), směrodatná od-
chylka (sd), šikmost.

Min. Q1 Medián Pr̊uměr Q3 Max. sd Šikmost

0,099 272,26 383,95 434,09 547,515 2 893,24 290,5 1,715
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vizualizována graficky. Na obrázku 3.1 je k nahlédnut́ı boxplot, kde červená hori-

zontálńı linka představuje pr̊uměr a černá, tučně zvýrazněná medián. Z boxplotu

je rovněž patrné, že data obsahuj́ı odlehlé hodnoty. Na základě techto dat se po-

kuśıme stanovit cenu netto zajistného v WXL-R zajǐstěńı s prioritou a = 2 000.

Obrázek 3.1: Boxplot pro hodnoty claims.

3.2. Modelováńı výše škod na základě celého da-

tového souboru

V předešlé části jsme si představili základńı charakteristiky datového sou-

boru. Nyńı bude naš́ım ćılem naj́ıt vhodný model, který by věrohodně popisoval

(vysoké) extrémńı hodnoty datového souboru. Vytvoř́ıme proto nejprve model,

který by dobře reprezentoval celková data s t́ım, že náš hlavńı zájem je zaměřen

na to, jak dobře aproximuje koncové hodnoty.

Ve statistice se nejčastěji setkáme s normálńım rozděleńım, ke kterému by jsme

se rádi přibĺıžili. V tomto př́ıpadě se ale, dle histogramu 3.2, nejedná o data z to-
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hoto rozděleńı. Ani při logaritmovańı dat histogram nevykazoval tvar pocházej́ıćı

z normálńıho rozděleńı. Data se proto pokuśıme modelovat gamma rozděleńım.

V programu R jsme pro odhad parametr̊u gamma rozděleńı metodou maximálńı

Obrázek 3.2: Histogram pro hodnoty claims.

věrohodnosti použili funkci fitdistr() z knihovny MASS. Na základě tohoto od-

hadu parametr̊u byl vytvořen obrázek 3.3, kde je vyzobrazen histogram upravený

tak, aby plocha pod křivkou byla rovna jedné. Histogram lemuje černá křivka,

která odpov́ıdá empirickému rozděleńı. Společně s touto křivkou je v grafu zob-

razena i křivka červená, reprezentuj́ıćı hustotu gamma rozděleńı s odhadnutým

parametrem měř́ıtka rovný hodnotě 226,3495 a s odhadnutým parametrem tvaru

rovný hodnotě 1,9178. Červená křivka odpov́ıdaj́ıćı hustotě gamma rozděleńı při

koncových hodnotách zhruba koṕıruje černou empirickou křivku, čili z tohoto

pohledu nelze ř́ıci, že by daný model vyloženě nevyhovoval.

Pro grafickou diagnostiku správnosti modelu je lepš́ı použ́ıt Q-Q plot, který

pro daná data najdeme na obrázku 3.4. Na něm je patrné, že až na koncové hod-

noty, body koṕıruj́ı červeně označenou osu prvńıho kvadrantu. Zdá se tedy, že

model celkově sed́ı na data uspokojivě. Lze dokonce ř́ıci, že přibližně do hodnoty

1 600 model aproximuje data dobře. Avšak při krajńıch vysokých hodnotách mo-
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del selhává. Pokud je naš́ım ćılem modelovat data pro výpočet ceny zajǐstěńı, kde

hlavńım zájmem je co nejlépe odhadnout nastáńı vysokých hodnot, je evidentńı,

že tento model neńı zcela ideálńı. Jako řešeńı se jev́ı, zaměřit se zvlášt’ na tu část

dat, která nás předevš́ım zaj́ımá, a tak dosáhnout přesněǰśıho popisu chováńı

krajńıch vysokých hodnot.

Obrázek 3.3: Normovaný histogram hodnot claims společně s hustototou gamma
rozděleńı Γ(1, 9178; 226, 3495).

Obrázek 3.4: Q-Q plot z gamma rozděleńı Γ(1, 9178; 226, 3495).
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3.3. Modelováńı výše škod na základě koncových

hodnot datového souboru

Připomeňme si, že v našem zájmu je, co nejlépe modelovat předevš́ım (vysoké)

extrémńı hodnoty. V této části práce už nebudeme modelovat celá data, jako

v předešlém př́ıpadě, ale pokuśıme se naj́ıt vhodnou prahovou hodnotu u, která by

definovala extrémńı hodnoty. Hodnoty, které přesáhnou práh u budeme následně

modelovat zobecněným Paretovým rozděleńım.

3.3.1. Výběr vhodného prahu

Pro výběr vhodného prahu využijeme následuj́ıćı grafy z teoretické části práce:

mean residual plot, threshold choice plot a L-moments plot. Detailněji si jednot-

livé grafy aplikované na data claims rozebereme, přičemž na konci této části se

pokuśıme na základě všech poznatk̊u z těchto graf̊u vybrat nejoptimalněǰśı práh.

Mean residual plot

Tak jako v teoretické části si jako prvńı představ́ıme mean residual plot, který

jsme v programu R vykreslili pomoćı př́ıkazu mrl.plot(claims, conf = 0.95).

Jedná se o grafickou metodu výběru prahu, kdy vodorovná osa představuje zvo-

lenou prahovou hodnotu u a svislá osa představuje výběrový pr̊uměr z kladných

hodnot, které popisuj́ı o kolik dané pozorováńı přesáhlo daný práh u (Mean ex-

cess). Tento graf je zobrazen na obrázku 3.5 společně s 95% konfidenčńım in-

tervalem (červená křivka). Za optimálńı práh u se považuje taková hodnota, od

které je závislost v grafu přibližně lineárńı. Dále je třeba brát v potaz počet po-

zorováńı, které přesahuj́ı práh, nebot’ s klesajićım počtem pozorováńı se zvyšuje

š́ı̌rka konfidenčńıho intervalu. Čtenáře upozorňujeme, že volba prahu na základě

grafických podklad̊u je subjektivńı.

Tento typ grafu lze využ́ıt i k samotnému odhadu parametru tvaru zobecněného

Paretova rozděleńı, a to na základě metody vážených nejmenš́ıch čtverc̊u, kde

váhy jsou normované a odpov́ıdaj́ı poměru počtu pozorováńı přesahuj́ıćı daný
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práh ku celkovému počtu pozorováńı. Odhad parametru tvaru pak odpov́ıdá

směrnici př́ımky, která by proložila data přes zvolený práh.

Graf na obrázku 3.5 vykazuje lineárńı chováńı přibližně do hodnoty u = 400,

pak se směrnice pomyslné př́ımky zcela měńı. Od hodnoty prahu 500 se zdaj́ı

být hodnoty mean exces̊u rovněž lineárně závislé na hodnotě prahu, a to až do

hodnoty u = 1 000, od které trend začne mı́rně klesat, a to přibližně až do

hodnoty u = 1 300. Od hodnoty prahu u = 1 500 hodnoty mean exces̊u vykazuj́ı

lineárně klesaj́ıćı pr̊uběh. Počet hodnot přesahuj́ıćı zmı́něné prahy jsou uvedeny

v tabulce 3.2.

Tabulka 3.2: Počet excedent̊u přes zvolený práh u.

Práh u 400 500 1 000 1 300 1 500

Počet excedent̊u 4 349 2 945 403 167 66

Obrázek 3.5: Mean residual plot pro hodnoty claims.

Threshold choice plot

Dále si data vizualizujeme pomoćı threshold choice plotu. K tomu lze využ́ıt

př́ıkaz tcplot(claims), jehož vyýstupem jsou grafy na obrázku 3.6. Ty zobra-

zuj́ı empirické odhady modifikovaného parametru měř́ıtka a tvaru, v závislosti
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na volbě hodnoty prahu, společně s 95% konfidenčńımi intervaly. Při výběru

vhodného prahu spoléháme na stabilitu parametr̊u. Zobecněné Paretovo rozděleńı

je lineárńı funkćı prahové hodnoty u, proto by měl parametr měř́ıtka vykazo-

vat lineárńı pr̊uběh pro hodnoty, které jsou větš́ı než optimálńı práh. Graf pro

parametr tvaru by měl vykazovat pro hodnoty přes optimálńı práh konstantńı

pr̊uběh. Při výběru prahu je rovněž nutné zohlednit i variabilitu odhadu para-

metru. Z obrázku 3.6 je patré, že pr̊uběh křivek je přibližně protich̊udný, aneb

Obrázek 3.6: Threshold choice plot pro hodnoty claims.

když jedna klesá, druhá roste a naopak. V obou př́ıpadech tak docháźı k změně

trendu křivek přibližně při těchto následuj́ıćıch hodnotách prahu, tj. u = 1 300,

u = 1 500, u = 1 900 a u = 2 100. Povšimněme si rovněž, že pr̊uběh křivky

modifikovaného měř́ıtka je přibližně konstantńı asi do hodnoty u = 1 300, pak

je pr̊uběh křivky znatelně kolisavěǰśı. S touto hodnotou prahu rovněž poměrně

rychle nar̊ustá rozptyl modifikovaného měř́ıtka, který souviśı s počtem hodnot

přesahuj́ıćı daný práh. Tyto počty pro zmı́něné prahy jsou uvedeny v tabulce 3.3.
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Tabulka 3.3: Počet excedent̊u přes zvolený práh u.

Práh u 1 300 1 500 1 900 2 100

Počet excedent̊u 167 66 30 13

L-moments plot

L-moments plot aplikovaný na data claims je zobrazen na obrázku 3.7. Graf

zobrazuje červenou křivkou teoretický vztah mezi L-̌sikmost́ı a L-̌spičatost́ı, tj.

τ4 = τ3(1+5τ3)/(5+τ3), společně s černou křivkou, která představuje vztah mezi

empirickými odhady L-̌sikmost́ı a L-̌spičatost́ı, které by ideálně měly červenou

křivku koṕırovat. Horńı konec černé křivky na obrázku 3.7 představuje empirické

Obrázek 3.7: L-moments plot pro hodnoty claims.

odhady pro nejnižš́ı práh a je označen č́ıslem nula. S rostoućım prahem se křivka

bĺıž́ı k teoretické červené křivce, kterou přibližně při hodnotě prahu u = 400

protne. Dále se j́ı ještě přibĺıž́ı např́ıklad při hodnotách bĺızké prahu u = 1 500 a

u = 2 000. S hodnotou prahu u = 2 200 se černá křivka zač́ıná zcela vzdalovat od
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červené křivky k ose τ3. Optimálńı prahová hodnota by tak ideálně neměla o moc

překračovat tuto zmı́něnou hodnotu prahu. Počet hodnot přesahuj́ıćı zmı́něné

prahy jsou uvedeny v tabulce 3.4.

Tabulka 3.4: Počet excedent̊u přes zvolený práh u.

Práh u 400 1 500 2 000 2 200

Počet excedent̊u 4349 66 19 11

Výběr prahu

Jak jsme se již zmı́nili, nelze na základě grafických podklad̊u zvolit vhodný

práh jednoznačně. Výběr je subjektivńı a zálež́ı na pohledu analytika. Při výběru

je třeba brát v potaz, že zvolený práh by neměl být př́ılǐs vysoký ani př́ılǐs ńızky,

nebot’ v prvńım př́ıpadě hroźı málo hodnot přesahuj́ıćı práh a v druhém př́ıpadě

hroźı, že by se analýza zakládala na hodnotách, které nejsou extrémńı, ale sṕı̌se

běžné. Dále je třeba při výběru prahu přihĺıžet i k následnému využit́ı modelu.

Ćılem této práce je sestavit vhodný model pro výpočet ceny netto zajistného.

V takovém př́ıpadě se doporučuje zvolit práh podstatně menš́ı než je hodnota

zvolené priority a. Pokud vezmeme v úvahu všechny poznatky z výše uvedených

graf̊u, přikláńıme se k výběru prahu u = 1 500.

3.3.2. Modelováńı koncových hodnot zobecněným Pareto-

vým rozděleńım

V předešlé části jsme se zabývali výběrem vhodného prahu u, který by nám

definoval hodnotu, od které lze napozorovaná data považovat za extrémńı (z hle-

diska vysokých hodnot). Výši přesahu těchto extrémńıch hodnot přes práh u se

nyńı pokuśıme modelovat pomoćı zobecněného Paretova rozděleńı. V teoretické

části jsme si pro odhad parametr̊u tohoto rozděleńı (tvaru, měř́ıta) představili tyto

metody: metoda maximálńı věrohodnosti, metoda pravděpodobnostně vážených

moment̊u a metoda penalizované maximálńı věrohodnosti. Každá metoda může
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mı́t trochu odlǐsné výsledky, proto na datech vyzkouš́ıme všechny tři metody od-

had̊u. Zároveň pro demonstraci budeme analyzovat i prahy, které jsme nevybraly

jako nejoptimálněǰśı, ale uvažovali jsme nad nimi, tj. u = 1 300, u = 1 500 a

u = 1 700. Kvalitu model̊u pro dané prahy a metody odhad̊u budeme následně

ověřovat graficky.

Odhad parametr̊u zobecněného Paretova rozděleńı

V programu R je pro odhad parametr̊u zobecněného Paretova rozděleńı do-

stupná funkce fitgpd(). Tuto funkci aplikujeme na data claims př́ıkazem

fitgpd(claims, threshold,method)$param,

kde parametr threshold nahrad́ıme hodnotou požadovaného prahu a mı́sto pa-

rametru method udáme v uvozovkách anglicky danou zkratku metody odhadu

parametr̊u, kterou požadujeme. Pro metodu maximálńı věrohodnosti je to ”mle”.

Pro metodu pravděpodobnostně vážených moment̊u je to ”pwmb”a pro metodu

penalizované maximálńı věrohodnosti je to ”mple”. Pro takto źıskané odhady

parametr̊u lze použit́ım př́ıkaz̊u

gpd.fishape(fitted, conf) a gpd.fiscale(fitted, conf)

źıskat jejich konfidenčńı intervaly. Prvńı z př́ıkaz̊u odpov́ıda konfidenčńımu in-

tervalu odhadu parametru tvaru, druhý pak konfidenčńımu intervalu odhadu

měř́ıtka. Parametr fitted odpov́ıdá výstupu již zmı́něné funkce

fitgpd(claims, threshold,method),

pro dané nastaveńı prahu a metody, a parametr conf odpov́ıdá hodnotě zvolené

pravděpodobnosti spolehlivosti daného intervalu. V této práci jsme zvolili 95%

konfidenčńı interval pro všechny kombinace prah̊u a metod, tj conf = 0.95.

Odhady parametru tvaru ξ společně s 95% konfidenčńım intervalem jsou

k nahlédnut́ı v tabulce 3.5. Ty vykazuj́ı záporné hodnoty odhadu pro prahy

u = 1 500 a u = 1 700 při aplikaci všch třech již zmı́něných metod odhadu, tj.

49



Tabulka 3.5: Odhad parametru tvaru ξ pro zvolenou metodu odhadu a zvolený
práh u.

Metoda Práh u Odhad ξ 95% konfidenčńı interval
mle 1 300 0,2779 (0,0294 ; 0,5264)
mle 1 500 -0,2762 (-0,4775 ; -0,0748)
mle 1 700 -0,2696 (-0,5224 ; -0,0169)

mple 1 300 0,2508 (0,0192 ; 0,4823)
mple 1 500 -0,2758 (-0,4773 ; -0,0742)
mple 1 700 -0,2697 (-0,5227 ; -0,0167)

pwmb 1 300 0,2625 (0,0672 ; 0,4578)
pwmb 1 500 -0,2776 (-0,5937 ; 0,0384)
pwmb 1 700 -0,3541 (-0,7616 ; 0,0533)

metoda maximálńı věrohodnosti, metoda penalizované maximálńı věrohodnosti

a metoda pravděpodobnostně vážených moment̊u. Jedná se tak o Beta rozděleńı.

Pokud se zaměř́ıme pouze na odhady parametru tvaru metodou maximálńı věro-

hodnosti a metodou penalizované maximálńı věrohodnosti, zjist́ıme, že jsou prak-

ticky totožné. Jak již bylo uvedeno v teoretické části, penalizačńı funkce v př́ıpadě

záporné hodnoty parametru tvaru nabývá hodnoty jedna. V takovém př́ıpadě se

pak penalizovaná věrohodnotńı a věrohodnostńı funkce rovnaj́ı. Drobné rozd́ıly

v odhadech parametr̊u jsou zde pak patrně zp̊usobeny r̊uznou toleranćı nume-

rických algoritmů maximalizuj́ıćı tyto funkce v programuR. Tyto hodnoty můžeme

dále porovnat s odhady parametru tvaru metodou pravděpodobnostně vážených

moment̊u. Rozd́ıly v odhadech jsou při hodnotě prahu u = 1 500 nepatrné, avšak

při hodnotě prahu u = 1 700 už můžeme pozorovnat rozd́ıly větš́ı. Při prahové

hodnotě u = 1 300 již můžeme pozorovnat rozd́ıly v odhadech parametru tvaru

u všech třech zvolených metod. Při této prahové hodnotě je odhad parametru

tvaru kladný a jedná se tak o Paretovo rozděleńı.

Odhady parametr̊u měř́ıtka společně s 95% konfidenčńım intervalem pro zvo-

lené prahové hodnoty u = 1 300, u = 1 500 a u = 1 700 jsou uvedeny v tabulce

3.6. Z ńı je rovněž patrné, že odhady parametru měř́ıtka jsou při zvoleńı me-

tody maximálńı věrohodnosti a metody penalizované maximálńı věrohodnosti
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Tabulka 3.6: Odhad parametru měř́ıtka σ pro zvolenou metodu odhadu a zvolený
práh u.

Metoda Práh u Odhad σ 95% konfidenčńı interval
mle 1 300 207,2639 (147,5293 ; 266,9986)
mle 1 500 496,4164 (343,9300 ; 648,9027)
mle 1 700 434,2434 (269,0335 ; 599,4532)

mple 1 300 212,2628 (152,6716 ; 271,8541)
mple 1 500 496,1168 (343,7666 ; 648,4669)
mple 1 700 434,3915 (269,0368 ; 599,7462)

pwmb 1 300 205,7064 (155,8949 ; 255,5180)
pwmb 1 500 496,9204 (313,8921 ; 679,9487)
pwmb 1 700 463,9393 (254,1049 ; 673,7738)

pro prahovou hodnoty u = 1 500 a u = 1 700 téměř totožné. Větš́ı hodnoty při

těchto praźıch pak dosahuj́ı odhady parametru měř́ıtka při aplikováńı metody

pravděpodobnostně vážených moment̊u.

Dodejme, že při malém vzorku dat (n ≤ 15) vykazuje odhad metodou pravdě-

podobnostně vážených moment̊u lepš́ıch výsledk̊u, co se vychýleńı a středńı kva-

dratické chyby týče, než metoda maximálńı věrohodnosti. Jelikož žádný z vy-

braných prah̊u negeneruje takto malý počet hodnot, přikláńıme se k odhadu

parametr̊u založeném na metodě maximálńı věrohodnosti.

3.3.3. Ověřeńı kvality modelu

Kvalitu odhadnutých parametr̊u pro jednotlivé prahové hodnoty a metody

odhadu lze ověřit pomoćı statistických test̊u nebo vizuálně pomoćı graf̊u. Oba

př́ıstupy si dále detailněji představ́ıme.

Statistické ověřeńı modelu

V této části práce se zaměř́ıme na statistické ověřeńı kvality model̊u. Pro

tento účel využijeme Anderson-Darling̊uv, Kolmogorov-Smirnov̊uv a Cramer-

von Mises̊uv test. V programu R jsou pro tyto testy implementovány funkce

ad.test(), ks.test() a cvm.test(). Vstupy těchto funkćı jsou obdobné pro všechny
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zmı́něné testy. Detailněji si proto představ́ıme pouze prvńı z funkćı, odpov́ıdaj́ıćı

Anderson-Darlingovu testu, kdy jsme pro výpočet p-hodnoty použili př́ıkaz

ad.test(claims[claims > u]− u, pgpd, shape, scale)$p.value,

kde claims jsou analyzovaná data, parametr u odpov́ıdá hodnotě zvoleného prahu

a pgpd je argument funkce, který odpov́ıdá zobecněnému Paretovu rozděleńı.

Parametr shape a scale odpov́ıdá hodnotě odhadu parametru tvaru a měř́ıtka

pro daný práh u a danou metodu odhadu parametr̊u uvedených v tabulkách 3.5

a 3.6. Přehled p-hodnot pro jednotlivé testy, při daných prahových hodnotách a

metodě odhadu parametr̊u jsou uvedeny v tabulce 3.7.

Ve všech př́ıpadech je p-hodnota> 0, 05. Nulovou hypotézu, že dané excedenty

pocháźı ze zobecněného Paretova rozděleńı s danými parametry, nelze na hladině

významnosti 0,05 zamı́tnout u žádného z uvedených př́ıpad̊u.

Tabulka 3.7: P-hodnoty při použit́ı Anderson-Darlingova testu (ad test),
Kolmogorov-Smirnovova testu (ks test) a Cramer-von Misesova testu (cvm test)
pro testováńı zobecněného Paretova rozděleńı s parametry dané hodnotou prahu
u a metodou odhadu parametr̊u.

Metoda Práh u ad test ks test cvm test
mle 1 300 0,1705 0,3101 0,2546
mle 1 500 0,9473 0,7769 0,8807
mle 1 700 0,9035 0,5659 0,7948

mple 1 300 0,1387 0,2434 0,2075
mple 1 500 0,9472 0,7747 0,8802
mple 1 700 0,9036 0,5672 0,7951

pwmb 1 300 0,1584 0,3550 0,2544
pwmb 1 500 0,9474 0,7786 0,8814
pwmb 1 700 0,8882 0,7339 0,8380

Grafické ověřeńı modelu

Již jsme ověřili správnost model̊u dle statistických test̊u. V této části ověř́ıme

modely vizuálně. Pro jednotlivé kombinace prahových hodnot a metod odhad̊u
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parametr̊u byly k ověřeńı vybrány tyto grafické metody: probability plot, Q-Q

plot, return level plot a density plot. Jejich výstupy jsou vzhledem k rozsáhlému

počtu zobrazeny na konci této kapitoly.

Probability plot zobrazuje empirické hodnoty kumulativńı distribučńı funkce

extrémńıch hodnot přesahuj́ıćı daný práh u v̊uči hodnotám kumulativńı dis-

tribučńı funkce teoretického zobecněného Paretova rozděleńı. V ideálńım př́ıpadě

jsou hodnoty schodné a lež́ı na ose prvńıho kvadrantu. Tento typ grafu pro hod-

noty přes práh u = 1 300 při odhadu parametr̊u zobecněného Paretova rozděleńı

metodou maximálńı věrohodnosti, penalizované maximálńı věrohodnosti a pravdě-

podobnostně vážených moment̊u je zobrazen na obrázku 3.9. Pro hodnoty přes

práh u = 1 500 (u = 1 700) jsou grafy zobrazeny na obrázku 3.10 (3.11). Jelikož

jsou odhady parametr̊u tvaru a měř́ıtka pro tyto prahové hodnoty při použit́ı od-

hadu metodou maximálńı věrohodnosti a penalizované maximálńı věrohodnosti

prakticky totožné, budeme dále uvádět’ grafické výstupy pouze pro metodu ma-

ximálńı věrohodnosti.

Q-Q plot zobrazuje uspořádané empirické hodnoty zkoumaného datového

souboru claims přesahuj́ıćı danou hodnotu u v̊uči kvantil̊um teoretického zo-

becněného Paretova rozděleńı. Při vhodně zvoleném rozděleńı body v grafu rovněž

koṕıruj́ı osu prvńıho kvadrantu jako u předešlého typu grafu. Rozd́ıly mezi mo-

dely při aplikováńı jednotlivých metod odhad̊u parametr̊u při hodnotě prahu

u = 1 300, u = 1 500 a u = 1 700 jsou patrné pomoćı Q-Q plotu na obrázćıch

3.12, 3.13 a 3.14. Na základě těchto graf̊u lze usuzovat, že až na modely s praho-

vou hodnotou u = 1 300, jsou modely zvolené vhodně, nebot’ body v Q-Q plotu

koṕıruj́ı červenou teoretickou křivku.

Return level plot pro napozorované datové hodnoty claims přesahuj́ıćı prahy

u = 1 300, u = 1 500 a u = 1 700 při použit́ı jednotlivých metod odhad̊u para-

metr̊u jsou zobrazeny na obrázćıh 3.15, 3.16 a 3.17. V tomto př́ıpadě rovněž při

vhodně zvoleném modelu body v grafu koṕıruj́ı červenou křivku. Tomu se nejv́ıce

bĺıž́ı modely při prahové hodnotě u = 1 500 a u = 1 700.

Density plot zobrazuje normovaný histogram datových hodnot přesahuj́ıćıch
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daný práh u. Histogram je vyzobrazen společně s černou křivkou, která jeho tvar

koṕıruje a odpov́ıdá tak empirické hustotě. Hustota teoretického zobecněného

Paretova rozděleńı je zobrazena červeně. Tento typ grafu pro zvolené prahové

hodnoty u = 1 300, u = 1 500 a u = 1 700 při použit́ı jednotlivých metod odhad̊u

parametr̊u jsou zobrazeny na obrázćıch 3.18, 3.19 a 3.20. I v tomto př́ıpadě se jev́ı

jako nejlepš́ı volba prah̊u u = 1 500 a u = 1 700, nebot’ se empirické a teoretické

křivky koṕıruj́ı.

S ohledem na grafickou analýzu jsme se rozhodli pro volbu prahu u = 1 500.

Při odhadu parametr̊u na základě hodnot přesahuj́ıćı tento práh se model jev́ı jako

dostačuj́ıćı a stejně dobrý jako model s prahovou hodnotou u = 1 700. Zvolený

práh přesahuje v́ıce hodnot (66), tud́ıž k odhadu parametr̊u bylo využito v́ıce in-

formaćı z dat a měl by tak být přesněǰśı. Zároveň jsme model nezákladali na všech

dostupných datových hodnotách claims, jako na začátku této kapitoly při mo-

delováńı dat gamma rozděleńım, kde toto rozděleńı dle Q-Q plotu nedostatečně

modelovalo koncové hodnoty. Vı́ce dat v tomto př́ıpadě zákonitě nezaručuje lepš́ı

model, nebot’ extrémńı (vysoké) hodnoty se ř́ıd́ı jiným rozděleńım než celek. Jako

výhodněǰśı se proto jev́ı, pokusit se naj́ıt práh, přes který lze hodnoty považovat

za exrémńı. Toto tvrzeńı dále ještě ověř́ıme v následuj́ıćı části.

Při volbě vhodného prahu jsme přihĺıželi k př́ıpadnému využit́ı modelu. Ćılem

této diplomové práce je modelovat data claims pro výpočet ceny netto zajistného

v WXL-R zajǐstěńı s prioritou a = 2 000. V tomto př́ıpadě se dle [5] doporučuje

zvolit prahovou hodnotu u podstatně menš́ı než je priorita a. Celkově se proto

přikláńıme k volbě prahu u = 1 500. Vzhledem k poměrně velkému počtu hod-

not přesahuj́ıćı tento práh (n > 15) jsme zvolili parametry zobecněného Pare-

tova rozděleńı odhadnuté metodou maximálńı věrohodnosti, tj. ξ̂ = −0, 2762,

σ̂ = 496, 4164. Tento model bude následně aplikován při výpočtu ceny daného

zajǐstěńı.
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3.4. Porovnáńı model̊u

Na základě datového souboru claims jsme navrhli dva modely, které nyńı

porovnáme. U prvńıho jsme na základě celého datového souboru zvolili model

založený na gamma rozděleńı. V druhém př́ıpadě jsem zvolili model založený na

zobecněném Paretově rozděleńı, a to pro excedenty generované prahovou hodnotu

u = 1 500. Na obrázku 3.8 jsou k porovnáńı Q-Q ploty těchto zmı́něných model̊u

pro data převyšuj́ıćı hodnotu 1 500. Je evidentńı, že pro tyto koncové hodnoty je

vhodněǰśı model druhý, založený na zobecněném Paretově rozděleńı, nebot’ body

jsou bĺıže červené teoretické křivce, reprezentované osou prvńıho kvadrantu. Toto

tvrzeńı jsme ověřili Kolmogorov-Smirnovovým testem. Výsledné p-hodnoty jsou

uvedeny v tabulce 3.8. Na hladině 0,05 zamı́táme nulovou hypotézu, že dané kon-

cové hodnoty pocháźı z gamma rozděleńı. Pro zobecněné Paretovo rozděleńı nu-

lovou hypotézu na dané hladině zamı́tnout nelze. Výpočet ceny netto zajistného

v této práci tak budeme provádět na základě modelu založeném na zobecněném

Paretově rozděleńı s parametrem tvaru ξ = −0, 2762 a měř́ıtka σ = 496, 4164.

Pro porovnáńı rovněž uvedeme výpočet ceny netto zajistného založeném na mo-

delu gamma rozděleńı s parametrem tvaru rovný hodnotě 1,9178 a parametrem

měř́ıtka s hodnotou 226,3495.

Tabulka 3.8: P-hodnoty při použit́ı Kolmogorov-Smirnovova testu na modely
založené na gamma (Γ) a zobecněném Paretově rozděleńı (GPD), a data
přesahuj́ıćı hodnotu 1 500.

Rozděleńı p-hodnota

Γ(1,9178; 226,3495) 0,0000
GPD(496, 4164;−0, 2762) 0,7769
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[a]

[b]

Obrázek 3.8: Q-Q plot pro data claims přesahuj́ıćı hodnotu 1 500 pro model
založený na a) gamma rozděleńı b) zobecněném Paretově rozděleńı.
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3.5. Výpočet netto zajistného WXL-R zajǐstěńı

Z teoretické části v́ıme, že netto zajistné WXL-R zajǐstěńı s prioritou a lze

spoč́ıtat ze vztahu

PZ = E(SZ) = E(N)E(XZ).

Očekávanou část škody X hrazenou zajistitelem lze vyjádřit ve tvaru

E(XZ) =

∫ ∞
a

(1− FX(x))dx,

kde FX(x) je distribučńı funkce pojistného plněńı (škody) X.

Jako prvńı uvedeme výpočet ceny netto zajistného při použit́ı modelu po-

pisuj́ıćı výši škody X rozděleńım Γ(1, 9178; 226, 3495). Očekávanou výši jednot-

livého pojistného plněńı hrazeného zajistitelem pak lze vypoč́ıtat následovně:

E(XZ) =

∫ ∞
a

(1− FG
X (x))dx = 0, 302736,

kde FG
X (x) odpov́ıdá distribučńı funkci daného gamma rozděleńı.

Vzhledem k tomu, že známe pouze počet pojistných událost́ı za rok 2011 a

nemáme informaci o celkovém počtu sjednaných pojistných smluv, tak budeme

dále předpokládat, že náhodná veličina N pocháźı z Poissonova rozděleńı s para-

metrem λ = 9 134, tj. N ∼ Po(λ = 9 134) s očekávanou hodnotou E(N) = 9 134.

Cena netto zajistného při sjednáńı WXL-R zajǐstěńı s prioritou a = 2 000 pro

kryt́ı škody vzniklé na vozidle byla na základě modelu Γ(1, 9178; 226, 3495) sta-

novena následovně:

PZ = E(N)E(XZ) = 9 134 · 0, 302736 = 2 765, 191.

Jako daľśı uvedeme analogicky provedený výpočet ceny netto zajistného v

WXL-R zajǐstěńı se zvolenou hodnotou priority a = 2 000, kde jsme na základě

dat claims zvolili zobecněné Paretovo rozděleńı s parametry ξ = −0, 2762 a

σ = 496, 4164 jako vhodné rozděleńı pro modelováńı výše přesahu škody X přes

hodnotu u = 1 500, tj. Xu. Distribučńı funkci Xu lze zapsat ve tvaru

F
(1 500)
X (x) = 1−

(
1− 0, 2762

x

496, 4164

)1/0,2762

.
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Z teoretické části dále v́ıme, že pokud Y je náhodná veličina z rozděleńı GPD

s parametry u0, σu0 , ξ, potom náhodná veličina Y |Y > u1, kde u1 > u0, má rovněž

GPD rozděleńı, a to s parametry ve tvaru u1, σu1 = σu0 +ξ(u1−u0) a ξ1 = ξ. Dı́ky

tomuto vztahu lze zapsat distribučńı funkci výše přesahu škody X přes prioritu

a (Xa) ve tvaru

F
(2 000)
X (x) = 1−

(
1− 0, 2762

x

358, 3164

)1/0,2762

.

Označme nyńı E(Xa
Z) očekávanou hodnotou jednotlivého pojistného plněńı

přesahuj́ıćı hodnotu a = 2 000. Úpravou a dosazeńım do výrazu pro výpočet

E(Xa
Z) dostaneme následuj́ıćı:

E(Xa
Z) =

∫ ∞
a

(
1− F (2 000)

X (x− a)
)
dx =

=

∫ ∞
2 000

(
1−

(
1−

(
1− 0, 2762

x− 2 000

358, 3164

)1/0,2762
))

dx =

= 280, 7682.

Očekávaný počet škod na kterých se pod́ıĺı zajistitel, tj. počet škod přesahuj́ıćı

prioritu a, E(NZ) lze dle teoretické části odvodit z očekávaného celkového počtu

pojistných událost́ı E(N) ze vztahu:

E(NZ) = paE(N),

kde pa = P (X > a) = 1− FX(a).

E(NZ) lze dále pomoćı distribučńı funkce přesahu škod X přes práh u (Xu)

F u
X(x) přepsat na tvar:

E(NZ) = puaE(Nu),

kde pua = P (Xu > a − u) = 1 − F u
X(a − u) a E(Nu) je očekávaný počet škod

přesahuj́ıćı práh u. K tomuto výpočtu využijeme distribučńı funkci výše přesahu

škody X přes práh u = 1 500, tj. F
(1 500)
X (x). Úpravou a dosazeńım pak źıskáme

následuj́ıćı:

pua = P (Xu > 2 000− 1 500) = 1− F (1 500)
X (2 000− 1 500) = 0, 3071868.
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Dále v této práci budeme předpokládat, že náhodná veličina Nu pocháźı z Po-

issonova rozděleńı s parametrem λ = 66, tj. Nu ∼ Po(λ = 66) s očekávanou hod-

notou E(Nu) = 66. Očekávaný počet škod, na kterých se pod́ıĺı zajistitel, E(NZ),

tak lze vypoč́ıtat následovně:

E(NZ) = puaE(Nu) = 0, 3071868 · 66 = 20, 27433.

Cena netto zajistného při sjednáńı WXL-R zajǐstěńı s prioritou a = 2 000 pro

kryt́ı škody vzniklé na vozidle byla na základě modelu, popisuj́ıćı pravděpodobnost-

ńı rozděleńı výše přesahu škody přes hodnotou 1 500 zobecněným Paretovým

rozděleńım s parametrem tvaru ξ = −0, 2762 a parametrem měř́ıtka σ = 496, 4164,

stanovena následovně:

PZ = E(NZ)E(Xa
Z) = 20, 27433 · 280, 7682 = 5 692, 386.

Tato cena odpov́ıdá očekávané celkové výši škod hrazené zajistitelem na základě

modelu zobecněného Paretova rozděleńı. Pro porovnáńı, dle dat by součet části

škod přesahuj́ıćı hodnotu a = 2 000 (19) byl roven č́ıslu 5 324, 032.
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[a]

[b]

[c]

Obrázek 3.9: Probability plot pro data při prahové hodnotě u = 1 300 a od-
hadu parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) penalizované maximálńı
věrohodnosti c) pravděpodobnostně vážených moment̊u.
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[a]

[b]

Obrázek 3.10: Probability plot pro data při prahové hodnotě u = 1 500 a odhadu
parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) pravděpodobnostně vážených
moment̊u.
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[a]

[b]

Obrázek 3.11: Probability plot pro data při prahové hodnotě u = 1 700 a odhadu
parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) pravděpodobnostně vážených
moment̊u.
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[a]

[b]

[c]

Obrázek 3.12: Quantile plot pro data při prahové hodnotě u = 1 300 a od-
hadu parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) penalizované maximálńı
věrohodnosti c) pravděpodobnostně vážených moment̊u.
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[a]

[b]

Obrázek 3.13: Quantile plot pro data při prahové hodnotě u = 1 500 a odhadu
parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) pravděpodobnostně vážených
moment̊u.
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[a]

[b]

Obrázek 3.14: Quantile plot pro data při prahové hodnotě u = 1 700 a odhadu
parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) pravděpodobnostně vážených
moment̊u.
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[a]

[b]

[c]

Obrázek 3.15: Return level plot pro data při prahové hodnotě u = 1 300 a od-
hadu parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) penalizované maximálńı
věrohodnosti c) pravděpodobnostně vážených moment̊u.
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[a]

[b]

Obrázek 3.16: Return level plot pro data při prahové hodnotě u = 1 500 a odhadu
parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) pravděpodobnostně vážených
moment̊u.
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[a] ˇ

[b]

Obrázek 3.17: Return level plot pro data při prahové hodnotě u = 1 700 a odhadu
parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) pravděpodobnostně vážených
moment̊u.
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[a]

[b]

[c]

Obrázek 3.18: Density plot pro data při prahové hodnotě u = 1 300 a od-
hadu parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) penalizované maximálńı
věrohodnosti c) pravděpodobnostně vážených moment̊u.
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[a]

[b]

Obrázek 3.19: Density plot pro data při prahové hodnotě u = 1 500 a odhadu
parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) pravděpodobnostně vážených
moment̊u.
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[a]

[b]

Obrázek 3.20: Density plot pro data při prahové hodnotě u = 1 700 a odhadu
parametr̊u metodou a) maximálńı věrohodnosti b) pravděpodobnostně vážených
moment̊u.
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Závěr

Ćılem této práce bylo seznámit se a popsat možné př́ıstupy modelováńı extrém-

ńıch škod v neživotńım pojǐstěńı. Celá práce se skládá ze tř́ı kapitol. Prvńı kapi-

tola se zabývá základńımi pojmy z pojǐst’ovnictv́ı, které jsou potřebné pro pocho-

peńı systému zajǐstěńı. Tato kapitola dále pojednává o typech možného zajǐstěńı,

přičemž se zaměřuje na WXL− R zajǐstěńı, pro které stanovuje i výpočet ceny

netto zajistného. Tato cena za zajǐstěńı záviśı na počtu a výši škod. Druhá kapi-

tola seznamuje čtenáře s teoríı extrémńıch hodnot a s modely, které jsou vhodné

pro jejich popis. Hodnoty lze za extrémńı považovat z pohledu blokových maxim

nebo excedent̊u přes vysoký práh. Tato práce se v́ıce zaměřuje na modely pro

excedenty přes vysoký práh, nebot’ tato metoda je aplikovaná v praktické části

práce.

Třet́ı kapitola na datech popisuj́ıćıch výši škod vzniklých na vozidlech demon-

struje, poznatky z předešlých teoretických část́ı. Po seznámeńı čtenáře s daty je

představen model založený na gamma rozděleńı, popisuj́ıćı výši škod. Ten je dále

porovnán s modelem založeným na zobecněném Paretově rozděleńı, který popi-

suje pouze škody přes zvolený práh. Výběr optimálńıho prahu je založen na gra-

fických metodách: Mean residual plot, Threshold choice plot a L-moments plot.

K ověřeńı vhodnosti model̊u jsou použity statistické testy a grafické metody, jako

je probability plot, Q-Q plot, density plot a return level plot.

V závěru práce jsou následně vybráné modely použity při výpočtu ceny netto

zajistného v WXL−R zajǐstěńı se sjednanou prioritou a.
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