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ABSTRAKT 
Tato p r á c e se z a b ý v á m o ž n o s t m i ř e š e n í p r o b l é m ů p r u ž n o s t i a pevnos t i . 

V p r v n í kap i to le je o b e c n é r o z d ě l e n í m o ž n ý c h p ř í s t u p ů k t ě m t o p r o b l é m ů m . 
V n á s l e d u j í c í c h j sou pak p r e z e n t o v á n y z á k l a d n í p r i n c i p y metody k o n e č n ý c h 
p r v k ů a metody h r a n i č n í c h p r v k ů na j e d n o d u c h ý c h p ř í k l a d e c h . D á l e u v á d í 
s r o v n á n í t ě c h t o metod. 

ABSTRACT 
The thesis explores the p o s s i b i l i t i e s o f dea l ing w i th problems concern ing 

E l a s t i c i t y and Strength o f mater ia ls . In f irst chapter there is general d i v i s i o n 
of approaches to those problems. 

F o l l o w i n g chapter descr ibes bas ic p r i n c i p l e s of F i n i t e E lemen t M e t h o d and 
Bounda ry E lement M e t h o d and their use i n some s imple examples . There is a 
compar i son o f those methods as w e l l . 

KLÍČOVÁ SLOVA 
N u m e r i c k é metody mechan iky , o b e c n é rovn ice p r u ž n o s t i , metoda 

k o n e č n ý c h p r v k ů , p r i n c i p mkp , konvergence mkp , metoda h r a n i č n í c h p r v k ů , 
p r i nc ip mhp, s r o v n á n í mkp a mhp 
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ÚVOD 

V n á v r h u i n ž e n ý r s k ý c h k o n s t r u k c í a ř e š e n í t e c h n i c k ý c h i v ě d e c k ý c h 
p r o b l é m ů h ra j í n u m e r i c k é metody s t á l e v ý z n a m n ě j š í r o l i . Tuto s k u t e č n o s t lze 
p o d l o ž i t n ě k o l i k a p o d s t a t n ý m i d ů v o d y . 

• S t á l e se z v y š u j í c í n á r o k y na i n ž e n ý r s k é kons t rukce , j ak h l ed i ska 
pevnos t i , tak z poh ledu v ý k o n n o s t i a e fek t iv i ty . 

• D i f e r e n c i á l n í r o v n i c e , k t e r ý m i se p o p i s u j í tyto p r o b l é m y lze ř e š i t 
a n a l y t i c k y pro v e l m i o m e z e n é t ř í d y p r o b l é m ů a pro j ednoduchou 
geomet r i i . 

• Z p r a v i d l a v e l k é f i n a n č n í n á r o k y na e x p e r i m e n t á l n í ř e š e n í . 
• S n í ž e n í č a s ů p ř i n a v r h o v á n í a ř e š e n í i n ž e n ý r s k ý c h p r o b l é m ů , t u d í ž i 

s n í ž e n í c e l k o v ý c h v ý r o b n í c h n á k l a d ů . 
• R y c h l e se v y v í j e j í c í a s t á l e v ý k o n n ě j š í v ý p o č e t n í t echn ika . 

A b y b y l o m o ž n é dop ln i t nebo dokonce nahradit exper imenty . Jsou k ladeny 
na tyto metody v e l k é n á r o k y . Z á s a d n í p o ž a d a v e k je ten, že m o d e l o v é ř e š e n í 
m u s í s p ě t k p ř e s n é m u a s p o l e h l i v é m u v ý s l e d k u . 

M e z i n u m e r i c k é metody z a b ý v a j í c í se ř e š e n í m i n ž e n ý r s k ý c h p r o b l é m ů 
bych z m í n i l metodu konečných diferencí (MKD), metodu konečných objemů 
(MKO), metodu konečných prvků (MKP) a metodu hraničních prvků (MHP), 
k a ž d á z t ě c h t o metod m á své s p e c i f i c k é v ý h o d y a n e v ý h o d y . N e j p o u ž í v a n ě j š í 
metody j s o u M K P a M H P . 

C í l e m t é t o p r á c e je ve f o r m ě p ř e h l e d u a s h r n u t í pojednat o obou 
m e t o d á c h , porovnat j e j i c h v ý h o d y , n e v ý h o d y a p o u ž i t í v t e c h n i c k é p r a x i . 

B a k a l á ř s k á p r á c e je r o z d ě l e n a do č ty ř č á s t í . V p r v n í č á s t i je p o p s á n a 
z á k l a d n í p rob lema t ika ú l o h p r u ž n o s t i a m o ž n é z p ů s o b y j ak tyto p r o b l é m y 
ř e š i t . D r u h á k a p i t o l a p o j e d n á v á o M K P , zahrnuje j e j í h i s t o r i c k ý v ý v o j , 
popisuje j e j í p r i n c i p na j e d n o d u c h é m p ř í p a d ě ; u v á d í konve rgenc i metody a 
chyby p ř i ř e š e n í . T ř e t í k a p i t o l a se z a b ý v á M H P . Je zde z p r a c o v á n j e j í 
h i s t o r i c k ý v ý v o j a j e j í z á k l a d n í p r i n c i p na j e d n o d u c h é m p ř í k l a d ě . V e č t v r t é 
kap i to le j sou o b ě metody s r o v n á n y , j ak po s t r á n c e m a t e m a t i c k é , tak po 
s t r á n c e p r a k t i c k é . 

P ř i p s a n í o M K P j s em p o u ž í v a l uvedenou č e s k y psanou l i te ra turu . Č e r p a l 
j s em z p r a k t i c k y z í s k a n ý c h z k u š e n o s t í p ř i ř e š e n í p ř í k l a d ů v programu A n s y s , 
v y u č o v a n é h o ve v o l i t e l n é m p ř e d m ě t u Metoda konečných prvků a výpočetní 
systém ANSYS na V U T F S I Ú s t a v u mechan iky t ě l e s , mecha t ron iky a 
b i o m e c h a n i k y . 

Z p r a c o v á n í M H P b y l o o b t í ž n ě j š í , č e s k y p s a n ý c h t e x t ů je m á l o a 
v n ě k t e r ý c h p ř í p a d e c h n e p o s k y t u j í a d e k v á t n í in formace , t u d í ž j s em č e r p a l 
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z a n g l i c k y p s a n é l i t e ra tury , i n t e r n e t o v ý c h s t r á n e k z a h r a n i č n í c h un ive rz i t , 
s t r á n e k z a h r a n i č n í c h f i rem z a b ý v a j í c í c h se touto p rob lema t ikou . 

V obou p ř í p a d e c h j s em p r á c i k o n z u l t o v a l s v e d o u c í m p r á c e a s v ý p o č t á ř i 
z a m ě s t n a n ý m i ve f i r m ě , kde p racu j i . 
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i. Základní problematika a přístupy k řešení problémů 
p_ružnosti[i][2] 

V š e c h n y stroje či n á s t r o j e j sou n a v r h o v á n y za ú č e l e m p l n ě n í r ů z n ý c h 
f u n k c í . Z toho v y p l ý v á , že na v š e c h n y n á s t r o j e či stroje j sou v p r a x i k ladeny 
r ů z n é n á r o k y n a p ř . spo leh l ivos t , b e z p e č n o s t , p e v n o s t n í ú n o s n o s t , tuhost, ale 
t a k é odolnost v ů č i v n ě j š í m v l i v ů m či p r o s t ř e d í , ve k t e r é m je s o u č á s t 
p o u ž í v á n a . T u d í ž m u s í b ý t s o u č á s t sestrojena tak, aby p ř i j e j í m p r o v o z u 
nenastaly m o ž n é m e z n í stavy. 

„ M e z n í stavy j sou stavy, u n i c h ž deformace nebo p o r u š e n í objektu se m ě n í 
z f u n k č n ě p ř í p u s t n ý c h na f u n k č n ě n e p ř í p u s t n é . P r o t o ž e jde o m e z n í stavy 

z h l e d i s k a deformace a p o r u š o v á n í t ě l e s , j sou to d e f o r m a č n ě - p e v n o s t n í 
m e z n í s tavy ." [9, str. 5] 

Ty to p r o b l é m y lze ř e š i t m a t e m a t i c k ý m i t eo r i emi , j e ž j sou p ř e d s t a v o v á n y 
obecnými rovnicemi pružnosti, j e ž j sou v ý c h o z í m p r i n c i p e m pro ř e š e n í 
a n a l y t i c k é i n u m e r i c k é a p o u ž í v a j í se pro ř e š e n í p r o b l é m ů dle [1] p ř í m ý c h i 
n e p ř í m ý c h . 

o P ř í m ý p r o b l é m p r u ž n o s t i - Pro t ě l e s o s d a n ý m i m a t e r i á l o v ý m i 
cha rak te r i s t ikami , d a n ý m i r o z m ě r y , j e d n o z n a č n ě z a d a n ý m z a t í ž e n í m a 
u l o ž e n í m v prostoru či r o v i n ě vyhodnocujeme napjatost a de formac i . 

o N e p ř í m ý p r o b l é m p r u ž n o s t i - V t ě c h t o ú l o h á c h z n á m e pro jevy t ě l e s a 
(napjatost, deformaci) v z n i k l é j ako reakce na z a t í ž e n í . Ř e š í m e 
p o t ř e b n é r o z m ě r y t ě l e s a , m a t e r i á l o v é v las tnos t i či charakter vazeb 
t ě l e s a s o k o l í m . Ty to ú l o h y nelze ř e š i t metodou k o n e č n ý c h p r v k ů . 

1.1. Obecné rovnice pružnosti [1] 
V o b e c n é p r o s t o r o v é s t a t i c k é ú l o z e h l e d á m e c e l k e m 15 n e z n á m ý c h f u n k c í 

p r o m ě n n ý c h x, y, z . J e d n á se o: 
- t ř i posuvy u, v, w 

- šes t p ř e t v o ř e n í £x,£y,£z,yxy,'y yz,yzx 

- šes t n a p ě n í o x,o y,o z , t x y , t yz,t zx 

• R o v n i c e r o v n o v á h y : j e d n á se o rovn ice r o v n o v á h y na e l e m e n t á r n í m 
p rvku , na k t e r ý p ů s o b í m i m o s l o ž e k v n i t ř n í c h n a p ě t í t a k é v n ě j š í 
o b j e m o v á s í l a ( n a p ř . g ravi tace) . P ř e d s t a v u j í v z á j e m n é z á v i s l o s t i mez i 
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s l o ž k a m i tenzoru n a p ě t í . 

do dt„ dr dt' dov dzv7 

ox oy oz ox oy oz 
(1.1) 

dtX7 dt do, 
ox oy oz 

R o v n i c e g e o m e t r i c k é : p l a t í pro m a l á p ř e t v o ř e n í ř á d o v ě 10" a m e n š í . 
V y j a d ř u j í vazbu m e z i s l o ž k a m i p o s u v ů a p ř e t v o ř e n í . J e d n á se o s l o ž k y 
tenzoru p ř e t v o ř e n í . 

du dv dw 
£x= £ = £ = 

dx dy dz ( 1 2 ) 
ôu dv dv dw dw du 

7„= 1-— 7 y = 1-— Y„ = 1- — 
dy dx yz dz dy <x dx dz 

K o n s t i t u t i v n í vz tahy: V y j a d ř u j í z á v i s l o s t mez i d e f o r m a c í a n a p ě t í m 
v b o d ě t ě l e s a . N e j j e d n o d u š š í z á v i s l o s t je pro l i n e á r n ě p r u ž n ý , 
i z o t r o p n í ( H o o k o v s k ý ) m a t e r i á l . J e h o ž v las tnos t i n á m u r č u j í d v ě 
e x p e r i m e n t á l n ě u r č e n é konstanty- J o u n g ů v m o d u l p r u ž n o s t i E a 
P o i s s o n o v o č í s l o u . Tato z á v i s l o s t m u s í b ý t pro k a ž d ý m a t e r i á l u r č e n a 
e x p e r i m e n t á l n ě . V z t a h y t éž n a z ý v á m e zobecněný Hookeův zákon. 

£y = ^ K - V { ° x + °zj\ 7., = \. (1-3) 

y -—t 

Pro m o d u l p r u ž n o s t i ve s m y k u : G = 
2(1 + //) 

O k r a j o v é p o d m í n k y : V z h l e d e m k tomu, že se j e d n á o d i f e r e n c i á l n í 
rovn ice je n u t n é pro j e j i c h ř e š e n í p ř e d e p s a t o k r a j o v é p o d m í n k y . Jsou 
to p o d m í n k y d v o j í h o typu- g e o m e t r i c k é , s i l o v é . V d a n é m m í s t ě 
povrchu t ě l e s a , lze p ř e d e p s a t jen j ednu z t ě c h t o p o d m í n e k . 

Geometrické podmínky- v y j a d ř u j í z a d á n í p o s u v ů , j e ž p ř e d e m z n á m e 
z v l a s t n o s t í u l o ž e n í t ě l e s a . N a p ř . : Posuv ve v e t k n u t í je roven 0 
u = v = w = 0 . V tomto p ř í p a d ě se j e d n á h o m o g e n n í g e o m e t r i c k é 
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p o d m í n k y . 
Silové podmínky: v y j a d ř u j í r o v n o v á h u m e z i s i l a m i p ů s o b í c í m i na 

t ě l e s o a v n i t ř n í m i s i l a m i . 

U v e d e n é vz tahy o b e c n é p r u ž n o s t i n á m spolu s o k r a j o v ý m i p o d m í n k a m i 
p o s t a č u j í k n a l e z e n í v š e c h 15 n e z n á m ý c h f u n k c í p o s u v ů , p ř e t v o ř e n í a n a p ě t í . 
N a l é z t , v š a k toto ř e š e n í je v e l m i n á r o č n é . B ě h e m h i s t o r i c k é h o v ý v o j e se 
v y v i n u l y r ů z n é p ř í s t u p y k h l e d á n í tohoto ř e š e n í . 

1.2. Přístupy k řešení problémů pružnosti [1],[2] 
P ř í s t u p y k ř e š e n í p r o b l é m ů lze posuzovat podle [1, str. 248] n á s l e d o v n ě : 

•pod le p o u ž i t é m a t e m a t i c k é formulace p r o b l é m u (diferenciální a 
variační), 

•pod le v ý b ě r u n e z á v i s l ý c h n e z n á m ý c h f u n k c í (deformační, silový a 
smíšený), 

•pod le z p ů s o b u v l a s t n í r ea l izace ř e š e n í ( a n a l y t i c k é a n u m e r i c k é ) . 

o Hledisko m a t e m a t i c k é formulace p r o b l é m u : 
Diferenciální přístup formuluje p r o b l é m p r u ž n o s t i v p o d o b ě 

soustavy d i f e r e n c i á l n í c h r o v n i c v y j á d ř e n ý c h z ú p r a v y v z t a h ů (1). 
Variační princip h l e d á ř e š e n í j ako stav, v n ě m ž energie 

a n a l y z o v a n é h o t ě l e s a n a b ý v á m i n i m a , t u d í ž s t a c i o n á r n í hodnoty. 

o Hledisko n e z á v i s l ý c h f u n k c í p r u ž n o s t i : p ř i ř e š e n í p r o b l é m ů se n i k d y 
n e h l e d á v š e c h 15 f u n k c í p r u ž n o s t i . P o s t u p n ý m d o s a z o v á n í o b e c n ý c h 
rovn ic p r u ž n o s t i se v y l u č u j í j e d n o t l i v é skup iny n e z n á m ý c h f u n k c í 
( n a p ř . j en posuvy , nebo jen n a p ě t í ) , k t e r é o z n a č u j e m e j ako nezávislé 
neznámé funkce. 

Přístup deformační: za n e z á v i s l é funkce p o v a ž u j e m e s l o ž k y 
p o s u v ů . 

Přístup silový: za n e z á v i s l é funkce p o v a ž u j e m e s l o ž k y n a p ě t í . 
Přístup smíšený: za n e z á v i s l é funkce p o v a ž u j e m e s l o ž k y n a p ě t í i 

p o s u v ů . 

o Hledisko v l a s t n í realizace ř e š e n í : 
Analytické řešení: v ý s l e d e k h l e d á m e ve f o r m ě s p o j i t ý c h f u n k c í 

p o u ž i t í m metod m a t e m a t i c k é a n a l ý z y s v y u ž i t í m i n t e g r á l n í h o a 
d i f e r e n c i á l n í h o p o č t u . A n a l y t i c k ý p ř í s t u p m á n e s p o r n é v ý h o d y 
v p o r o v n á n í s n u m e r i c k ý m ř e š e n í m . H l a v n í v ý h o d o u je , že ř e š e n í m je 
f u n k č n í z á v i s l o s t v s t u p n í c h a v ý s t u p n í c h v e l i č i n . D a l š í v ý h o d o u je 
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n í z k á o p e r a č n í s l o ž i t o s t a p ř e s n o s t v ý s l e d k ů . A v š a k h l a v n í n e v ý h o d o u 
je , že a n a l y t i c k ý m i metodami m ů ž e m e ř e š i t j en t ě l e s a j e d n o d u c h ý c h 
t v a r ů , tzv . e l e m e n t á r n í t ě l e s a . 

Numerické řešení: p r o b l é m h l e d á n í s p o j i t é h o ř e š e n í se p ř e v á d í na 
h l e d á n í k o n e č n é h o p o č t u n e z n á m ý c h p a r a m e t r ů , p o m o c í n i c h ž se 
h l e d a n é funkce p ř i b l i ž n ě a p r o x i m u j í . 

formulace: diferenciální variační 

varianta: silová deformační smíšena 

reseni: analytické numerické 
O b r . l S c h é m a p ř í s t u p ů k ř e š e n í p r o b l é m ů p r u ž n o s t i a pevnos t i 
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2. Metoda konečných prvkůmmmKi 

J e d n á se o n u m e r i c k o u v ý p o č e t n í metodu, p o m o c í n íž j sme schopni ř e š i t 
n e j r ů z n ě j š í p r o b l é m y t e c h n i c k é praxe. Podsta tnou v ý h o d o u ve s r o v n á n í s 
a n a l y t i c k ý m i metodami je z e j m é n a m o ž n o s t ř e š i t p r o b l é m y p r u ž n o s t i na 
o b e c n ý c h t ě l e s e c h , k t e r é j sou a n a l y t i c k ý m i metodami " n e ř e š i t e l n é " . 

2 . 1 . Historie a vývoj MKP [1 ] [3 ] 
M K P je h i s t o r i c k y n á s l e d n í k e m metody z n á m é j ako M a t r i x S t ruc tura l 

A n a l y s i s ( m a t i c o v á s t r u k t u r á l n í a n a l ý z a ) k t e r á , podle typu p r i m á r n í c h 
n e z n á m ý c h , b y l a z n á m a ve f o r m u l a c i d e f o r m a č n í a s i l o v é . D u a l i t u obou 
f o r m u l a c í p r o k á z a l A r g y r i s v p u b l i k a c i : Energy Theorems and Structural 
Analysis. Z p o č á t k u b y l a M K P metodou n á h r a d n í m ř í ž o v i n y p o z d ě j i b y l a j e j í 
formulace u p ř e s n ě n a . Z a p o č á t e k M K P jako m ů ž e m e p o v a ž o v a t rok 1956, 
kdy M . Turner , R . C l o u g h , H . M a r t i n a L . Topp v y d a l i p r á c i : Stiffness and 
Deflection Analysis of Complex Structures. Je j i ch c í l e m b y l o n a l é z t 
m a t e m a t i c k é m o d e l o v á n í , s j e h o ž p o m o c í , by b y l o m o ž n é d o s t a t e č n ě p ř e s n ě 
ř e š i t p r o b l é m y p r u ž n o s t i s l o ž e n ý c h z o b e c n ý c h t ě l e s v l e t e c k é m , j a d e r n é m a 
k o s m i c k é m i n ž e n ý r s t v í . 

P o z d ě j i v z n i k l a j e j í v a r i a č n í fo rmulace , j e ž u m o ž n i l a r o z š í ř e n í M K P na 
ce lou mechan iku kon t inua . D í k y tomu je m o ž n é ř e š i t p r o b l é m y 
z n e j r ů z n ě j š í c h o d v ě t v í t e c h n i c k ý c h o b o r ů n a p ř . p r o u d ě n í k a p a l i n a p l y n ů , 
t e p e l n é p ř e n o s y , e l e k t ř i n a a magnet izmus . Z a z m í n ě n í s t o j í , že ke k o n k r é t n í 
m a t e m a t i c k é f o r m u l a c i p ř i s p ě l i p r o f e s o ř i z V U T A . Ž e n í š e k a M . Z l á m a l . 

V d n e š n í d o b ě u m o ž ň u j e M K P ř e š i t tyto typy ú l o h : 
• N a p ě ť o v ě d e f o r m a č n í a n a l ý z a př i s t a t i c k é m , c y k l i c k é m , 

d y n a m i c k é m z a t ě ž o v á n í , v č e t n ě n e j r ů z n ě j š í c h n e l i n e á r n í c h 
ú l o h n a p ř . k o n t a k t n í ú l o h y . 

• K m i t á n í soustavy, v l a s t n í , v y n u c e n é , s t l u m e n í m i bez 
t l u m e n í . 

• A n a l ý z a s t a c i o n á r n í h o i n e s t a c i o n á r n í h o v e d e n í tepla a 
u r č e n í t e p l o t n í napjatost i ( v č e t n ě z b y t k o v é ) . 

2.2. Základní princip MKP [1 ] [3 ] 
J iž z n á z v u v y p l ý v á , že z á k l a d n í m kamenem M K P je prvek k o n e č n ý c h 

r o z m ě r ů . Tato a n a l ý z a v y ž a d u j e r o z d ě l e n í ř e š e n é ob las t i do p o d o b l a s t í tzv. 
p r v k ů , k t e r é m u s í tuto oblast s p o j i t ě a j e d n o z n a č n ě v y p l ň o v a t . Tato operace 
se n a z ý v á diskretizace oblasti. Pro k a ž d ý typ p r v k u je k r o m ě d imenze 
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( p r u t o v ý , d v o u r o z m ě r n ý , t ř í r o z m ě r n ý ) a tvaru , c h a r a k t e r i s t i c k ý p o č e t a 
po loha b o d ů , v n i c h ž se u r č u j í n e z n á m é parametry ř e š e n í p r o b l é m u . Pro tyto 
p r v k y se p o u ž í v á n á z e v u z l y . Hus to ta , r o z l o ž e n í a typ z v o l e n é h o p r v k u m a j í 
k l í č o v ý v l i v na k v a l i t u ř e š e n í a k a p a c i t n í n á r o k y na p a m ě ť p o č í t a č ů . 

M K P z a l o ž e n a na p o č t u v a r i a č n í m , j e n ž h l e d á m i n i m u m f u n k c i o n á l u . 
Z á k l a d n í d ě l e n í M K P v y c h á z í z v a r i a č n í h o p r i n c i p u , k t e r ý je p o u ž i t : 

• S i l o v á var ianta metody k o n e č n ý c h p r v k ů - v y p l ý v á z C a s t i g l i a n o v a 
v a r i a č n í h o p r i n c i p u . N e z á v i s l é v e l i č i n y j s o u s l o ž k y tenzoru 
napjatost i . 

• D e f o r m a č n í var ian ta metody k o n e č n ý c h p r v k ů - v y p l ý v á 
z L a g r a n g e o v a v a r i a č n í h o p r i n c i p u . N e z n á m é funkce j sou posuvy . 

„Mezi všemi přípustnými funkcemi posuvů, které zachovávají spojitost 
tělesa a splňují geometrické okrajové podmínky, jsou funkcemi pružnosti ty 

posuvy, které minimalizujífunkcionál zatíženého tělesa." [1, str. 252] 

Tento p r i n c i p m ů ž e m e pozorova t u r ů z n ý c h d ě j ů , j ak v p ř í r o d ě , tak 
v technice , kdy v š e c h n y dě j e s p ě j í k m i n i m a l i z a c i s v é h o e n e r g e t i c k é h o 
stavu. N a p ř í k l a d v d e f i n i c i d r u h é h o z á k o n a t e rmodynamiky , k t e r ý n á m ř í ká , 
že : 

„Teplo nemůže samovolně přecházet z tělesa o teplotě nižší na těleso o 

V s o u č a s n é d o b ě se p ř e v á ž n ě p o u ž í v á d e f o r m a č n í var ianta , j e j í m ž 
f u n k c i o n á l e m je c e l k o v á p o t e n c i o n á l n í energie t ě l e s a n , d e f i n o v á n a j ako 
r o z d í l energie napjatost i W a p o t e n c i á l u v n ě j š í h o z a t í ž e n í t ě l e s a P: 

teplotě vyšší. (Clausius)" [6, str.57] 

U=W-P, (2 

kde energie napjatost i a p o t e n c i á l z a t í ž e n í j sou d á n y vz tahy: 

Q 

V u v e d e n ý c h v z t a z í c h v y s t u p u j í s l o u p c o v é mat ice: 

- p o s u v ů uT =[u,v,w] 

- p ř e t v o ř e n í et =[£x,£y,£z,yxy„yyz,yzx] 
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- n a p ě t í o =[cJx,ay,az,Tx>,,Tyz,Tj 

- o b j e m o v é h o z a t í ž e n í t ě l e s a oT = [ox,oy,oz] 

- p l o š n é h o z a t í ž e n í t ě l e s a p r = [px,py,pz] 

V a r i a č n í metody matemat iky n á m u m o ž ň u j í na j í t s t a c i o n á r n í (resp. 
m i n i m á l n í ) hodnotu tohoto f u n k c i o n á l u , t u d í ž i t a k o v ý tvar, k t e r ý bude 
t ě l e s o v z h l e d e m ke s v ý m o k r a j o v ý m p o d m í n k á m z a u j í m a t . Z d e f o r m a č n í c h 
p o s u v ů pak lze j e d n o z n a č n ě u r č i t tenzory p ř e t v o ř e n í , n á s l e d n ě pak p o m o c í 
d a n ý c h k o s t i t u t i v n í c h v z t a h ů p ř i z n á m ý c h m a t e r i á l o v ý c h c h a r a k t e r i s t i k á c h 
vyhodnot i t s l o ž k y tenzoru n a p ě t í . 

„Funkcionál je zobrazení z množiny funkcí do množiny čísel. Je to tedy 
pravidlo, podle něhož přiřadíme funkci na jejím definičním oboru (nebo jeho 

části) nějakou číselnou hodnotu. Příkladem je určitý integrál funkce." [4, 
str. 1] 

2.2.1.Diskretizace spojitého problému 
T ě l e s o je r o z d ě l e n o na u r č i t ý p o č e t v h o d n ý c h p r v k ů . V h o d n ý m i p r v k y 

r o z u m í m e d ě l e n í , j e ž je p o s t a č u j í c í z h l e d i s k a ř e š e n é h o p r o b l é m u s oh ledem 
na v ý p o č e t n í n á r o č n o s t a p o ž a d o v a n o u p ř e s n o s t v ý s l e d k u . N a p ř í k l a d pokud 
lze ú l o h u ř e š i t , j ako r o v i n o u z v o l í m e r o v i n n é p r v k y , p o k u d to ř e š e n í 
dovolu je ; p r u t o v é p r v k y . Pro n á z o r n o s t je d a l š í postup uveden pro p r u t o v é 
t ě l e s o z a t í ž e n é j en v l a s t n í t í h o u . 

V M K P j s o u posuvy a p r o x i m o v á n y j ako s o u č e t p ř e d e m d a n ý c h b á z o v ý c h 
f u n k c í ui, v . , wk. 

I m n 
u = ^ a i . u i ; v = ^bj.Vj ; w = ^ c k . w k , 

1=1 j=l k=l 

kde ui, Vj, wk j sou z m í n ě n é známé bázové funkce a koe f i c i en ty aj,bj,Cj, 

j sou n e z n á m é koe f i c i en ty . 
T u d í ž v o l í m e s t u p e ň p o l y n o m u b á z o v é funkce, k terou budeme 

aprox imovat posuvy . S t u p e ň p o l y n o m u v o l í m e s u v á ž e n í m s t e j n ý c h z á s a d 
j ako u v o l b y p r v k u . Pro j i ž z m í n ě n o u r o v i n o u p ru tovou ú l o h u p o s t a č u j e 
l i n e á r n í ap rox imace . T y p u : 

w(x) = N . 8 , (2 

kde N = [iVj,iV 2] je mat ice b á z o v ý c h f u n k c í p o s u v ů , 
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b = [ul,u2]T je matice d e f o r m a č n í c h p a r a m e t r ů ; j e j í p rvky 
j sou posuvy u z l o v ý c h b o d ů , k t e r é p ř e d s t a v u j í n e z n á m é parametry ř e š e n í . 
B á z o v é funkce m a j í e x p l i c i t n ě d a n ý tvar a m u s í s p l ň o v a t u r č i t é 
p ř e d p o k l a d y ( v í c e v kap i to le 2.3) . Pro i l u s t r ac i u v á d í m tvar: 

v n ě m ž x i x 2 j sou s o u ř a d n i c e u z l o v ý c h b o d ů . 
Posuv l i b o v o l n é h o v n i t ř n í h o bodu je pak dán vz tahem: 

u(x) = Nx(x).ux + N2(x).u2. (2.4) 

S t e j n ý m z p ů s o b e m j sou a p r o x i m o v á n y p r ů b ě h y u(x) na o s t a t n í c h p r v c í c h , 
p ř i č e m ž s d í l e n í s t e j n é h o u z l u m e z i p r v k y z n a m e n á s d í l e n í i s t e j n é h o 
d e f o r m a č n í h o parametru a tedy a u t o m a t i c k é m e z i p r v k o v é spoj i tos t i posuvu 
u(x). 

2 . 2 . 2 . Vytvoření matice tuhosti 
P o t e n c i á l n í energie v n ě j š í c h s i l je i n t e g r á l n í v e l i č i n a . J e j í v ý s l e d n á 

hodnota je s o u č t e m j e d n o t l i v ý c h p ř í s p ě v k ů na j e d n o t l i v ý c h p r v c í c h : 

n = É n " 

i=i 
kde TI, = Wt - Pl 

a energie napjatost i ( u v á ž í m e - l i , že dV=Sdx) m á tvar: 
">2 

Wl = j^aeSdx (2.5) 

* i 

Pro v ý p o č e t energie napjatosti (2.5) , je n u t n é v y j á d ř i t n a p ě t í a p ř e t v o ř e n í 
j ako funkce p o s u v ů u(x). 

Z g e o m e t r i c k ý c h r o v n i c (1.2) v í m e , že p ř e t v o ř e n í je der ivace funkce 
posuvu u(x) podle x. 

e = — (N .8) = B . 8 , (2.6) 
dx 

kde matice B v z n i k l a d e r i v a c í mat ice N . 
T u d í ž pro l i n e á r n í a p r o x i m a c i p o s u v ů ( l i n e á r n í b á z o v o u funkc i ) je 

p ř e t v o ř e n í nad p r v k e m o řád n i ž š í , tedy k o n s t a n t n í . T o t é ž p l a t í pro n a p ě t í . 

<j= E.B.8 = 8 T.B T.E (2.7) 
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D o s a z e n í m (2.6) a (2.7) do (2.5) po ú p r a v á c h v y j á d ř í m e energ i i napjatosti 
p rvku do tvaru: 

W, =-5í.| ES dx ô = - 8 r . k . 8 , 
2 

kde k je p r v k o v á matice tuhosti prvku: 

ES\ \ - 1 
k = 

1 1 

(2.8) 

(2.9) 

P r v k y t é t o matice m a j í f y z i k á l n í r o z m ě r tuhost i . D á l e u v á d í m d a l š í z n á m é 
m í r y tuhost i p ř í m é h o prutu d é l k y Lp. Tuhost konce prutu 4EJ/LP, p ř e v á d ě j í c í 

2 3 
tuhost 2EJ/LP, v ý c h y l k o v á tuhost 6EJ/L p , p o s o u v a j í c í tuhost 12EJ/L p . 

2.2.3.Matice zatížení prvku 
Prut je z a t í ž e n j en v l a s t n í t í h o u c o ž je o b j e m o v á s í l a o=p.g p ů s o b í c í 

v e l e m e n t á r n í m objemu dV=Sdx. Po d o s a z e n í do vz tahu pro p o t e n c i á l 
z a t í ž e n í dostaneme: 

/> = | upgS dx. (2.10) 

D o s a z e n í m za u(x) z rovn ice (2.3) v y j á d ř í m e p o t e n c i á l : 

P , = 8 r . f , (2.11) 

kde f je p r v k o v á mat ice vnějšího zatížení 

T 

l 
(2.12) 

M a t i c e f z a b e z p e č u j e d i s k r e t i z a c i s p o j i t é h o z a t í ž e n í . J e j í p r v k y 
p ř e d s t a v u j í c e l k o v o u ob jemovou s í lu p ů s o b í c í na prvek , s o u s t ř e d ě n o u do 
k r a j n í c h u z l ů v p o d o b ě u z l o v ý c h s i l . O b d o b n ě by b y l a do u z l ů r o z d ě l e n a i 
d a l š í z a t í ž e n í . V š e c h n a z a t í ž e n í j sou s o u s t ř e d ě n a v uz l ech a s i l o v á interakce 
m e z i p r v k y p r o b í h á p o m o c í u z l ů , p ř e s t o ž e u ž i v a t e l z a d á v á z a t í ž e n í o b v y k l e 
j ako l i n i o v á , p l o š n á nebo p r o s t o r o v á , je z a t í ž e n í ve smys lu s t a t i c k é 
ekv iva lence nahrazeno do j e d n o t l i v ý c h u z l ů . 

2.2.4.Globální matice tuhosti a zatížení 
M a t i c e k, f n á m u m o ž ň u j í v y j á d ř e n í energie napjatost i i p o t e n c i á l z a t í ž e n í 

j ako funkce posuvu p r v k u . Pro o s t a t n í p r v k y v y j á d ř í m e j e j i c h matice 
ana log i cky . P o k u d r o z d ě l í m e ř e š e n ý prut na p r v k y s t e j n é d é l k y , p ř i 
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z a c h o v á n í E , S, p budou j e j i c h matice k, f i d e n t i c k é s ma t i cemi j i ž 
v y j á d ř e n ý m i . 

N y n í p o t ř e b u j e m e v y j á d ř i t c e l k o v ý p o t e n c i á l ř e š e n é h o t ě l e s a . K tomu je 
v h o d n é s d r u ž i t v š e c h n y d e f o r m a č n í parametry ú l o h y do j e d i n é , g l o b á l n í 
mat ice d e f o r m a č n í c h p a r a m e t r ů U = [w, ] T . C h c e m e - l i pak energ i i 
napjatosti p r v n í h o p r v k u v y j á d ř i t p o d o b n ě j ako ve vztahu (2.8) 

W1 = -\JT.Kv\J , (2.13) 

je t ř e b a m a t i c i tuhost i p r v k u r o z š í ř i t o p ř í s l u š n ý p o č e t ř á d k ů a s l o u p c ů : 

"1 - 1 0 0" 

ES - 1 1 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

(2.14) 

C e l k o v á energie napjatost i je pak s o u č t e m p r v k o v ý c h p ř í s p ě v k ů 

W 
1 1 

= ^ W / . = - U r . ( K 1 + K 2 + K 3 ) . U = - U r . K . U , (2.15) 

kde 

K = 
ES 

1 - 1 0 0 

- 1 2 - 1 0 

0 - 1 2 - 1 

0 0 - 1 1 

(2.16) 

je g l o b á l n í matice tuhosti (též matice tuhosti konstrukce). J e d n á se o 
a l g e b r a i c k ý s o u č e t l o k a l i z o v a n ý c h mat ic tuhost i v š e c h p r v k ů . 

S t e j n ý m z p ů s o b e m z í s k á m e i celkovou matici zatížení F , a l g e b r a i c k ý 
s o u č e t v š e c h l o k a l i z o v a n ý c h v e k t o r ů t r a n s f o r m o v a n é h o z a t í ž e n í v š e c h p r v k ů 

P = 2 > . = U r . ( F 1 + F 2 + F 3 ) = U r . F , (2.17) 

¥ = -pgSLf (2.18) 
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2.2.5.Základní rovnice MKP 
V y c h á z í m e ze z á k l a d n í rovn ice pro c e l k o v o u p o t e n c i o n á l n í energ i i t ě l e s a 

ľl = W-P. T u r o z e p í š e m e p o m o c í r o v n i c (2.16) a (2.18) v z á v i s l o s t i na 
k o n e č n é m p o č t u d e f o r m a č n í c h p a r a m e t r ů , u s p o ř á d a n ý c h v m a t i c i U : 

n = - U r . K . U - U r J (2.19) 
2 

Z L a g r a n g e o v a v a r i a č n í h o p r i n c i p u h l e d á m e m i n i m u m funkce TI resp. 
s t a c i o n á r n í hodnotu , j e n ž je d á n a p o d m í n k o u : 

Z n í ž p lyne : 

^ = 0 . (2.20) 

^ = KA-f = Q 
dV 

T í m d o s p í v á m e k z á k l a d n í o b e c n ě p l a t n é r o v n i c i d e f o r m a č n í var ian ty 
metody k o n e č n ý c h p r v k ů . 

K.U = F (2.21) 

L z e snadno d o k á z a t , že determinant mat ice K je n u l o v ý . T u d í ž se j e d n á o 
s i n g u l á r n í m a t i c i a soustava t í m p á d e m n e m á j e d n o z n a č n é ř e š e n í . To v š a k 
lze o č e k á v a t , j e l i k o ž j e š t ě neby ly p ř e d e p s á n y o k r a j o v é p o d m í n k y a 
n e j e d n o z n a č n o s t ř e š e n í o d r á ž í p ros to rovou n e u r č i t o s t t ě l e s a j ako c e l k u . Pro 
d e f o r m a č n í var iantu M K P ve s t a t i c k ý c h ú l o h á c h p r u ž n o s t i tedy p l a t í o b e c n á 
z á s a d a : 

„Řešitel musí vždy předepsat alespoň takové okrajové podmínky, aby 
zamezil pohybu tělesa jako celku ve všech jeho složkách, které jsou možné s 

ohledem na typ a dimenzi úlohy." [1, str .255] 

Z n á m é d e f o r m a č n í parametry n a p ř . ui = 0 tedy v y p o u š t í m e z matice 
n e z n á m ý c h p a r a m e t r ů U , č í m ž se mat ice soustavy s t á v á n e s i n g u l á r n í a 
ř e š e n í m r o v n i c e (2.21) z í s k á v á m e posuvy v š e c h u z l o v ý c h b o d ů . T í m p á d e m 
jsme schopni z r o v n i c e (2.6) u r č i t j e d n o t l i v á p ř e t v o ř e n í a n a p ě t í z r ovn ice 
(2.7). V l i b o v o l n é m u z l u ř e š e n é ob las t i . 
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2 .3 . Pojednání o konvergenci a přesnosti MKP [1][2] 
K o n v e r g e n c í v ý p o č t u r o z u m í m e p ř i b l i ž o v á n í v ý s l e d k u v ý p o č t u M K P 

k ř e š e n í s p o j i t é h o p r o b l é m u př i z h u š ť o v á n í s í t ě k o n e č n ý c h p r v k ů . 
Konve rgence ř e š e n í je n u t n á pro d o s a ž e n í d o s t a t e č n ě p ř e s n é h o v ý s l e d k u . 
A b y toho b y l o d o s a ž e n o , m u s í dle [2] k a ž d ý typ p r v k u s p l ň o v a t n á s l e d u j í c í 
k r i t é r i a : 

N a h ran i c i m e z i p r v k y i u v n i t ř p r v k u m u s í a p r o x i m o v a n é posuvy 
s p l ň o v a t m i n i m á l n í p o ž a d a v k y spo j i tos t i , z á v i s l é na typu ú l o h y . 
K o n k r é t n ě j i : u m a s i v n í c h t ě l e s o v ý c h p r v k ů s d e f o r m a č n í m i 
parametry u , v, w. O b y č e j n ě p o s t a č u j e spoji tost v posuvech na 
h r a n i c í c h ; u t e n k o s t e n n ý c h p r v k ů s r o t a č n í m i parametry v uz l ech 
(px, (py, (pz je p o t ř e b n á i spoji tost p r v n í c h d e r i v a c í p o s u v ů ; h ladkost 
p r ů h y b o v é č á r y , resp. p lochy . 

Př i posuvu p r v k u j ako c e l k u m u s í z ů s t a t n a p ě t í i p ř e t v o ř e n í n u l o v á . 
P rvek m u s í b ý t schopen p ř e s n ě popsat stav k o n s t a n t n í h o p ř e t v o ř e n í . 

U p r v k ů , j e ž s p l ň u j í n á s l e d u j í c í p o d m í n k y je z a r u č e n á konvergence , j e d n á 
se o m o n o t ó n n í konve rgenc i z d o l a , v y j á d ř e n o v posuvech ( v i z . obr .2 .1) . 
Z n a m e n á to tedy, že v y p o č t e n é posuvy j sou o b e c n ě m e n š í n e ž s k u t e č n é . 
Z v y š o v á n í m p o č t u p r v k ů tedy z v y š u j e m e poddajnost v ý p o č t o v é h o mode lu . 

P o d s t a t n á je pro n á s chyba k o n k r é t n í h o v ý p o č t u pro z v o l e n ý typ p r v k u a 
vybranou hustotu s í t ě . J e d n á se o tzv . d i s k r e t i z a č n í chybu v z n i k l o u ř e š e n í m 
s p o j i t é h o p r o b l é m u n u m e r i c k ý m v ý p o č t e m , p o s k y t u j í c í m po č á s t e c h s p o j i t é 
v ý s l e d k y . 

Z á k l a d n í p r o b l é m p ř i u r č o v á n í u r č e n í t é t o chyby je ten, že h l e d á m e chybu 
vzh ledem ke s p o j i t é m u ř e š e n í , k t e r é u v ě t š i n y p r a k t i c k ý c h ú l o h n e z n á m e . 

Proto v y c h á z í m e z m í r y nespoj i tos t i n u m e r i c k y z í s k a n ý c h n a p ě t í na 
h r a n i c í c h mez i p r v k y . Jak j i ž b y l o uvedeno, p ř i l i n e á r n í či k v a d r a t i c k é 

Spojitý problém 

Hustota sítě MKP 
Obr.2.1 Konvergence posuvů 
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a p r o x i m a c i je m e z i p r v k o v ý p r ů b ě h p o s u v ů s p o j i t ý , ale n a p ě t í ma j í o b e c n ě 
n e s p o j i t ý p r ů b ě h na h r a n á c h p r v k ů . K z í s k á n í p ř i j a t e l n ě j š í h o p r ů b ě h u j s o u 
n a p ě t í po h r a n á c h p r v k ů z p r ů m ě r o v á n a a p r o l o ž e n a vhodnou spoj i tou 
k ř i v k o u . N a d k a ž d ý m p r v k e m pak m á m e n a p ě t í d v o j í h o typu: p r i m á r n í 
v ý s l e d e k v ý p o č t u o !, mez i p r v k y n e s p o j i t ý , a d o d a t e č n o u spoj i tou 
a p r o x i m a c i aa. R o z d í l m e z i n i m i o z n a č u j e m e Ao. 

V s o u č a s n é d o b ě se o b v y k l e p o v a ž u j e za c h y b o v ý parametr o d c h y l k a 
v e n e r g i í c h napjatost i pro stav u r č e n ý n a p ě t í m o ! a stav u r č e n ý n a p ě t í m aa . 

Pro u r č e n í chyby e x i s t u j í tyto m o ž n o s t i : 

2 .3 .1 . Výsledná energetická chyba e. 
N a obr .2 .2 j sou u v e d e n á n a p ě t í zobrazena pro p ř í k l a d prutu n a m á h a n é h o 

tahem. Po tom pro k a ž d ý p rvek m ů ž e m e v y č í s l i t chybu energie napjatost i i-
t é h o p r v k u e, j ako i n t e g r á l 

*4J*»'.ir .AadV , (2.221) 

kde D je mat ice m a t e r i á l o v ý c h p a r a m e t r ů . V ý s l e d n o u energe t ickou chybu 
c e l é kons t rukce z í s k á m e j ako s o u č e t p r v k o v ý c h p ř í s p ě v k ů . 

(2.232) 

kde e je e n e r g e t i c k á chyba c e l é kons t rukce , Nr je p o č e t p r v k ů c e l é ř e š e n é 
ob las t i , pro k terou chybu v y č í s l u j e m e . P ř e d s t a v u o c e l k o v é e n e r g e t i c k é 
c h y b ě n á m d á v á v y š r a f o v a n á oblast na obr .2 .2 . 

B y l o teore t icky u k á z á n o , že n e j e f e k t i v n ě j š í mode l p ř i d a n é h u s t o t ě s í t ě je 
t a k o v ý , pro k t e r ý je hodnota e n e r g e t i c k é chyby e,- pro v š e c h n y p r v k y s t e j n á . 

Obr . 2.2 P r ů b ě h n a p ě t í po p rvku 
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2.3.2. Relativní energetická chyba E 
Tato hodnota je v procentech v z t a ž e n a k c e l k o v é energ i i napjatosti U . 

Energ ie napjatost i je u r č e n á z n e a p r o x i m o v a n ý c h p r ů b ě h ů n a p ě t í a 
p ř e t v o ř e n í . P ř e d s t a v u o c e l k o v é energ i i napjatosti g r a f i cky poskytuje p locha 
u z a v ř e n á č a r o u ABC1C2D1D2E1E2A na obr .2 .2 . 

U v e d e n ý odhad chyby E je schopen posoudi t j en vhodnost n a v r ž e n é s í t ě 
vzh l edem k danému modelu geometrie, nikoli ke s k u t e č n é geomet r i i . C h y b a 
př i v y t v á ř e n í mode lu geometr ie ( z a n e d b á n í p e v n o s t n ě d ů l e ž i t é h o t v a r o v é h o 
detai lu) je t í m t o p ř í s t u p e m n e o d h a l i t e l n á . 

(2.24) 
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3. Metoda hraničních p r v k ů m r s i 

M H P p ř e d s t a v u j e z p ů s o b ř e š e n í u r č i t é skup iny p r o b l é m ů , kde ř e š e n í 
h r a n i č n í c h hodnot f u n k c í je z h l e d i s k a ř e š e n é p rob lema t iky d o s t a č u j í c í . 
Pod le u r č i t ý c h i n t e g r á l n í c h v z t a h ů je m o ž n é v y p o č í s t i hodnoty u v n i t ř 
ob las t i ze z n á m ý c h h r a n i č n í c h hodnot. V e z n a č n é m í ř e je tato metoda 
u ž í v á n a pro ř e š e n í f y z i k á l n í a m a t e m a t i c k ý c h p r o b l é m ů . M H P se z a č a l a 
r o z v í j e t p ř e d e v š í m v s o u v i s l o s t i s p o t ř e b o u s n í ž i t d i m e n z i v ý s l e d n é soustavy 
rovn i c a v y c h á z í z hraničních integrálních rovnic, je to v p o d s t a t ě metoda 
pro j e j i c h ř e š e n í . V ý h o d o u t é t o metody je s n í ž e n í d imenze ú l o h y , n e b o ť se 
d iskre t izu je pouze hranice , n i k o l i v c e l á u v a ž o v a n á oblast . 

3 .1 . Historie a vývoj MHP 
Do z a č á t k u o s m d e s á t ý c h let b y l a metoda h r a n i č n í c h p r v k ů z n á m a jako 

metoda h r a n i č n í c h i n t e g r á l n í c h r o v n i c (Boudary I n t e g r á l Equa t i on M e t h o d ) . 
Jako metoda pro ř e š e n í m a t e m a t i c k o - f y z i k á l n í c h p r o b l é m ů , z a l o ž e n a na 
p u b l i k a c i G . Greena : An Essay on the Application on Mathematical Analysis 
to the Teories of Electricity and Magnetism. 

Ten f o r m u l o v a l roku 1828, i n t e g r á l n í z n á z o r n ě n í pro ř e š e n í 
D i r i c h l e t o v ý c h a N e u m a n n o v ý c h p r o b l é m ů L a p l a s o v i r o v n i c e , k t e r é nazva l 
G r e e n o v i funkce. 

R o k u 1872 p rezen tova l obecnou metodu pro i n t e g r o v á n í r o v n i c e l a s t i c i ty a 
o d v o d i l j e j i c h ř e š e n í v i n t e g r á l n í f o r m ě . To m ů ž e b ý t v p o d s t a t ě p o k l á d a n é 
za p ř í m é r o z š í ř e n í G r e e n o v a p ř í s t u p u k N a v i e r o v ý m r o v n i c í m e las t i c i ty . 

V roce 1885 S o m i g l i a n a p o u ž i l Be t t i ho t eo r i i a o d v o d i l i n t e g r á l n í 
prezentaci ř e š e n í p r o b l é m u e las t i c i ty , z a h r n u j í c í v ý r a z t ě l e s o v ý c h s i l a 
h r a n i č n í c h p ř e m í s t ě n í . 

A v š a k o t c o v s t v í metody h r a n i č n í c h p r v k ů m u ž e b ý t p ř i p s á n o F r e d h o l m o v i . 
Z a č á t k e m d v a c á t é h o s t o l e t í j ako p r v n í p o u ž i l s i n g u l á r n í h r a n i č n í i n t e g r á l n í 
r o v n i c i , aby n a š e l n e z n á m o u h r an i c i e l e k t r i c k é h o p o t e n c i o n á l u . P ů v o d n ě 
b y l a M H P p o u ž í v á n a j ako m a t e m a t i c k ý n á s t r o j k u r č e n í n e z b y t n ý c h 
o k r a j o v ý c h p o d m í n e k pro d o b ř e d e f i n o v a n ý m a t e m a t i c k o - f y z i k á l n í p r o b l é m . 

Až do p a d e s á t ý c h b y l a metoda p ř e h l í ž e n a , a v š a k s p ř í c h o d e m p o č í t a č ů se 
v r á t i l a do pozornos t i j ako n u m e r i c k á metoda pro ř e š e n í i n ž e n ý r s k ý c h 
p r o b l é m ů . 

P r v n í p r á c e , k t e r é p o l o ž i l y z á k l a d y M H P , j ako metody pro ř e š e n í 
t e c h n i c k ý c h p r o b l é m ů se o b j e v i l y na p o č á t k u š e d e s á t ý c h let. P o t é v z a l v ý v o j 
i ap l ikace v n e j r ů z n ě j š í c h i n ž e n ý r s k ý c h o d v ě t v í c h r y c h l ý s p á d . R i z z o a 
Cruse p o u ž i l i metodu na dvou a t ř í r o z m ě r n é p r o b l é m y e l a s t i c i ty , R i z z o a 



ÚMTMB FSI VUT V BRNĚ BAKALÁŘSKÁ PRÁCE STRANA 27 

Sh ippy r o z š í ř i l i metodu o a n i z o t r o p n í e l a s t i c i tu , z a t í m c o Cruse a R i z z o 
v y ř e š i l i e l a s t o - d y n a m i c k ý p r o b l é m . Ignaczak a N o v á c k i v y j á d ř i l i i n t e g r á l n í 
rovn ice t e rmoe las t i c i ty a M e n d e l s o n s tudoval p r o b l é m y e l a s t o - p l a s t i c k é h o 
k r ů t u . 

J iž na k o n c i o s m d e s á t ý c h let je m o ž n é n a l é z t č e t n é pub l ikace v o d b o r n é 
l i t e r a t u ř e , kde je M H P p o u ž i t a pro ce lou ř a d u t e c h n i c k ý c h p r o b l é m ů . M e z i 
n i m i j sou s t a t i c k é i d y n a m i c k é , l i n e á r n í nebo n e l i n e á r n í p r o b l é m y p r u ž n o s t i 
desek, s k o ř e p i n . D á l e v geomechanice , dynamice tekut in , l o m o v é mechanice , 
t e p e l n é v o d i v o s t i aj. 

D a l š í v ý v o j M H P je z a m ě ř e n na p ř e k o n á v á n í n e v ý h o d t é t o metody. Př i 
ř e š e n í s l o ž i t ý c h č a s o v ě z á v i s l ý c h p r o b l é m ů , l i n e á r n í c h p r o b l é m ů , pro k t e r é 
n e n í z n á m o f u n d a m e n t á l n í ř e š e n í . 

N e j s l i b n ě j š í metody, k t e r é ú s p ě š n ě p ř e k o n a l y v ě t š i n u o b t í ž í a z á r o v e ň 
u d r ž u j í č i s t ě h r a n i č n í charakter z M H P , j sou metody D u á l R e c i p r o c i t y 
M e t h o d ( D M R ) , k t e r á m á v š a k u r č i t á o m e z e n í a metoda A n a l o g Equa t i on 
method ( A E M ) . 

3.2. Základní princip MHP [7][8] 
M H P ř e š í h r a n i č n í i n t e g r á l n í r ovn ice ty je m o ž n é dle [8, str. 1] def inovat 

d v ě m a z á k l a d n í m i z p ů s o b y : 
• Přímá formulace, vede k s e s t a v e n í i n t e g r á l n í c h rovn i c 

o b s a h u j í c í j ako n e z n á m é funkce ty funkce, k t e r é v y s t u p u j í 
v p ů v o d n í d i f e r e n c i á l n í r o v n i c i . 

• Nepřímá formulace, vede k s e s t a v e n í i n t e g r á l n í c h rovn i c 
o b s a h u j í c í tzv . hustoty p o t e n c i á l ů j e d n o d u c h é v r s tvy a 
dvo jv r s tvy , ze k t e r ý c h se teprve h l e d a n á funkce 
v y s t u p u j í c í v p ů v o d n í d i f e r e n c i á l n í r o v n i c i m u s í v y p o č í s t . 

V p r a x i se p ř e v á ž n ě p o u ž í v á formulace p ř í m á , j e h o ž z á k l a d e m je tzv. 
f u n d a m e n t á l n í ř e š e n í d i f e r e n c i á l n í c h r o v n i c resp. Greenova funkce a 
G r e e n o v i nebo S o m i g l i a n o v i vzo rce . Z á k l a d e m n e p ř í m é formulace je teorie 
p o t e n c i o n á l ů . 

V M H P se d i skre t izu je hranice do k o n e č n é h o p o č t u s e g m e n t ů , k t e r é 
n e m u s í b ý t n u t n ě s t e j n ě d l o u h é ; n a z ý v a j í se h r a n i č n í p rvky . 

N a k a ž d é m h r a n i č n í m p r v k u se aproximuje p ř e s n é ř e š e n í ú l o h y 
do u z l o v ý c h b o d ů p o m o c í i n t e r p o l a č n í c h f u n k c í . Po v y ř e š e n í soustavy 
rovn ic pro n e z n á m é hodnoty p o s u v ů na h r a n i c í c h ob las t i se hodnoty p o s u v ů 
resp. n a p ě t í u v n i t ř ob las t i s t a n o v í a n a l y t i c k y na z á k l a d ě f u n d a m e n t á l n í h o 
ř e š e n í . 
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U v a ž u j m e l i b o v o l n é t ě l e s o Q s h r a n i c í r . N a d k a ž d ý m p r v k e m j s o u d v ě 
aprox imace , j edna charakter izuje geomet r i i , z a t í m c o d r u h á u r č u j e neznámou 
z m ě n u hranice p r v k u . 

O b v y k l e p o u ž í v a n é h r a n i č n í p r v k y j s o u : 
• k o n s t a n t n í p rvek z o b r a z e n ý na obr. 3.1 
• l i n e á r n í p rvek z o b r a z e n ý na obr. 3.2 

• p a r a b o l i c k é nebo k v a d r a t i c k é p r v k y zobrazeny na obr. 3.3 
uzly 

koncový b od 

Obr . 3 .1- K o n s t a n t n í h r a n i č n í prvek 

krajní uz.bod 

Obr . 3.2- L i n e á r n í h r a n i č n í p rvek 

krajní uzlový bod 

Obr . 3.3- K v a d r a t i c k ý h r a n i č n í prvek 
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N a p r v k u s k o n s t a n t n í a p r o x i m a c í , r o z l i š u j e m e k o n c o v é a u z l o v é body. 
U z l o v é body se n a c h á z í v ž d y ve s t ř e d u p ř í m k y . 

Pro p r v k y s a p r o x i m a c í l i n e á r n í m á prvek dva u z l y o b v y k l e u m í s t ě n y na 
k r a j n í c h bodech ob las t i . 

P a r a b o l i c k é p r v k y m a j í geomet r i i ap rox imovanou p o m o c í p a r a b o l i c k é h o 
o b l o u k u . P rvek m á t ř i u z l y , z n i c h ž dva j sou u m í s t ě n y na k o n c í c h a t ř e t í 
o b v y k l e v p o l o v i n ě . V o l b a p rvku s t e j n ě j ako u M K P v ý z n a m n ě o v l i v ň u j e 
p ř e s n o s t a v ý p o č e t n í n á r o č n o s t ř e š e n é h o p r o b l é m u . 

3.3. Princip výpočtu[8] 
V t é t o kap i to le u v á d í m p r i n c i p v ý p o č t u M H P pro v ý p o č e t p r ů h y b u prutu. 

Ze z a č á t k u v ý p o č t u je t ř e b a u r č i t f u n d a m e n t á l n í ř e š e n í p r o b l é m u , pro náš 
p ř í p a d je podle [8] f u n d a m e n t á l n í m ř e š e n í m G r e e n o v a funkce ve tvaru 

G{x,š) = A-1S{x-š), (3.1) 

kde A " 1 je i n v e r z n í o p e r á t o r , 
ô je D i r a c o v a del ta funkce. P r ů b ě h t é t o funkce je zobrazen na 
obr. 3.4. Tato funkce m á pro n á s j e š t ě j ednu d ů l e ž i t o u vlastnost a 
to, ž e j e j í i n t e g r á l p ř e s c e lý prostor je roven 1. 

/ 6(x) áx = 1 

Obr . 3.4 P r ů b ě h D i r a c o v i del ta funkce 

Pro v ý p o č e t p r u t o v é h o t ě l e s a m á i n t e g r á l n í r o v n i c e r o v n o v á h y a 
o k r a j o v ý c h p o d m í n e k tvar: 

jSw(ElMľ-pz)dx+[Sw(T-f)+ôe(M-M)jr -[ôM(0-0) + ST(w-w) = 0, (3.2) 
o 
kde T o z n a č u j e p o s o u v a j í c í s í l u , 

M o h y b o v ý moment, 
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w p r ů h y b , 
0 n a t o č e n í , 

w l v o z n a č u j e č t v r t o u d e r i v a c i podle x. 
Pruhem j sou o z n a č e n y j e j i c h p ř e d e p s a n é o k r a j o v é hodnoty. 
P r v n í č l en rovn ice (3.2) budeme integrovat metodou per partes, tento 

postup opakujeme do té doby, n e ž nedostaneme hodnotu w l v v 
n e d e r i v o v a n é m tvaru 

L L 
[ôwEIw™ dx = -[ôwT + S0M]r +[ôTw+ÔM0]r + \ôwivEIwdx. (3.3) 

Z p ě t n ý m d o s a z e n í m rovn ice (3.3) do p ů v o d n í rovn ice (3.2) d o s t á v á m e 
n á s l e d u j í c í tvar 

L L 
\ôwivEIwdx-\ôwp dx-[SwT + S0M] + 
o o " (3.4) 

+ [STw + SM0]r -[ôwf +S0M]r +[STw + SM0]r = 0. 

Po ú p r a v ě dostaneme r o v n i c i (3.4) do tvaru 
L L 

J SwivEIw d x = J Swpz dx + SwLTL + 80LM L - Sw0T0 - S0oMo -
o o 
-STLwL - ÔML0L + ST0w0 + SMo0o, ( 3 5 ) 

n y n í je p o t ř e b a z v o l i t funkc i ôw tak, aby v y h o v o v a l a r o v n i c i 

SwivEI = S(x-Š). (3.6) 

S v y u ž i t í m v l a s t n o s t í D i r a c o v y del ta funkce p ř e j d e i n t e g r á l na p r a v é 
s t r a n ě rovn ice (3.5) v hodnotu p r ů h y b u v b o d ě Č, to je h l e d a n á funkce w(^ ) . 
V e s m y s l u rovn ice (3.1) je pak ř e š e n í r ovn ice (3.6) Greenovou f u n k c í 
G ( x , ^ ) , k terou v y j á d ř í m e n á s l e d o v n ě : 

ôw(x,Š) = G(x,%) = —— s g n ( x - £ ) ( x - £ ) 3 = >v*(x,£), 
12£7 

S0(x^) = -j-Sw = - ^ ^ = -^sgn(x-^(x-^f = ď(x^), 

SM(x^) = -EI^Sw = - E I ^ ^ = ~sgn(x-^)(x-^ = M*(x^), 
dx ox 2 

ar (s, g) = -Ei j^Sw=-siy # ) = -1 s g n (x - #) = r (x, #), 

s g n ( x - £ ) = \\ prox>g 
[-1 p r o x < £ 
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kde w * , 0*, M * , T* j sou odezvy v b o d ě x na z a t í ž e n í n e k o n e č n ě d l o u h é h o 

prutu j e d n o t k o v o u s i l o u v b o d ě \ . 
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4. Srovnání MKP a MHP: 

M H P n á m n e u m o ž ň u j e ř e š i t t a k o v é m n o ž s t v í p r o b l é m ů j ako M K P . N a s t á v á 
tedy o t á z k a . P r o č p o u ž í t M H P , k d y ž m ů ž e m e p r o b l é m ř e š i t M K P ? 

O d p o v ě ď je n á s l e d u j í c í . M o d e l o v á n í ř e š e n é ob las t i k o n e č n ý m i p r v k y m ů ž e 
bý t pro u r č i t é ob las t i p r o b l é m ů n e e f e k t i v n í a z b y t e č n ě p r a c n é . T a k ž e M K P 
navzdory j e j í obecnos t i v i n ž e n ý r s k ý c h p r o b l é m e c h , n e n í bez n e d o s t a t k ů . 

N e j d ů l e ž i t ě j š í nedostatky j sou : 

• D i s k r e t i z a c e je pro ce lou oblast ř e š e n é h o p r o b l é m u , zobrazeno na 
obr .4 .1 . T u d í ž , g e n e r o v á n í a kon t ro l a s í t ě k o n e č n ý c h p r v k ů je o b t í ž n á , 
p r a c n á a č a s o v ě n á r o č n á . Z e j m é n a pokud geometrie a n a l y z o v a n é 
oblas t i n e n í j e d n o d u c h á . N a p ř í k l a d , pokud s o u č á s t obsahuje v e l k é 
gradienty n a p ě t í je t ř e b a nejen z j e m n ě n í s í t ě p r v k ů , ale i p o u ž i t í 
v h o d n é d i sk re t i zace . N a j í t t akovou vhodnou d i s k r e t i z a c i , p ř i n í ž se 
ř e š e n í p ř i b l i ž n ě b l í ž í k a n a l y t i c k é m u je z p r a v i d l a v e l m i p r a c n é . 

• Ú p r a v a d i sk re t i zace mode lu pro z v ý š e n í p ř e s n o s t i v ř e š e n í , nebo l e p š í 
p ř i z p ů s o b e n í z m ě n á m tvaru m ů ž e b ý t o b t í ž n á a v y ž a d o v a t mnoho ú s i l í 
a č a s u . 

• V p ř í p a d ě ř e š e n í p r o b l é m ů p o p s a n ý c h d i f e r e n c i á l n í m i r o v n i c e m i 
č t v r t é h o a v y š š í h o ř á d u , v souladu s p o ž a d a v k y na ř e š e n í . M ů ž e b ý t 
t a k o v á t o p r á c e n u d n á a p o u ž i t í M K P n e p r a k t i c k á . 

• P ř e s t o ž e M K P p o č í t á p ř e s n ě v ob las t i n e z n á m ý c h f u n k c í je m é n ě 
ú č i n n á p ř i u r č o v á n í j e j i c h d e r i v a c í . P ř e s n o s t z n a č n ě klesne v oblas tech 
v e l k ý c h g r a d i e n t ů hodnot. 

T7\ \ \ \ \ 
I- l i / 1 L  

T k t 
1 ""Tvi + 

— J -U- + 1 l i l 1 
Í + H — 1 — 

J-l? * ť t t t * r r r t M— 

Obr. 4.1 Diskretizace M K P 
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Naopak , M H P m á m n o h é v ý h o d y , z n i c h ž n e j d ů l e ž i t ě j š í j s o u : 

• Snadnost p o u ž i t í . M H P v y u ž í v á pouze 2 D p r v k ů na p l o c h á c h . Proto 
mohou u ž i v a t e l é nastavit p r o b l é m rych le a snadno. 

• P ř e s n ě j š í v ý s l e d k y . M H P u m o ž ň u j e ve v š e c h oblas tech p r o m ě n n ý c h v 
j a k é m k o l i b o d ě ř e š e n é ob las t i z í s k a t v e l m i p ř e s n é ř e š e n í . T a k é 
v ý s l e d k y j sou p ř e s n ě j š í , p r o t o ž e integrace je z á k o n i t ě p ř e s n ě j š í n e ž 
di ferenciace M K P . 

• A n a l ý z a n e u z a v ř e n é s t ruktury ( n a p ř . e l e k t r o m a g n e t i c k á pole) lze 
v y ř e š i t M H P bez d o d a t e č n é h o ú s i l í , p r o t o ž e v n ě j š í pole se ř e š í s t e j n ý m 
z p ů s o b e m j ako v n i t ř n í ob las t i . 

• D i s k r e t i z a c e je pouze p ř e s hranice ř e š e n é h o p r o b l é m u , č í m ž se 
n u m e r i c k é m o d e l o v á n í M H P s t á v á s n a d n ě j š í a s n í ž í se p o č e t 
n e z n á m ý c h . C o ž z n a m e n á , že o p ě t o v n é m o d e l o v á n í z m ě n y tvaru ř e š e n é 
oblas t i je j e d n o d u š š í . Zobrazeno na obr. 4 .2 . 

• Tato metoda je z v l á š t ě ú č i n n á p ř i v ý p o č t u d e r i v a c í f u n k c í (deformace, 
n a p ě t í ) . 

• M H P u m o ž ň u j e h o d n o c e n í ř e š e n í a jeho d e r i v a c í v j a k é m k o l i b o d ě 
ř e š e n é ob las t i a to č a s o v ě ú s p o r n ě . Z toho d ů v o d u , že metoda v y u ž í v á 
i n t e g r á l n í f o rmu lac i ř e š e n í a s p o j i t é m a t e m a t i c k é v y j á d ř e n í , k t e r é 
m ů ž e b ý t p o u ž í v á n o j ako m a t e m a t i c k ý vzorec . To je n e m o ž n é p ř i 
p o u ž i t í M K P , p r o t o ž e ř e š e n í je d o s a ž e n o pouze v u z l o v ý c h bodech . 

• Tato metoda je v h o d n á pro ř e š e n í p r o b l é m ů v oblas tech g e o m e t r i c k ý c h 
z v l á š t n o s t í , j ako j s o u n a p ř . p r a s k l i n y , v ruby . 

Obr. 4.2 Diskretizace M H P 
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N a s v é a k t u á l n í (doba v y d á n í pub l ikace [6]) e t a p ě v ý v o j e , m á M H P z a t í m 
tyto h l a v n í n e v ý h o d y : 

• P o u ž i t í M H P v y ž a d u j e f u n d a m e n t á l n í ř e š e n í . M e t o d u nelze p o u ž í t pro 
p r o b l é m y , j e j i c h ž f u n d a m e n t á l n í ř e š e n í n e n í z n á m é , nebo nelze u r č i t . 
T a k o v é j sou n a p ř í k l a d p r o b l é m y p o p s a n é d i f e r e n c i á l n í m i r o v n i c e m i s 
p r o m ě n n ý m i koe f i c i en ty 

• M e t o d a př i ř e š e n í n e l i n e á r n í c h p r o b l é m ů z t r á c í s v é v ý h o d y . 
• N u t n ý p ř e d p o k l a d h o m o g e n n í h o p r o s t ř e d í u v n i t ř m o d e l o v a n é ob las t i . 

Tedy M H P nelze ř e š i t k o m p o z i t n í m a t e r i á l y . 
• N u m e r i c k é rea l izace v ý s l e d k ů M H P v y c h á z í ze soustav l i n e á r n í c h 

a l g e b r a i c k ý c h r o v n i c , j e j í ž matice je n e s y m e t r i c k á a p l n ě o b s a z e n á . V 
M K P m a j í matice v e l m i p ř í j e m n é v las tnos t i , j sou p á s o v é a s y m e t r i c k é . 
Tento z á p o r M H P je ale v y v á ž e n t í m , že ř e š e n á matice m á mnohem 
m e n š í c h r o z m ě r y . J e d n o t l i v é mat ice j s o u zobrazeny na o b r á z k u 4 .3 . 

M K P M H P 

Obr. 4.3 Matice M K P a M H P 
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ZÁVĚR 

C í l e m t é t o p r á c e b y l o porovnat metodu k o n e č n ý c h p r v k ů s metodou 
h r a n i č n í c h p r v k ů a popsat j e j i c h v ý h o d y i n e v ý h o d y . 
P r v n í k a p i t o l a popisuje z á k l a d n í p rob lema t iku a p ř í s t u p y k v ý p o č t ů m 
p r u ž n o s t i a pevnos t i . Z t é t o k a p i t o l y je p a t r n é , že př i z v o l e n í j a k é k o l i 
formulace, varianty či řešení t ě c h t o p r o b l é m ů , v ž d y v y c h á z í m e z o b e c n ý c h 
rovn ic p r u ž n o s t i . A n a l y t i c k ý p ř í s t u p v o l í m e tehdy, j e - l i p ř e d m ě t e m p r o b l é m u 
t ě l e s o j e d n o d u c h ý c h t v a r ů ( e l e m e n t á r n í t ě l e s o ) , tento p ř í s t u p je m o ž n o 
p o u ž í t i p ř i v ý p o č t e c h o b e c n ý c h t ě l e s tak, že ř e š e n é t ě l e s o v h o d n ě 
aproximujeme t ě l e s e m e l e m e n t á r n í m . M u s í m e v š a k v z í t v ú v a h u , že v ý s l e d k y 
t ě c h t o v ý p o č t ů j sou z k r e s l e n é a pouze o r i e n t a č n í . N u m e r i c k ý p ř í s t u p 
p o u ž i j e m e v p ř í p a d e c h , n e j e d n á - l i se o e l e m e n t á r n í t ě l e s a nebo je t ř e b a do 
v ý p o č t u zahrnout d a l š í v l i v y , k t e r ý m je s o u č á s t v p rovozu vys tavena n a p ř . 
p ů s o b e n í v y s o k ý c h teplot , s e i smic i t a , k m i t á n í , z b y t k o v á napjatost po 
t e c h n o l o g i c k ý c h o p e r a c í c h aj. D á l e t a k é př i ř e š e n í n e l i n e á r n í c h ú l o h . 
D r u h á k a p i t o l a je v ě n o v á n a m e t o d ě k o n e č n ý c h p r v k ů . P ř i p o u ž i t í t é t o 
metody je d ů l e ž i t é ap l ikova t vhodnou d i s k r e t i z a c i resp. v h o d n é p r v k y a 
vhodnou hustotu s í t ě . Tato v o l b a je p o d s t a t n á pro z í s k á n í v ě r o h o d n ý c h 
v ý s l e d k ů , j e j í s p r á v n á v o l b a je d á n a z k u š e n o s t m i v ý p o č t á ř e . 
V e t ř e t í kap i to le je p o p s á n a metoda h r a n i č n í c h p r v k ů , j e j í v ý v o j a p r i n c i p na 
j e d n o d u c h é m p ř í k l a d u . 

N á s l e d u j í c í č t v r t á k a p i t o l a popisuje s h r n u t í k l a d ů a z á p o r ů j e d n o t l i v ý c h 
metod, ze k t e r ý c h v y v o z u j i n á s l e d u j í c í z á v ě r y . 

M e t o d a k o n e č n ý c h p r v k ů se d í k y své u n i v e r s á l n o s t i j e v í j ako metoda 
v ý h o d n ě j š í pro v ý p o č t y p r a k t i c k ý c h i n ž e n ý r s k ý c h p r o b l é m ů . J e d n í m 
z d ů v o d ů je bezpochyby s o f t w a r o v á dostupnost , kdy jsme schopni za 
p o m o c i jednoho p o č í t a č o v é h o programu ( n a p ř . A n s y s ) ř e š i t ce lou ř a d u ú l o h . 

M e t o d a h r a n i č n í c h p r v k ů n á m poskytuje v ě r o h o d n é a s p o l e h l i v é 
v ý s l e d k y v oblas tech v e l k ý c h s ingu la r i t . N a b ý v á tedy na v ý z n a m u př i 
v ý p o č t e c h ú l o h o koncen t rac i n a p ě t í n a p ř . u r č e n í s o u č i n i t e l e in tenz i ty 
n a p ě t í pro t ě l e s o s t r h l i nou . 

M H P je v h o d n ě j š í pro v ý p o č t y n e k o n e č n ý c h o b l a s t í , j e j í p o u ž i t í v t ě c h t o 
p ř í p a d e c h je m é n ě p r a c n é n e ž př i p o u ž i t í M K P . T a k é pro ř e š e n í 
n e u z a v ř e n ý c h struktur j ako je n a p ř . e l e k t r i c k ý p o t e n c i á l , je p o u ž i t í t é t o 
metody v ý h o d n ě j š í . 

D á l e př i v ý p o č t e c h v e l k ý c h a r o z l e h l ý c h p l o c h je p o u ž i t í M H P 
j e d n o d u š š í a m é n ě n á r o č n é na h a r d w a r o v é v y b a v e n í . 

A v š a k ap l ikace M H P je o m e z e n á na p r o b l é m y pro k t e r é z n á m e 
f u n d a m e n t á l n í ř e š e n í , c o ž je j e j í podstatnou n e v ý h o d o u . 
O b ě metody m a j í tedy svá pro a p r o t i , d ů l e ž i t ý m ukaza te lem pro r o z h o d n u t í 

z d a l i p o u ž í t M K P nebo M H P je charakter ř e š e n é h o p r o b l é m u . N á r o k y na 
v ý p o č t o v o u p ř e s n o s t , č a s o v o u n á r o č n o s t , d o s t u p n é s o f t w a r o v é a h a r d w a r o v é 
p r o s t ř e d k y . V n e p o s l e d n í ř a d ě t a k é k v a l i f i k a c e a z k u š e n o s t i o d b o r n ý c h 
p r a c o v n í k ů . 
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R o z v o j n u m e r i c k ý c h metod m á za n á s l e d e k č a s t o u neznalost a n a l y t i c k é h o 
p ř í s t u p u z á k l a d n í c h ú l o h p r u ž n o s t i . Zna los t a n a l y t i c k é h o ř e š e n í je v š a k 
j ednou ze z á k l a d n í c h o d b o r n ý c h z n a l o s t í , d ů l e ž i t o u pro r a c i o n á l n í p o s o u z e n í 
a v y h o d n o c e n í s p r á v n o s t i n u m e r i c k ý c h v ý s l e d k ů . 

V d n e š n í d o b ě se s t á l e v í c e r o z v í j í tzv . h y b r i d n í metody ( B E - F E ) . V t ě c h t o 
m e t o d á c h je podle m é h o n á z o r u v e l k ý p o t e n c i á l do b u d o u c í c h let, p r o t o ž e 
k o m b i n u j í s i l n é s t r á n k y obou metod. 
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SEZNAM POUŽITÝCH VELIČIN 

Veličina Symbol Jednotka 

N o r m á l n ě n a p ě t í [Pa] 

S m y k o v é n a p ě t í fxy> Tyz> Tzx [Pa] 

P ř e t v o ř e n í £x> £y> ^z [-] 
Ú h l o v é p ř e t v o ř e n í Txy> Yyz> Yzx [-] 
Posuv U,V,W [m] 
Energ ie napjatost i W [J] 
P o t e n c i á l z a t í ž e n í P [J] 
C e l k o v á p o t e n c i o n á l n í 
energie n [J] 

Hus to ta p [kg*m 3] 

P l o c h a s [m2] 
S í l a F [N] 

Objem V [m3] 

Fyzikální konstanty: 

Veličina Symbol 
*Youngův modul pružnosti E=(l,9-2,4)* 105 Pa 

*Poissonovo číslo u=0,3 

Gravitační zrychlení g=9,81 m*s"2 

(*) Uvedené hodnoty se vztahují pro oceli. 


