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Pouzité symboly

N

R

R,

R™

(a,b)

[a,b]
U(zo,9)
yeC(J)
ye™(J)
Treti kapitola
7z

Cwo(2)

C(T)

1]
111

Ctvrté kapitola
feC(M,R")

|

|2(z)] = O(exp(Az))

s

obor prirozenych c¢isel

obor realnych cisel

obor nezapornych realnych cisel

realny eukleidovsky prostor dimenze n nad R
otevieny interval

uzavieny interval

d-okoli bodu xg

y je spojitad na J

y je spojité diferencovatelna do fadu n na J

[a,00), a >0
prostor spojitych a ohranicenych funkei na 7
norma v Co.(7)

prostor spojitych a ohrani¢enych funkci
se spojitou a ohrani¢enou derivaci na Z

norma v C! (7)

norma v C (Z) definovan4 pomoci ohranicené
funkce g: Z — [¢,d], 0 < ¢ <d < o0

f je spojita vektorova funkce z M C R" do R”
eukleidovska norma v prostoru R"
funkce z : R, — R" spliiuje lim sup %&L) < 00,

kde A >0

prostor spojitych funkci z : R, — R”, které
spliiuji podminku |z(x)| = O(exp(Az))

norma v S



Uvod

Matematicka teorie diferencidlnich rovnic se zabyva existenci feseni, jedno-
znacnosti, zavislosti feSeni na pocatecnich a okrajovych podminkach.

Problematika obycejnych diferencialnich rovnic se zacala rozvijet uz v 17. sto-
leti. Uz v tomto stoleti Isaac Newton zformuloval sviij druhy pohybovy zakon
ve tvaru f = %(mv), tj. sila zpiisobujici pohyb télesa se rovna casové zméné
hybnosti. Brzy potom se podatilo popsat pohyb planet okolo Slunce pomoci di-
ferencialnich rovnic, na zakladé kterych je mozné predpovidat jejich polohu ve
vesmiru. Od téchto dob diferencidlnim rovnicim vénovali trvalou pozornost fyzi-
kové a matematici hlavné proto, Ze je pomoci nich mozné formulovat mnohé fyzi-
kalni zadkony, vytvaret a analyzovat matematické modely realného svéta a umoznit
dalsi rozvoj nejen prirodnich a technickych véd.

Pivodnim cilem matematiki a fyzikd bylo najit feSeni dané diferencialni rov-
nice, které by charakterizovalo ptislusny fyzikalni d&j. Velmi rychle se vsak zjistilo,
Ze existuji matematické modely pfirodnich a technickych zakonitosti ve tvaru
diferencialnich rovnic, které se nedaji fesit elementarnimi integrac¢nimi meto-
dami, a proto se matematické modely zjednodusovaly, zanedbavaly se casto i vy-
znamné skutecnosti, coz zkreslovalo realnost daného modelu. Proto se zacaly
hledat cesty, jak vyjit z tohoto zacarovaného kruhu. Uz v 19. stoleti A. M. Lja-
punov, R. Lipschitz, A. L. Cauchy, G. Peano, C. Sturm, E. Picard a dalsi si
ve svojich pracich polozili otazku, za jakych podminek dané diferencialni rovnice
ma viubec Teseni a jaké vlastnosti toto feSeni ma. Kromé toho se soubézné roz-
vijely metody feSeni diferencialnich rovnic pomoci nekonec¢nych fad a zacaly se
rozvijet ptiblizné metody feseni diferencidlnich rovnic. Mnohé z téchto vysledki
tvoii dnes zaklady moderni teorie diferencialnich rovnic.

Rozvojem vypocetni techniky a numerickych metod feseni diferencialnich rov-
nic se uloha teorie diferencialnich rovnic nedostala do pozadi, protoze praveé dobra
znalost vlastnosti feseni umoznuje efektivnéjsi vyuziti pocitaci.

Obycejné diferencialni rovnice jsou dnes vyznamnym nastrojem zkoumani vy-

uzivanym nejen ve fyzice a technickych védnich disciplinach, ale také v biologii,
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ekologii i v chemii a pronikaji téz do ekonomie a dalsich spolecenskych véd.

V této bakalarské praci budeme vysetfovat existenci a v nékterych pripadech
i jednoznacnost feseni dvou typu diferencidlnich rovnic definovanych na polo-
piimce. V pfipravné kapitole jsou definovany zakladni pojmy z teorie diferenci-
alnich rovnic, které budeme pouzivat. Dale jsou zde zavedeny metrické prostory,
linearni prostory a normované lineadrni prostory. Ve druhé kapitole je uvedena a
dokézana Banachova véta o pevném bodé, ktera bude stézejnim nastrojem pro
dokazani vét uvedenych ve treti a ¢tvrté kapitole. Ve tteti kapitole, ktera je zpra-

covand podle [1], ukdzeme, Ze diferencidlni rovnice druhého fadu tvaru

y'(x) + F(z,y(x),y'(z)) =0

ma na polopiimce pravé jedno feseni pfi splnéni jistych podminek kladenych na
funkci F' a jaké vlastnosti toto feseni ma. Ve ¢tvrté kapitole, ktera je zpracovana
podle [2], se budeme zabyvat systémem diferencidlnich rovnic se zpozdénym ar-

gumentem tvaru
y(x) = fz,y(z),y(z - 1))

s pocatecnimi podminkami

yle—1) =¢(x) (0<z<1), y0)=yo.

TaktéZ uvedeme podminky kladené na funkci f, které v jednom pripadé zajistuji
existenci i jednoznacnost feSeni na R, a ve druhém pripadé jednoznacnost reSeni
na R, pokud to TeSeni existuje. Na konci obou kapitol najdeme ptiklady, na

kterych jsou néekteré véty aplikovany.



1 Pripravna kapitola

V této kapitole uvedeme nékteré pojmy z teorie diferencialnich rovnic, které
jsou pouzity v dalsim textu ([6], [7]). Déle zavedeme metrické prostory, linearni
prostory a normované linearni prostory ([3], [4]). VSe rozdéleno do pfislusnych

podkapitol.

1.1 Diferencialni rovnice

Definice 1.1. Nechf F: G C R"*2 — R je funkce. Rovnice F(x,y,7/,...,y™)=0
se nazyva diferencialni rovnice n-tého fadu. Radem diferencialni rovnice ro-
zumime Fad nejvyssi derivace neznamé funkce, ktera v rovnici vystupuje.

Jestlize v diferencialni rovnici je y™ vyjadfena pomoci z,y,v/', ...,y V), dosta-

vame diferencidlni rovnici

y(n) - f(x7 y?"'?y(n_l))7 (1)
v normalnim tvaru.
Zde je funkce f : G C R"*! — R. G je defini¢ni obor funkce f.
1.2 Reseni diferenciilni rovnice

Definice 1.2. Funkce y : J — R, kde J C R je interval, se nazyva (klasické)

FeSeni rovnice (1) na J, jestlize :
a) y € C"(J),
b) (z,y(x),...,y" V(z)) € G, Yz € J,
¢) rovnost y™(z) = f(z,y(x),...,y" "V (z)) plati Vo € J.

Je-liy : 7 — R feSenim rovnice (1) na J, pak jeho graf ({(z,y(z)): x € J} C R?)

se nazyva integralni kiivka (1).

Definice 1.3. Necht y : J — R je feSenim rovnice (1) na intervalu 7. Re-

Seni v : T — R, kde 7 je interval, se nazyva prodlouZenim feSeni y, jestlize
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J C I, J#Tay(x)=uv(x), Vx € J.

Reseni rovnice (1), které nema prodlouzeni, se nazyva aplné FeSeni.

Definice 1.4. Obecnym Fesenim diferencialni rovnice (1) rozumime jeji feSeni
y = (z,c1,ca,...,¢n), které obsahuje tolik integracnich konstant cy, ..., ¢,, kolik
je fad (1), pri¢emz pro kazdou konkrétni volbu konstant cy,...,c, dostavame
feseni (1) a ke kazdému feSeni u : J — R rovnice (1) 3 n-tice &isel ¢y, ..., ¢,
takova, ze rovnost u(x) = y(z,é1,...,¢,) plati Vo € J.

Partikularnim FeSenim rovnice (1) rozumime takové jeji feseni, které dosta-
neme z jejiho obecného feseni konkrétni volbou konstant cq, ..., c,.
Regularnim FesSenim rovnice (1) rozumime takové jeji feSeni, jehoz kazdym
bodem prochazi jediné feseni (1).

Singularnim FesSenim rovnice (1) rozumime takové jeji feseni, jehoz kazdym

bodem prochazeji alespon 2 rtzna feseni (1).

1.3 Cauchyova uloha

Definice 1.5. Necht y: 7 — R, J C R a necht (xg, &, ...,&—1) € G. Pak tloha

najit feSeni y rovnice (1) spliujici po¢ateéni podminky
yD () =¢, j=0,1,...,n—1 (2)
se nazyva Cauchyova (nebo poc¢atecni) tiloha pro rovnici (1).

1.4 Metrické prostory

Definice 1.6. Bud X neprazdnd mnozina. Redlna funkce p : X x X — R se

nazyva metrika, jestlize
(i) plz,y) 20, Yo,y € X, pla,y) =0& 2=y,
(ii) p(z,y) = ply, ), Yo,y € X,

(ili) p(z,y) < p(z,2) + p(y, 2), Vo,y,2 € X.



Mnozina X s metrikou p se nazyva metricky prostor.

Pigeme (X, p), resp. pouze X', pokud nehrozi nedorozuméni.
Definice 1.7. Nechf X je metricky prostor, M C X. Rekneme, 7e
a) M je ohrani¢ena mnoZina, jestlize M lezi v n&jaké kouli. Cislo
diamM = sup{p(z,y) : z,y € M}
se nazyva pramér M.

b) z je hromadny bod mnoziny M, jestlize v kazdé kouli o st¥edu v x lezi
alespon jeden bod M, ktery je rizny od .
Je-li H mnozina vSech hromadnych bod& mnoziny M, pak M = HUM se

nazyva uzaver M.
¢) M je uzaviend mnoZina, jestlize M = M.
d) M je oteviend mnozina, jestlize X \ M je uzavienad mnozina.
Definice 1.8. Necht X je metricky prostor a {z,} C X. Rekneme, Ze

a) posloupnost {z,} je konvergentni, jestlize 3x € X : lim p(z,,x) = 0.

n—oo

Piseme také lim x,, = x, resp. x,, — x pro n — oo, resp. &, — T.

n—oo

Prvek x se pak nazyva limitou posloupnosti {z,}.

b) {z,} je cauchyovska posloupnost, jestlize Ve > 0 In. € N: Vm,n > n, :

(T, ) < €.

Poznamka 1.1. Kazda konvergentni posloupnost mé pravé jednu limitu.
Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Kazda cauchyovské posloupnost je ohranicena.

Definice 1.9. Rekneme, e posloupnost realnych funkci { f,,} konverguje stej-
nomérné na mnoziné D C R k limitni funkci f, jestlize Ve >0 dng € N:Vn > ny,

Ve € D:|fu(z) — f(z)] <e

D
Znacime f, = f.



Definice 1.10. Rekneme, 7e posloupnost realnych funkci {f,} konverguje k
funkci f lokalné stejnomérné na mnoziné D C R, jestlize Voo € D 30 > 0 :

fo(z) =2 f(x), Yo € DNU(x,0).

Definice 1.11. Nechf X je metricky prostor. Rekneme, Ze X je Gplny metricky

prostor, jestlize kazda cauchyovska posloupnost je konvergentni.

Definice 1.12. Metricky prostor X se nazyva totalné omezeny (ohraniceny),

jestlize z kazdé posloupnosti prvkt z X' 1ze vybrat cauchyovskou posloupnost.

Definice 1.13. Metricky prostor X se nazyva kompaktni, jestlize z kazdé po-

sloupnosti prvki z X lze vybrat konvergentni posloupnost.

Definice 1.14. Rekneme, Ze podmnozina M C X metrického prostoru (X, p) je
kompaktni podmnozina, jestlize metricky prostor (M, p/ rxa1) je kompaktni
(tj. z kazdé posloupnosti prvkia M lze vybrat konvergentni posloupnost, jejiz

limita lezi v M).

Definice 1.15. Necht X je metricky prostor. Pak zobrazeni ' : X — R se nazyva
realny funkcional.

1.5 Linearni prostory a normované linearni prostory

Definice 1.16. Mnozina X se nazyva linearni prostor, jestlize na X" je defino-

vana operace s¢itani a operace nasobeni realnym skaldrem splnujici
(i) vzhledem ke sé¢itéani je X komutativni grupa,

(ii) vzhledem k nasobeni skalarem plati:
Mpz) = (An)z,
A+ p)z = e+ px, Mz +y) =+ Ny,
lr=ux, Vo,y e X, VA, u e R.

R je téleso skalart.

Definice 1.17. Rekneme, ze mnozina X je normovany linearni prostor,
jestlize

10



a) X je linearni prostor,

b) na X je definovan funkciondl ||.|| : X — R, ktery nazyvdme normou a

ktery splnuje nasledujici axiomy:

(i) [l =0, Ve e X, lz| =0z =0,
(i) [[Az] = [All=]l, VA € R, Vo € X,

(i) [z +yll < [lzll + llyll, Ve, y € X
R je téleso skalart.
Uplny normovany linearni prostor se nazyva Banachtiv prostor.

Poznamka 1.2. Kazdy normovany linearni prostor je metricky prostor s metri-

kou definovanou formuli p(z,y) = ||z — y||. Misto (X, p) budeme psat (X, [|.])-
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2 Banachova véta o pevném bodé

Nasim hlavnim néastrojem pro dokazani existence a v nékterych pripadech i
jednoznacnosti feseni rovnic uvedenych v ivodu bude Banachova véta o pevném
bodé, kterou v roce 1922 zformuloval a dokézal polsky matematik Stefan Banach
(3], [5])-

Véta 2.1. (Banachova véta o pevném bodé) Necht X je uplny metricky prostor a
F: X — X je kontraktivni zobrazent, tj. Ik € (0,1) : p (F(x), F(y)) < kp (z,y),
Vr,y e X.
Pak existuje jeding bod x. takovy, Ze F(x,) = .. Bod x, se nazyvd pevny bod
zobrazeni F.
Dtikaz: Diikaz existence:
Necht z; € X. Definujme posloupnost {z,} C & rekurentnim predpisem
Tpr1 = F(x,) (metoda postupnych aproximaci). Dokazeme, ze {x,} je cauchy-
ovska posloupnost. Plati vztah
pEns1,n) = p(Fan, Fiy 1) <

< kp(rp, 2n1) =

= kp(Fxy_1, Fx, 2) <

<k p(Tn-1, Tng) <
< - < k" p(ag,71), VR €N,

Necht m > n. Pak plati nasledujici nerovnosti

p(xmwrn) S p('rrrmxmfl) +/)(l’m717$n) S

<o < p(®m, Tet) F (Tt Tmee) + o+ p(Tnt, Th) <
< (™A R B p(g, 1) <

knfl
< (KK (e, 1) = T p(wa, 7).

En—1
Tedy p(zm,2n) < 5=, Ym > n.
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Z posledni nerovnosti plyne, ze lim p(z,,,z,) = 0, tedy posloupnost {x,} je

cauchyovska.
Jelikoz podle ptredpokladu je X tuplny metricky prostor, je posloupnost {z,}

konvergentni. Necht x,, — x,. Ze vztahu
0 < p(Fzp, Fz.) < kp(x,,x.) — 0

plyne
lim p(Fz,, Fr,) =0« lim Fz, = Fz,.

n—oo n—oo

Limitnim pfechodem pro n — oo ve vztahu x,., = Fx, dostavame x, = Fz,.
Tedy z, je pevny bod F.
Dtikaz jednoznacnosti:
Predpokladejme, ze F'y, = y, pro néjaké vy, € Xy, # x,.
Pak
P(Ys, ©2) = p(Fye, Fr.) < kp(ys, Ts),

coZ je spor s tim, ze k € (0,1). Tedy existuje pravé jeden pevny bod.
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3 Diferencialni rovnice druhého radu
V této kapitole se zaméifime na rovnici tvaru
y'(x) + F(z,y(2),y'(x)) =0, z€T, (3)

kde symbolem Z budeme v celé tieti kapitole znacit interval Z = [a, 00), a > 0.
F:7 xR xR — R je funkce spojita ve vSech tfech proménnych. Cilem nasich
tvah bude dtikaz existence FeSeni rovnice (3) na polopfimce 7.

V casti 3.1 zavedeme pojmy, které budeme potiebovat v c¢asti 3.2, kde budou
uvedeny véty o existenci FeSeni rovnice (3) na Z.

Tato kapitola je zpracovana podle ¢lanku [1].

3.1 Potrfebné pojmy

Necht
Coo(Z) ={u € C(Z) : u je ohrani¢ena na Z},
CL(Z) = {ue CYZ): uau jsou ohrani¢ené na Z}.

Oznacme X = (Coo(Z), ||.||,) metricky prostor indukovany normou
[l o = sup [u(z)]. (4)
e€T
Ovéfime, Ze norma |||, je definovana korektné:
(i) fJull, = 316111) lu(z)] >0, Vu € Coo(Z), |ull, =0 u=0,
(i) ||ku| = 51;11) |ku(x)| = |k| sgg lu(z)|, Yu € Cx(Z), Vk € R,

(iii) flu+ vl = sup |u(z) +v(z)| < sup {lu(@)] + [v(2)]} <

zel

< sup [u(z)| +sup [o(z)] = [Jull, + V]l Yu, v € Cuo(T).
x€Z x€l
Metrika p na prostoru &' je tedy definovana formuli p(z,y) = ||z — y|| . -
Lemma 3.1. X = (Cx(2), ||.|l..) je uplny metricky prostor.
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Duikaz: Necht {u,} C X je cauchyovskd posloupnost. Pak Ve > 0 Ing € N :
Vm,n > ng @ ||um —unll, <€ tedy Ve > 03ng € N : Vm,n > ng, Vo € 7 :
|un(x) — um(x)| < e. Odtud plyne, ze {u,(z)} konverguje stejnomérné na Z.
Proto existuje u € C'(Z) takové, ze T}Ln;o un(z) = u(z). Jelikoz {u,} je cauchyovska
posloupnost, je ohranicend, coz znamena, ze |u,(x)] < K prox € Z an € N,
kde K je kladna konstanta. Pak ovSem |u(z)| < K na Z a tedy u € C(Z). Tim
je dokazéno, ze {u,} je konvergentni v X a u je jeji limita. Tedy X je uplny
metricky prostor.
0
Necht X, = {u € X :u(x) >0 proz € Z}. Dilezita vlastnost metrického

prostoru X, je uvedena v nasledujicim lemmatu.
Lemma 3.2. (X, |.||..) je Uplny metricky prostor.

Dukaz: Protoze kazda uzaviend podmnozina tplného metrického prostoru je
uplny metricky prostor a protoze z lemmatu 3.1 vime, ze X je Uplny metricky
prostor, k dikazu tohoto lemmatu stac¢i dokazat uzavienost X, v X.

Necht {u,} C X, je konvergentni posloupnost a necht lim u, = u v X. Pak

lim u,(x) = u(x) stejnomérné na Z. Podle pfedpokladu u,(x) > 0 pro x € T
an € N. Proto u(z) > 0 na Z a tedy lim u, = u v Xy. Tim je dokdzano, ze

mnozina X, je uzaviena v X.

Nyni ovéfime, ze
+ [l (5)
je norma na mnozing C (7). Piedné je ziejmé, Ze ||ul|, je konecné ¢islo pro kazdé

u € CL (7). Déle plati

() Nully = vl + W'l > 0, Vu € CL(T),  lull, =0 < u=0,
—— =

>0 >0
(i) lkull, = llkull o, + [1ku'|l o = [B] (lullo + [v']l0) = [kl Yu € CL(T),
Vk e R,
15



(i) flu+olly = lu+ ol + v+l < (lullo +llellee) + (vllo +11"ll0) =
= Jlully + vl Vu,v € CL(T).

Lemma 3.3. (CL(Z),].|,) je dplny metricky prostor.

Dukaz: Necht {u,} C (CL(Z),||.||,) je cauchyovskd posloupnost. Pak Ve > 0
dng € N :Vm,n > ng, Ve € T : |u,(x) — up ()| + |u),(x) +ul,(z)| < e Tedy
{un(z)} a {u,(z)} konverguji stejnomérné na Z a navic, jelikoz {u,} je cau-
chyovska posloupnost, jsou posloupnosti {||u,|| .}, {l|u,]|,} ohrani¢ené. Necht
T}Lrgo up(x) = u(m),nhﬂrgc> ul, (z) = v(z), tedy posloupnosti {u,(z)} a {u,(x)} kon-
verguji stejnomérné na 7 a u(z) a v(z) necht jsou jejich limity. Pak z ohranicenosti

{lJunlloo} & {lJuw,]l .} plyne, Ze u,v € Cs(Z). Limitnim pfechodem pro n — oo v

rovnosti
un(z) = u,(0) —i—/ u, (t)dt
0
dostavame
u(z) = u(0) +/ v(t)dt, z €T
0

Z posledni rovnosti plyne, ze v/(z) = v(x) pro x € Z. Tim je dokdzéno, Ze
lim u&f)(:p) = uY)(z) stejnomérné na Z pro j = 0,1. Tedy lim u, = u v
(CL(D),I-l,), coz Tik4, ze cauchyovskd posloupnost {u,} je konvergentni a u

je jeji limita.
]
Necht M > 0 a necht

Xy ={ue (CL@D),|ll,) : 0 <u(x) < M,u(x) >0proz e}
je podmnoZina v metrickém prostoru (C% (Z), ||.|,)-
Lemma 3.4. (Xu,|.||,) je Uplny metricky prostor.

Dikaz: Postupujeme analogicky jako v dikazu lemmatu 3.2. Stac¢i dokazat, ze
Xy je uzaviend podmnozina v (CL(Z), ||.||,)- Necht {u,} C Xy je konvergentni

posloupnost v (CL(Z), |.|l;) a necht lim u, = w. Pak lim u’(z) = u¥(2)
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stejnomérné na Z pro j = 0, 1. Jelikoz 0 < u,, < M, u,(x) > 0prox € Zan € N,

je 0 <w(z) < M,u'(x) > 0 pro x € Z, coz tika, 7e u € Xy;. Tedy Xy, je uzaviend
podmnozina v (CL(Z), ||.1],)-

O

Nyni ukdZeme, Ze pro kazdou ohranic¢enou funkci g: Z — [¢,d], 0 < ¢ < d < o0

je predpisem
' ()
9(x)

(6)

+ sup
r€L

Jul, = sup M'

z€T g(ZL‘)
definovdna norma na mnoziné C (7).
ol = g lu@)],

[ull, < 0o pro kazdé u € CJ (). Déle plati

()

9(z)

Predné z nerovnosti

< L|w/(x)] pro # € T plyne, ze

u(z) ' () 1
u —sup—+sup >0, Vvue C(Z), |ull,=0su=0,
O Tl = G|+ 2 5 @, lul,
~——
20 >0
.. ku(z ku'(x
(@) [kl = sup |55 + sup 5752 = 1kl o =

= |k| (Sup‘

(LD ] Jull,, Yu € CL(Z), Yk €R,

u(x) v(z) o' (z) ' ()
= ig{ o) | T [ote) }+T§§{ |+ |52} <
< sup |42 v2) | 4 gup [E@ 1 4 gy (Y@ —
erI) 9(x) 9(@) meg g(z) $€§ g(z)

= [Jully + ||?J||g, Vu,v € CL(T).

Zcela analogicky jako v lemmatech 3.3 a 3.4 se dokaze, ze (Ci,(Z), ||.[,) a

(X, [|-]l,) jsou tplné metrické prostory.

Lemma 3.5. Normy |||, a .l jsou na CL(Z) ekvivalentni a plati

g =l < . pro u € CL ().
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Dikaz: Tvrzeni lemmatu 3.5 plyne z nésledujicich relaci

< ¢l + 1ll) = < lully,

o' (2) 1

g(x)

u(x)

(
(z)
(

[ull, = sup | 755 | +sup

€L zel
x u/(x)
g(x)

(z)

g
u(z)
g

[ull, = sup + sup > g (Julle + 1'lle) = g llull;-
x€l el
3.2 Ohranicené feseni ulohy (3) na 7

V této podkapitole vySetfujeme existenci FeSeni rovnice (3) na polopiimce Z,
které maji konec¢nou limitu pro x — oo, jsou kladné na intervalu [xg,00] C Z
a maji i dalsi vlastnosti. Ve vétach 3.1 a 3.2 je hodnota této limity pfedepsana,
zatimco ve vété 3.3 je pro rovnici y” = F'(x,y) dokdzana pouze existence koneéné
limity. VSechny dikazy jsou zalozeny na zavedeni vhodnych kontraktivnich zob-
razeni. Jejich jediné pevné body jsou feSenim rovnice (3) (pfipadné y” = F(z,y))

na Z a maji pozadované vlastnosti.
Véta 3.1. Necht funkce F v rovnici (3) spliiuje nasledujici podminky
(Py) F je spojitd na mnoziné I x R? a nezdpornd na mnoziné T x (R, x R,),

(Py) existuje spojita funkce k : T — R takovd, Ze pro kaZdé yi,ys, 21,22 € R a

x € I plati nerovnost
|F (2, y1,y2) — F(x, 21, 22)| < k(2) (Jyr — 21] + [y2 — 22]) (7)
a takée

/0 " h(x)ds < oo (8)

Necht M > 0. Jestlize Vu € Xy plati, Ze

/ rF(z,u(z), v (z))de < M, (9)
pak ezistuge jedin€ kladné reseni y € Xy rovnice (3) na intervalu T takové, Ze
lim y(z) = M.

Tr—00
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Navic plati 0 < y'(z) < ¥ pro z € .

T

Dukaz: Predpokladejme, Ze nerovnost (9) je splnéna Vu € X);. Definujme funkci

g predpisem
g(x) =exp (3/ (t—a+ 1)k(t)dt), rel.

Jelikoz 1 < z —a+ 1 < max{2,2z} pro z € Z, plyne ze vztahu (8), Ze funkce
[Z(t — a+ 1)k(t)dt je spojité a ohranifend na Z.
Necht v € X, a polozme

plx) =M — / (t —2)F(t,u(t),'(t))dt, =ze€Z.
Z predpokladi (P;) a (9) plyne, Ze funkce p je spojitd na Z a mé spojitou neza-

pornou derivaci

JelikoZ p je neklesajici na Z, lim p(x) = M a

T—00

pla) = M — /Oo(t —a)F(t,u(t),d'(t))dt =

=M — /OO tF(t, u(t), o' (t))dt +a/oo F(t,u(t),u'(t))dt >

> a/oo F(t,u(t),u'(t))dt >0,

spliiuje funkce p nerovnost 0 < p(x) < M pro x € Z. Tim je dokdzano, ze p € X);.

Jsme tedy oprévnéni definovat zobrazeni T : (X, [|.[|,) — (X, ||.||,) predpisem

(Tu)(x) = M — / = BBt ult), (1))t (10)

Pak 0 < (Tu)(z) <M a 0 < (Tu)(x) pro x € Z a u € Xy Specialné (Tu)(x)
je neklesajici a lim (Tu)(z) = M .

Tr—00
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Predpokladejme, ze u je pevny bod T'. Pak rovnost

=M — /Oo(t — ) F(t,u(t),u'(t))dt

plati pro # € Z. Derivaci posledni rovnosti dostavame

u' () :/ F(t,u(t),u'(t))dt
a dalsi derivaci pak
u'(z) = —F(x,u(z),u' (z)), =zl

Odtud plyne, Ze pevny bod u zobrazeni T je FeSenim (3).
Nyni ukdzeme, Ze T je kontraktivni zobrazeni na (X, [|.[|,). Nechf u,v € Xy,

x,Z € Z. Potom s pouzitim pfedpokladu (7) dostéavame

1 o / ,
M/m (t — ) |F(t,u(t),u'(t)) — F(t,v(t),v'(t))|dt +
1 [ / ,

+ M/@' |F(t,u(t), ' (t)) — F(t,v(t),v' ()| dt <
g(x)/m (= 2)kt) gy (ult) = o]+ fu(t) = (D) df) +
1 o g(t) o

* ﬁ/ kit )—t)(|u( ) = o(t)| + [/ (t) — v'(1)] db) <
Hu—vH / SOt + u—;l!g /j’ok(t) (6t =

- Hu = UH )9t Hu - vH

N / —3t—a+1) / t_a+1)dt§
Hu — UHg < g'(t) lu—oll, [ gl(t) _

) / ST / 3"

_ (g(;vg 1) Hu—gvllg N <g(§()%; 1) Hu—gvllg _ 2HU;UHQ.

Odtud [[Tu — T, < 2 lu— vll,- Z Banachovy véty plyne, Ze existuje jediny

pevny bod y € (X, ||.||,) zobrazeni T'.
20



Protoze lim (T'y)(z) = M, je lim y(x) = M.

Tr—00

7Z relace

ihned plyne

=
SIS
SN—

>9y(x) >0 proz €Z. (11)

Véta 3.2. Necht funkce F je spojitd na T x R? a necht je spinéna podminka (Py)
uvedend ve vété 3.1. Necht M > 0. Jestlize pro néjaké v € CL(Z) plati

/OO [tF (¢, v(t),v'(t))] dt < oo, (12)

pak rovnice (3) md jediné fesent y(x) € CL(Z) na intervalu I s vlastnosti, Ze

lim y(x) =M

r—00

a existuje xo > a takové, Ze y(x) > 0 pro kaZdé x > xy.

Navic toto teseni md vlastnost, zZe y'(z) < %ﬂﬁ) pro kazZdé x > x.

Dukaz: Necht pro n&jaké v € CL (7) plati (12). Z piedpokladi (7), (8) a (12)
plati pro viechna u € CL (7)

0< /OO [tF (t,u(t),u'(t))]dt <
< /Oot(|F(t,u(t),u'(t)) — F(t,v(t), ' ()| + | F(t,v(t),v'(t))])dt <
< lu—v, /Oo tk(t)dt + /OO [tF(t,v(t),v' ()| dt < oo.
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Tedy

/OO [tF(t, u(t),u'(t))|dt < oo, Yu € CL (T).
Necht u € CL (Z). Z relaci
/mKt—@F@wﬁmﬂ»Mtg/WHF@u®ﬂﬂﬂﬂ&§

< / [tF (t,u(t),u'(t))]dt < oo, Va € Z,

/00 |F(t,u(t),u'(t))] dt < /OO [t (t, u(t),u'(t))|dt, Vo > max{a,1}

plyne, ze funkce

q(z) = M — /Oo(t — x)F(t,u(t), o' (t))dt

je spojitda na Z a méa zde spojitou derivaci

ﬂ@z/mF@mmw@mt

Tedy ¢ € CL (7). Navic lim ¢(z) = M.

T—00

Vzhledem k vyse uvedenym vlastnostem funkce ¢ mtzeme definovat zobrazeni

T :CL(Z) — CL(Z) predpisem

(Tu)(z) = M — /Oo(t — ) F(t,u(t),u'(t))dt.

Pak lim (Tu)(z) = M, Yu € CL ().

Necht g je funkce definovand v diikazu véty 3.1. Stejnym postupem jako v ditkazu

véty 3.1 dokazeme, zZe

2
|Tu —Tol|, < 3 lu—2l,, Yu,ve Cl(T).
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Pak T' je kontraktivni zobrazeni a podle Banachovy véty existuje jediny pevny bod
y € CL () zobrazeni T'. Protoze lim (Tu)(z)=M, Yu € CL (Z), je lim y(z) = M.

Jelikoz lim y(z) = M, M > 0 a podle prvni ¢asti dikazu je

| sy <.
existuje xy > a takové, ze y(z) > 0 a
| Py ) < M, a2

< )

xT

04_Lm@—@F@

y(t),y'
<M_/mmmmmy@m0+/mpmmmy@mn>

Zbyvajici nerovnost y'(x) pro x > x( plyne z relaci

S

()i -

I
S

U

Diive, nez uvedeme nésledujici vysledek, pfipomenime, ze C,,(Z) je mnoZina
spojitych a ohrani¢enych funkci na Z a ze mnozina funkei {u € Coo(Z) : u(xz) >0
pro x € Z} s metrikou indukovanou normou |ju|| definovanou v (4) je podle

lemmatu 3.2 plny metricky prostor X..

Véta 3.3. Necht funkce F' = F(z,y) je spojitd na Z xR a nezdpornd na Z xR, .
Necht existuje spojitd funkce k : T — R, takovd, Ze pro kaZdé y,z € R a kaZdé

x € I plati nerovnost

|F(2,y) — F(z,2)] < k(z) |y — 2] (13)

/mm@mn<1 (14)
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Dale necht pro néjaké v € X, plati

/ tF(t,v(t))dt < oo. (15)
Pak existuje jediné teseni y € Xy rovnice
y'+ F(z,y(x) =0 (16)

takove, Ze

y(a) =0, lim y(z) = /Oo(t —a)F(t,y())dt a y'(z) >0 pro x €.

Tr—00

Navic v pripadé, zZe T = [0, 00), je y'(x) < @ prox € [0,00) a lim @ = 4'(0).

z—0t

Duikaz: Poznamenejme, Ze z podminky F'(z,z) > 0 pro (z,2) € Z x R, plyne:
F(z,u(z)) >0prox €T au € X.
Z predpokladi (13), (14) a (15) dostavame, Ze pro kazdé u € X, je

0 < /OO tF(t,u(t))dt = /00 t(F(t,u(t)) — F(t,v(t)))dt + /OO tF(t,v(t))dt <
< /OO tk(t) |u(t) — v(t)| dt + /OO tF(t,v(t))dt <
< JJu—v|| /00 tk(t)dt + /OO tF(t,v(t))dt < oc.

Proto
0< /OO(:E —a)F(t,u(t))dt < /OO tF(t,u(t))dt < oo

pro kazdé w € X, ax € T.
Definujme zobrazeni T : (X, I.1l) — (X, |I-]l..) PTedpisem

(Tu)(x) = /x(t —a)F(t,u(t))dt + /Oo(:v —a)F(t,u(t))dt.
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Vzhledem k prvni &sti ditkazu je zobrazeni T' dobie definované, (Tw)(a) = 0 a

gg%f@@ﬂ:ﬁ?@—aﬂWtMﬂﬁtZemmml
(fu)’(x) = (x —a)F(z,u(z)) — (x — a)F(x,u(x)) + /OO F(t,u(t))dt =

:/mpmmmmzo

plyne, e (Tu)(z) je neklesajici na Z.

Nyni dokazeme, ze T je kontraktivni zobrazeni. Pro kazdé u,v € X, ax € T je
(Tu)(a) — (To)(a)| < /“@—aﬂF@uw)—F@w@»Mr+

+ /00(37 — CL) ‘F(t,u(t)) — F@,U(t)”dt <

IA

Hu—ﬂw(L?p—@mmn+Lmu—am@m)g

(lw@—aM@MQHu—mu.

IA

Z (14) ihned plyne, zZe
0< / (t—a)k(t)dt < / th(t)dt < 1,

coz implikuje, ze T je kontraktivni zobrazeni. Podle Banachovy véty ma operator

T jediny pevny bod y € X). Jelikoz
y@ﬂZ@@ﬂ@=%$—MFWWWD+/WF@y®MV%$—@F@w@D=

- [ Py,
je
y"(x) = —F(z,y(z)) proz € Z.

Tedy y je feSenim rovnice (16) na intervalu Z. Z vlastnosti zobrazeni T plyne, ze
y(a) =0, lim y(z) = [(t —a)F(t,y(t))dt a y'(x) >0 proz € I.
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Necht a = 0. ProtoZe y'(x) je nerostouci na [0, 00), véta o stfedni hodnoté impli-

kuje, ze

= =v'(€) leco.y> ¥/ (x) proz >0

y'(0) = lim y(x) > lim y'(z) = y/(0).

z—0+t X z—0t

Odtud ihned plyne, ze xllI(I)IJF v — y'(0).

xT

3.3 Piiklady

Priklad 3.1. Uvazujme diferencialni rovnici

y
y' + 528 = 0. (17)

Necht Z = [1, 00).
Rovnice (17) je specialnim pfipadem rovnice (3) pro funkei F(x,y,2) = 15,

ktera nezavisi na proménné z.

Funkce Fi(z,y) = 1745 je spojitd na 7 x R a nezdporna na 7 x R,

Pro y1,y2 € R a x € 7 plati

1 1
1+$3y1 1+l‘3y2

< k(@) |lyr — 1l

kde k(z) = ﬁ je spojita funkce z Z do R,.
Protoze pro k = 2 je

3

lim z¥g(x) = lim =1 < oo,

T—00 z—00 | —+ xr3

je podle limitniho srovnavaciho kriteria (véta 6.3, [8])

oo o0 T
/o zk(z)dr = /0 525 dzr < oc. (18)
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Necht M > 0 a necht u € Xy, tedy 0 < u(x) < M. Pak

F = de < M ——dx.
/1 xFy (z,u(z))dz /1 u(z)der < /1 T

1423
Jelikoz
T
1+l‘3_—3:—2 prO:CGI
a
>~ 1
/ —Qd.'lf:l,
.
je
>z
de <1 19
/1 1+a8 =7 (19)
a tedy

<z

Funkce Fj spliiuje podminky véty 3.1. Diferencidlni rovnice (17) mé tedy pro

kazdé M > 0 jediné kladné feSeni y € X); na Z takové, ze lim y(x) = M. Navic

r—00

plati 0 < ¢/(x) < ¥@) pro x € 7.

T

Priklad 3.2. Uvazujme diferencialni rovnici

+ |siny/
Y+ mi L = Lo, (20)

Necht Z = [1,00), m € (0,1).

o y+|sin z|

Funkce F(z,y,2) = m*T25" je spojitd na T x R* a nezdpornd na 7 x (Ry x Ry).

Pro y1,y2, 21,20 € R a x € T plati

Y1+ |Siny2| 21 + |sin zz|
mi—— 72 =2 =
1423 1423
71 ( |si | — 21 — [si D <
=m + [sin z sin z
1+ 23 W Y2 1 20)| =

< k(@) (Jyr — 21| + [[sings| — [sin z[) <
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< k(z)(Jyr — 21| + | sinys —sin 23 |) <
%/_/
=cos(§)(y2—22)

< k(@) (lyr = 21| + [y2 — 2a)

m
1423

kde £ lezi v intervalu s krajnimi body ys a 23 a kde k(x) = je spojita funkce

z7Z do R,.
S pfihlédnutim ke vztahu (18) vime, Ze plati

/o xk(x)dx = m/o | fx?)dx < 0.

Necht u € &, /(1—m), tedy 0 < u(z) < 7= a u/(x) > 0. Pak s pfihlédnutim ke
vztahu (19) plati

/100 rF(z,u(r),d (z))dz = m/loo ﬁ (u(z) + |sinu/(z)]) <

< /OO - T _11)d
m x =
- 1 I+x23\1-—-m

1-m ), 1423 1—m

Funkce F' spliiuje predpoklady véty 3.1, a tedy rovnice (20) ma jediné kladné

feseni y € &y, /(1-m) na T takové, Ze lim y(z) = ™. Navic plati 0 < ¢/(z) < @

Tr—00

prox € 7.
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4 Systémy diferencialnich rovnic se zpozdénim

4.1 TUvod

Méjme R™ realny n-dimenzionalni eukleidovsky prostor s prislusnou euklei-
dovskou normou |z| = /> ¢ 2?, © = (21,...,7,) € R". V pfipadé, ze n = 1, je
|z| absolutni hodnota ¢isla .

Necht ¢ : [0,1) — R™ je spojita funkce, pro kterou existuje lim ¢(x) =: yp.

r—1—

Podotknéme, e funkce ¢ : [0,1] — R™ definované predpisem

o - {507 ey

je spojita na [0, 1].

Uvazujme systém diferencialnich rovnic s odklonénym argumentem

y'(z) = fla,y(z), y(z — 1)) (21)

pro z € R, a pocatec¢ni podminky

yle—1)=¢x) (0<z<1), y(0)=yo, (22)

kde f € C(Ry x R™ x R™ R™).

Rekneme, e funkce y € C([—1,00),R") N C1(R,,R") je fesenim tlohy (21),
(22), jestlize y spliiuje pocéateéni podminky (22) a rovnost (21) plati pro vSechna
x € Ry. Pfipomenme, ze R, = [0, 00).

V kapitole 4.2, kterd je zpracovand podle ¢lanku [2], uvedeme postacujici
podminky kladené na funkci f, které zajistuji existenci pravé jednoho feseni tilohy
(21), (22) v jisté podmnoziné prostoru C(|—1, c0), R™).

Uzitetny bude nasledujici vysledek, ktery ukazuje, ze feseni ulohy (21), (22)

je ekvivalentni s feSenim systému integralnich rovnic.
Lemma 4.1. Funkce y : [—1,00) — R" je fesenim dulohy (21), (22) prdvé kdyz
y(x—1) = ¢(z) prox € [0,1) ay je spojitym Tesenim systému integralnich rovnic
vw) =w+ [ FE®.00)d pro 00 <1, (23
0
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Duikaz: (=) Necht y : [-1,00) — R” je feSenim ulohy (21), (22). Potom

y € O([-1,00),R") N C*(R4,R"), y spliiuje (22) a

y'(x) = f(z,y(x),y(x — 1)) prox e R,.

Odtud plyne, ze
y'(z) = f(z,y(x), ¢(z)) prox€[0,1)

Y (z) = f(z,y(x),y(z—1)) proz € [1,00).

Je-li 0 <z < 1, pak integraci (25) v mezich od 0 do = dostavame

y(@) = yo + /0 ) Ft,y(t), o(t))dt.

Je-li 1 <z < oo, pak integraci (25) a (26) dostavame

o) =wot [ w0+ [ (o=

=m+éfmmmamw+[3wMWMFMMt

(25)

(26)

Tim je dokazano, Ze feSeni y tlohy (21), (22) je spojitym FeSenim systému inte-

gralnich rovnic (23), (24) a navic y(x — 1) = ¢(z) pro = € [0,1).

(<) Necht y(x—1) = ¢(z) pro x € [0,1) a necht y je spojitym fesenim rovnic (23)

a (24). Pak y(0) = yo a jelikoz podle predpokladu je f spojitd na R, x R™ x R™

je funkce f(z,y(x), #(x)) spojité na [0, 1] a funkce f(z,y(x),y(z — 1)) spojitd na

[1,00). TudiZ y spliuje podminku (22) a z (23), (24) plyne, Ze y méa spojitou

derivaci na R, a plati rovnosti

y'(z) = fz,y(x),¢(x)) = f(z,y(x),y(x —1)) proz € [0,1),

Y (z) = f(z,y(x),y(x—1)) proz € [1,00).

Odtud soudime, Ze y je FeSenim tlohy (21), (22).
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4.2 Ohranicené feseni ulohy (21), (22) na R,

Necht z : R, — R™ a A > 0. Jestlize limsup%&lc) < 00, pak piseme
|z(z)] = O(exp(Ax)). Jestlize z: Ry — R™ je spojita funkce a |z(x)| = O(exp(Az)),
pak

|z(z)] < Nexp(Ax) proz e Ry,

kde N je nezdporna konstanta.

Oznacme S prostor spojitych funkci z : R, — R"™, které splnuji podminku
|2(z)| = O(exp(Ax)). (27)
Pak pro kazdé z € S existuje nezaporna konstanta N, takova, ze
|z(x)] < N,exp(Az) proz e R,. (28)

V S definujme normu |.|4 takto:

2ls = sup (J=(0) exp(—A0)). (29
Pak
|z(x)] < |z|gexp (Ax) proz € R.. (30)

Ukazeme nyni, Ze funkciondl |z|4 spliluje axiomy normy:

(i) J2]s = sup [|2(x)] exp(~Az)] > 0, Vz €S, |slg =0 2 =0,

zER
(ii) [kl = sup [[kz(z)[exp(=Az)] =
z€eER

= sup [|k]|z(z)] exp(—Ax)] =

z€R4

= |k| sup [|z(z)|exp(—Azx)] = |k| |2|5, Vz € S, VE €R,

zeRy

(iii) |z +vls = sup [|z(2) + v(x)| exp(=Az)] <

zeRy

< sup [|z(z)| exp(=Az)] + sup [[v(z)|exp(=Az)] = [2|s + |v]s, Vz,0 € S.

:BER+ JBER+
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Lemma 4.2. (S, |.|g) je Banachiv prostor.

Dukaz: Necht {z,} C S je cauchyovska posloupnost. Necht € > 0 je libovolné,

ale pevné ¢islo. Pak Ing € N:Vm,n > ng : |2, — 2| < €, coz znamena, ze
|20 (z) — zm(x)| exp(—=Azx) <€ pro m,n>ngax € R,. (31)

Zvolme T > 0. Pak z (31) plyne, ze |z,(x) — z(2)| < eexp(AT) pro n,m > ng
ax € [0,T], coz je ekvivalentni s tim, Ze posloupnost funkci {z,(x)} konverguje
stejnomérné na intervalu [0, 7). Jelikoz T' > 0 je libovolné, {z,(z)} konverguje
lokalné stejnomérné na [0, 00), tj. stejnomérné na kazdém kompaktnim intervalu
Z C R,. Necht T}Lrgo zn(x) = z(z) pro x € [0, 0).

Ze spojitosti funkei z, a lokdlné stejnomérné konvergence {z,(z)} na R, vyvo-
zujeme, Ze z je spojitd funkce na R, . Limitnim pfechodem pro m — oo v (31)
dostavame

|zn(z) — z(z)| exp(—Az) <€ pro n >mng, v € Ry,

coz je ekvivalentni se zapisem
|2, — 2| < € pron > nyg. (32)

Podle ptedpokladu je {z,} cauchyovska posloupnost, tedy {z,} je také ohrani¢ena
posloupnost a necht |2,|s < K pro n € N. Pak

|zn(z)|exp(—Ax) < K prone N, ze R,
a prechodem k limité pro n — oo je
|z(x)| exp(—Az) < K prox € Ry.

Posledni nerovnost iika, ze z(z) € O(Az). Tudiz z € S a z (32) také plyne:
lim |2, —2|g = 0. Tim je dokazano, ze {z,} je konvergentni v S a z je jeji

limita.
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Lemma 4.3. (Gronwallovo lemma) Necht u a h jsou spojité skaldrni funkce

definovan€ na Ry a ¢ je nezapornd konstanta. JestliZe plati

u(z) <c+ /Ox h(t)u(t)dt

u(z) < cexp ( /O xh(t)dt)

pro xz € Ry, potom

prox € R,.

Dukaz: viz [6], str. 52.
Nasledujici véta uvadi postacujici podminky pro existenci jediného feSeni

ulohy (21), (22) v prostoru S.
Véta 4.1. Necht jsou splnény predpoklady:
(1) funkce f v (21) splriuje podminku
F(ey.2) — F@ 2] < hie) (jy — 7] + | — 2) (33)
pro (z,y,2),(x,7,Z) € Ry x R* xR, kde h € C(R;,R,),
(17) pro A ze vztahu (27):

(a) ezistuje nezdpornd konstanta o takovd, Ze o < 1 a
/ (h(t) + Bt + 1)) exp(M)dt < avexp(Az) (34)
0

prox € Ry,

(b) ezistuje nezdapornd konstanta 3 takovd, Ze

|W+Ah@wwm+ﬂﬁm@mWSﬁmw@ (35)

prox € R,.

Potom (21), (22) ma jediné teseni na Ry v S.
33



Dtikaz: Méjme y € S a definujme operator T takto:
T)a) =+ [ Fitu), o) (36)
0
pro0<z<1la

(Ty)(x) = yo +/0 fty(t), ¢(t))dt + /j fy(t),y(t=1)dt (37)

pro 1 < x < 0.
Nejprve ukézeme, ze T' zobrazuje S do sebe. Evidentné Ty € C(R,,R™) pro
vSechna y € S.

Pro ovéfeni, Ze je splnéna podminka (27) rozlisime nasledujici dva piipady:

1) 0<az<1
Z (36), uzitim predpokladi a (30) dostavame

(Ty)(@) s\mwyéﬂﬂuwwﬁuw—ﬂmamun+lﬂfmomnms
S|W+A%@mmnuwmw+[vmawws
<l + [ b@lolat+ [ 10,0+

+ |y|3/ h(t) exp(At)dt <
0

< (B + lyls @) exp(Az). (38)

2) 1<z <o
Z (37), uzitim predpokladi a (30) dostavame

W@@MS|W+ALWW@¢@%¢@&W&+AU%&W&+

+[me@mv4»wwawm+ﬂﬂm&WWS
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< fwol + / B) (Jy(6)] + o()]) dt + / C1F(.0,0)]df +
" / ") (y(0)] + y(t — 1)) di =
= \yo|+/0 h(t)|¢(t)ydt+/:|f(t,o,0)ydz+

T / h() [y(6)| dt + / () ()| de + / () ly(t— 1) dt <

< fGexp(Ax) + /Om h(t) ly(t)|dt + I, (39)
kde
e / h(E) y(t — 1) dt. (40)
Plati
I = / b+ 1) y(o)|do < / ho+ D)) do. (41)

Uzitim (41) v (39) dostavame

()] < Bexpho) +lols | (1(t) + hit -+ 1)) exp(i)ae <
< (B + lyls @) exp(Aa). (12)

Z této nerovnosti a z (38) vidime, ze (Tx) € S, ¢imz je dokazano, ze T zobrazuje
S do sebe.
Déle ovéfime, ze operator T je kontraktivni zobrazeni. Méjme y, 2z € S. Uva-

zujme nasledujici dva pripady:

1) 0<z<1
Z (36) a uzitim predpokladi méame

[(Ty)(z) = (T2)(2)] < /:If(t,y(t),cb(t)) — [t 2(1), ¢(1))] dt <

< / Bt) Jy(t) — =()] dt <
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<ly—ls | b exp(re)de <
0

< |y — z|g vexp(Ax). (43)

2) 1<z<oo

Z (37) a uzitim pfedpokladi mame

() = (T2 < [ P y(8), 6(0) — £t =(2), 6(0)] i +
+ [ Ut 1) = Ft (o). 560 - D) e <
< [Tho o -0+
[ B0 () = =01+ lote = 1) = <6t = D)t =
_ /:h(t)\y(z)—z(t)|dt+z2, (44)

kde
L= /1 B(E) [y(t — 1) — 2(t — 1| dt. (45)

Plati
JQZ/OM h(t+1) \y(t)—z(t)|dt§/oxh(t+1) y(t) — =(t)|dt.  (46)
Uzitim této nerovnosti a (44) dostévéme
(Ty)(@) - (T2)()] < ly - 2l / C(h(t) + h(t + 1)) exp(M)dt <

< ly— 2| aexp(a) (47)
pro vsechna y, z € S.
Z (43) a (47) vidime, ze

Ty —Tzlg <aly—zg.
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Nebot a < 1, z Banachovy véty o pevném bodé plyne, Zze T' m4 jediny pevny
bod v §. Pevny bod zobrazeni T je navic FeSenim (21), (22).
O

Nasledujici véta ukazuje jednoznac¢nost Feseni (21), (22) bez existen¢ni ¢asti.

Véta 4.2. Predpokladejme, Ze funkce [ ve vztahu (21) spliuje podminku (33).

Potom (21), (22) md nejvyse jedno teseni na R..

Dukaz: Necht yi(x) a ya(x) jsou FeSeni (21), (22) a u(x) = |y1(z) — y2(2)],

x € R,. Uvazujeme nésledujici dva ptipady:

1) Necht 0 < x < 1. Z ptedpokladt plyne, ze
u(z) < /0 |f(t (), 6(1) — f(t y2(t), 6(1))]dt <
) h 1t) —y2 =
< [ HO (0 - (o
= /x h(t)u(t)dt. (48)
0
Nyni aplikace Gronwallova lemmatu nam déava (pro ¢ = 0)
ly1(z) — y2(2)] < 0. (49)
2) Necht 1 <z < co. Z predpokladi méame, Ze
we) < [ Um0, 000) ~ £t ), 00)d +
[ U@ = 1) = ). - D) <
< [ a0l - ke +
+ [0 () = 1) + (e = 1) = yate = Dt =

= [ @ n® - mold+ b (50)
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kde
L= [ b@) bt = 1) = et - Dl
1
Plati

B< [+ ) () - et
Z nerovnosti (50) nyni plyne
u(w) < /0 " (h(t) + h(t + 1)) u(t)dt.
Nyni z Gronwallova lemmatu (pro ¢ = 0) mame
y1(x) — y2()| < 0.

Z (49) a této nerovnosti dostavame yi(x) = yo(z) pro = € R,. Tedy existuje
nejvyse jedno feseni (21), (22) na R .

O
4.3 Priklad
Priklad 4.1. Uvazujme tlohu
(1) = 5 () +y(z 1) G1)
y(@) = 1@ +yle
pro z € R, a pocatec¢ni podminky
yx—1)=¢(x) (0<z<1), y(0)=yo (52)

kde ¢ : [0,1) — R" je spojité funkce a plati lim ¢(z) = yp.

r—1—
Funkce f(x,y,2) = 1Jr%(y + z) je spojita vektorova funkce z R, x R™ x R™ do
R™.
Pro (z,y,2), (z,7,Zz) € Ry x R™ x R™ plati

1
1+ a3

(y+2) - W+2)| =hlo)y+z-y-2 <

1+ a3
< h(@) (ly =gl + 12 —Z),
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kde h(z) = ﬁ je spojita z R, do R,.
Dale necht A > % Pak

<[ (a+-= _

= §/gﬁex (A\t)dt = i[ex (\r) —1] <
3

< 2

S\ exp(Az)

3

pro z € R,. Tedy je splnéna podminka (34) uvedena ve vété 4.1 pro a = 5.

A dale plati

1 1 T
wl+ [ o leldes [ 140.0)jr <
o S
1
<ol + [ lo)lat = c
0
pro x € R, . Pfedpoklad (35) véty 4.1 je splnén pro 5 > C.

Uloha (51), (52) splituje viechny predpoklady véty 4.1 a mé tedy jediné feseni na
Ry v prostoru § = {z € C(R;,R") : [2(z)| = O(exp(Az)), A > 3}.
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Zavér

Cilem bakalaiské prace bylo podrobnéjsi nastudovani teorie diferencialnich
rovnic druhého fadu a seznameni se s existenci systému diferencialnich rovnic se
zpozdénym argumentem.

V préaci jsme se pokusili ¢tendfi naznacit, ze studium diferencidlnich rovnic
je dtlezité pro mnoha odvétvi pfirodnich véd, jelikoz pomoci nich lze vytvo-
fit matematické modely popisujici realny svét. Protoze ale diferencialni rovnice
nejsou vzdy resitelné elementarnimi integracnimi metodami a feseni vypocitané
pomoci softwaru muze byt z divodu pouzivani zaokrouhlovani a aproximaci dosti
zkreslené, zkouma se, za jakych podminek feSeni viibec existuje, pripadné jaké
vlastnosti to feseni ma. V této praci jsme zkoumali, za jakych podminek exis-
tuje Teseni dvou specialnich typt diferencialnich rovnic, a to diferencialni rovnice
druhého radu a systému diferencialnich rovnic s odklonénym argumentem defino-
vanych na polopiimce, a také kdy je toto feseni jediné. Teoretické vysledky jsme
aplikovali na prikladech.

Bakalarska prace prispéla k prohloubeni mych znalosti z teorie diferencialnich
rovnic a doufam, Ze tusili vénované vypracovani této prace bude pfinosem pro
mé dalsi studium. Také jsem si osvojila pouzivani typografického programu TEX,

kterym je tato prace vysazena.
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