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Uvod

Kosmicka struna je topologicky defekt, jehoz vznik je predpokladan jako dusledek fazo-
vého prechodu vakua spojeneného s narusenim kalibra¢ni symetrie v ranych fazich vy-
voje vesmiru. Jedné se o velice tenkou a hustou trubici pfiblizné priiméru protonu [19].

Pokusy sladit teorii velkého sjednoceni s obecné relativistickymi modely raného
vesmiru predpovidaji existenci minimalné dvou typt kosmickych strun. Prvni typ
vznika pfi oddéleni silné jaderné od elektroslabé sily. Primér této struny se odha-
duje na 1072% cm a jeji linedrni hustota ¥fadové na 10?? g/cm. Druhy typ vznikd pri
oddéleni slabé a elektromagnetické sily. S primérem okolo 107! c¢m a line4rni hustotou
fadové 10 g/cm [5].

V této praci se zabyvame kosmickymi strunami z pohledu obecné teorie relativity.
Studovany prostorocas je model zajimavy i z didaktického hlediska. Diky své jednodu-
chosti umoziuje seznameni se zaklady obecné teorie relativity a méa i zajimavé vazby na
astrofyzikalni a kosmologicka pozorovani. Bylo by dobré zaradit danou problematiku
do vyuky na VS (napt. do pfedmétu KEF/UOTR na PiF UP). Z tohoto dfivodu jsou
v textu prehledné shrnuty i zakladni vztahy obecné teorie relativity.

Cela prace je rozdélena na Ctyrii oddily. Prvni ¢ast pojednava o feseni Einsteinovych
rovnic gravitacniho pole okolo tzv. kosmické struny a odvozeni metrického tenzoru.
Druhé cast se tyka odvozeni rovnic pro pohyb c¢astic a svételnych paprskil v okoli této
struny. Tteti ¢ast obsahuje pfehled zakladnich vlastnosti ziskané metriky a moznosti
pozorovani kosmickych strun v praxi. Ctvrta ¢ast ukazuje jednoduchy po¢itacovy model
ilustrujici vliv tzv. konické singularity na pohyb castic a svételnych paprski v jejim
okoli.

Obrazky pouzité v textu jsou vytvofeny v programu Macromedia Flash MX 2004.
Pro modelovani pohybu c¢astic a svételnych paprskt v okoli kosmické struny byl pouzit
program Wolfram Mathematica 6. Text byl vysazen typografickjm softwarem KTEX.

V literature miizeme najit rizné konvence pro znaceni indext. V praci je pouzita
konvence podle [6]. Malymi latinskymi pismeny v indexu jsou znaceny prostorocasové
soutfadnice. Malymi pismeny fecké abecedy jsou naproti tomu znaceny pouze prostorové
soufadnice. V textu nevypisujeme znameni sumy, namisto toho je pouzito Einsteinovo
sumacni pravidlo. Opakovani indexti bude tedy znamenat soucet pies vSechny jeho
hodnoty.

V zavéru tvodu bych rad podékoval vedoucimu bakalarské prace Mgr. Lukasi Rich-
terkovi, Ph.D. za jeho rady, pfipominky, navrhy a cas, ktery mi vénoval pti feSeni dané
problematiky.



Kapitola 1

Einsteinovy rovnice a jejich reseni
v pripadé kosmické struny

Gravitac¢ni piisobeni je obecnou teorii relativity interpretovano jako jako zaktiveni pro-
storocasu. V prvni kapitole shrnujeme zdkladni vlastnosti Einsteinovy rovnice gravitac-
niho pole a jejich aplikaci na tzv. kosmickou strunu. Nalezneme tvar metriky kosmické
struny ve valcovych soutadnicich a dokazeme, Ze prostorocas v okoli tohoto objektu je
plochy, avsak odlisny od Minkowského prostorocasu specialni teorie relativity.

1.1 Einsteinovy rovnice gravitacniho pole

Zakladni rovnice obecné teorie relativity s kterymi budeme v této kapitole pracovat,
formuloval v roce 1915 Albert Einstein. Jejich tvar je [3]

1

Rgl-j + Agij = %Tz'j- (1'1)

Rovnice (|1.1)) vyjadiuji zavislost mezi objektem na levé strané popisujicim geome-
trické vlastnosti prostorocasu a objektem na pravé strané popisujicim rozlozeni a toky
energie a hybnosti v dané fyzikalni soustavé. Rovnice spliuji princip obecné kovariance,
tj. tvar rovnic se pfi prechodu do jiné soufadnicové soustavy nemeéni. Obecné se jedna
o soustavu nelinearnich parcialnich diferencialnich rovnic druhého radu. Nelinearita
téchto rovnic velmi komplikuje jejich Feseni [3].

Prvni ¢len rovnice (1.1)) tj. R;;, nazgvame Ricciho tenzor. Vznika tzenim Rieman-
nova tenzoru kiivosti [6], tedy

k k k I Tk Ik
Rij = Ry; = 15 — Uiy + Tyl — Ty (1.2)

Symbolem j oznacujeme, jak je zvykem, parcidlni derivaci podle k-té soufadnice.

Riemanniiv tenzor kiivosti souvisi s paralelnim prenosem vektorti v prostorocase
(viz. [3]) a umoziuje ndm jednoznacné rozhodnout, zda je, ¢i neni prostorocas zakfiven
nezavisle na volbé soufadnicové soustavy [6]. Prostorocas, kde v kazdém bodé je splnéna
podminka

! l ! ! l
Ry =Tijp — Vi + T — T, =0, (1.3)

nazyvame globalné plochy. Jinymi slovy v tomto prostorocase lze zavést globalni kar-
tézskou soustavu souradnic.

Objekty Ffj z rovnice {) jsou tzv. Christoffelovy symboly. Tento pojem souvisi
s potfebou nezavislosti parcialnich derivaci vektorovych a tenzorovych poli na volbé
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soutadnicové soustavy (viz [17]). Lze dokazat, Ze se obecné nejedna o tenzorové vektory
(viz papt. [2]). K vypoctu jednotlivych komponent nam poslouzi vztah [2]

1
k kl
I =39 (Guij + Gjri — Giza)- (1.4)
Christoffelovy symboly maji obecné 64 komponent. Jsou vSak symetrické v dolnich
indexech
k k

Iy =Tk, (1.5)
coz redukuje pocet nezavislych slozek na 40. Za tuto vlastnost vdécime lokalni plochosti
prostorocasu. Umoznuje nam v infinitezimalnim okoli kazdého bodu prostorocasu za-
vést inercialni vztaznou soustavu, ve které plati stejné fyzikalni zakony jako ve specialni
teorii relativity [3].

Vyrazy g¢;; z rovnice (1.4) nazgvame kovariantnimi slozkami metrického tenzoru.
Funkce g;; musi byt spojité a mit spojité parcialni derivace do druhého fadu vcetné
a to podle vSech proménnych (soufadnic). Tento tenzor je tizce provazan s metrikou
prostorocasu, ktera urcuje prostorocasovy interval, plati

ds? = g;;da'da?; (1.6)

vyrazy x' jsou tzv. prostoroc¢asové soutradnice.

Pro pohyb ¢astice s nenulovou klidovou hmotnosti jsou patrné fyzikalné relevantni
pouze prostoro¢asové intervaly ds? < 0. Nebo-li je nutné, aby ¢asova slozka metriky
byla dominantni. Témto intervalim fikdme ¢asupodobné. Pro ¢astice s nulovou klido-
vou hmotnosti, tedy nap¥. pro fotony, je ds? = 0.

Metricky tenzor nam udava, jak pomoci zmén soutadnic mérit skutecné vzdalenosti
v prostorocase [17]. Lze dokdzat, ze metricky tenzor je symetricky [6]. Pro takovéto
tenzory plati

9ij = Yji- (1.7)
A tato vlastnost se dale prenasi i na dalsi objekty. Diky symetrii ma metricky tenzor
(a vSechny ostatni tenzory v rovnici (1.1])) deset nezavislych slozek. Pocet nezavislych
rovnic, které rovnice (1.1)) zastupuje, je vSak Sest, protoze ¢tyfi rovnice odrazeji volbu
souradnic.

Cleny g z rovnice ([1.4)) jsou kontravariantni slozky metrického tenzoru. Mezi kon-
travariantnimi a kovariantnimi slozkami plati vztah

9" gir. = 07, (1.8)

Jelikoz je gravitacni pole v obecné teorii relativity popisovano geometrii prosto-
rocasu, hraji kovariantni slozky metrického tenzoru roli potenciali gravitacniho pole.
Podle rovnice (|1.4]) obsahuji definice Christoffelovych symbold prvni parcidlni derivace
metrického tenzoru podle soutadnic. Z fyzikalniho hlediska maji tedy Christoffelovy
symboly vyznam ,intenzit gravitacniho pole“. Druha parcialni derivace metrického
tenzoru podle soufadnic v rovnici urcéuje vyznam Riemannova tenzoru kfivosti,
jednotlivé slozky odpovidaji slapovym sildm gravitac¢niho pole [3].

Cleny T}; v rovnici jsou kovariantnimi slozkami tenzoru energie a hybnosti.
Mezi kovariantnimi a kontravariantnimi slozkami tenzoru energie a hybnosti plati vztah

Ty = gingT™. (1.9)



Vyznam slozek tenzoru T, jiz jsou obecné funkcemi soufadnic a ¢asu, je patrny z ma-

ticového zapisu
y 3p co
T = ( A , (1.10)
af

kde o je hustota hybnosti a 7,43 je tenzor napéti. Vyraz co je hustota hybnosti délena
rychlosti svétla ¢ a ¢?p je hustota energie [7].

Zbylé parametry v rovnici jsou konstanty. Konstanta R je invariant Ricciho
tenzoru. Vznika jeho izenim a nazyvame jej skalarni ki¥ivost

R = g"Ry;. (1.11)

Konstantu s uréime z feSeni limitniho pfipadu Einsteinovych rovnic gravita¢niho pole
(nékdy téz oznacovaného jako Newtonovska limita). Jeji hodnota je [6]

=" (1.12)

kde G = (6,67259 4 0,00085) N - m? /kg? je gravitacni konstanta a ¢ = 299 792 458 m /s
je rychlost svétla ve vakuu [10]. Parametr A ozna¢ujeme jako kosmologickou konstantu.
Podle soucasnych odhadti je jeji velikost obdivuhodné mald A < 10752 m~2 [7]. Zavedme
pro jednoduchost geometrodynamickou soustavu jednotek, polozme konstanty G a ¢ v

rovnici ([1.12)), jak je zvykem, rovny jedné.

1.2 Einsteinovy rovnice v pripadé kosmické struny

Uvazujme nekonec¢né dlouhou kosmickou strunu o hustoté p. Pfedpokladejme rovno-
mérné rozlozeni hmotnosti. Pro jednoduchost vezméme piipad, kdy se kosmicka struna
nepohybuje a nedeformuje.

Zavedme vztaznou soustavu spojenou s kosmickou strunou. Vzhledem k symetrii
problému bude vyhodné volit valcovou soutfadnicovou soustavu. Osu z orientujme podél
struny. Podoba metriky pro kosmickou strunu mé v polarnich soufadnicich tvar [11]

ds? = —c2dt? + dr? + b*(r)de* + d22. (1.13)
Pro tenzor energie a hybnosti kosmické struny volime tvar [7]
TV =diag(p 0 0 —p ). (1.14)

Clen b*(r) z rovnice ur¢ime pomoci Einsteinovych rovnic gravitacniho pole.

Postup hledéani ¢lenu b?(r) je ziejmy. Ze znalosti vypoc¢teme Christoffelovy
symboly podle (1.4), z nich pak sestavime Ricciho tenzor (1.2)), nésledné tZenim Ric-
ciho tenzoru dostaneme skalarni kiivost , tenzor energie a hybnosti upravime
s vyuzitim (1.9), nakonec sestavime a vyfesime rovnici a dostaneme tak c¢len
b(r).

Vneé kosmické struny je tenzor energie a hybnosti roven nulovému tenzoru. Prava
strana rovnice bude nulova. Dostavame tak dvé feSeni, které bude nutné spojit
dohromady.

Nyni se zaméime na vnitini feSeni. Kovariantni slozky metrického tenzoru nabyvaji
z ((1.13), v dalsim textu pro jednoduchost polozme ¢ rovno jedné, jak je obvyklé, a z
podoby

gy =diag (=1 1 b*(r) 1). (1.15)
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Pti vypoétu Christoffelovych symbolu (1.4)), je potfeba znat i kontravariantni slozky
metrického tenzoru. S vyuzitim vztahu (1.8]) a tvaru maticového zapisu kovariantniho
metrického tenzoru (tj. ma tvar diagonalni matice), vidime

.. 1
gi=—. (1.16)
Gii
konkrétné
i . 1
g :dlag(—l I =5 1). (1.17)

S vyuZitim a vyjadfeme Christoffelovy symboly podle (1.4).

Vsechny slozky metrického tenzoru obsahujici v dolnim indexu souradnici ¢ jsou
konstantni. Jejich derivace podle ostatnich souradnic jsou rovny nule. Derivace slozek
gi; podle soufadnice ¢ jsou rovny nule, protoze zadné ze sloZek g;; neni funkci souradnice
t

1
Iy = 59“(91:@',1 + gjti — Gije) = 0. (1.18)
7 obdobného dtvodu je
1
I = §gzz(9zi,j + gj2i — ij,.) = 0. (1.19)

Slozky metrického tenzoru obsahujici v dolnim indexu soufadnici r jsou konstantni.
Jejich derivace podle ostatnich soufadnic jsou rovny nule. OvSem slozka g4, je funkei
soutadnice 7 .

Iy = §grr(gri,j + Yjri = Yijor)-
Po dosazeni . ab(r)

r

Tos = —5960, = —b(r) =7 =
Derivace slozek g;; podle soufadnice ¢ jsou rovny nule, protoze zadna ze slozek g;; neni
funkei souradnice ¢. Nicméné komponenta metrického tenzoru gy, je funkei sourad-
nice r

(1.20)

1
TG = 59 (9015 + Gjoi = ij0).

Po dosazeni

1 db(r)
% = ~¢*g44, = . 1.21
¢r 29 9og, b(’f’)d’l“ ( )
Zaroven podle rovnice (1.5)
db(r)
Y =r? = . 1.22
or " b(r)dr (1.22)

Pouzijme vyraz a sestavme Ricciho tenzor. VSimnéme si, ze Christoffelovy sym-

boly v zadném z indext neobsahuji souradnice ¢t a z. Komponenty Ricciho tenzoru

s témito souradnicemi v indexech jsou rovny nule. Takze z ptivodnich Sestnacti kompo-

nent zbyvaji ¢tyfi. A jelikoz je Ricciho tenzor tenzorem symetrickym (v nasem piipadé

R,s = Rg), stadl vypodist jen tfi komponenty. Konkrétné R,,, R., a Rss. Pro nazor-

nost budeme délit vyrazy na vice ¢asti. V textu budou uvozeny do zavorek s indexem.
Pro zacétek si zvolme komponentu R, a vypoctéme ji z (1.2)

Ry =Tp = Thy + T Ty = Tl
Protoze
Ik =o, (1.23)
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je
R, =Tk  —TL Ik

rk,r

Nastavme k = r, zbyly index [ probiha souradnicemi r a ¢

(Rpp)y = —T7  —T0T0 —T¢TI"

rr,r rreorr rrero*

S vyuzitim ({1.23))
(Ry)1 = 0. (1.24)

Nyni nastavme k = ¢, zbyly index [ probiha soutfadnicemi r a ¢
_ o L Lt ¢ o
(RTT)Q - _Frqb,r - F’I‘d)FTT‘ - FT¢FT¢'

Znovu vyuzijme (|1.23))

(Rpr)2 = _Ff(b,r - (Ff¢)2 (1.25)
Spojme rovnice ([1.24)) a (1.25) dohromady
Ry, = (Rrr)l + (RM)Q = _quﬁ,r - (Ff¢)2 (1-26)

Dale se blize podivejme na komponentu Ry, podle (1.2)
k k kTl I Tk

Christoffelovy symboly
s =0,
pak
Rgs =%, + 5Ty — T4 I

Volme pevny index k£ = r, index [ nabyva hodnot r a ¢
T r o1 r o r ¢ ¢ 1r

S vyuzitim ([1.23)),
Iy =0,

a s védomym, ze se posledni dva ¢leny odectou,
(Bopg)1 = Ty e (1.27)
Zbyva volit pevny index k£ = ¢, index [ nabyva hodnot r a ¢

¢ ¢ o ¢ 1o ¢ 1 r T
(Bos)2 = gy 6 T Tgslss — Tgglgg + ToslGr — TgelG,

Clen
ré, =0, (1.28)
tedy
(Rgpp)2 = —T,T%,. (1.29)
Spojme rovnice a dohromady
Ry = (Rog)1 + (Rog)2 = Ty, — T3, TG (1.30)

Zbyva posledni komponenta R4, ktera je podle (1.2)) rovna

Ryy=Thy =Tk, +Th Ty, — T, I% (1.31)

11



Cést
Ih,=0. (1.32)

Aplikaci rovnice ([1.32) na (1.31]) dostavame

Rey = Tygp + Trsl — Tl
Nastavme k = r, zbyly index [ probiha souradnicemi r a ¢
(RT¢)1 = F:qﬁ,r + F:qﬁF:r - F:rrgﬁr + F:qbrfqﬁ - F?T - ;qﬁ (]‘33)

Vyuzijme ([1.23) a

Vyraz se pak velmi zjednodusi a to na

(Rrp)1 =0. (1.34)
Navolme pevny index k = ¢, index [ nabyva hodnot r a ¢

(Reg)e =T%, , + 10,10, — T, 1%, + 10,17, — 7,7

Vyuzijme a , posledni dva ¢leny se odectou

(Rrp)2 = 0. (1.35)
Slouc¢enim a

Ry = (Rrg)1 + (Rrgp)2 = 0.

Do rovnic a dosadme a

Dalsim krokem v tesSeni Einsteinovych rovnic je vypocitat skalarni krivost z rovnice

(1.11)), s uzitim vztahu (L.16]

R=g"Ry = Rii,
Gii
po dosazeni (1.36]) a ((1.37)
d2b(r)
R=-2 . 1.38
b(r)dr? (1.38)

Kontravariantni slozky tenzoru energie a hybnosti ((1.14) je potfeba upravit na ko-
variantni slozky vtahem ((1.9). Vypocet se zjednodusi, kdyz si uvédomime, ze slozky
tenzoru energie a hybnosti tvori diagonalni matici

Tij = gingpT™ =diag (p 0 0 —p ).

Zname vSechny potfebné ¢asti a mizeme tak sestavit rovnice (1.1). V nasem piipadé
se nejedna o problém kosmologického charakteru, proto mizeme A polozit rovno nule.
Takto vznikly objekt na levé strané rovnice (|1.1)) se nazyva Einsteinovym tenzorem

12



a oznacujeme ho G;;. S vyuzitim tvaru maticového zapisu metrického a Ricciho tenzoru
dostavame

1
Gy = Ry — §9nR = 8mT;.
Konkrétné pro nas pripad
1
Gy = Ry — §gttR = 8T}
Clen Ry, je roven nule, pak

d2b(r)
b(r)dr?

= 8mp. (1.39)

Déle )
GT'I’ - R'I‘T - §grrR - 87TT7~7~.

Cleny R,, a Rg,./2 jsou si rovny. Prava strana rovnice je nulova. Slozka Einsteinova
tenzoru G,, ma trividlni feSeni. Z obdobného diivodu ma trivialni feseni i slozka G .
Zbyva komponenta G ..

1

Slozka R, je rovna nule, tedy
d?b(r)
b(r)dr?

Vidime, ze rovnice (1.39) a (1.40) jsou stejné. Potfeba nalezeni nezndmé funkce b(r)

nas privedla k feSeni jedné obycejné linearni homogenni diferencialni rovnice druhého

fadu s konstantnimi koeficienty
d?b(r)
dr?

— —8mp. (1.40)

+ 8mpb(r) = 0. (1.41)

Postup feSeni téchto typt rovnic najdeme napf. v [I3]. Prvnim krokem je sestaveni
charakteristického polynomu pro rovnici (I.41)), druhym je nalezeni kofent tohoto po-
lynomu, tfetim je sestaveni odpovidajiciho feSeni a ¢tvrtym krokem je aplikace okra-
jovych podminek a prepis feseni rovnice do finalniho tvaru.

Charakteristicky polynom je ve tvaru

o + 87p = 0.
Kofeny tohoto polynomu jsou komplexni
a9 = +2iv/27p,
feseni rovnice je ve tvaru
b(r) = C cos (27\/%) + Cysin (27“\/%). (1.42)
Pro prehednéjsi zapis volme substituci
A = 24/27p. (1.43)

Gravitac¢ni ptisobeni je v nasem pripadé buzeno hmotou uzavienou v objemu nekonec¢né
dlouhého vélce a poloméru r, kde r € (0,ry). Vyraz ro udava vzdalenost od stiedu

13



kosmické struny po jeji hranici. Se zmensujicim se A dochézi k vymizeni gravita¢niho
pusobeni. V jazyce obecné teorie relativity to znamena, ze prostorocas bez pritomnosti
kosmické struny se stava Minkowského plochym prostorocasem. Matematicky se dana
skutecnost da vyjadrit nasledovné [11]

lim b(r) = 7. (1.44)

A—0

Podminku ([1.44)) vyuzijeme k nalezeni konstant C; a C5. Dosadmé ji do (|1.42])

lim b(r) = lim C} cos \r + lim Cy sin A\r = 7. (1.45)
A—=0 A—0 A—0

Rozvedme funkce cos A\r a sin A\r v Taylorovu fadu do prvniho fadu, pfispévky vyssich
radl zanedbejme

cos \r ~ 1, (1.46a)
sin Ar & Ar. (1.46Db)

Dosadme ([1.46a]) a ((1.46b]) do ({1.45])

lim b(r) = Cy + CoAr =

A—0

Volme C7 = 0, pak

CQ - X
Timto jsme stanovili integra¢ni konstanty pro ([1.42). ReSeni uvniti struny tak nabyva

tvaru A
b(r) = SmA i (1.47)

Jak uz jsme zminili, rovnice ([1.41]) plati pouze pro vnitfek kosmické struny kde p = py.
Vné kosmické struny je p = 0. Vyraz ((1.41) se tak zjednodusi na

d?b(r)
=0.
dr?
Po dvoji integraci vychazi
b(?”) = 037“ + 04. (148)

Méame dvé feseni pro dvé oblasti prostoroc¢asu. Oznac¢me si je indexy. Pro pfipad 0 <
r < rg volme index 1, pro pripad ry < r < oo volme index 5. Oblast r = rg je mistem,
kde Teseni plynule prechazi jedno v druhé, tj. jsou v tomto bodé spojita. Spojitost
funkci je dana rovnosti funkénich hodnot a hodnot prvnich derivaci funkci v daném
bodé. Vyjadieno matematicky

b(ro)1 = b(ro)2 (1.49a)

db(ro)l db(?“())g
= 1.49b
dr dr ( )

Do (1.49a)) a (|1.49b)) dosadime ([1.47)), (1.48)) a jejich derivace
in A

Sln}\ il = 037‘() + 04, (150&)
cos A\rg = Cj. (1.50b)
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Hodnotu ({1.50b|) dosadme do ([1.50a)) a vyjadieme zbylou konstantu Cy, tedy

sin A\r
Cy= 3 0 _ 7o COS ATg. (1.51)
Pro popis pohybu volné ¢astice a svételného paprsku v okoli kosmické struny nas nadale
bude zajimat jen feSeni vné kosmické struny. Dosadme ((1.50b)) a (1.51)) do (1.48)), po

uprave

sin Arg
A

Se zvétsujicim se r, budou ptispévky od ¢lent s r( stale zanedbatelnéjsi. Pro nas bude
zajimavéjsi situace, kdy r — rg. V tomto pripadé je nutné brat piispévky s ry v potaz.
Rozvedme funkce cos Arg a sin A\rg v Taylorovu fadu do druhého fadu (nizsi fad by vedl

k Minkowského prostorocasu), ptispévky vyssich fadt zanedbejme

b(r) = (r —rg) cos A\rg +

(1.52)

)\2 2
;0 : (1.53a)

sin A\rg & Ary. (1.53b)

cosA\rg &~ 1+

Dosadme ([1.53a) a (1.53b)) do (1.52)), zanedbejme ¢leny vyssich fadu, dosadme za
A z (1.43)) a upravme rovnici do tvaru

b(r) =r(1 — 4mprd), (1.54)
nebo téz
b(r) = r(1 —4u),
kde
p=Tpra. (1.55)
Nasli jsme hledany tvar funkce b(r)
ds? = —dt* 4+ dr? + r2(1 — 4u)*d¢? + dz2 (1.56)

Dosadme do rovnice pro metriku , pri umocnovani zanedbejme ¢leny vys-
sich rada

ds? = —dt* + dr? + r*(1 — 87pr3)de® + d2°.
Minkowského prostorocas ziskdvame jako zvlastni piipad, pii kterém ¢len 8mpré v za-
vorce vypadava. Prostorova soutradnice ¢ se tedy v okoli kosmické struny lisi oproti
plnému thlu 27 o tzv. deficitni thel

e = 8mpu = 8w2pry. (1.57)

Diky rovnici miizeme rozhodnout o tom, zda je, ¢i neni prostorocas v okoli
kosmické struny globalné plochy. Pti konstrukci Riemannova tenzoru kiivosti vyu-
zijme (1.18)), (1.19)), (1.20) a (L.21)). Vidime, Ze Riemanntiv tenzor kiivosti ma jedinou
slozku a tou je

T _ T T m T m T
oro = Loor — Lorg + Tolmr — g g
Christoffeltiv symbol I, neni funkci souradnice ¢, jeho derivace podle této souradnice

je rovna nule. Clen I'" je roven nule. Volny index m nabyva jediné mozné hodnoty
m = ¢. Slozka Riemannova tenzoru kiivosti ma z vyse uvedenych divodi podobu

r 1 ¢ 1
oro = Logr = Lorl gy (1.58)
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Dosadme rovnici ((1.54) do (1.20]) a (1.21)

he = —1(1 —4mpory), (1.59a)
1

re — -, 1.59b
or = (1.59b)

Dosadme ([1.59a)), jeho derivaci podle soutadnice r a (1.59b]) do (1.58)

roo_
¢7’¢_0‘

Stejny vysledek dostavame i pro b(r) = r(1—4pu). Dokézali jsme, Ze prostorocas v okoli
kosmické struny je globalné plochy.

V rovnici fixujme soufadnici ¢ a z. Pak tato rovnice reprezentuje dvouroz-
mérnou plochu s chybéjicim klinem deficitniho thlu. Pokud si predstavime, ze hrany
klinu spojime dohromady, tak plocha prejde v plast kuzele s kosmickou strunou ve
vrcholu. Povrch kuzele je plochy, vné struny jsou lokalné zachovany vSechny zakony
Eukleidovské geometrie. Vrchol je singuldrni bod, kde je kifivost nekonec¢na. Lokalni
plochost prostorocasu v okoli kosmické struny znamena, ze v jeji blizkosti neptisobi
gravitacni sila. Céstice v klidu umisténa do vzdalenosti napf. 1 cm od struny ji nebude
pritahovéana, tfebaze kosmickéa struna miize mit vysokou linedrni hustotu, pirepoctenu
do soustavy jednotek SI vztahem [5]

_
p_G_

Zavedme novou soufadnici ¢ = (1 — €)@, metrika (1.56|) pfechazi na tvar

10*?g/cm. (1.60)

ds® = —c2dt? + dr? + r2dy? + d2°.

Coz odpovida plochému Minkowského prostoroc¢asu. Uhlova soufadnice ¢ nabjva hod-
noty mezi 0 a 2w (1 — ¢), nikoli 0 a 2, ve shodé s vySe uvedenou transformaci.

V zéavéru kapitoly uvedme, Ze kosmické struna popsand metrikou ((1.56)) neni fyzi-
kalné jediny mozny pfipad. Mizeme napiiklad uvazovat metriku, kde (1 —¢) > 1. Pak
bychom dostali kosmickou strunu nikoli s thlovym deficitem, ale s thlovym pfebyt-
kem [4].

Existence deficitniho /pfebyte¢ného tihlu, predstavujici topologicky defekt, byva v li-
teratufe oznacovana jako koénickd singularita.
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Kapitola 2

Pohyb volnych castic a svételnych
paprsktl v okoli kosmické struny

Problém nalezeni trajektorii ¢astic a svételnych paprskii v zakfiveném prostorocase je
mozné tesit nékolika zptsoby. V této kapitole je pouzito variacniho principu a zakont
zachovani.

2.1 Volna castice a svételny paprsek v okoli gravi-
tujiciho télesa

Volnou ¢astici v klasické fyzice rozumime takovou c¢astici, na kterou neptisobi zadné
sily, tudiz ani gravitace. Namisto gravitacni interakce pracuje obecna teorie relativity
v pripadé volné Castice se zakrivenym prostorocasem. Volnou castici zde proto rozu-
mime takovou ¢astici, jejiz pohyb je ovlivnén pouze gravitaci.

P1i vySetfovani pohybu volné ¢astice v okoli gravitujiciho télesa vyuzijeme variac-
niho principu. Hledejme spojnici mezi dvéma udalostmi v prostorocase a to takovou,
ktera dava extrém funkcionalu akce

T2
0S5 =90 / Ldr = 0.
T1
Parametr 7 volme tak, aby byl invariantni. Timto parametrem je vlastni cas ¢astice,
tj. ¢as méfeny na idedlnich hodindch spojenych s pohybujici se ¢astici [10].
Problém 0S5 = 0 vede na Lagrangeovy rovnice 2. druhu, upravené pro obecnou teorii
relativity

d
dr

oc
2 ()

T

B oL
oxt

~0. (2.1)

Funkce £ z rovnice mé stejny vyznam, jako Lagrangeova funkce, tzv. lagran-
zidn, v klasické mechanice. Lagranzian muze byt velice komplikovanou funkci. Obecné
se jedna o funkci zobecnénych soutadnic, zobecnénych rychlosti a popiipadé i parame-
tru, kterym je v naSem piipadé vlastni Cas ¢astice [10]

- da?
L=L|2"— .

Lagranzian je v obecné teorii relativity definovan jako [§]

) @ it dd
s (a: de ) _ g, A2 (2.2)

T dr Yij dr dr
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a kiivky vyhovujici rovnicim odpovidaji geodetickym ¢aram v prostorocase.

Nezavisi-li lagranzian, analogicky jako v klasické mechanice, na nékteré ze zobec-
nénych soufadnic 2%, pak se rovnice zjednodusuji. Konstanty vzniklé integraci
zbyvajicich ¢lenti podle vlastniho c¢asu castice se béhem celého pohybu zachovavaji.
Oznac¢ujeme je jako zobecnéné hybnosti [6]

oL
) (dzl) ’

dr

pi = (2-3)

Interpretace takto ziskanych zobecnénych hybnosti nalezneme napi. v publikaci [6].
Pokud bude cyklickou souradnici ¢as, 1ze prisoudit jemu odpovidajici kovariantni slozce
zobecnéné hybnosti vyznam zobecnéné energie vztazené na jednotku hmotnosti

pr=—moE, (2.4)

Bude-li cyklickou soutradnici thlova soufadnice, pak ji odpovidajici kovariantni slozce
zobecnéné hybnosti bude dan vyznam momentu hybnosti vztazeného na jednotku
hmotnosti 3

Pa = moL. (2.5)

Aplikaci zobecnéné energie a momentu hybnosti na kvadrat vektoru ¢tyrhybnosti,
ktery je invariantem, obdrzime po tpravach analogii Binetova vzorce v obecné teorii
relativity pro prostorocas sféricky symetrického centralniho télesa [3].

Invariant vektoru ¢tythybnosti je definovan jako [3]

Qijpipj = —mﬁ, (2.6)
kde pro slozky vektoru étyfhybnosti p* plati [3]
: dz!
P — . 2.7
p mo dr (2.7)

V pripadé pohybu svételnych paprskii je postup obdobny. Jelikoz je klidova hmotnost
fotonu rovna nule, je i prava strana rovnice ([2.6|) nulova.

9ip'Y’ = 0. (2.8)

2.2 Pohyb v okoli kosmické struny

Prvnim krokem je sestaveni kovariantnich slozek metrického tenzoru pro kosmickou
strunu. Budeme pracovat s jistym zjednodusSenim celé situace, plynoucim z postupu

vypoctu ¢lenu gg4. S vyuzitim (1.56)), (1.57) a (1.6)

gi=diag( -1 1 r?(1—¢)? 1). (2.9)

Dosadme ([2.9) do (2.2))

) () oo (@) () e

Tento lagranzian dosadme do rovnice ([2.1). Pro zjednoduseni uvazujme pohyb v roviné
z = 0. Postupujme po c¢astech. Za¢néme u soutfadnice ¢

(3515

dr |9 (& ot
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kde ¢len
oc

at
Vidime, ze langranzian neni explicitné zavisly na casové soufadnici. Soutadnice t je
tedy cyklickou soufadnici, které odpovida, podle ({2.3)), zobecnénd hybnost

dt ~
pP=p = i —mokE. (2.11)

0.

Rovnice 1} pripisuje konstanté E' vyznam zobecnéné energie, v nasem pripadé vzta-
zené na jednotku klidové hmotnosti.
Pokracujme se soutadnici r

oL oL

o) o "

dr

Po dosazeni prislusnych derivaci obdrzime rovnici

d (1dr) 1 do\*

7 vyse uvedeného souradnice r neni cyklickou soufadnici. Zbyva souradnice ¢

oL oL

— 2= =,
5(%) 9
kde ¢len
oL
o9
Opét zde mame cyklickou soufadnici, je ji ¢. Odpovida ji, podle (2.3), zobecnéna hyb-

nost do
2 2
=ri(l—¢e)"—. 2.12
po =121 - e (212
Rovnice 1} piipisuje konstanté L vyznam momentu hybnosti, v nagem p¥ipadé vzta-
zeného na jednotku klidové hmotnosti.

Druhym krokem je dosazeni rovnic (2.7) a (2.9) do rovnice ([2.6)

dr\?  [/dt)\? do\?
2 2 2 2
) (= 1— — -
o [(dT) (dT) +ril—e) (dT) o
Poslednim krokem je vydéleni levé i pravé strany rovnice vyrazem m3, nasledné na-
d

lezeni veli¢in FE a L podle rovnice 1' a a vyjadieni druhé mocniny podilu
diferencidlu dr a dr jako rozdilu druhé mocniny zobecnéné energie F a efektivniho

potencidlu Ug(r)
dr\?> -
— | =E*-U,
(dT> U f(r)7

L2

0.

kde

Uef(’/’) = 1—|—m.

Zkombinujeme oba ptredeslé vztahy dohromady

() b (1) o
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Pro fotony plati obdobny postup. V druhém kroku pouzijeme namisto rovnice (12.7))
rovnici (2.8)), tieti krok je stejny

<j_:)2 _ g 7“2(1Lj 5 (2.14)

()

a s vyuzitim vztahu (2.12)) odstratime z rovnice ([2.13)) zavislost na vlastnim ¢ase ¢astice

dr 277’4(1—5)4 > L?
<£) _T<E 1 —T2(1_8)2>. (2.15)

Pro dalsi apravu je vyhodné zavést misto proménné r proménnou u [3]

Vydélenim vyrazem

= - 2.16
u=", (216)

zaroven timto vztahem vyjadfeme podil totalnich diferencialt

dr 1 du

d¢ ~ u2dg’

Dosadme predeslé dvé rovnice do ([2.15)), vyraz zderivujme podle proménné u a upravme

do tvaru 2
u 2

Pro pohyb fotont v okoli kosmické struny plati stejna rovnice. P¥i feseni rovnice (2.17))
postupujeme analogicky jako u rovnice ([1.41]). Sestavme charakteristicky polynom

®+(1—¢)?=0,
koreny této kvadratické rovnice jsou
a1 = £(1 —¢)i,
Reseni rovnice nabyva tvaru
u(¢) = Cscos[(1 —e)p] + Cesin[(1 — €)g).
Vyjadieme konstanty Cs a Cg v zavislosti na ¢q [9)
C5 = Crcos[(1 — €)go),
Cs = Crsin[(1 — €)¢o].
Dosadme tyto do predeslé rovnice
u(¢) = Cr{cos[(1 — &)@] cos [(1 — &)po] + sin[(1 — €)¢] sin [(1 — &) o] }

S vyuzitim souc¢tovych vzorci pro goniometrické funkce (viy napf. [14]) upravime rov-
nici do podoby
u(¢) = Creos[(1—€)(¢ — ¢o)]-
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Pfejdeme od pomocné proménné u zpét k proménné r vztahem ([2.16))

1
~ Crcos [(1—e)(®—¢o)]
Zbyva urcit konstantu C;7. Bude-li thel ¢ roven ¢q, pak r = d, kde d je vzdalenost mezi

kosmickou strunou a nejblizs§im bodem trajektorie testovaci ¢astice. Hledana hodnota
konstanty je

r(¢)

1
Cr =-.
" d
Vysledny vztah pro pohyb testovaci ¢astice v okoli kosmické struny nabyva tvaru

B d
~cos[(1—¢)(¢— o))

Interpretace vztahu (2.18]) je zfejmé, jednd se, az na ¢len (1 — £), o rovnici piimky
v polarnich soutradnicich. Dodejme, Ze pro pohyb fotonti v okoli kosmické struny plati
stejna funkéni zavislost.

Jako doplnék uvedme rovnice asymptot. Podminku r(¢) — oo 1ze splnit jen pokud
cos[(1 —€)(¢ — ¢o)] — 0. Tedy

() (2.18)

(1—¢)(¢— o) = ig’

elementarni tipravou pak
T
= ot — .
6= dot 5

pro piimku by druhy tvar na pravé strané nabyval hodnoty +7/2.

Svételné paprsky a castice se pohybuji po geodetickych kiivkach, majici vlastnosti
ptimek na rozvinutém plasti kuzele [5]. Této skutecnosti vyuzijeme v nasledujici kapi-
tole. Tvar trajektorie je kvalitativné zndzornén na obrazku (4.1]).

21



Kapitola 3

Detekce kosmickych strun

V predchozi kapitole jsem si ukézali matematicky model pohybu ¢astic a svételnych
paprskit v okoli kosmické struny. Zjistili jsme, zZe trajektorie lze interpretovat jako
primky na rozvinutém plasti kuzele. Tato kapitola ukazuje, jakym zptisobem lze tuto
vlastnost vyuzit k pozorovani kosmickych strun. Néasledujici avahy vychazeji z modelu
popsaného v [5].

Pokud chceme pozorovat efekty popsané v predchozi kapitole, musi nutné z hlediska
pozorovatele za kosmickou strunou lezet objekt emitujici svétlo. Timto objektem mtize
byt napt. galaxie, kvasar, popfipadé lze uvazovat i pozadi reliktniho kosmologického
zafeni.

3.1 Uhly mezi paprsky

Kosmicka struna ovliviiuje svételné paprsky v principu podobné jako gravitacni c¢ocka.
Méjme vzdéleny zdroj svétla a tihel mezi polohou zdroje a kosmickou strunou (pro
nazornost volime kvasar oznaceny jako qso) ozna¢me 6 (viz. obrézek . Aby dochéa-
zelo k rozdvojeni obrazu, musi 0 < 6 < £/2, kde € je deficitni thel. Pokud bude thel
0 = 0, pak vzdalenosti r; a ro jsou stejné velké a k rozdvojeni obrazu nedojde. Oba
obrazy splynou v jeden. Dodejme, ze r; je vzdalenost, kterou putuje svétlo od jednoho
obrazu k pozorovateli O a ry je vzdalenost, kterou putuje svétlo od druhého obrazu
k pozorovateli O. Podobné kdyz 6 = /2. Uhel «, je tihel pod kterym vidi pozorovatel
druhy obraz zdroje, ay = 0. I v tomto pripadé bude pozorovatelny pouze jeden obraz
zdroje.

K vypoctu thlu a; pod kterym vidi pozorovatel prvni obraz zdroje pouzijeme si-

novou vétu ] )
sinag  sin(e +60 — aq)

Tq To

Kde 7, je vzdalenost od zdroje svétla ke kosmické struné a 7y je vzdalenost mezi kos-
mickou strunou a pozorovatelem. Jelikoz jsou ¢, 6, a; velice malé thly prechézeji jejich
siny pifimo v hodnoty jednotlivych thld

041_5—’—9—011

T‘q To

Vysledny vztah upravime a vyjadiime z néj
i(3+)
=—(=4+0).
Qaq ARG +
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Obrazek 3.1: Rozvinuty prostorocas v okoli kosmické struny

Kde R = ry+r,. Analogicky postupujeme pfi vypoctu thlu pod kterym vidi pozorovatel
druhy obraz zdroje
= 1 <E — 9)
T R\2 '

Uhel mezi obéma obrazy o = a; + as je proto
€
R

o =

3.2 Casové zpozdéni fotonti

Kdyz bude splnéna podminka 6 > 0, tak r; < ry a signal od objektu prichazejici po
dréaze r, bude opozdén oproti signalu piichazejicim po draze . Casovy rozdil mezi
pfijmem prvniho a druhého signélu je At = Ar/c, kde At =ty —t; a Ar = ry —ry.
Casovy tidaj t; je ¢as, za ktery foton urazi vzdalenost r1, analogicky ¢, je ¢as, za ktery
foton urazi vzdalenost r5. Pro vypocet r; a r vyuzijeme kosinovou vétu

€
2 _ .2 2
] =To + 1, — 21T, COS (7?—5—9),

€
r%zr§+r§—2rorqcos <7r—§+9).
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Goniometrickou funkei kosinus upravime podle vzorce pro rozdil argumentii a vysledny
¢len rozvineme v Taylorovu fadu do druhého tadu, ostatni ¢leny fady zanedbame

cos(w—%—@) :—cos(g+«9) z—l—i—%(%—i—@)Q.
Pak

€
i =15+ 1“2 + 2rory — 21974 COS <7T —3 + 9) — 2roryq,

substituci R? = 72 + 7"2 + 2ror, a upravenou funkei kosinus, obdrzime

-2 o)

po odmocnéni

N (5 >2'
=R|1l——(=+0) |. 3.1
e T RGN (3-1)
Obdobné pro ] ]
B ToTq <5 >2
=R|l—-—(=—-0) |. 3.2
e YR | (32)
Pro c¢asovy rozdil zachyceni fotont plati
rorecl
At = —1—,
Re
Typicky dvojity obraz vzdaleného objektu mize mit r, ~ 79 a 6 ~ £/4, tedy
2
A= FE
16¢

Jako piiklad uvedme hypotetickou strunu s ¢ = 2,5107%, leZici mezi objektem vzda-
lenym R ~ 10'° svételnych let od pozorovatele. Casovy rozdil mezi piijetim prvniho
a druhého paprsku vychazi At ~ 40 let. Soucasna pozorovaci technika neni schopna
zaznamenat zmeény v fadech desitek let. Tento fakt komplikuje detekci kosmickych
strun.

3.3 Doppleruv efekt

Malé posunuti struny smérem napravo od pozorovatele je fyzikalné ekvivalentni ma-
lému posunuti zdroje a pozorovatele smérem nalevo. Pohyb vzdaleného zdroje nalevo
odpovida rotaci rozvinutého plasté kuzele protisméru hodinovych rucicek o maly thel
7. Vzdalenost o kterou se zdroj posune je r,y. Zarovein se pozorovatel posune po sméru
hodinovych ruci¢ek o maly thel §. Vzdalenost o kterou se posune pozorovatel je ryd.
Vzdalenost o kterou se vii¢i struné posunou zdroj i pozorovatel je stejné r,y = r¢d. To
znamena, ze se pozorovatel posune o thel 6 + v = (1 + r,/ro)7y. Proto thel 6 vzroste
o hodnotu A = (1+4ry/ro)y (viz obrézek 3.2). Struna se pohybuje vzhledem k objektu
a pozorovateli rychlosti

d )
Vg = &(Tq”)/) =T¢Y = R (3.3)

Zmény v uhlu 6 zptsobuji zmény v r; a re, vznika tak Doppleriv efekt. Z rov-

nice (3.1)), (3.2) a (3.3]) dostavame

flz—ro—;1<g+9>(9‘:—(g+9>vsy
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Zména vlnové délky

h.e

1

-
4 ':---F--

Obrazek 3.2: Zména thlu 0

A/\lz)\(1+%):)\:1—<§+9)%:,

ekvivalentné

A/\zz)\(1+%):)\:1+<%—6)%:.

Podél drahy r; se projevuje modry posuv. Protoze vyraz (¢/2—0) vzhledem k podmince
pro vznik obrazi je vzdy kladny, projevuje se podle drahy 7y ¢erveny posuv.
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3.4 Stanoveni horni a dolni meze pro deficitni Ghel

Rozdil ve vinovych délkach fotont ptichéazejicich po draze r; a ro je
AN = Do — A = Adg — AN = v, (3.4)
c

Protoze podil AA/) je fadu €, méfeni by mohlo stanovit horni mez pro deficitni thel
€ a tim i pro line4drni hustotu kosmické struny.

V pripadé struny pohybujici se rychlosti v, by se projevovaly diskontinuity reliktniho
zafeni. Wienuv posunovaci zakon tika, ze kdyz teplota c¢erného télesa roste, zkracuje
se vlnova délka, neboli soucin \,, 7" = konstanta, kde \,, odpovida vlnové délce, pii
niz je hodnota spektralni hustoty zarivého toku pii dané teploté zafice maximalni.
Diferencovanim a nahrazenim jednotlivych diferencialti rozdily danych veli¢in, vysledek
upravime na

AT/T = =AM\,

Z této rovnice a z rovnice (3.4) vyjadiime rozdil teplot jako
€
AT =Tv,—.
c

Ve sméru pohybu struny bude teplota reliktniho zafeni nizsi nez za strunou. Druzice
WMAP méla experimentalni limit pro méfeni anisotropie reliktniho zareni v méritkach
odpovidajicich AT/T ~ 7 -107° [20]. Tento projekt vak Zadné diskontinuity v relikt-
nim zareni zpiusobené kosmickymi strunami nezaznamenal. Probihajici experimenty
s druzici Planck by méli dosdhnout experimentalniho limitu pro méfeni anisotropie
reliktniho zafeni v méiitkdch odpovidajicich AT /T ~ 2107 [18]. V soucasné dobé
lze z tohoto poznatku a z predeslé rovnice stanovit horni mez pro deficitni tihel

e < £ 105,
/US
Za predpokladu, ze nebudou detekovany zadné diskontinuity reliktniho zareni, zptiso-
bené kosmickymi strunami ani v ramci projektu Planck, budeme si muset na zptesnéni
tohoto tidaje pockat na dalsi generace sond typu WMAP nebo Plack.

Jako priklad problémt spojenych s detekei kosmickych strun uvedme par galaxii
CSL-1 pozorovanych Hubbleovym kosmickym teleskopem mezi dubnem 2005 a tno-
rem 2006 v ,hlubokém poli“ (deep field). Tento par galaxii byl povazovan za kandi-
data na obraz ziskany gravitacni ¢ockou, kde ¢ockujicim objektem mohla byt kosmicka
struna. K potvrzeni této domnénky vsak nedoslo. Pravdépodobné jde o dvé nezavislé
galaxie [1J.
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Kapitola 4

Pocitacové modely

V této kapitole uvadime pocitacové modely ilustrujici nékteré vyse popsané jevy. Pii
vytvareni pocitacového modelu v softwaru Mathematica vyuzivame jiz preddefinova-
nych funkci a procedur.

4.1 Pohyb fotonu v okoli kosmické struny

Pohyb fotoni v okoli kosmické struny v roviné kolmé ke struné samotné je popsan
diferencialni rovnici , jejiz Teseni ma tvar . Aby byl vliv kosmické struny
patrny je zde zvolena velkd hodnota deficitniho thlu € = 0,09 rad. Pro nazornost je
vyznacena i poloha struny.

VYPIS PROGRAMU:

phiO = 45/180%*Pi;

d =1;

epsilon = 0.09;

pl = ParametricPlot[{d/Cos[(1 - epsilon)*(phi - phiO)]*Cos[phi],
d/Cos[(1 - epsilon)*(phi - phi0)]*Sin[phil},

{phi, phiO - Pi/2/(1 - epsilon), phiO + Pi/2/(1 - epsilon)},
Frame -> True, PlotStyle -> {Thickness[0.01]}];

p2 = Graphics[{Gray, Disk[{0, 0}, 0.2]}];

p3 = Graphics[{Circle[{0, 0}, 0.2]}];

Show[pl, p2, p3]

PolarPlot[d/Cos[(1 - epsilon)*(phi - phi0)],

{phi, phi0O - Pi/2/(1 - epsilon),

phiO + Pi/2/(1 - epsilon)}, PlotStyle -> {Thickness[0.01]}]

Graficky vystup (obrazek [4.1) ukazuje ohyb svételného paprsku v blizkosti kosmické
struny ve valcovych soufadnicich prostoroc¢asu popsaného metrikou (|1.56|). Ke znazor-

néni trajektorie fotonu je vyzito feSeni pohybové rovnice ([2.18) pfi volbé parametri
¢o=m/4rad ad=1.

4.2 Kosmicka struna jako gravitac¢ni ¢ocka

Pti vhodném umisténi struny vici pozorovateli a zdroji dochazi k rozdvojeni obrazu,
jak je vidéno na obréazku [4.2] Sestaveni tohoto programu vychazi z avah v kapitole 3.
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Obrazek 4.1: Priklad pohybu fotonu v okoli kosmické struny

Deficitni tihel je volen velky tak, aby byl patrny vliv tzv. kénické singularity na prichod
svetelnych paprski. Na prilozeném CD je program, krery umoznuje animovat zménu
polohy struny vici zdroji a pozorovateli. V tomto prvnim ptipadé uvazujeme bodovy
vzdéleny zdroj (napf. hvézdu).

VYPIS PROGRAMU:

epsilon = .5;
xz = -.1;

yz = 1;

xp = 0;

yp = -1.5;
tl = 1;

Manipulate [xs
rz = Sqrt[(xz
rp = Sqrt[(xp
R =1z + rp;

=1t; ys = 0;
- xs8)72 + (yz - ys)~2];
- xs8)72 + (yp - xs)"2];

theta = ArcTan[xp - xs, yp - ys] - (ArcTan[xz - xs, yz - ys] -
epsilon/2 - \[Pi]);If[Abs[theta] < epsilon/2, {xo = xs + rz*

Cos[ArcTan([xz

- xs, yz - ys] - epsilon], yo = ys +

rzxSin[ArcTan[xz - xs, yz - ys] - epsilonl}, {x0 = xz, yo = yz}];
Show[{Graphics[{Dashed, Pink, Line[{{xz, yz}, {xs, ys}, {xp, yp}t}1}],
Graphics[{Dashed, Pink, Line[{{xo, yo}, {xs, ys}}1}],
Graphics[{Blue, Line[{{xz, yz}, {xp, yp}, {xo, yol}}1}],

Graphics [{EdgeForm[Thin], Red,
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Polygon[Table[{xz + .1xCos[al, yz + .1*Sin[al},

{a, 0, 6 Pi, 2 Pi 3/7}]1}], Graphics[{EdgeForm[Thin],

Orange, Polygon[Table[{xo + .1xCos[al, yo + .1xSin[al}, {a, O, 6 Pi,
2 Pi 3/7}11}], Graphics[{EdgeForm[Thick], Gray, Disk[{xs, ys},

{.05, .05}]1}], Graphics[{EdgeForm[Thick], Pink, Disk[{xp, yp},

{.05, .05}]1}]}, PlotLabel -> Style[Row[{theta = ", Abs[thetal, ",
epsilon = ", epsilon}], FontSize -> 18],

AspectRatio -> Automatic, Frame -> frame, Axes -> osy,

BaseStyle -> {FontSize -> 20}, PlotRange -> {{-1.2xtl, 1.2%tl},
{-1.3*Max[Abs[yz], Abs[ypl]l, 1.3*Max[Abs[yz], Abs[ypll}}],

{t, -tl, tl1, 0.001, Appearance -> "Labeled"}, {frame, {True, Falsel}},
{osy, {True,False}},ControlPlacement -> Left]

f = 0.0753948, = = 0.5

D.'DS 3/

210 -05 00 05 10

Obrazek 4.2: Priklad ¢ockovani objektu strunou

Tento zjednoduseny model 1ze pouzit i k znazornéni vlivu kosmické struny na tvar
nebodovych sledovanych objekt (napt. kvazari, galaxii, apod.). Pro ndzornost jsou
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vyuzity snimky z Hubbleova kosmického dalekohledu. Carkovand ¢ara vyznacuje polohu
kosmické struny.

VYPIS PROGRAMU:

theta = OxDegree;

obrazek=ImageRotate [Import["./hs-M81M. jpg"],thetal;

{w, h} = ImageDimensions[obrazek];

Manipulate[obrl = ImageCrop[ImageTake [obrazek, {0, h},

{w - s, w - s + epsilon}], {Full, h + 20}];

obr2 ImageCrop[obrazek, {w - s + epsilon], h + 20}, Right];
obr3 ImageCrop[ImageTake [obrazek, {0, h}, {w - s + 2%epsilon, w}],
{Full, h + 203}];

Show[{ImageAssemble [{obr2, obrl, obr3}], Graphics[

If[lin, {Dashed, Yellow, Line[{{w - s, 0}, {w - s, h + 20}}]}
, {311}1, {s, .05%w, .95%w}, {epsilon, 0, s},

{{1lin, True, "Show string"}, {False, Truel},

ControlPlacement -> Left]

Obrazek 4.3: Priklad vlivu kosmické struny na vzdaleny objekt, v tomto piipadé na
yhlubokém poli“ (deep field). PouzZit byl snimek z Hubbleova kosmického teleskopu:
NASA, ESA, and S. Beckwith (STScI) and the HUDF Team, http://hubblesite.
org/gallery/album/the_universe/pr2006012b/.

V obou pfipadech vidime, Ze obraz vytvoreny strunou je nedeformovany a zachovava

velikost, jeho zvétSeni je rovno jedné. Typickym znakem obrazi vytvorenych kosmic-
kou strunou je pritomnost ostrych rozhrani a pfechodd. Zobrazen je vzdy jen pas,
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Obrazek 4.4: Priklad vlivu kosmické struny na vzdaleny objekt, v tomto piipadé na
galaxii. Pouzit byl snimek z Hubbleova kosmického teleskopu: NASA, ESA, and A.
Zezas (Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics); GALEX data: NASA, JPL-
Caltech, GALEX Team, J. Huchra et al. (Harvard-Smithsonian Center for Astrophys-
ics); Spitzer data: NASA /JPL/Caltech/Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics,
http://hubblesite.org/gallery/album/galaxy/pr2007019;j/.

jehoz velikost je dana hodnotou deficitniho thlu a vzdalenosti mezi strunou, zdrojem
a pozorovatelem. Vysledky zikané vysSe uvedenym programem kvalitativné odpovidaji
vystuptim z presnéjsich a komplexnéjsich algoritmi uvedenych napt. [15] a popisu
vlastnosti obrazu v [12].
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Z.aver

Cilem bakalatské prace bylo pfehledné popsat vlastnosti prostorocasu v okoli kosmické
struny a pomoci pocitacovych modeli ukazat vliv tzv. kénické singularity na pohyb
castic a svételnych paprskt v okoli kosmické struny.

V prvni kapitole jsou popsany zakladni rovnice Einsteinovy teorie gravitace a je-
jich aplikace na problém kosmické struny. Odvodili jsme tvar metriky v okoli kosmické
struny ve valcovych souradnicich a dokazali jsme lokalni plochost. Bylo ukazano, ze
prostorova souradnice ¢ se v okoli kosmické struny lisi oproti plnému thlu 27 o tzv. de-
ficitni Ghel 87y, kde p je parametr urceny linearni hustotou struny podle vztahu (|1.55])
a . P1i fixovani souradnice t a z maji roviny kolmé ke kosmické struné geometrické
vlastnosti rozvinutého plasté kuzele.

Druha kapitola je vénovana pohybu c¢astic a svételnych paprskt v okoli kosmické
struny. K feseni tohoto problému jsme pristoupili pies varia¢ni pocet a zdkony zacho-
vani. Dokazali jsme, Ze svételné paprsky a castice se pohybuji po geodetickych krivkach,
které v jisté analogii odpovidaji primkam na rozvinutém plasti kuzele. Tato skutecnost
umoznuje, ze kosmicka struna se za urcitych podminek mize chovat jako jednoducha
gravitacni ¢ocka.

Treti kapitola se vénuje teoretickym moznostem detekovani kosmickych strun ve
vesmiru. Pii vhodné konfiguraci struny, zdroje a pozorovatele zaznamenava pozorova-
tel 2 obrazy bodového zdroje. Z ¢asového zpozdéni fotont doprovazeného Dopplerovym
efektem, 1ze stanovit horni mez pro deficitni thel. Pohyb kosmické struny vici relikt-
nimu mikrovlnému zareni by se mél projevit také diskontinuitami v teploté reliktniho
vesmirného pozadi, z néhoz by mélo byt mozné stanovit horni mez pro deficitni thel.
Dosavadni snahy o detekci kosmickych strun prozatim nevedli k zadnym prokazatelnym
vysledktm [1].

Posledni ¢tvrta kapitola se tyka pocitacového modelu vlivu kosmické struny na po-
hyb fotonu a volnych c¢astic v jejim okoli. Grafické vystupy ukazuji ohybani svételného
paprsku a rozdvojeni obrazu pii pripadném pozorovani. Pfi pozorovani vzdalenych
nebodovych zdroji (kvazart, galaxii, apod.) by se pfitomnost kosmické struny méla
projevit zdvojenim pasu, jehoz poloha a velikost jsou ur¢eny pozici struny mezi zdrojem
a pozorovatelem a velikosti deficitniho thlu zavisejiciho na linearni hustoté struny.
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