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Anotace:

Tato diplomova prace tematicky navazuje na bakalafskou praci s nazvem Stereometricke
ulohy, kde autorka feSila soubor ptikladli metodou rovnobézného promitani. V diplomové
praci je stézejni metodou zobrazovani Mongeovo promitani. Prvni ¢ast prace je vénovana
standartnim ulohdm, na néz dale autorka plynuje navazuje metrickymi ulohami a tlohami
o vzajemnych polohéach prostorovych utvarti feSenych v Mongeove projekci. Druhd ¢ést
prace je jakymsi didaktickym pohledem na stereometrii na zdkladnich skolach. Zamétuje
se na prostorové ulohy u pfijimacich zkousek, na schopnost zakt je fesit a na didaktické

pomticky a prosttedky, které pomahaji rozvijet prostorovou piedstavivost zak.

Annotation:

This diploma thesis follows up the bachelor thesis named Stereometric tasks, where the
author solved a collection of problems using parallel projection. The main method in
this diploma thesis is the Monge projection. The first part of the thesis includes a standard
tasks. Thenafter the author continues with metric tasks and tasks on mutual positions of
solids which are solved by Monge projection. The second part of the thesis is a something
like a didactic view on stereometry at elementary schools. It focuses on spacial tasks in
entrance examinations, on the ability of pupils to solve them and on didactic aids and
means that help to develop the spatial imagination of pupils.
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Uvod

Nase byti se odjakziva nachazi v trojrozmérném prostoru. Jiz nasi predci si
uvédomovali, Ze polohu objektl kolem nds nestaci popsat pouze dvojicemi piislovci
vlevo/vpravo a vpredulvzadu. Svét neni jen tenka deska, a protoze jesté navic mizeme

fikat nahoreldole, ozna¢ujeme jej za ,,trojdimenzionalni ““ ¢i 3D prostor, ktery popisujeme

prave ttemi rozméry a predmétiim zde pfifazujeme objem.

Touto diplomovou praci voln€ navazuji na svou bakalatskou praci Stereometrickeé
ulohy, ve které jsem feSila mnozstvi ptikladd z prostorové geometrie, jenz jsem
ilustrovala vlastnimi nakresy vytvofenymi metodou rovnobézného promitani v programu
GeoGebra. V diplomové praci pouzivam navic Mongeovo promitani pro nazornéjsi

zobrazeni oblych téles, které je téz tradi¢né spojeno s technické vykresy.

Jako obecny uvod do stereometrie slouzi prvni kapitola, v niz je vysvétlena
podstata stereometrie pro ¢lovéka a matematiku, dale zde hovoiim o zékladnich utvarech
prostorové geometrie, pomoci nichz posléze formuluji axiomy stereometrie. Logickou

cestou se pak z axiomu odvozuji zakladni véty pro stereometrii.

Druha kapitola je celd vénovana Mongeovu promitani. Popisuji zde vyuzitelnost
tohoto promitani a definuji terminy, které jsou s tématikou spjaté, a jenz jsou dale
Vv ulohach pouzivany, nacez navazuji zdkladnimi principy zobrazovani v Mongeové
projekci. O tuto teoretickou pasaz se poté opira feSeni piikladl, kdy Ctenafe nejprve
seznamuji se zékladnimi tlohami. Dale zde feSim téZ ulohy metrické a ulohy zabyvajici

se vzajemnou polohu télesa a roviny ¢i pfimky.

V dalsi kapitole jsem se zaméfila na nestandartni ulohy ze stereometrie, jejichz
feSeni vyzaduje o néco vEtsi zkusenosti v oblasti geometrie. Tematicky se jedna o méné
obvyklé utvary v prostoru, kdy povétSinu byva ctenaf nucen k vyteSeni tlohy vyuzit
vlastni vizualizace, tedy prostorového vidéni. Teprve potom ptichazi na fadu konstrukce

alohy.

Posledni, nejobsédhlejsi kapitola, se vénuje prostorové geometrii na zakladnich
Skolach. Mym cilem bylo sestavit soubor loh i s popisem feSeni, kdy jsem cerpala

z publikaci uréenych pro zaky zakladnich skol, zejména pak pro zaky 9. tfid, které slouzi



jako pfiprava na pfijimaci zkousky na stiedni Skoly s maturitou. Dale jsem provedla
mensi prizkum toho, jak jsou Zaci schopni vybrané prostorové ulohy fesit a jaky postoj
k prostorové geometrii zaujimaji. V zavéru kapitoly je nastinéna mozna podpora pro

vyuku stereometrie pomoci konkrétnich u¢ebnich pomtcek.



1. Stereometrie

1.1 Vyznam geometrie v prostoru

Jak nam jiz napovidaji pfedméty dochované ze starovéku, tak geometrie,
vyznamna ¢ast matematiky, hrala jiz tehdy vyznamnou roli a vznikla z potieb praxe.
Nejen Egyptané a Mezopotamci patnact set let pfed nasim letopoctem ovladali zéklady
a narysy staveb pomoci pravouhlého promitdni na papyry, které posléze slouzily
stavitelim jako predloha pro ptesnéjsi praci. Techniky zobrazovani zacali vyuzivat
rovnéz malifi pfi pokusech zachytit co nejvérnéji obraz pfirody, kamenolamaci

opracovavali podle vykresu stavebni kameny [6].

Stereometrie neni tedy pouze nauka o pfedmétech, které se nachdzeji
V trojrozmérném prostoru. Jeji nedilnou soucasti je véda, kterd popisuje vztah mezi
prostorovym objektem a jeho primétem do roviny. T¢ tikdme deskriptivni geometrie a
své vyuziti si nachazi vSude, kde potfebujeme vytvofit nakresy riznych prostorovych
utvard, ¢ehoz se hojné uziva ve stavitelstvi, strojnim inzenyrstvi, v elektrotechnickych,

hornickych i hutnickych oborech [18].

1.2 Uvod do stereometrie

Muzeme nyni na chvili ponechat stranou zobrazovaci metody, protoze jejich uziti
ve stereometrii je zcela samoziejmé, a zaméfime se na teoreticky ramec prostorové
geometrie, ktery je opét odvozen bezprostiedné ze zkusenosti. Za zaklad geometrie jsou
brany matematické pojmy a axiomy, z axiomu dale odvozujeme geometrické véty. Teorie
stereometrie vznika z planimetrickych (rovinnych) axioma tim, Ze jsou pfidany axiomy

dalsi a z nich odvozovany véty [12].

V prostoru pracujeme se tfemi zakladnimi Gtvary. Jsou to bod, pfimka a rovina.
Body byvaji ozna¢ovany velkymi pismeny abecedy A, B, C, ..., pfimky malymi pismeny

a,b,c, ... Roviny tradicné oznacujeme malymi feckymi pismeny «, 5,7, ...



Body mohou byt bud’to rizné A # B, nebo splyvajici A = B. PFimka je urcena
bud'to dvéma body nebo bodem a vektorem. Dvé rtizné pfimky p,q obecné nemaji
spolecny bod. Oznacujeme je jako pfimky mimobézné. Nebo mohou mit dvé primky
spole¢ny vlastni bod, ten pak miizeme graficky zobrazit a nazveme ho prisecikem
riznobézek. Dveé piimky mohou mit téz spoleény nevlastni bod, tj. bod v nekone¢nu,

tehdy se nazyvaji rovnobézné [12].

Rovina p je urena tfemi riznymi body, které nejsou kolinearni, tzn. nelezi na
jedné ptimce. Pokud spojime dva body A, B roviny p, pak bude tato spojnice cela nalezet
roviné p. Dale mtze byt také rovina ur¢ena bodem A a piimkou p, ale jen v ptipad¢, ze
A nenalezi p. Rovinu mohou uréovat i dvé riiznobézky, ev. dvé rovnobézky. Jsou-li dvé
roviny rizné, pak se protinaji v jediné ptimce. Tato pfimka mlze byt vlastni ¢i nevlastni.

Pokud je nevlastni, tak fikame, ze obé& roviny a, 8 jsou vzajemné rovnob&zné [12].

1.3 Axiomy stereometrie

Zprvu si formulujeme nékolik jednoduchych vét, o které se opiraji vSechny dalsi
véty ve stereometrii. Témto vétdm fikame axiomy a piejimame je bez dikazu. Na
nasledujicich fadcich jsou uvedeny zékladni axidomy, které vyjadiuji vztahy o incidenci

mezi body, pfimkami a rovinami [12]:

Axiém 1: Dva rlizné body A, B urcuji praveé jednu ptimku P

p. Tedy dvéma rliznymi body prochazi prdvé jedna ptimka.

Tvrzeni symbolicky zapisujeme p = AB. Obr. 1: Axiom 1

Axiom 2: Piimka p abod B, ktery nelezi na dané 5
. P
ptimce, urCuji  prave  jednu  rovinu  p.
p

Symbolicky p = (Bp).

Obr. 2: Axiom 2
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Axiém 3: Pokud lezi bod B na piimce p a

pfimka p lezi v rovin€ p, pak lezi i bod B V roviné

p. Zapisujeme jako B E p,p € p = B € p. B/ P
P
Obr. 3: Axiom 3
Axioém 4: Maji-li dvé rizné roviny p a w
spole¢ny bod B, pak maji spoleCnou pravé jednu
ptimku p.
Axiom 5: Ke kazdé piimce p lze bodem B,

, p vr P o , Obr. 4: Axiom 4
ktery na ni nelezi, vést pravé jednu ptimku q, ktera

spole¢né s ptimkou p lezi v jedné roviné a nema . .
S ni spole¢ny bod . / %
p

Obr. 5: Axiom 5

1.4 Zakladni véty stereometrie

Zakladni véty stereometrie odvozujeme logickou cestou z axiomill. Matematicka

véta se zpravidla sklada ze tii Casti:
) Z predpokladi, tj. podminek, za kterych véta plati
) z vlastniho tvrzeni

)  z ditkazu

Velmi ¢asto byvaji soucasti matematické véty pouze prvni dvé ¢asti, diikaz tedy

byva nékdy vynechan.

Tato kapitola shrnuje elementarni véty ze stereometrie, které jsou disledky
axiomdu, jenz vychazi z Euklidovy geometrie. Jiz pied vice jak 2 tisici lety zavedl fecky
matematik Euklides podobny systém axiomil v prostoru, jaky zname dnes. Odtud si nese

trojrozmérny prostor nazev euklidovsky prostor a obvykle byva znacen E; [12].
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Zékladni dusledky axiomu:

Véta: Maji-li dvé ptfimky spole¢né dva rizné body, pak jsou totozné

Véta: Maji-li dvé roviny spole¢nou piimku a bod, ktery na této pfimce nelezi,

pak jsou totozné.
Véta: Maji-li pfimka a rovina spolecné dva rizné body, pak ptimka lezi v roving.

Véty o vzadjemné poloze:

Véta: Dveé ptimky v prostoru jsou bud totozné, nebo rovnobézné, nebo

ruznobézné, a nebo mimobézné.
Véta: Dvé roviny jsou bud’ totozné, nebo rovnobézné, a nebo riznobézné.

Véta: Ptimka vroviné bud lezi, nebo je sni rovnob&zna, a nebo je sni

riznobézna.
Véta: Danym bodem prochazi prave jedna rovnobézka s danou piimkou.
Véta: Danym bodem prochazi pravé jedna rovina rovnobézna s danou rovinou.

Véty o sméru S V prostoru:

Véta: Smér S je mnozina vSech vzajemné rovnobéznych piimek v prostoru.

Véta: Bod B a smér urcuji jedinou piimku, kterou Ize vést timto smérem bodem

B.

Véta: Pfimka p a smér § rizny od sméru pfimky p urcuji jedinou rovinu, ktera

vznikne vedenim rovnobézky s pifimkou s libovolnym bodem piimky p.

Véta: Pravé jedna rovina je uréena bodem B a dvéma riznymi sméry § a §'.

Rovinu sestrojime tak, ze bodem B vedeme piimky danych smért.

Véta: Utvar promitdme ve sméru S, jestlize vSemi body utvaru vedeme

rovnobézky se smérem §.
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2. Mongeovo promitani

2.1 Gaspard Monge

Panu Gaspardu Mongeovi [¢ti gaspdaru monzZovi] se tika ,,otec deskriptivni
geometrie “. Narodil se 10. kvétna 1746 v Beaune a zemfel 28. Cervence 1818 v Paftizi.
Byl to francouzsky pfirodovédec, matematik a politik, a pravé jemu vdécime za

Mongeovo promitani, velky pfinos do prostorové geometrie [21].

Béhem svého Zzivota se zaslouzil o né€kolik vyznamnych ¢inti, naptiklad se
spolupodilel na zavedeni metrické soustavy, byl ¢lenem skupiny odbornikti Napoleona
Bonaparta, a prave on je povazovan za zakladatele deskriptivni geometrie, kterou nazval
geometrie descriptive. Tato véda musela zustat vojenskym tajemstvim az do Velké
francouzské revoluce, do té doby mohl své poznatky predavat Gstné jen studentim Skoly,
ve které vyucoval matematiku a fyziku. Je také jednim ze 72 vyznacnych védci, jejichz

ptijmeni nese ocelova konstrukce Eiffelovy véze v Paiizi [26].

2.2 Mongeovo promitani

Mongeovo promitini je promitaci metoda V technickém kresleni. Jde o
nejjednodussi a nejbéznéjsi geometrické zobrazeni z trojrozmérného prostoru do roviny.
Umoziuje ndm pravouhlé zobrazeni prostorového objektu do roviny na dvé k sobé kolmé
primétny. Toto zobrazeni neni vzajemné jednoznac¢né. TO znamend, ze k obrazu

(primétu) nelze urcit jednoznacné objekt v prostoru [9].

Srovname-li vlastnosti promitani na jednu primétnu (tj. kdtovaného promitani) a
Mongeova promitani na dv€ primétny, spatfime zékladni rozdil v tom, Ze funkci koty,
kterd jednozna¢né vyjadfuje u primétu bodu jeho polohu v prostoru, nahrazuje
V Mongeové€ promitani dalsi pravouhly primét bodu tak, aby bylo mozné délku udanou

kotou odméfit uzitim tohoto dal$iho prumétu [6].
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2.3 Zakladni pojmy

Mongeovo promitani uréujeme dvéma k sobé kolmymi primétnami a to

pudorysnou 7 (ve vodorovné poloze) a ndrysnou v (ve svislé poloze). Priisecnici X12 =

T N v nazyvame zdkladnice. Zde si demonstrujeme zobrazeni bodu B Z prostoru na dvé

pramétny  a v:

Pokud bod B pravouhle
promitneme do  ndrysny v,
dostaneme narys bodu B, ktery
ozna¢ime B,. Dale pravothle
promitneme bod B do ptidorysny 7 a
dostaneme  pudorys bodu B,
ozna¢ime jej Bi. Nakonec otocime
pudorysnu © kolem zakladnice do
narysny (svislé polohy) a obé

primétny ztotoznime s ndkresnou.

Timto v nakresné ziskdme dvojici bodu (B;),

B,, kterou nazveme sdruzené priméty bodu B a dale

ozna¢ime By, B, [7].

Daéle plati, Ze pokud je spojnice sdruzenych
priméth B1, B2 kolma k zékladnici, pak je pfifazeni
mezi body v prostoru a sdruzenymi priméty vzajemné

jednoznacéné. Spojnici sdruzenych praimétt By, B> dale

nazyvame ordindlou [6].

Obr. 6: Pravouhly prumét bodu B a otoceni ptlidorysny kolem
zdkladnice

W
N

m

L s e |
=

Obr. 7: ZtotoZnéni obou priméten s
ndkresnou
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2.4 Priméty zékladnich atvart

2.4.1 Primét primky

Sdruzené priméty by a b
pfimky b urcuji tuto pifimku
VvV prostoru  jednoznacné, pokud
vylouc¢ime ptipad, kdy b; = b, a by
L xp,. Jestlize se pfimka nachazi
V obecné poloze, jako je tomu na
obrazku (Obr. 8), protind obé
primétny. Pladorysnu m protind
v bodé¢ P. Bodu tikdme piidorysny
stopnik. Bod N, ktery je prinikem

pfimky a ndrysny, nazyvame ndrysny stopnik. Navic

pro upiesnéni: dvojice bodu P; a P,, N; a N, jsou

sdruznymi priméty pidorysného

narysného stopniku piimky [6].

2.4.2 Prumét primky ve zvlastni poloze

1) Pfimka kolma4 k zakladnici

stopniku a

Obr. 8: Obecnd poloha primky

Obr. 9: Obecnd poloha primky v Mongeové
projekci

V rovnobézném promitdni mize byt prumétem piimky bud’to opét ptimka, nebo

je pramétem piimky bod, ale to pouze tehdy, je-li pfimka kolma na primétnu. Proto

rozliSujeme zvlastni polohy ptimky,
které  jsou znazornény na
nasledujicich obrazcich (Obr. 10,
11):

Pokud je jednim obrazem
piimky bod, pak druhym obrazem je
piimka kolma k ose x;, a zaroven

sdruzené obrazy lezi na ordindle.

Obr. 10: Primka kolma k zakladnici



blm clv

Ve tomtéz obrazku je vidét i pfipad, kdy je c,
pfimka d prostorové kolma k zékladnici, ale neni
kolma k z4dné z priméten. Sdruzené obrazy stejné jako %2
u piedchoziho pfipadu leZi na ordinale [6]. X3 _ _
¢ d,=d,
b‘l

Obr. 11: Pfimka kolma k zdkladnici
v Mongeové promitani

2) Ptimka rovnobézna s ptidorysnou

Narysem pifimky h je hy || xq,.

Ptimku h také nazyvame horizontalni hlavni

pfimkou [6].

Obr. 12: Horizontdlni hlavni pfimka

=z I——————————-ibz

-

x
-
N

h,

Obr. 13: Horizontdlni hlavni pfimka v Mongeové

promitani
-
-
s
-
4 N I4 I4 ‘\
3) Ptimka rovnobé&zna s narysnou . u
‘\
. Y . “r . f
Padorysem pifmky f je fi || x1 2. Piimku -
-
f nazyvame frontalni (pricelnou) hlavni b
s P
wr e 2
fimkou [6]. ~ee 7
p N . f . =4
T SN
=P1 M cae

Obr. 14: Frontdini hlavni pfimka

16



e ---------+

f1

1

Obr. 15: FrontdlIni hlavni pfimka
v Mongeové promitani

2.4.3 Prumét roviny

Stereometrie nam fik4, Ze rovina je urcena:
e tfemi nekolinedrnimi body
e dvéma riznobéznymi pifimkami

e dvéma rovnobéznymi, rlznymi

pfimkami

e piimkou a bodem, ktery na ni nelezi Obr. 16: Obecnd rovina

V tlohach v této praci budeme rovinu riznobéznou s primétnou zadévat pomoci

sdruzenych priiméta urcujicich prvki:

e dvou trojuhelniki

e dvou ruznobézek

e dvou rovnobézek r10=pl =n]
L] 2 — 2 — Jl

0
Py

Obr. 17: Obecnd rovina v Mongeové promitdni
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Zadani o = (p?, n?%) povazujeme za
urceni roviny ¢ pomoci dvou riznobézek
¢i rovnobézek. Nasledujici obrazky (Obr.
18, 19) znazornuji 3 zvlastni polohy

roviny:

V Monegeové promitani nazyvame

ptimku p; piidorysnou stopou roviny a

prlmku Ny narysnou  stopou. roviny Obr. 18: Zvldstni polohy roviny

navic pfipisujeme do horniho indexu fecké
pismeno oznacujici rovinu. Stopy roviny se ng ng

protinaji na zakladnici.

3
Py

Obr. 19: Zvldstni polohy roviny v Mongeové
promitani

2.4.4 Pramét roviny ve zvlastni poloze

1) Rovina kolmé k primétné

Obr. 20: Rovina kolmd k priimétne
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2) Roviny rovnobézné s primétnami

o)

a

mM

Obr. 21: Roviny rovnobézné s primétnami

Roviny hlavni jsou v deskriptivé dulezité roviny, které jsou rovnobézné
s prumétnami. Jejich poloha je zndzornéna na obrazku (Obr. 21). Existuje vzdy jen ta

stopa, ktera znazornuje prinik roviny a primétny. Druha stopa neexistuje [6].

3) Rovina prochazejici osou x

V tomto piipadé¢ nelze rovinu pomoci stop modelovat.

=
——2
il
=
B2
il
=,
il
=
b2

Obr. 22: Rovina prochdzejici osou x
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2.5 Zakladni ulohy feSené¢ v Mongeove projekci

Ptiklad: Je zadan bod A a pfimka c, na niz bod A nelezi. Sestrojte pifimku b jdouci

bodem A tak, aby byla rovnobézna s ¢ [7].
Rozbor:

Tato uloha patii mezi nejjednodussi. Je spiSe vyzadovano fesitelovo zamysleni se

nad zadanim ulohy, neni tfeba zadnych

vyjimec¢nych geometrickych schopnosti.

zZaver:

O primétech b, b, ptimky b plati,

ze: Al € bll AZ € bz, b1||C1, bz”Cz. 01

Obr. 23: RovnobéZka jdouci danym bodem

Piiklad: Rovina w je dana dvéma riznobéznymi
pfimkami u, v. Urcete ndrys piimky b, kterd lezi

V rovin¢ w a ma dany pudorys b;.

Rozbor:

Primka b lezi vroviné w, to znamena, Ze

protina jeji pfimky u, v vbodech U=bnu, V =

b N v. Z nakresu jsou patrné pudorysy bodu U, V, kde

U =biNnu;aV; =by Nvy.

Zaver:

Lehce Ize odvodit narysy bodl U,V a tim

ur¢ime b, = U,V,.

Obr. 25: Reseni ulohy
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Ptiklad: Sestrojte hlavni pfimky v roviné w , kterd je dana body 4, B, C.
Rozbor:
Hledame hlavni ptimku, jejiz zobrazeni je v pudorysné m 1 V narysnéd
nasledujici:
h = horizontalni, vodorovna hlavni ptimka, h || &, h € w
f = frontalni, pricelna hlavni pfimka, f || 9, f € w
Zaver:
Nejprve zvolime narys h, || x; ., respektive fi || x;,. Pfimka h,resp. f lezi

V roviné w, a proto protind pfimky této roviny.

Obr. 26: Reseni pFikladu

Na nasledujicim obrazku (Obr. 27) je vrovnobé&Zném promitani zakreslena

mnozina hlavnich pfimek, nalevo horizontalnich a napravo frontalnich:

Obr. 27: Zobrazeni mnoZiny hlavnich primek
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Priklad: Je dan bod A arovina p a plati, ze A ¢ p. UrCete rovinu o rovnob&znou s rovinou

p prochazejici bodem A. Reste oba piipady [7].

Pripad 1:

P
b1

Obr. 28: Zaddni Pripadu 1

Reseni:
1) ptimky h,” a h,”

2) stopnik P; piimky h”

3) stopy roviny o

Obr. 29: Reseni Pfipadu 1
Pripad 2:

Obr. 30: Zaddni Pripadu 2
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Reseni:
1) q1; 1 € Aingillqy
2) p1; p1 € Ainpylipy
3) qz; 92 € A7 q3 11 g2

4) p3; vz € Ay Ay lip,

Piiklad: Je dana piimka p a rovina p uréena
sdruzenymi praméty ptimek o a n. Rozhodnéte,
jaka je vzajemna poloha piimky p a roviny.

Jsou-li riznobézné, urcete jejich prusecik X [7].

Rozbor:

Z obrazku v zadani je patrné, ze piimky
n a o urCujici rovinu p jsou rovnob&Zné.

V nérysu i pudorysu je pifimka p proting, proto

Obr. 31: Reseni Pripadu 2

Obr. 32: Zadani prikladu graficky

bude mit smysl hledat prusec¢ik ptimky p a roviny p.

Reseni:

DRy; RyEPLNoOy

2) ordinala bodu R,

3) R,; R, je narys bodu R
4)S; S eEp;Nny

5) ordinala bodu S

6) S,; S, je narys bodu S
7) X5; X, € R,S, N Dy

8) X1; X; je pudorysem bodu X

Obr. 33: Reseni¢. 1

23



Obdobné tuto ulohu mizeme fesit i tak, Ze nejprve najdeme prusecik X; v padorysné:

1) Uy; U, Ep, Ny
2) ordinala bodu U,

3) U;; U, je padorys bodu U

4) Ty; T, E p; No;y

5) Ty; Ty je pudorys bodu T

6) X;; X, ET,U; Ny

7) Xzi X2 je nérysem bodu X Obr. 34: Resenic. 2

zZaver:

Nejprve jsme konstatovali, Ze prisecik piimky p a roviny p existuje. Poté jsme

graficky nalezli narys X, a pidorys X; pruseciku X.

Priklad: Sestrojte prasec¢ik M piimky n s rovinou w,
je-li dana rovina pudorysem i narysem tii boda

K, L, M a ptimka n pudorysem n, a narysem n,.

Rozbor:

Piimkou n prolozime pudorysné promitaci
rovinu a. PriseCnice ¢ = a N w se nazyva kryci

primkou ptimky n. Hledany bod M =nnw je

ruseCikem piimky n s jeji kryci pfimkou M=
P P Y Je kel p 7 Obr. 35: Zaddni pfikladu graficky

qnn.

Popis konstrukce:

1) padorys kryci ptimky q; = n,
2)Uy; Uy € g1 NABy
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Vy; Vi€ gaNAC (@ =UV)

4) q,; q, € U,V, (narys kryci piimky)
5) M, € n, N q, (narys bodu M)

6) M; € n, (padorys bodu M)

Zaver:

S vyuzitim pidorysné promitaci roviny a
z ni vzniklé kryci pfimky q jsme nalezli prasecik

M piimky n a roviny w.

Obr. 36: Reseni prikladu

Priklad: Zobrazte kruznici k = (S, 1), ktera .
-
lezi v roving p. Rovina p je dana hlavnimi S

piimkami ha f,tedy p = (h,f)aS=hnf "2 /2-

[9]. X122

Reseni:

-
1 S,

Pudorys Obr. 37: Zaddni pfikladu

1) na ptfimku h; naneseme od stfedu S; polomér r

2) vzniknou body 4, a B,

3) dalsi body elipsy jsou U, a V4, jenz jsme vytvofili v narysu a promitli kolmo
4) vedlejsi osa elipsy vznikne prouzkovou konstrukci*

5) elipsa k,

Narys

1) konstrukce k, je analogicka s konstrukei k

2) hlavni osa je uréena body U, a V, tak, ze |U,V,| = 2r a zaroven leZi na f,

3) dal$imi body jsou A, a B, vzniklé kolmym priimétem boda A, a B,
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4) vedlejsi osa elipsy vznikne opét prouzkovou konstrukci*
5) elipsa k,

zZaver:

S vyuzitim prouzkové konstrukce

jsme sestrojili elipticky narys i pudorys
kruznice k.

Obr. 38: Reseni prikladu
* Prouzkova konstrukce

Této konstrukce vyuzivame tehdy,
pottebujeme-li zjistit délku vedlejsi poloosy

b u elipsy. Vychazime z ptedpokladu, ze

/

zname polohu bodt hlavni osy A a B a

O

n&jaky bod M, ktery na elipse lezi. Snadno

. P—— e — — — — — —

~
=<

nalezneme stied a uréime délku hlavni

]

poloosy a. Vytvoiime kruznici k(M,a), Y1 T

prisecik s vedlejsi osou elipsy oznacime X. '
Obr. 39: Zndzornéni prouzkové konstrukce elipsy

Vytvotime usecku XM, kterd protina hlavni

0su vV bod¢ Y. V tuto chvili zname délku vedlejsi polosy elipsy, protoze plati: b = |[MY]|.

Priklad: Nad stranou AB sestrojte ¢tverec ABCD o

lezici v roviné o, mame-li dany prvni priméty bodii

A, B (pudorysné praméty) a stopy roviny o [7].

Obr. 40: Zadani prikladu
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Popis konstrukce:

kroku ¢.7 totiz nevznika jediny
prisecik Ay, nybrz dva. V této
préci je vykresleno feSent, které se
nachazi na pracovni ploSe
vyhodné&ji, tudiz bylo snazs$i jej

sestrojit.

1) Sestrojime zbyvajici priméty A, a B, tak, ze vytvofime hlavni pifimky prvé

osnovy (piimky rovnobézné s p,?), které prochazi body A, a B;
2) Otocime rovinu ¢ do pudorysny 7 a vyuzijeme afinity, kdy p,° bude osou o

3) Rovinu otaceni ozna¢ime «. Plati, Ze je kolma k ose otaCeni o a zobrazi se

Vv pfimku

4) Vznika stfed otaceni S;; S; Eo N«

5) (A); (A) je otoceny bod A, a plati: |(A)A;| =z4a(A)A; L «a
6) Polomérem otoceni r je vzdalenost bodu (A4) od Sy

7) Dostaneme A, jako prusec¢ik a a kruznice k(Sy,7)

8) Sestrojime skutec¢nou velikost ¢tverce a znac¢ime AyByCy D,

9) Ur¢ime zbyvajici praiméty bodua C, D

Primétem ctverce vznikl rovnob&znik. Vyobrazené feSeni navic neni jediné. U

Obr. 41: Reseni pfikladu
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2.6 Metrické ulohy v Mongeovée projekci

Takové ulohy v prostoru, pfi kterych si nevysta¢ime jen s polohovymi ulohami,
nybrz které se tykaji délek a velikosti uhll, se nazyvaji metrické. V Mongeove promitani
jsme rovnéz schopni metrické ulohy fesit. V této kapitole budeme feSit rtizné typy
prikladi, ve kterych budeme mit za ukol naptiklad:

» sestrojit skutecnou délku usecky
» zobrazit kruznici lezici v dané rovingé

» sestrojit ptimky kolmé k dané rovin¢, atd.

Nejprve bychom si méli fici nékolik zékladnich definic, od kterych se nasSe feseni

uloh bude odvijet a poté si ukdzeme dllezity nastroj pro urcovani skutecnych délek

usecek v Mongeovée promitani.

Definice: Uhel dvou mimobéznych piimek a, b

definujeme jako uhel dvou piimek a’, b’, jenz
prochézeji libovolnym bodem K Vv prostoru a

pro néz plati: a’'ll a, b'll b [9].

Definice: Ptimka p je kolma k roviné o, je-
1i kolma ke vSem pfimkam leZicim v rovin€ |-

o [9].

_____
- I

Obr. 43: Definice 2
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Véta: Piimka n je kolma k roviné p tehdy a jen
tehdy, je-li kolma alespon ke dvéma N
riznobéznym piimkéam, které lezi v roviné p 0
[9].
i
Obr. 44: Véta

2.6.1 Utvary leZici v promitaci roving

Ulohy v této kapitole spojuje jedna spole¢na vlastnost a to, Ze sestavaji z roviny,
ktera je kolma na jednu z priméten a v této roviné (mizeme ji fikat promitaci rovina)
navic lezi geometricky utvar, jehoz sdruzené priméty v Mongeoveé promitani budeme
hledat. Pro uspé&sné vyteseni tloh bude vhodné vyuzit sklopeni promitaci roviny do

primétny.

Na piidorysnu r provedeme sklopeni roviny o, kterd je k ni kolma. Osou skldpéni

je ptimka oy . Draha bodu B je kruznice, ktera lezi v rovin€ 3, jenz je kolmad k ose sklapéni

01, a jejiz polomér je r = zg. Sklapéni
narysné¢ promitaci roviny do narysny 9,
ktera je na ni kolmd, by bylo analogické.
Stejny postup, jaky jsme vyuZzili v tomto
ptipadé¢ pii sklapéni bodu B, pouzijeme i

pfi urCovani skutecné délky libovolné

use(:ky’ kterd lezi v roviné kolmé kJedne Obr. 45: Skldpéeni promitaci roviny do primétny

Z praméten.

B2
, : A
Ptiklad: UseCka AB je v Mongeoveé promitani zadana svym Z
pudorysem a narysem. Sestrojte skutecnou velikost této |-
. A
usecky. 1
B

Obr. 46: Zadani prikladu
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Reseni:

Pfimkou AB prolozime pudorysné¢ promitaci

rovinu o, ktera je kolma na pidorysnu . Rovinu o pak

sklopime kolem osy sklapéni o; do pudorysny,
respektive do roviny a, ktera je s pudorysnou

rovnobézna.

Zaver: Obr. 47: Reseni prikladu

Skute¢nou velikost usecky AB zobrazuje usecka (A)(B), ktera vznikla sklopenim

roviny ¢ do pudorysny.

Piiklad: Je dana Gse¢ka AB, ktera lezi v roving a, (o | v).
Zobrazte v Mongeové promitani skuteCnou velikost
trojthelniku ABC, ktery je rovnostranny a vznikne z Gsecky
AB.

Aq
Reseni:

0
Py

B4

Néarysné promitaci rovinu o sklopime do narysny 9.

., i ., i , . Obr. 48: Zaddni pfikladu
Sestrojime rovnostranny trojihelnik (A)(B)(C). Nasledné
bod (C) sklopime zpét.
Popis konstrukce:

1) kolmice k, na x1,2 bodem B:

2) kolmice k, na x12 bodem A

3)B2; Bo€k; Nay

4) Az; A€k, N ooy

5) sklopeni bodit A a B do narysny = (4), (B)

30



6) (C); (C) je vrcholem rovnostranného A(A)(B)(C)

(B) 5
Na;al o, AN(C)Ea (C) 2
a
8)C2;C2€aﬂO'2 E2
_ (A) P2
9) kolmice k5 na x1,2 bodem C»
X P2
1,2 : [
10) (C)Cz; |(C)C2| =a a
C
11) Cy; C; € ks ve vzdalenosti a od X1, Al
Zaver: Py
B,
Nalezli jsme narys i plidorys rovnostranného Obr. 49: Reseni prikladu

trojthelnika ABC. Pokud bychom u kroku ¢. 6 zobrazili

bod (C) v osové soumérnosti podle (4)(B), vzniklo by nam i druhé feseni této tilohy.

Priklad: Zobrazte kruznici k = (S, ), ktera lezi I
.

Vv roviné . Rovina ¢ je kolma na pidorysnu 7.

Reseni:
94

1) sklopime promitaci rovinu ¢ do ptdorysny
Obr. 50: Zaddni prikladu

2) sestrojime sklopenou kruznici (k) = ((S), r)

3) vzniklé sdruzené pruméry (A)(B) a (C)(D) kruznice (k) sklopime zpét

zZaver:

Piidorysem kruznice k je useCka A, B; o délce 2r. Narysem je elipsa uréend osami
A;B, a C,D,, které jsou na sebe kolmé a prochazi bodem S,. Kolmost os plati, jelikoz

usecka AB je rovnobéZzna s pudorysnou 7.
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Také je patrné, Ze nebylo nutné sklopeni
kruznice s celou rovinou o do pudorysny. Sdruzené
priméty kruznice lezici v promitaci roving Ize sestrojit
1 pfimo. Timto jsme ukazali skutecnou velikost

kruznice k.

Obr. 51: Reseni prikladu

2.6.2 Primka kolma k roviné s obecnou polohou
Tato kapitola obsahuje ulohy, ve kterych hraje hlavni roli pfimka, které ja kolma
k néjaké roviné. Pravé kolmost dvou prostorovych utvara je hlavnim aspektem

nasledujicich prikladu.

Piiklad: Danym bodem K ved'te piimku k kolmou k roviné o. Reste nasledujici piipady,

kdy: I) rovina o je dana hlavnimi ptimkami o = (h, f)
I1) rovina o je dana narysem o,

I11) rovina o je dana tfemi body K, L, M

Reseni:
Piipad I) f,
Rovina o je narysné promitaci, coZ znamena, ze ha
olv, tedy k|l o a kllv. VieSeni pfipadu dale
postupujeme nasledujicim zpisobem: X12
1)Ky K, €y N fy
f
1
2)K;; Ky €hinfy s

Obr. 52: Pripad l) - zaddni
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3)k2;k26K2Ak2J_f2

4)k1;k1€K1Ak1J_h1

Pripad II)
l) kz, kz (S KZ N k2 L 0-2
2) kll kl € Kl N k1 Il x1,2

Obr. 55: Pripad Il) - feseni

Piipad III)
Sestrojime hlavni ptimky h, f roviny o:
1) hy; hy € Ky Ahy llxq
2) Py; P, € MyL, N h,
3) ;1 Lxi AP, €
4)Pj; P, € ML N1
5)hy; hy € K Py

6) fi; f1 E My A fillxg,
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Obr. 53: Pripad 1) - feseni

02

X2 [Teo:
|

K

Obr. 54: Pripad ) - zaddni

_»
M,
Ky
LS /
Ly
.
I
X i
12 o
=
) M,
U
K

Obr. 56: Pripad Ill) - zaddni




7)Qy; Q1€ KiLin fy
ymym L x;,AQi EM

9)Q2; Q2 € KzL;nm

10) f2; f> € M,Q;

1) ky;ky L fo NK; €k
12) kl' kl J_hl /\K]_ € kl

Priklad: Je dan bod A a rovina a. Znéazornéte
graficky ptimku k, ktera prochazi bodem A a
zaroven je kolma k roviné a, kterd je urcena

dvéma rovnobézkami p a q.
Rozbor:

Narys kolmice je vzdy kolmy k narysu
libovolné hlavni ptfimky osnovy druh¢ a ptidorys
kolmice je vzdy kolmy k pidorysu libovolné

hlavni pfimky osnovy prvé.

Postup:
Narys
1) hy; hy zvolena libovolné A hy | x4 ,
2)By; Bi€Epi Nhy
3)Cy; CiEQq Nhy
4a;alxi,na €By

5b;blxi,na €C
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Obr. 57: Pripad lll) - reseni

X122

Obr. 58: Zadani prikladu




6) B, a C,

7) hy; h, = B,C,

8) ky; k, je narys kolmice k
Pudorys

1) hy; h; zvolena libovolné A hy | x4 ,

2) Dy; D, E p; N hy

3)Ey E; €Eq,Nhy

4)c; c Lxi,nc €D,

5)d; d L x;,nd €EE,

6) D; a E;

7)hy; by = DiE;

8) k,; k, je narys kolmice k

Obr. 59: Reseni prikladu

Ptiklad: Je dan bod A a pfimka p. Urcete rovinu p

p
jdouci bodem A kolmo k ptimce p. 2 A2
Rozbor:

%12 !
Aby byla rovina p kolma kpfimce p a oA
prochazela bodem A, tak ji v Mongeové promitani P
ur¢ime hlavnimi ptfimkami h a h* obou osnov. Obr. 60: Zaddni prikladu

Popis konstrukce:
1) hz, hz € Az AN hz I xllz
2) hi; hy € A; A hyll xq,

3) hy; hy € Ay Ahy | py
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4)hy; hy € Aynhy L py

Zaver: ha
Grafickym feSenim této ulohy je rovina \
p=(hh). %12 /
hy'

Obr. 61: Reseni pfikladu

2.7 Ulohy o priniku oblych téles a p¥imky &i roviny

V prostoru pracujeme nejen s ptimkami a rovinami, ale i s télesy. Zobrazovani
oblych téles je t&z8i nez zobrazovani hranolli, a pokud feSime ulohy o priniku oblych
téles a jinych prostorovych utvari, je vhodné zvolit si pro konstrukei uloh metodu
Mongeovy projekce. Pokud by se ¢tenar zajimal o problematiku vzajemné polohy piimky

¢1 roviny a hranolu ¢i1 jehlanu, odkazuji na svou bakalarskou praci Stereometrické uilohy

[11].

Priklad: Je dan rotacni valec, jehoZ zakladna lezi

v ptdorysné¢ m. Sestrojte pruseCiky piimky p 502 %
i 2

s timto valcem [13]. /

Rozbor:

Tento typ piikladu patii mezi nejsnazsi,
protoze pro uspésné feSeni postaci znat zaklady

Mongeova promitani.

P4

i Obr. 62: Zaddni priklad
Popis konstrukce: r addni prikladu

1) X;; X, je pudorys pruseciku X
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2) Y;; Y, je padorys priseciku Y
3) X,; X, je narys priseciku X
4) Y,; Y, je narys pruseciku Y

Zaver:
PriseCiky piimky s rotacnim vélcem jsou

body X a Y.

Priklad: Sestrojte fez valcové plochy rovinou 7, ktera je
rovnobézna s rovinou zékladny [13].
Rozbor:

Rezem rovinou T rovnob&Znou S rovinou
zakladny je kiivka, jejiz pudorys je afinni k primétu
zakladny valcové plochy. Smér afinity je totozny se
smérem povrchovych piimek valcové plochy. Tato afinita
je ve skuteCnosti posunuti zdkladny ve sméru

povrchovych ptimek valcové plochy.

Popis konstrukce:
1) o04; 04 je pudorys osy valcové plochy
2) 0,; 0, je narys osy valcové plochy
3) §3;S,€Eny,"No,
4) kolmice z S; nax ,
5) Si; Sijepudorys S’
6) T,; T, je libovolny bod na narysu podstavy

7) Ty; T, je v afinité s T, a leZi na kiivce fezu
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Obr. 63: Reseni prikladu
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Obr. 64: Zadani prikladu



8) Tj; Ty je pudorys T’
9) k(Si; SiT]) je pudorysem fezu

Zaver:

Rezem valcové plochy rovinou 7
rovnobéznou s pudorysnou vznikla ¢éara, kterd je
shodna se zakladnou valcové plochy. Tj. v narysu

vznikla tise¢ka a v padorysu vznikla kruznice.

Piiklad: Zobrazte fez rotacniho valce s podstavou

Vv padorysné rovinou o [6].
Rozbor:

Pro zobrazeni os eliptického fezu prolozime
osouo rovinu p | o. V pidorysu tedy povedeme
bodem (piidorysem osy) o, kolmici p/ ke stopé py.
Rovina p nyni protind rovinu fezu o V piimce t a
valcovou plochu v povrchovym ptimkach a a b.

Prinikem pfimky t a ptimek a a b jsou hlavni vrcholy

Obr. 65: Reseni prikladu

i
°,
ng [

fezu, po fad¢ A a B.

Popis konstrukce:
1) ky; k4 je pudorysem rotacniho valce
2) pf,nb;p?,mb jsou stopami roviny p

3) By=b;;B;=b € k; Nty
4) Ai=a;Ai=a, € kNt

5) B, A,

6) h'; h'je hlavni ptimka roviny fezu
7) C1,Dy;C,D; € ki N hY

8) (2D,

9) EllFl; El)Fl € kl nh’é’
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10) E,, F,
Zaver:

Pidorysem prusecné elipsy je ptidorys podstavné hrany, coz je vlastné kruznice
k,. Narys jsme pak sestrojili bodoveé a vyuzili jsme nastroje ,, Kuzelosecka dana péti

body“, ¢imz nam vznikl narys fezu — elipsa.

Piiklad: Urcete rovinny fez rotacniho valce obecnou rovinou a. Rotacni véalec ma

zakladnu v roviné m [13].

Rozbor:

Tato uloha byla zamérné€ vybrana tak, ze je témé&f totozna s predchozi ulohou.
Zakladni rozdil je ve zpisobu samotné konstrukce fezu rotacniho kuzele rovinou.
V piedchozi tloze jsme elipsu sestrojili pomoci grafického programu GeoGebra a jeho
nastroje pro konstrukci kuzelosecek. Nyni si ukazeme, jak bychom elipsu vytvofili bez
softwaru uzitim Rytzovy konstrukce.

Zprvu je nutné vytvofit ndkres pomoci Udaji v zadani ptikladu. Poté jiz lze
sestrojit do ptidorysny dva priméry kruznice A,, By, Cy, D, které jsou na sebe kolmé.
Jejich narysy snadno nalezneme pomoci hlavnich ptfimek roviny fezu a, protoze body
A,B,C,Dvroviné a lezi. Vnarysu tedy ziskdme soubor sdruzenych praméti
A,, B3, C,, Dy, Z nichZ pomoci Rytzovy konstrukce nalezneme hlavni a vedlejsi osu elipsy

a nasledné vytvofime narys fezu rovinou.

Popis Rytzovy konstrukce:
1) Prtsecik sdruzenych primeéri oznacime O, (stied elipsy)
2) V bod¢ 0, sestrojime kolmici k jednomu z priméri (zde k A,B;)
3) Na kolmici naneseme délku O,B, a koncovy bod ozna¢ime R
4) Spojime bod R s bodem C, a najdeme stted S tsecky RC,
5) Sestrojime kruznici se stiedem v S a polomérem r = |S0,|
6) Pfimka RC, protina kruznici ve dvou bodech — 1, 2
7) Hlavni osa prochazi bodem 1, vedlejsi osa bodem 2

8) Dé¢lka hlavni poloosy je rovna vzdélenosti 1 a R
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9) Délka vedlejsi poloosy je rovna vzdalenosti 1 a B,.

zaver:
Rovinnym  fezem  rotacnim
valcem vznikl v pidorysnd kruh a [

V narysné elipsa, kterou jsme vytvofili

> <

s vyuzitim Rytzovy konstrukce.

Piiklad: Je dan kosy kruhovy kuzel s podstavou
v pudorysné. Na plasti kuzele jsou zvoleny dva body
M, N. Prolozte body M,N rovinu tak, aby vznikl
libovolny elipticky fez.

Rozbor:
Vprvé fadé mlzeme sestrojit diky
pidorysim bodi M,N i jejich narysy. Dale

zakreslime pidorys 1 narys libovolné roviny p.

Popis konstrukce:

Obr. 68: Reseni prikladu

Obr. 69: Zaddni prikladu

Klicem k feSeni ulohy je vytvofeni n¢kolika libovolnych pfimek leZicich na plasti

kuzele a prochazejicich vrcholem V.

Nejprve vytvotime v pudorysné tfi takové piimky prochazejici bodem V;. Déle

oznac¢ime pruseciky piimek plasté kuzele s osou x; , a Vv téchto bodech na ni vedeme

kolmice. Zde ndm vzniknou protaZzenim ndrysné stopy roviny p do pudorysny opét

praseciky s kolmicemi, které¢ oznacime.
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Stejné tak vytvorime pruseciky ptimek plasteé s pidorysnou stopou roviny p a jimi

také vedeme kolmice k zakladnici. Nyni vzniknou praseciky kolmic pfimo na zdkladnici.

Poté spojime sobé piislusné pruseciky na zékladnici a na protazené ptidorysné stop€.

Pfimky nam pak daji za V2
vznik narysnym bodu k ‘ 4
fezu, jak je patrné
zobrazku  (Obr. 70).

Nakonec vytvorime

pudorysné body fezu a |X;,

zkonstruujeme narys i
piudorys fezu pomoci
nastroje programu

GeoGebra ,, Kuzelosecka

dana peéti body *“.
Obr. 70: Reseni pfikladu

Zaver:
Bodovou konstrukci v Monegeové promitani jsme ziskali v ptidorysné i narysné

potiebné body pro vytvoreni fezu. ProloZzenim roviny body M a N tedy vznikne elipticky

fez kuzele.

Priklad: Sestrojte fez kulové plochy rovinou ¢, ktera je

kolma k narysné [6].
Rozbor:

V pudorysné ndkresu chybi nekteré utvary, které

vSak 1ze pomoci narysu jednoznacné doplnit. Jedna se o

pudorysnou stopu fezné roviny a o pudorysny primeét
kulové plochy. JestliZe je rovina fezu kolma k nérysné,

pak narysem fezu kulové plochy bude ziejmé usecka. .

Pidorysna a rovina fezu jsou vzdjemné riznobézné, Obr. 71: Zaddni pFikladu

proto piidorysem fezu bude elipsa.
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Popis konstrukce:

1) kz»P;p

2) Ay Ay EkynNnd

3) By B, €k,Nny

4) nyn,Iny AS, €n,

5) 0,0, Eny,Nny

6) 0;; 0, € n; a 04 leZi na ordinale

7) CZJDZ; CZJDZ = 02

8) Cl’ Dl lezi na ordinale a |01C1| = |01D1| = |02A2|

9) Ry, Q2 R;,Q2ETR N nz(‘o
10) Ry, Q4; Ry, Q4 lezi na ordinale a na k,

11) elipsa se stiedem v 0,
Zaver:

Rezem kulové plochy rovinou vznikne
kruznice, kterda ma stied v bodé¢ 0. Obrazem
kruZnice v narysné je usecka A, B,. Pudorysem
kruznice je elipsa, kterou jsme vytvofili

pomoci nastroje ,, Kuzelosecka dand péti

body*“.
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3. Mén¢ standardni tlohy ze stereometrie

Jak jiz napovida nazev kapitoly, na nasledujicich strankach se lehce odprostime
od klasickych stereometrickych uloh, a ukazeme si ulohy lisici se od ostatnich ptikladt
této prace tim, ze vétSina z nich si vyzaduje feSitelovu vizualizaci problému s vyuzitim
prostorového vidéni, ale 1 vS§eobecnych znalosti z geometrie, zatimco grafické sestrojeni
ma spiSe dopliujici ilustracni charakter. Nasleduje osm podkapitol, které jsou
pojmenovany podle tloh, respektive podle objektd, které jsou hlavnim pfedmétem dané

ulohy.

3.1 Pravidelny Sestitthelnik

Piiklad: Sestrojte pomoci tdaji zakreslenych v
obrazku sdruzené priméty Sestithelniku ABCDEF,
ktery lezi v rovin€ w. Dale Sestithelnik zobrazte ve

skute¢né velikosti [12].

Rozbor:

Zudaji vobrazku nejprve vytvoiime

pudorysny pramét pravidelného Sestitthelniku. o1 -
Pi

Vychazime z vlastnosti, Ze protéjsi strany jsou

v s s v ; MR . Obr. 73: Zaddni uloh
rovnobézné, stejné dlouhé a rovnobé&zné jsou i Y

s thloptickou spojujici zbylé dva vrcholy. K vytvofeni pravidelného Sestiuhelniku ve
skutecné velikosti vyuZijeme sklopeni roviny w do piidorysny a déle zakladnich vlastnosti

Mongeova promitani.
Popis konstrukce:

1) strany C,B; a B;A;

2) Dj; D, ve sttedové soumérnosti s A; podle S;
3) Ej; E; ve stiedové soumérnosti s B; podle S;
4) F;; F; ve sttedové soumérnosti s C; podle S;

5) puadorys A;B,C;D,E F;

6) narys A,B,C,D,E,F,
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7) sklopeni ng s

8) AOBOCODOEOFO D
Zaver:

Pomoci vlastnosti, ze pravidelny

Sestithelnik ma prot&jsi vrcholy ve
protéjsi strany jsou vzdy rovnobézné,
jsme zkonstruovali pudorys Sestiuhelnika.

Dale jsme snadno pomoci kolmic na

zakladnici nalezli i vrcholy V narysu,
. 7 P ., Obr. 74: Reseni ulohy
které lezi na useCce. Pro sestrojeni
skute¢né velikosti Sestithelniku v prostoru jsme uzili metricky néstroj prostorové

geometrie — sklopeni roviny do primé&tny.

3.2 Pravidelny Ctyfstén

Tato podkapitola se vénuje tzv. pravidelnému ctyrsténu, ktery ma s krychli a
osmisténem, se kterymi se jeSté v praci setkame, nékolik podobnosti. Tato télesa fadime
mezi konvexni mnohostény, coz znamend, ze pokud vezmeme dva libovolné body

mnohosténu a spojime je tseckou, pak cela tato tsecka je téZ soucasti mnohosténu [11].

Jestlize jesté navic plati, ze stény téchto konvexnich mnohosténti tvoii shodné
pravidelné mnohouhelniky a zaroven se v kazdém vrcholu télesa styka stejny pocet hran,

pak témto mnohosténiim fikame platonskd télesa, kterych existuje pravé pét [23].

Piiklad: Je déna usecka AB a rovina T. A

Sestrojte pravidelny ¢tyistén ABCD s vrcholy \

B
A, B tak, aby tieti vrchol C lezel v rovingé 7 T
[12].

Obr. 75: Zaddni ulohy
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Rozbor:

Sténa ABC pravidelného ¢tyfsténu ma tvar rovnostranného trojihelnika. VVrchol C

tedy bude vzdalen od bodu A i bodu B stejné€, coz nam napovida, ze budeme hledat rovinu

soumérnosti usecky AB. Aby bod C splioval zadani (C € t), bude lezet na priniku téchto

dvou rovin. Navic je jeho poloha omezena vzdalenosti od bodu A i B, protoze plati |AC| =

|BC| = |AB|.

Popis konstrukce:

1) S; S je sttedem AB

2) m; m Ll ABATES

3) pmpeTNT

4) kulova plocha k; k(A,AB)
5) kruznicek;k €knNt

6) C;Ce€knp

7) nastroj Geogebry ,,Ctyistén”
Zaver:

Vytvorenim kulové plochy se stiedem
V bod¢ A a polomérem AB doslo k jejimu priiniku
s piimkou p ve dvou bodech. Jeden z nich jsme
oznacili € a timto vznikla sténa pravidelného
Ctyfsténu ABC. Pro nejjednodussi nalezeni feSeni
jsme uzili nastroje Ctyiistén. Jak jiz napovida
prinik kulové plochy a piimky ve dvou bodech, tak
vznikne rovnéz bod C’, ktery pak udava
jednoznaéné polohu bodu D’. Uloha ma tedy dvé

feSeni.
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Obr. 76: Prvni reseni prikladu

Obr. 77: Druhé reseni prikladu



3.3 Osmistén

Priklad: Sestrojte pravidelny osmistén, ktery ma vrchol v daném bod¢ A a télesovou

thlopticku na dané piimee p (A € p) [12].

Rozbor:

Pravidelny osmistén je téleso, jehoz plast’ tvoii osm shodnych rovnostrannych

trojuhelniki. Pravidelny osmistén ma Sest vrchold,
které maji zajimavou vlastnost. Lze jej totiz vepsat do
krychle tak, Ze vSechny tyto vrcholy maji s
jejim plastém bod dotyku vzdy ve stfedu jejich
¢tvercovych stén tak, jak je rovnéz znizornéno na
obrazku. Také je tfeba zdlraznit, Ze t€lesoveé uhlopticky

osmisténu jsou navzajem kolmé. Dvojici krychle a

pravidelného osmisténu nazyvame dudlnimi mnohostény z toho divodu, ze osmistén ma

stejny pocet vrcholil, jako krychle stén a naopak. Proto jde jedno téleso vepsat do druhého

[23].

Popis konstrukce:

1. Nejprve zakreslime situaci, ktera je v zadani ulohy.

2. Nyni sestrojime kolmici g zbodu A k pfimce p.

Vznikne bod P, ktery nazveme patou kolmice a
délka usecky AP je vzdalenosti bodu A od piimky
p. UseCka AP je zaroveii polovinou télesové

uhlopti¢ky osmisténu.

3. Dale zobrazime bod A’. Pro tento bod je
charakteristické, Zze jde o zobrazeni vzoru A ve
stredové soumérnosti podle stitedu P. Bod A" je

druhy z vrcholt hledaného osmisténu.
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Obr. 78: Osmistén, krok 1
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Obr. 79: Osmisten, krok 2,3



4.

zZaver:

Ptimky p,q jsou charakteristické tim, ze

prochazeji télesovymi uhloptickami
osmisténu.  Abychom  znazornili  tfeti
uhlopiicku, sestrojime rovinu uréenou

ptimkami p, g a K ni vytvorime kolmici r, ktera
bude rovnéz nalezet bodu P. Dale vytvotime
kulovou plochu, jejiz stied bude v bod¢ P a

polomér bude roven délce tsecky AP.

\ POAL
. i .
ot
\\: "
ER
A.S 8 NP

Obr. 80: Osmistén, krok 4

Nakonec najdeme vSechny praseciky kulové plochy a piimek p, q,r. Tyto body

jsou vrcholy hledaného pravidelného

osmisténu, ktery vytvoiime

pospojovanim ,,sousednich® bodd.

Grafickym feSenim tUlohy vznikl

pravidelny osmistén. V postupu feSeni bylo
vyuzito metrickych vlastnosti — kolmosti a
sttedova

vzdalenosti. Téz byla pouzita

soumernost.

3.4 Konstrukce kulové plochy

Obr. 81: Osmistén, reseni

Priklad: Jsou dany tfi nekolinearni body 4, B, C a pfimka p riznobézna s rovinou p =

(ABC). Sestrojte kulovou plochu, jeZ prochazi body 4, B, C a zaroven se dotyka pfimky

p [12].
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Rozbor:

Souradnice bodu si muZeme zvolit
sami, Vtomto piipadé A = (—4,0,0),B =
(1,—6,0) a C = (2,4,0). Vsechny tfi body

= N w » o
O

e c v v v . . [l
lezi v rovin€ xy, protoze soufadnice z je U a1

_2;
vSech tfi bodi nulova. Polohu pifimky p 3

zvolime tak, aby byla riznobézna s rovinou p.

e . v . e . 82: Vychozi ddaje pro konstrukci
Dale mazeme tvrdit, Ze mnozina viech stied Obr. 82: Vychozi udaje pro konstrukei

kulovych ploch bude prisecnici o rovin soumérnosti isecek AB a AC. Také plati, ze body
ABC tvofi kruZnici k vV roving€ p a pfimka p protina rovinu p v bodé E. VSechny tecny
vedené z tohoto bodu pak maji bod dotyku s kulovou plochou ve stejné vzdalenosti od

bodu E.
Popis konstrukce:

1) S;; 8, je sttedem tsecky AC
2) S,; S, je sttedem tsecky AB
3) a; a L AC AS; €

4) B;B LAB AS, €

5 o0;0 Eanp

6) O;0€onp

7) t;tjetecnaz bodu E ke kruznici k
8) T;TeEtNk

9) P;P € p A|TE| = |PE]|
10)y; y LPEAPEY

11)S;S€e pny

Obr. 83: Konstrukce kulové plochy - Feseni
Zaver:

Stied kulové plochy jsme nalezli tak, ze jsme vedli rovinu y bodem dotyku P a

kolmou k tseéce PE, ¢imz vznikl prisecéik s 0sou o - stied kulové plochy S.

Pokud by lezel bod E na kruznici k, pak by existovalo jediné feSeni, protoze by splynul
stted O kruzZnice k se stfedem S kulové plochy. KdyZ by byl bod E vnitinim bodem

kruznice k, neexistovalo by zadné fesSeni. Skutecnost, ze z bodu E mizeme vytvofit ke
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kruznici k te€ny dvé, ndm napovida, Ze tato uloha bude mit dva zptsoby feSeni, od 7.
bodu popisu konstrukce tedy fesime tlohu analogicky i s druhou te¢nou. Stred kulové

plochy S vsak vyjde opét stejny.

3.5 Priisek dvou trojahelniki

Ptiklad: V Mongeové¢ promitani zobrazte prisek dvou trojihelnikt tak, aby trojuhlenik

KLM mé¢l vnitini pranik s trojihelnikem ABC a vyznacte jejich viditelnost [6].

Rozbor:

Nejprve zakreslime trojihelniky do obou
priméten libovolné az na podminku, ze trojuhelnik
KLM prochazi trojuhelnikem ABC. Dale budeme

postupovat tak, ze nalezneme priiseciky stran jednoho

trojuhelnika s rovinou trojuhelnika druhého, pficemz |*1.2

nebude tfeba sestrojovat stopy roviny p = ABC, ale

vysta¢ime si s konstrukei krycich ptimek.

Popis konstrukce:

Obr. 84: Zaddni ulohy
1) m;m= ML

2) i;n=MK

3) s1; 81 = ny obraz kryci pfimky
4) I;;1; € s, N C1A;

5) II; 11, € s, N C,B,

6) I,,11,;1,,11, leZi na ordinale z I, 11,
7) sy 15,11, € s,

8) XX, €Es,Nn,

9) X;;X; leZi na ordinale z X,

10) ry; 11 = Ly M, obraz kryci ptimky
11) I11; 111, € 7, N B,C;

12) IV,; IV, € 1, N ALCy
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13) 111,,1V,; 111,,1V, lezi na ordinale
z 11,1V,

14) ry; 11,1V, € 1,

15)Y,;Y, e, N m,

16) Y;; Y, lezi na ordinale z Y,

17) prasek XY

Zaver:

Prasekem trojuhelnikit KLM a ABC je
usecka XY.

Obr. 85: Reseni pfikladu

3.6 Prunik dvou mnohosténu

Prinikem mnohosténi je takovd mnozina vSech bodi, které jsou danym
mnohosténlim spole¢né. Tato mnozina miiZze mit riizné tvary. Mlze byt prazdna, mize se
jednat o jeden bod, Gisecku, mnohouhelnik. Ve skutecnosti je prinikem mnohosténti
myslen jen prinik jejich povrchi, kterym je ve vétsin€ pripadi lomena prisecné ¢ara. Na

této Cafe se protinaji stény danych téles [12].

Priklad: Sestrojte prunik dvou mnohosténu, jestlize vite, Ze jeden je pravidelny ¢tyfboky

jehlan s podstavou v ptidorysné a druhy je kolmy trojboky
hranol s podstavami kolmymi k ptidorysné a lezicimi

mimo jehlan [12].

Rozbor:

Zadani Glohy ndm poskytuje pfi feSeni pomérné

dost volnosti. UkaZeme si tedy jedno konkrétni feSeni, K
1 '

které jednoznaéné vychazi zobrazku (Obr. 86). Na \N

L

pocatku tedy zname nekompletni narys jehlanu a !

Obr. 86: Zaddani prikladu
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v ptudoryse uhlopficku podstavy A;C;. Hranol je v tomto piipadé zadany narysem jedné

jeho podstavy a jednim vrcholem druhé podstavy a v pidorysu hranolu zname tutéz

podstavu, ktera je zobrazena Vv usecku K; L.

Popis konstrukce mnohosténii:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

narys podstavy hranolu K',L',M’,
narys hranolu K,L,M,K',L',M',
pudorys hranolu K; L, M, K", L'\ M,
S; § je stredem usecky A;C;
kolmice k na A;C; vbod¢ S

By; By € k A |ByS| = A4S

Dy; Dy € k A|DyS| = [A4S]
pudorys jehlanu

narys jehlanu

V tuto chvili mdme hotovy ptidorys

]
LY
|

Obr. 87: Popis konstrukce mnohostend

1 narys obou mnohosténtl. Priméty jsou zatim

kresleny souvislymi ¢arami, protoze az po sestrojeni pruniku budeme schopni znazornit

prerusovanou Carou ¢asti hran, které budou v pozadi.

Popis konstrukce primiku:

primétny rovnobézné s podstavami

hranolu. Stopy styénych rovin povedou

bodem V5.
1) vy vall X102 AVz € vy
2) vs;vs || MiM] AV, € vy
3) V5V €Ev, Ny
4) treti primét jehlanu
5) sty¢né  roviny  hranolové

K feSeni vyuzijeme pomocné

(jehlanové) plochy 1,11,1',1I'

Obr. 88: Priibéh konstrukce priniku
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Zaver:

Prinik hranolu a jehlanu je
uplny tak, Ze hranolova plocha cela
prochazi uvnitt jehlanové plochy, a
hrani¢ni roviny prinikového klinu
jsou I,I‘. Priniku se zGcastnily
boc¢ni hrany hranolu a hrany VA a

VC jehlanu.

3.7 Vivianiho kiivka

Obr. 89: Reseni pfikladu

Priklad: Sestrojte graficky prinik valcové a kulové plochy, kdyZ vite, Ze osa valcové

plochy o poloméru 1 splyva s osou z kartézské soustavy soutadné, a kulova plocha

s polomérem 2 ma svuj stied v bodé S = [0,1,0] [35].

Popis konstrukce:

1) o;o0jeo0saz
2) valcovaplocha; r =1

3) S;S=1[0,1,0]

4) kulova plocha se stiedem v S,

r=2

5) prinik dvou ploch

Zaver:

Pomoci funkci softwaru GeoGebra jsme

mohli vytvofit prinik dvou ploch (kulové a
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Parametricka kfivka h

Krivka(sin(2t), cos(2t), 2cos(t), t, 0, 2m) ©

Vlastnosti... OK | Storno = Pouzit

Obr. 90: Vivianiho krivka



valcové plochy), ¢imz vznikla kiivka, ktera je dana bodovou rovnici X =

[sin(2t), cos(2t), 2 cos(t)] pro t € (0, 2m). Tuto kiivku nazyvame Vivianiho kiivkou

[22].

Ptiklad: Vychazejice z grafického feSeni piedchozi ulohy urCete pravouhly pramét

Vivianiho kiivky do soufadnicové roviny xy a yz.
Popis reSenti:
I Prumeét do xy

Nejdifive budeme na kiivku pohlizet shora, to
znamena, ze smér pohledu na kiivku bude podél osy z a
tedy z = 0. Na obrazku je tedy kiivka v soutfadnicové
roving xy, kde osa x je vodorovna a y je svisla. Obrazem
ktivky je kruznice se sttedem v bodé [0,0] a jejiz rovnice

ma tvar x2 + y? = 1.
1. Prumeét do yz

V programu GeoGebra je mozné s prostorovym
objektem volné otacet tak, abychom jej dostali do dané
pozice, aby primétnou byla pozadovand soufadnicova
rovina. V této Casti feSeni jsme jako primétnu urcili

rovinu yz (x = 0) a obraz kiivky se jevi jako parabola.

Zaver:

Obr. 92: Primet do yz

Diky moznosti otacet objekt jsme vytvofili obrazy Vivianiho kiivky v primétnach

xy a yz. V roviné xy vznikla pravothlym pramétem kiivky kruznice a v roving yz je

pravouhlym primétem parabola.
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3.8 Sroubovice

Sroubovici nazyvame trajektorii bodu vzniklou pii §roubovém pohybu. Je tedy
tvofena bodem A a Sroubovym pohybem. Déle pro tuto kiivku plati, ze lezi na rotacni

valcové plose. Osa o této rotacni valcové plochy je zaroven i1 osa Sroubového pohybu.

Polomér r rota¢ni valcové plochy je dan vzdalenosti bodu A od osy.

Slozenim dvou rovnomérnych pohybii — otdceni a posouvani, vznikne Sroubovy

pohyb. Otaceni provadime s bodem A o uhel w, jehoZ osou otaceni je osa rota¢ni valcové

plochy. Zaroven je bod A posouvan ve sméru osy o [9].

Pokud orientujeme smér posunuti a uhel otaceni, dostaneme dva typy Sroubového

pohybu. Tato orientace, nebo také smysl Sroubového pohybu, mohou byt:

a) pravoto¢ivy (pohyb proti sméru hodinovych ruciéek - viz. Obr. 93)

b) levotocivy (pohyb po sméru hodinovych rucicek)

Otoc¢ime-li bod A o jeden radian (thel w v Obr.
93), posune se bod o vysku p do bodu (pozice) X.
Vysku p oznafime v, a nazveme ji redukovanou
vyskou zavitu [3]. Oto¢ime-li bod A o thel 27, posune
se o vySku v do bodu A”. V tomto ptipadé se vytvoii

jeden zavit Sroubovice, kde ¢islo v je vySka tohoto

zavitu [4].

Rozvineme-li ¢ast valcové plochy do roviny, A

dostaneme skute¢nou délku oblouku Sroubovice.

0
1

Obr. 93: Jeden zavit pravotocivé
Sroubovice

Pokud je otoCeni rovno hodnoté 2m, pak se posunuti

rovna  vySce jednoho  zavitu
Sroubovice v. Otoceni je méfeno
obloukem, jehoZz hodnota je w.r.
Usecka s oznatenim 1,11 je délka
rozvinutého jednoho zavitu
Sroubovice [9].

Uhel a uréuje sklon Sroubovice.
Skute¢nost, Ze usecka I,II je rovna
ktivka, ndm tikd, Ze mezi posunutim

a rotaci je vztah pfimé uméry [3].

21
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Obr. 94: Rozvinuty zdvit Sroubovice




Umistili ~ jsme-li  vhodné  pravotoCivy
kartézsky systém soufadnic tak, ze bod A nalezi ose

x, pak parametrické rovnice jednoho zavitu

Sroubovice jsou:
X =TCOSw
y =rsinw
Z = Vyw

w e < 0,2m >;r, Vo jsou konstanty

Obr. 95: Sroubovice v kartézském systému
souradnic

Ptiklad: Je dan tvofici bod A a pravotocivy Sroubovy pohyb osou o a vySkou zdvitu v.

v 2T, vr ’ v v I v e
Kotoceni w = — ptislusi posunuti p = o Zobrazte Sroubovici v Mongeoveé promitani.

Resent:

Sestrojujeme jednotlivé polohy bodu A pii Sroubovitém pohybu. K otoceni w =

i—z prislusi posunuti p = % Jestlize je osa Sroubového pohybu o kolmé k piidorysné, pak

lze snadno usoudit, ze pilidorysem Sroubovice je

kruznice. Navic pro otoceni w bodu A plati:

_ 27‘[_7'[_ 180°_300
YT 1276 "6

Posunuti bodu A4 je dano vztahem p = 11;—2, kde

v je konstanta. Body narysu tedy leZi na sinusoidé.
Zaver:

Jak jsme jiZ zminili, pidorysem bude
kruznice. Jestlize jedno otofeni w je rovno 30°,
musime kruznici rozdélit na 360 : 30 stejnych dila.
Bod A tedy d€li jeden zavit spiraly na 12 dild. Narys
je vytvoren tak, ze vyska v je rovnéz rozdélena na
12 rovnych dildt a dale postupujeme dle zésad

Mongeova promitani.
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Normala Sroubovice

Hlavni normalu Sroubovice znacime n.

rqs

Lezi v normélové rovin¢ a je kolma jak na

teCnu Sroubovice, tak i na osu Sroubového

|

pohybu. Z této charakteristiky vyplyva i jeji

.

konstrukce. Narys normaly n, je rovnobézny

N

S pidorysnou rovinou Sroubovice. Hlavni
normala je tedy hlavni ptfimka kazd¢ roviny, ve
které normala n lezi. Pudorys n; je pak kolmy

na t; (ptdorys piislusné te¢ny) a zaroven n; N

04 [27] Obr. 97: Normdla a tecna Sroubovice

Dvousroubovice

Tento geometricky utvar, jinak také nazyvany jako dvojitd Sroubovice, se
nejcastéji v literaturach sklofiuje v souvislosti s DNA.

Z geometrického pohledu se jedna o Utvar sloZzeny ze dvou Sroubovic, které¢ maji
spole¢nou osu Sroubovice, ob¢ jsou vepsany do stejné valcové plochy a vyska jednoho
zavitu je u obou stejna. Rozdil je v tom, ze Sroubovice maji opacnou chiralitu, coz

znamena, ze jedna musi byt pravoto¢iva a druha levotociva [20].
Sroubovice a dvousroubovice v praxi

V praxi se Stémito trojrozmérnymi geometrickymi uUtvary mizeme setkat
prakticky kazdy den. Tvaru Sroubovice se vyuziva u zavitd €1 pruzin, ze spiraly téz
vychazi stavitelé pii konstrukei to¢itych schodisti. Dratem stoc¢enym do tvaru Sroubovice
byvaji také spojeny stranky kalendard ¢i tzv. krouzkovych blokd. Pruzina je
mechanismus, u kter¢ho je moznd elastickd deformace ve sméru osy pruZiny
(Sroubovice). To znamena, Ze pasobenim sily se deformuje, ale kdyZ ptestane sila plisobit,
vraci se do ptvodniho tvaru. Vyuziva se napiiklad jako pruzina tlumic¢a u automobilt
tlumici ndrazy, v propisovacich tuzkach, u pruzinovych vah apod. Tvar Sroubovice ma
také RNA (ribonukleova kyselina), ktera je nositelkou genetické informace u virti.

DvousSroubovice se nachazi vtéle kazdého znas ve formé DNA

(deoxyribonukleové kyseliny), kterd je nositelkou genetické informace nejen ¢lovéka,
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nybrz vSech zivych organisml kromé jiz zminénych nebunécnych virti. Dal§im ptikladem

jsou dvojita tocita schodisté nebo kroucena dvojlinka (spojovaci kabel) [20].

Tocité schodisté

Tocitym schodistém je mysSleno schodisté ve
tvaru Sroubovice. Schody byvaji upevnény bud’to na
sttedovém sloupu, na vnéjSich sténach, nebo jak
uprostied, tak na vné&jsi strané (viz. Obr. 98). Tento
typ schodisté zacali stavitelé vyuzivat jiz v obdobi

klasické antiky (5. st. pt. n. 1.) [33].

Nékteré vetejné stavby s velkym provozem
vytvafeji veétsi komfort pro navstévniky diky

schodistim ve tvaru dvousroubovice. Vyhodna

vlastnost takového schodisté spodivd vtom, ze  Obr 98 Tocité schodisté na zdmku
Hluboka
umoznuje hostim soucasné se pohybovat nahoru ¢i

dold, aniz by si k¥izovali cestu a museli se vyhybat [24].

Tocité schodiste mize byt bud’ pravotocivé nebo levotocivé. To, Ze je schodisté
pravoto€ivé, znamena, ze pii stoupani se ota¢ime kolem jeho osy doprava. U novodobych
staveb se pfevazné setkdvame s levotoc¢ivymi schodisti, ackoli pravotocivé schodisté neni
také vyjimkou. S pravotofivym schodistém se setkdvame nejcastéji na hradech a
zamcich. Ve své podstaté se jedna o strategicky prvek. Pravotocivé schodisté bylo pro
obyvatele hradu vyhodné v ptipad€ napadeni nepftitelem. Kdyz se do hradu pokousel
dostat bojovnik se zbrani v pravé ruce, nemohl pii konfliktu pouZivat zbrail naplno jako

ten, kdo utocil shora [16].
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4. Stereometrie na zakladni skole

4.1 Vztah zakl ke geometrii

Casto se setkavam s tim, Ze vyslovim-li pied lidmi ve svém okoli slova, jako jsou
napiiklad matematika nebo geometrie, vyvolam tim u nékterych zaka i dospé€lych emoce
znacici nelibost, ba i dokonce odpor. Tento negativni piistup mé donutil premyslet, proc¢
tomu tak je. V ¢éem jsme my, ucitelé pochybili, kdyZz u nékterych zaku vidime
k matematice takovou averzi? Z této uvahy vyvstava dalsi otazka: Pokud Zaci maji
negativni vztah ke geometrii v roving, jak je lze viibec ucit stereometrii, kdyz dtlezitym

predpokladem jsou pravé znalosti z planimetrie?

Vyzkum spole¢nosti DAP Services zaméfeny na patnactileté zaky ukazal, ze
matematika je Ceskym devatakim lhostejnd. Z psychologického hlediska bychom dle
vyzkumu neméli hledat pti¢inu v détech, ale spi§ ve zplsobu vyuky, ktery vyzaduje
zménu. Soucasné skupinové vyucovani matematiky neni zaky piijimano pro svou
nevelkou pestrost a atraktivitu. Z divodu pfilisné formalnosti vyuky tak nejsou zaci
schopni pro sebe vytezit vic a jak plyne i z vysledkt vyzkumu PISA 2009, tak prave ceské

déti se ve srovnani s ostatnimi staty zhorsily nejvice [25].

Je tieba provést jisté zmény jiz ve vyuce planimetrie, kdy si zdci mohou nacrtnout
¢1 narysovat objekty na papir ve skute€né podobé. Protoze prave jen dostate¢né znalosti
a dovednosti z rovinné geometrie jsou predpokladem pro uspé$né zvladnuti uciva
prostorové geometrie. Zde je dalezité v Zacich budovat prostorovou piedstavivost imérné
k jejich schopnostem, s ¢imz nam mohou pomoci dynamické 3D softwary ¢i fyzické
pomticky, ale pfedevSim je nezbytna snaha zaky zaujmout a v €0 nejpestiejSich formach

a nendsilné poskytovat zdroj poznani.

4.2 Prostorové ulohy u pfijimacich zkousek
Listujeme-li riznymi publikacemi urenymi pro zaky 9. tiid zakladnich $kol

(napt. od nakladatelstvi Didaktis), miizeme se seznamit s typovymi Glohami, které byvaji
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zadavany u jednotnych (popi. Skolnich) piijimacich zkousek z matematiky na stiedni
Skoly. Autofi testd provadéji vybér tloh ze tii okruhli matematiky (z aritmetiky, algebry
a geometrie) a to tak, aby byla komplexn¢ ovéfena Groven matematickych znalosti a
dovednosti zaki, ktefi se na dany maturitni obor hlasi. Seskupenim takovychto tloh pak
vznikaji jakési pfirucky, které by mély zdku pomoci se na pfijimaci zkouSky pfipravit.
Ulohy v téchto publikacich byvaji fazeny budto podle naroénosti, nebo podle jiz
zminénych jednotlivych okruhi matematiky, nebo podle Skol, na kterych se test u
piijimaci zkousky objevil. Na konci knihy vétSinou byvaji vysledky piikladi, nékdy
ziidka 1 s popisem feSeni. Rovnéz existuji riizné internetové stranky s tlohami, které
pomahaji zakm s pfipravou na pfijimaci zkousky. Napiiklad na webu

wwwe.statniprijimacky.cz je mozné najit piimo jednotné testy, které byly zadavany

Vv uplynulych letech, dokonce i s popisy feSeni a vysledky.

74k tedy maze diky témto materialam intuitivnd pfedpokladat, na jaka témata se
ma zaméfit, aby uspés$né slozil pfijimaci zkousky a byl pfijat na jim vybranou stfedni
Skolu, a predevSim mize procviCovat. Nicméné je dilezité zminit, Ze nékteré Skoly
povoluji zaklim pouzivat tabulky ¢i kalkulacky, nekteré jen tabulky a jiné pouze vlastni
hlavu.

Prostorova predstavivost je obecné spiSe prehlizené téma pii tvorbé piijimacich
testll na stiedni Skoly. O tom svéd¢i fakt, Ze ziidka kdy narazime na lohu, ktera by tuto

schopnost u zaki provétrovala.

4.3 Soubor uloh s feSenim

Na zédklad¢ vySe zminované skutecnosti jsem se rozhodla prostudovat nékolik
publikaci vytvofenych pro zaky 9. tfid, které slouzi jako soubor testi k pfijimacim
zkouskam. Z nalezenych uloh jsem sestavila soubor piikladl s feSenim, ktery mize
slouzit jako pomicka pro ulitele zakladnich Skol, ktefi cht&ji u svych Zakl rozvijet

prostorovou piedstavivost.
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4.3.1 Testy z matematiky 2001

Piiklad: Na krychli ABCDEFGH z prahledného skla je H G
tuéné nakreslena lomend cara. Do pripravenych obrazki !
vyznad, které ¢asti ¢ary uvidis pti pohledu piimo proti dané E : F
sténé. Prochazi-li ¢ara hranou, ptesahuje do obou sousednich E 5 / .
stén [15]. ,"L """""

E F F G F E A . B

Obr. 99: Zadani prikladu

A B B C g H

Obr. 100: Stény krychle
Komentar:
Uloha ma za ukol u zakd procvigit schopnost pohledu na téleso z mnoha Ghl.
Dale ovétuje pochopeni rozdilu mezi rovinnym a prostorovym utvarem, zak je téZ nucen
rozumét geometrickym pojmiim (sousedni stény, lomena ¢ara).
Chyba miize nastat pfi urCovani pozadovanych stén, kdy je zak urc¢i chybné.

Rovnéz nemusi byt pochopena myslenka presahu ¢ary do sousednich stén.

Resent:

A B B c G H

Obr. 101: Reseni prikladu

Ptiklad: Podle sité napis$ na krychli chybéjici pismena ve
spravné poloze [15]. IVI

RIP|{BA
K

Obr. 102: Sit krychle
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Komentar:

Tato uloha u zakid vyzaduje predstavit si, jakym zptisobem
bude krychle ze sité sestavena, ktera pismena Si zvoli na podstavach,
a ktera na bo¢nich sténach. Potize muze Cinit fakt, ze krychle je oproti
siti ,,oto¢ena®, usuzujeme tak podle otoceného pismene A. I piesto,
ze 7ak dokaze oznacit sténu piisluSnym pismenem, milize pismeno

zapsat v nespravné poloze vuci jeho sténé.

Reseni:

Ze sité krychle je dobfe viditelné, Ze pismeno B se nachazi
V pozici nalevo od pismene A. Dale je tfeba zjistit, které pismeno bude
na svrchni sténé. Zde bude pismeno M, které vSak bude vii¢i A otocené
o 180°.

Mayji-li zaci se zakreslenim pismen potize, pak nejilustrativnéjsi
pomuckou bude, vyrobi-li si sami sit' krychle z papiru, popisi ji

pismeny jako je to v této tloze a krychli nasledné slepi.

\

Obr. 103: Krychle -
vychozi poloha

v

Obr. 104: Reseni
prikladu

Piiklad: Na obrazku vidi§ tfiposchod’ovou pyramidu

postavenou ze stejnych kostek. Zé

a) Kolik kostek musi$ pridat, aby z pyramidy vznikla

Nt

krychle o téze podstave, jakou ma pyramida?

b) Kolik dalSich kostek bys potiteboval/a, abys z dané

Obr. 105: Zaddni prikladu

pyramidy vytvofil/a pétiposchod’ovou pyramidu [15]?

Komentar:

Tato geometrickd uloha se nabizi feSit aritmetickym zplsobem. Je potieba si

uvédomit vztah mezi jednotlivymi patry pyramidy. Nahote bude vzdy jedna kosticka.

Druhé patro shora obsahuje 32 kosticek, tieti patro obsahuje 52 a tak dale. Je tedy ziejmé,

7e pocet kosti¢ek v patte se fidi posloupnosti (2n — 1)?, kde n € {1,2,3, ...i}.
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Reseni:

a) Mame vytvotit krychli o téZe podstave, jakou ma pyramida — tzn. o hrané 5
kosti¢ek. Jeji objem tedy bude 5% = 125 kosticek.
Objem pyramidy na obrazku vypocitime souctem prvnich tiech clent
posloupnosti:
2.1-1D)%+ (2.2-1)2?+ (2.3—-1)%*= 12+32+5%2 =1+9+25=
35 kosticek
Musime tedy ptidat 125 — 35 = 90 kostek

b) Pokud chceme zjistit, kolik kostek je nutno ptidat, aby byla vytvofena
pétiposchod’ova pyramida, musime uvazovat, ze je tieba piidat dvé poschodi.
Vysledkem tedy bude soucet ctvrtého a patého ¢lenu posloupnosti:

(2.4—-1)2+(2.5—1)2=7?+9%2 = 49 + 81 = 130 kostek

Priklad: Ur¢i, jakou kostku Ize slozit z této sité [15].
a) b) c) d)

0B [ED A

Obr. 107: Zaddni prikladu

O
MIE ||V
O

Obr. 106: Sit krychle

Komentar:
Nézorné ovéieni spravné kostky je mozné tak, Ze si Zaci narysuji a popisi sit’ stejné
tak, jako je to vidét v zadani. Nasledné sit’ vystiihnou a mohou dale piehybat podle

potieby.

Reseni:

Nejprve vylouc¢ime vSechny chybné sestavené krychlicky. Kostku b) ze sité slozit
nelze, protoze ackoli se stény krychle s pismeny B, E, D d€li o spolecny vrchol jako je to
vidét u sité, tak sténa s pismenem B je Spatné umisténa. Kostka c) je téz chybné, protoze

na siti spolu stény s pismeny E a A nesousedi. Posledni chybné kostka je d), protoze
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zobrazuje stény S pismeny D, F tak, ze sdileji spolecnou hranu, ackoli ze sité vyplyva, ze

tyto stény maji spole¢ny vrchol. Lze tedy slozit kostku a).

Ptiklad: Maminka koupila krabici kostkového cukru. Radek snédl nejdfive celou horni
vrstvu, tj. 77 kostek, potom snédl vrstvu boc¢ni, to bylo 55 kostek, a nakonec vrstvu
ptredni. Kolik kostek zbylo v krabici [15]?

Reseni:

Ptedpokladame, Ze krabice ma tvar kvadru. Stézejni informaci je, Ze horni vrstva

tvaru obdélniku obsahovala na zadatku 77 kostek.

=)

=

Toto ¢islo je délitelné 7 a 11, proto padorys krabice

w
[ Sy

-
.

je 7 x 11 kostek. Dale Radek snédl boéni vrstvu
(55 kostek). Cislo 55 déli z ¢isel 7 a 11 pouze

@ = N

.l
b
» -
-
ik P
-

jedenactka, proto boc¢ni vrstva obsahovala po
snédeni horni vrstvy 11 X 5 kostek. Z téchto uvah
plyne, Ze na zacatku krabice obsahovala 11 x 7 X | ;"
6 kostek, celkem tedy 462. Z tohoto poctu Radek

o , , . Obr. 108: Reseni pfikladu
snédl 77 kostek horni vrstvy a poté 55 kostek bo¢ni

vrstvy. V tuto chvili zbyva 462 - (77 + 55) = 330 kostek. A protoze na vysku i na $ifku
krabice zmizela jedna vrstva kostek, tak pfedni vrstva zménila své rozméry ze 7 X 6
kostek na 6 x 5 = 30.Odectenim této vrstvy od zbytku dochazime k vysledku, ze
Vv krabici zbyva 300 kostek: 330 — 30 = 300.

Priklad: Kterou stavbu slozenou z bilych a ¢ernych krychli vidime na vSech Ctyfech

obrazcich (Obr. 109) [15]?

l
BN

Obr. 109: Zadani prikladu - obrdzek 1 - 4
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Obr. 110: Stavby z krychli

Komentar:

Problém v feSeni spatiuji v tom, Ze zak nemusi ze zadani pochopit, co piesné se
po ném zada. Mize mit problém rozeznat, co je mysleno pojmy ,,Stavba“ a ,,obrazky*.
Pojem obrdzky znamena narys, pudorys a bokorys. Rovnéz neni jednozna¢né, zda

hledame pravée jednu stavbu, ktera odpovida zadani ¢i staveb vice.
Reseni:

Pii pohledu na prvni obrdzek slozeny ze Sesti ¢tvereckll do tvaru pismene L
muzeme ihned vyloucit stavby a), e), jejichz pudorysy tyto rozméry nemaji. Pokud se
dale zaméfime na barvy krychlicek, tak pak pouze diky prvnimu obrazku muzeme
vyloucit dalsi dvé stavby — ¢), d). Na vSech ¢tyfech obrazcich tedy mizeme vidét stavbu
b). Nakonec bych zminila, ze téeti obrazek je bokorys pii pohledu zprava, coz nemusi byt

ihned pro kazdého ziejmé.

4.3.2 Prijimaci zkousky na stfedni Skoly (Roman Charvat)

Piiklad: Krychle o objemu 27cm3 je Cervené natfena. Byla

roziezéna na shodné krychli¢ky, kazda o objemu 1 cm3. Kolik

krychli¢ek bylo se tfemi, dvéma, jednou a Zadnou €ervenou sténou
[8]?

Komentar: Obr. 111: Natfend krychle
Ukolem Zéka je zprvu zaméfit se pouze na dilezité informace. Informace o

objemu pouze znaci fakt, Ze je krychle rozdélena na 27 shodnych krychlicek.
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Reseni:

Nejdiive zjistime pocty krychlicek s zadnou, jednou a
tfemi obarvenymi st€énami, coz je pomérn¢ snadné. Odectenim
tohoto souctu od celkového poctu 27 zjistime pocet krychlicek

se dvéma sténami cervenymi.

1 krychli¢ka 74dna Servena sténa (uprosted krychle)

6 krychlicek jedna Cervena sténa (uprostied stén krychle)
12 krychlic¢ek dvé Cervené stény

8 krychlicek tii Cervené stény (rohové krychlicky)

27 krychli¢ek

Obr. 112: Zndzornéni vnitrni
neobarvené krychlicky

Priklad: Vypocitejte povrch télesa na obrazku, jemuz jsme
vyjmuli 7 krychli¢ek: 6 ze stiedt stén télesa a 1 ze stiedu
télesa. Délka jedné hrany krychli¢ky je 1 cm [8].

Reseni:

Celkovy povrch télesa je 3.3.6 cm = 54 cm?.

Obr. 114: Zaddni prikladu

Nyni odeéteme 6 cm?, které ptedstavuji ,,otvory*. Mame
48 cm?. Dale spocitame povrch vyobrazeného télesa, které
znazoriuje dutinu krychle (Obr. 114), tudiZz uvazujeme
celkem Sest krychli a u kazdé Ctyfti jeji stény, coz je celkem
6.4 =24 cm?. Soucet 48 + 24 nam dava vysledek

72 cm?.

yl
/

| v

Priklad: Zobrazené téleso se sklada z kostek o hrané velikosti 3 dm.

Vypocitejte jeho povrch [8].

Obr. 115: Zaddni
prikladu
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Komentar:

Ukolem Zzaka je nejen zjistit pocet Ctvereckl tvorici povrch télesa, ale zaroven musi
vr ‘eh hvd 2 v dani h s v v Xk vy

vypocitat jeho povrch v dm*, protoze v zadani se hovoii o tom, Ze strana ¢tverecku meti

3 dm.

Reseni:

Ptedni a zadni sténa télesa maji shodny pocet ¢tvereckll — tj. kazda 6. Spodni a
leva boc¢ni sténa maji rovnéz shodny pocet ctvereckl (3 -3 = 9). Stupnovita cast télesa
¢ita tii schody po dvou fadach ctverecki, celkem tedy 3 - 2 - 3 Ctverecky. Povrch télesa
setedyskladéz2-6 + 9-2 + 3-2-3 =12+ 18 + 18 = 48 ¢étvereckd.

Nakonec si vypo¢itime obsah jednoho &tverecku v dm? = 3-3 = 9. Obsah
vynasobime celkovym pocétem ¢tvereckl a zapiSeme, Ze povrch télesa ¢ini 9 - 48, tedy

432 dm?.

4.3.3 Testy z matematiky pro 9. ro¢nik ZS

Ptiklad: Ze tfi stejnych krychli o hran€ délky 1 dm je sestaveno ——

znazornéné téleso. Urci velikost jeho povrchu [14].

Komentar:

Tato uloha je na pomezi stereometrie a aritmetiky. Nicméné Obr. 116: Zaddni

zakladnim pfedpokladem pro feSeni tlohy je schopnost zéka pohlizet na prikladu

téleso z vice uhlli. Je tedy potfeba umét si predstavit i ty casti télesa, které nejsou

Z obrazku pfimo viditelné.

Reseni:

l. Jeden ze zpilisob je spocitat povrch tii krychlicek, pokud by nebyly slepeny a od
n&j odedist podet stén, kterymi se vzajemné dotykaji: S = 3.6 — 4 = 14 dm53.

1. Nebo na téleso pohlizime postupné ze vSech Sesti smérii a kontinualné scitdme
pocet stén, které jsou z daného sméru viditelné: S = 3 (zpfedu) + 3 (zezadu) + 2 (zprava)

+ 2 (zleva) + 2 (shora) + 2 (zdola) = 14 dm3.
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4.3.4 Testy 2021 — 2022 z matematiky

Piiklad: Pétiboky hranol vznikl tak, Ze z dfevéné krychle s hranou délky 9 cm byl

odfiznut kolmy trojboky hranol. Rozméry kolmého trojbokého hranolu jsou vidét

Vv obrazku (Obr. 117) [5].
a) Kolik stén ma vznikly pétiboky hranol?
b) Kolik vrcholit mé vznikly pétiboky hranol?
c¢) Kolik hran ma vznikly pétiboky hranol?
d) Vypocitejte povrch pétibokého hranolu.

4cm ’

3cm

Obr. 117: Zaddni pfikladu

Komentar:

Uloha mé u zakt ovéfit, zda rozuméji pojmim sténa, vrchol a hrana télesa ¢i

hranol. Dale zjistuje schopnost zakt vypocitat povrch télesa, ke kterému neexistuje

vzorecek.

Reseni:

a) Pocet stén: 7 _Y

b) Pocet vrcholi: 10 9cm | 9cm

c¢) Pocet hran: 15

d) Pro vypocitani povrchu télesa je vhodné si nacrtnout

jeho sit’ a zapsat do obrdzku vSechny znamé rozméry.

Nyni zjist'ujeme, ze nezndme délku hrany, kterou jsme

oznadili otaznikem (Obr. 119). Pfi vypoctu vychazime z pivodniho

obrazku a vyuzijeme Pythagorovu vétu, kde je hrana s otaznikem

V podstaté pfepona pravouhlého trojihelnika, jehoz odvésny maji délku

6 cm
5¢m_°  _6cm
9cm
9 em 5|cm
Obr. 118: Sit hranolu
3cm
4 cm

3 a4 cm. Délka hrany ,,?“ je tedy rovna v3? + 42 = v/25 =5 cm.
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Dale vypocitame obsah podstavy, coz je pétiuhelnik. Nejvhodnéjsi zptisob bude
vypocitat si obsah jedné stény pivodni krychle a od néj odecist obsah pravouhlého

trojuhelniku, ktery vznikne v ptidorysu odfiznuté ¢asti télesa:
Sg= 92 = 81 cm?

3.4 12
SB:T:7:6CT712

Se5 Sp- S\=81 — 6 =75 cm? ... dvé pétithelnikové podstavy!

Rozvinutim plast¢ nam z boc¢nich stén télesa vznikne obdélnik o jedné strané
9 cm, délka druhé strany je vlastné obvod podstavy: 9 + 9 + 5+ 5 + 6 = 34 cm. Obsah
bocnich stén je 9 - 34 = 306 cm?.

Celkovy povrch pétibokého hranolu je povrch obou podstav a vSech bo¢nich stén:

75.2 + 306 = 456 cm?

Piiklad: Na obrazku je stolecek, ktery byl slepen ze e Z
L

shodnych krychli¢ek a objem stolku je 880 cm3 [5]. 1 [ 1]

a) Urcete pocet vSech krychlicek, ze kterych je stoleCek || | jj _:

slepen. || ||

Obr. 120: Zaddni prikladu
b) Vypocitejte v cm3 nejmensi vnitini objem krabice, do

které se vejde cely stolecek.
Reseni:

a) Deska stolku je slepena ze 4 x 8 krychlicek, coz je 32. Dale kazda ze Ctyi noh
obsahuje tfi krychlicky. Tudiz celkovy pocet je 32 + 4 .3 = 44 krychli¢ek

b) Abychom mohli ur¢it rozméry krabice pro stolek, musime zjistit rozméry jedné
krychli¢ky. Vime, Ze objem stolku je 880 cm3. Pokud jej vydélime 44, zjistime objem
jedné krychlicky:

880 ~ 44 =20 cm?3
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A protoze ma stolek rozméry 4 X 4 X 8 krychli¢ek, bude nejmensi mozny objem krabice

roven 4.4.8.20 = 2560 cm3.

4.3.5 Statni prijimacky

Rok 2015
Piiklad: =~ Neé&které z bodi vyznacenych v siti kvadru A 1
predstavuji ve slozeném kvadru jeden a tyz vrchol. |B_C D _E 3
Napiiklad bod 1 a bod E jsou dva rizné body sité
kvéadru, avSak ve slozeném kvadru ptfedstavuji stejny
vrchol. Urcete, které body sité kvadru s uvedenymi body |g 5 — K
2, 3 a 4 ptedstavuji ve slozeném kvadru stejny vrchol 4 L
[3]_] Obr. 121: Zaddni prikladu
Reseni:

Bod 2 je totozny s bodem L. Bod 3 tvoti spole¢ny vrchol spole¢né s body B a A.

Bod 4 se po slozeni sité setka spolecné s body F a K.

Rok 2017

Piiklad: Krabici tvaru kvadru (Obr. 122) lze naplnit az po okraj

krychlickami s délkou hrany 2 cm. Na dno krabice se do jedné vrstvy

nasklada bez mezer 20 krychlicek a takové vrstvy mohou byt v krabici

nejvyse 4. Ze zcela naplnéne krabice vyjmeme vSechny krychlicky a " ~=""==—"—

vyskladame je do fady za sebou [31].

Obr. 123: Schéma rady

a) Jak dlouha bude tato fada (v metrech)?

b) Jaky je objem krabice?
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Reseni:

a) Zjisténi délky rady kostek je v tomto ptipad¢ zalezitost aritmetiky. Vime, Zze do
jedné vrstvy se vejde 20 krychli¢ek, a Ze krabice pojme 4 vrstvy. To jest celkem 80
krychli¢ek, které naplni krabici. Ma-li kazda hrana délku 2 cm, pak fada ma délku 80 - 2
=160cm=1,6 m.

b) Musime si uvédomit, jaké rozméry ma krabice. Vime, Ze jedna vrstva cita
20 krychlicek. Cislo 20 ziskame sou¢inem celych disel, a to 1a 20, 2a 10, 4a5.
Z nékresu ulohy pfichazi v tvahu posledni kombinace: 4 X 5 krychli¢ek v jedné vrstvé.
Jestlize do krabice lze vyskladat ¢tyfi vrstvy, pak rozméry krabice jsou 4 X 4 X 5
krychlic¢ek.

Délka hrany krychli¢ky jsou 2 cm, takze rozméry krabice v cm budou nasledujici:
SXVxH=4-2cmx4-2cm X5-2cm=8x8x10

Objem krabice: V=a - b -c=8 - 8 -10 = 640 cm?

Rok 2018

Piiklad: Ve c¢tvercové siti je zobrazena sit

[N]
2|
3

papirového kvadru. Do slozeného kvadru lze

naskladat urcity pocet drevénych krychlicek

S hranou délky 3,9 cm. Jaky nejvétsi pocet

drevénych krychli¢ek lze naskladat dovnitt

papirové krabice [31]?
Obr. 124: Zaddni prikladu
Komentar:

Zakladem pro feSeni Ulohy je umét vycist ze sit€¢ kvadru jeho rozméry.
K chybnému zavéru miize zdk dojit, pokud sice spravné vypocitd rozméry krabice,

ze kterych vypocita objem a vysledek vydéli objemem jedné krychlicky.
Reseni:

Na obrazku vidime 2 X 3 X 4 ¢tverecky po 2 cm. Takze rozméry krabice jsou:
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Sx VXxH=4x6x 8cm. A protoZe je délka hrany krychlicky 3,9 cm, vejde se na §itku
i na vySku pouze jednou a do hloubky krabice 1ze umistit vedle sebe dvé. Je tedy mozné

umistit do kvadru pouze dvé krychle.

4.3.6 Mgr. Daniela Bimova, Ph.D.

Ptiklad: V rohu mistnosti je postavena stavba
z krychli o stejné velikosti. Odpovézte na otazky:
a) Z kolika kostek je stavba postavena?

b) Kolik stén krychli se celkem dotykd stén

mistnosti?

Reseni: Obr. 125: Zaddni pfikladu

a) Spocitat krychle neni téZké, protoze jsou vSechny viditelné. Vysledek je 17
krychli.

b) Je tieba si dat pozor na to, Ze rohova krychle se dotyka stén dvéma sténami. Zaci
téz mohou chybovat v tom, Ze jako sténu uvazuji i podlahu mistnosti. Pocet dotykajicich

se stén je 17.

Piiklad: Kolik riznych téles (staveb) lze sloZit ze 4 jednotkovych krychli?

Komentar:

Pomitckou pro demonstrovani feSeni
této ulohy mohou byt 4 kosti¢ky (naptiklad ze I ' ﬂ

= I

. Y . < o T ’
difeva), z nichz si zéaci vSechna télesa mohou 0 H
! 1
. 4 r 4 14 r 7 O w I 'S
sestavit. Pfipadné uskali této ulohy miZze e S e
= < >

Obr. 126: Zndzornéni dvou shodnych téles

spocivat vtom, ze Zaci si oznaci jako dvé
ruzné stavby takové, u kterych dojde k otoceni
nebo jsou vrovinové ¢i stiedové soumérnosti. Ackoli hovofime o prostorovych

shodnostech, zak miize nabyt dojmu, Ze nasel dvé riizna télesa (Obr. 126).
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Reseni:
Hledame takova télesa, kde se krychle dotykaji sténami. Timto zplisobem lze
celkem vytvotit 7 riznych staveb. Pokud bychom uvazovali télesa, kde by se krychle

dotykaly hranami ¢i rohy, jednalo by se o velké mnozstvi moznosti.

Obr. 127: Reseni pfikladu - 7 riiznych staveb

Piiklad: Co vznikne rovnym fezem kouskem syra,
jenz je trojbokym hranolem s podstavou tvaru
rovnoramenného trojuhelnika? Jmenujte konkrétni

télesa.

Obr. 128: Syr tvaru trojbokého hranolu

Komentar-.
Pokud si Zaci neuvédomi, Ze maji jmenovat télesa, pak mohou uvazovat tak, ze
napt. ,,0dkroji* hranu (vznikne usecka), vrchol (vznikne bod) nebo néjakou ze stén

(vznikne trojihelnik ¢i obdélnik). Tim se vSak pfesouvaji do dvojrozmérné geometrie.

Reseni:
Priklady téles, ktera mohou vzniknout:

1) jehlan (¢tytboky)

Obr. 129: CtyFboky jehlan
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2) hranol (trojboky)

U
ANy, ¥

Obr. 130: Dvé mozné varianty trojbokého hranolu

3) hranol (¢tyiboky)
N
\

Obr. 131: Ctyrboky hranol

4) obecny Ctyfstén

Obr. 132: Obecny Ctyrstén

4.4 Prazkum schopnosti zaka fesit prostorove ulohy

Obecné byva pii vyuce prostorové geometrie opomijeno systematické
rozvijeni prostorové predstavivosti u zakid, o ¢emz pak hovoti vysledky testl studijnich
predpokladii. Po pfechodu do prostoru dimenze 3 zaci ¢asto ulohy bud’ uplné pireskoci
nebo je nedovedou vyfesit do konce. Kdezto v geometrii v roviné (planimetrii) je
procento UspéSnosti vyssi, coZz ma 1 celkem logické vysvétleni, protoze ¢eské Skoly se
vénuji planimetrii mnohem intenzivnéji, jelikoz pro ucitele matematiky jsou vlastnosti

objektl v roviné mnohem snadné&ji demonstrovatelné [11].

4.4.1 Popis prizkumu
Zamérem tohoto prizkumu je pokusit se alespon caste¢né nastinit uroven
dovednosti a znalosti zaku 9. tiidy zakladni Skoly v oblasti stereometrie. Ze souboru uloh

V této praci jsem vybrala 4 ulohy tak, abych pomoci nich provéfila co nejvice okruhli
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stereometrie. Vytvotila jsem pracovni list, jehoz soucasti je hlavicka, zadani 4 uloh

a dopliujici otazky.

Prizkum probihal na zakladé toho, ze pracovni list (viz. Priloha 1) vyplnovali tfi
zaci ze trech rtznych zédkladnich Skol nezavisle na sobé. Pro vypracovani jim bylo
poskytnuto dostatek ¢asu. Kviili zachovani anonymity jsSou zaci V textu oznacovani jako

71, 72, 73. Od priizkumu je oekavan vystup kvalitativniho charakteru [30].

Parametry prizkumu

Ptedmét prizkumu Pracovni list vypracovany tfemi zaky 9. tfidy

Zékladni $koly, odkud byli Zaci | ZS Chysky (okr. Pisek)

vybrani ZS Kovatov (okr. Pisek)
ZS Votice (okr. Benesov)

Témata v pracovnim listu v kontextu | Krychle a kvadr; povrch a objem krychle a
vzdé¢lavaciho obsahu geometrie kvadru (6. tiida).

Hranoly; povrch hranolu (7. trida) [1], [2].

Zkoumané okruhy stereometrie Rez télesem, stavba zkrychli, pojmy

prostorové geometrie, povrch a objem télesa

Cas pro feSeni tloh neomezeny

4.4.2 Analyza zakovskych FeSeni

V této kapitole si rozebereme vSechny Ctyfi tlohy, které byly Zakiim v pracovnim
list¢ predlozeny a ukazeme si, jakym zpisobem je zaci tesili ¢i zda si viibec s feSenim
védeli rady. V pfiloze naleznete naskenovana jejich originalni feSeni.
Priklad 1: Pé&tiboky hranol vznikl tak, ze z difevéné krychle s hranou délky 9 cm byl

odfiznut kolmy trojboky hranol. Rozméry kolmého trojbokého hranolu jsou vidét

V obrazku.

a) Kolik stén ma vznikly pétiboky hranol?

]
1
L
]
1
1
1
1
1
1

b) Kolik vrchold ma vznikly pétiboky hranol?

JNEEN L[ - Ve
.

¢) Kolik hran ma vznikly pétiboky hranol? L7

3cm

d) Vypocitejte povrch pétibokého hranolu.
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S

pravdépodobna zdména pojmu stena a bocni sténa; ,,pétiboky hranol ma 5 sten*
spravné

,, pétiboky hranol mad 10 hran“; nejspis$ nebyly brany v potaz i bo¢ni hrany

zak spravné vychazel z rozdilti povrchii stén krychle a trojbokého hranolu, jako

vysledek zapsal povrch bocnich stén bez podstav

zakova odpovéd’: 5; pravdépodobné za sténu télesa povazuje pouze bocni stény
zakova odpoved’: 5; nejspis si predstavuje jen vrcholy pfi horni podstave
zakova odpoved’: 5; opét bral asi v potaz jen bo¢ni hrany

spravné vypocitany povrch krychle a délka neznamé hrany trojbokého hranolu;
chybnd uvaha pro vypocet vysky trojuhelniku; vymysSleny vzorec pro vypocet

petiuhelniku

spravné
spravné
odpovedel 14

pouze dopocitdna nezndma hrana trojbokého hranolu

Piiklad 2: Krychle o objemu 27cm® je Cervené natfend. Byla — <—z—z—7

rozfezdna na shodné krychlicky, kazdd o objemu 1cm3. Kolik

krychlic¢ek bylo se ttemi, dvéma, jednou a zddnou Cervenou sténou?

E(

s

pocet zjistil spravné; zaménuje pojmy sténa a strana

nejspis ani nepochopil zadani ulohy; napsal ,, nelze vypocitat
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e pocty krychlicek urcil spravné krom krychlicek se dvéma sténami obarvenymi,

kterych zjistil 16 misto 12; kdyby provedl zkousku, nevysSel by mu soucet 27

Priklad 3: Maminka koupila krabici kostkového cukru. Radek snédl nejdiive celou

horni vrstvu, tj. 77 kostek, potom snédl vrstvu boc¢ni, to bylo 55 kostek, a nakonec vrstvu

ptredni. Kolik kostek zbylo v krabici?

E(

e slovni ulohu vyiesil spravné; K jednotlivym situacim si délal nacrtky;

postup feseni

e Ulohu nefesil; napsal ,, nelze vypocitat

rychly

e ulohu vyfesil jednoduse a spravné; vytvoril model z kostek demonstrujici situaci

(foto viz. Priloha 2)

Priklad 4: Na obrazku je stolecek, ktery byl slepen ze
shodnych krychli¢ek a objem stolku je 880 cm3.

a) Urcete pocet vSech krychlicek, ze kterych je stolecek slepen.

| L1 1]

A
I

1

b) Vypoditejte v cm> nejmensi vnitini objem krabice, do které se vejde cely stolecek.

e zak urcil spravné feSeni; K uloze udélal zapis, vypocet i odpoved’

e dle zdka nelze vypocitat

e stejné jako Z1 si stolek rozdélil na dvé &asti — nohy a desku; vypocet doved] do

konce
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4.4.3 Vyhodnoceni prizkumu

Z divodu malého vzorku zaku nelze vysledek tohoto prizkumu generalizovat
v ramci vSech Zaka devatych roénikt. Nicméné nejsmérodatnéjsi je pro nas skute¢nost,
ze zaci byli vybrani z rznych Skol. Prizkum navic zahrnuje latku, kterd byva vyucovana
V 6.a 7. tfid¢, a zaci vypliovali list bez ptfedchoziho opakovani, aniz by jim bylo feceno,
o jaké téma se jedna. Tyto okolnosti nAm mohou alespoil nastinit efektivnost vyuky
stereometrie na Ceskych Skoldch a stim souvisejici schopnost zakidl si znalosti a

dovednosti z této oblasti geometrie vybavit z dlouhodobé paméti.

Zde jiz nardzime na prvni problém, Ze pro zdky muze byt feSeni téchto uloh
obtizné, protoze to, co se naucili, uz zkratka zapomnéli, jelikoz se to viibec do dlouhodobé
paméti neulozilo, o ¢emZ napovidaji odpovédi na otazky u Z2. Dale je mozné vidét, ze
74ci nerozumi nékterym pojmiim nebo je zaméuji (napt. sténa a strana). U Z2 nejspis
panuje jistd antipatie ke geometrii, protoze po prvnim piikladu. ktery se jeSté snazil

vypocitat, uz zaddnou ulohu nevyftesil a jeho zavérem bylo ,,nelze vypocitat®.

Na druhou stranu ale musim ocenit jisté prvky, kterymi si Zaci usnadnili feSeni
ulohy, jelikoz se jim diky nim podafilo Iépe dosahnout spravného vysledku. Konkrétné
se jednd u Prikladu 3 o feSeni pomoci naértki u Z/ a o vymodelovéni situace z kostek

Lego u Z3.

4.5 Didaktické pomucky pro podporu vyuky stereometrie

Kazdy ucitel by se mél snazit o pouzivani didaktickych pomutcek béhem svych
vyuCovacich hodin. Nejinak by tomu mélo byt ve vyuce matematiky. Troufam si tvrdit,
Ze ve vyuce prostorové geometrie na zakladni $kole je to piimo nutné. Zaci si potiebuji
dany pfedmét osahat nebo si ho sami vytvofit, aby pochopili vzajemné vztahy mezi ¢astmi
objektu [29]. ProtoZe pravé takové pomucky nejenze slouzi uciteli k dosazeni vyty¢enych
cili, ale zaroven podminuji a zefektiviiuji pozndvaci proces u zdka. Dochazi tak
k mnohem intenzivnéjsimu kognitivnimu procesu, ktery zaroven umoznuje Iépe

uchovavat vjemy a poznatky do dlouhodobé paméti [19].
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4.5.1 Nacrt

Zékladnim vyjadfovacim prostfedkem v geometrii je nacrt. Jedna se o kresbu od
ruky, pfi které by méla byt pouzivana vyhradné tuzka, aby bylo mozné kresby jesté dale
upravovat, coz v piipadé kresleni perem nebo fixem jiz nelze.
Je tedy velice diilezité seznamovat zdky v hodinach geometrie
se zakladnimi pravidly kresleni od ruky, jako je napt. spravné
drzeni tuzky, dé€lani Car od ruky, kresleni pieruSovanych a

¢erchovanych car, dodrzovani zdsad volného rovnobézného

promitani, apod [10] Obr. 133: Ndért Fezu krychle

Nékdy maji zaci tendenci kombinovat u ndkresi ¢rtani a rysovani, cemuz bychom
m¢éli zabranit. AvSak u geometrickych uloh bychom méli vyzadovat, aby si Zaci nacrt
ulohy vytvorili. Protoze kvalitni naértek je klicovou dovednosti pevné spojenou
S pochopenim prostorovych vztahli a vétSinou zdka navede k UspéSnému vyfeSeni

prikladu [34].

4.5.2 Dynamické pocitacové softwary

Existuje celd fada programt pro podporu vyuky stereometrie, vybirat 1ze z vice ¢i
méng profesionalnich programti. M¢li bychom si v8ak urcit pozadavky, co bychom od
takového programu pouzivaného ve vlastni vyuce ocekavali. Je tieba vybrat takovy
program, ktery nabizi intuitivni ovladani pro snazs$i spolupraci s zaky ve vyuce,

pfimefenou nabidku nastroji, snadnou manipulaci s télesy, atd.

Ja osobn¢ preferuji dynamicky program GeoGebra, v némz jsou mimojiné
vytvateny veskeré ilustrace k prikladim v mé bakaléatské a diplomové praci. Tento
software je alternativnim programem ke star§imu Cabri, coZ je ov§em komer¢ni program,
zatimco GeoGebra je volné ke stazeni na internetu. Vzasad¢ neni ani nutné program
stahovat, v zakladnim rezimu pracuje i pfes internetovy prohlize¢ a navic na internetu
existuje velké mnozstvi appletl, které 1ze vyuzivat jako pomicku do hodin geometrie
[32].
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4.5.3 Draténé modely téles

Draténé modely jsou spiSe takovym archaismem v eském Skolstvi. Desitky let
byly bézné€ pouzivany v hodinidch prostorové geometrie. Lze ale fici, Ze takovym
modelim uz téméf odzvonilo, protoze na scénu ucebnich pomicek do vyuky pted
nékolika lety nastoupily technologie, které umoznuji i zakim ve vyuce rozmanitou
manipulaci s télesy ¢i zménu rozmért objektt [17]. Nicméné i piesto, Ze technologie
nabizi vice dynamiky neZ draténé¢ modely, mély by draténé modely téles nachazet pfi
vyuce své uplatnéni, a to nejen pii vypadku elektrického proudu, ale i zkratka proto, ze

to je predmét, ktery si zaci mohou osahat.

V dneseni dob¢ je spiSe raritou sehnat ke koupi podobnou pomicku, ovSem
alespon trochu zruény svarec si s vytvorenim télesa poradi. Na obrazku (Obr. 134) mizete

vidét modely krychle a kvadru,

které  byly vytvofeny ve
svarecské diln¢ a za jejichz

zhotoveni dle mych pozadavkul

deékuji svému pfiteli Radku

Kopkovi. U téles jsou hrany

natfeny cernym natérem,

zatimco té€lesové a sténové

Obr. 134: Drdatené modely kvadru (vlevo) a krychle (vpravo)

uhlopficky jsou natfeny modie. Modely je vhodné vyuzit pti pocitani délky sténovych a
télesovych uhlopticek, coz byva pro zaky pouze S pouzitim nakresu velmi obtizné. Zde
je miZeme nechat zméfit délky hran téles a pomoci nich dopocitat délky thlopficek.
Redlnost vysledku pak mohou srovnat se skute¢nymi délkami thlopticek, které opét zjisti

méfidlem.
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4.5.4 Stavby z krychli

Toto didaktické prosttedi navazuje na
zkuSenosti déti s kostkami, které ziskdvaji jiz
v predskolnim véku a silné¢ formuje jejich
prostorovou  piedstavivost [28]. U  téchto

»matematickych* staveb z kostek se z riiznorodych

staveb déti omezime na takové stavby, jenz vznikaji

prikladanim stejn¢ velkych krychli (kostek) k sobé Obr. 135: Pfiklad stavby z kostek
celymi sténami. Zaci si nevédomky vsimaji hlubsich detaild, napiiklad jak je stavba
vysokd, z kolika kostek je tvofena a podobné, ¢imz se rodi pojmy jako vyska, objem,

povrch...

4.5.5 Modelovani vzajemnych poloh z papiru a Spejli
Vzéajemné polohy objektli v prostoru se sté€zi vysvétluji jen za pomoci nakrest. Je
nezbytné vyuzit fyzické modely tak, aby mé&l Zak Sanci pochopit situace v trojrozmérném

prostiedi, a aby je poté umél téz vyjadfit na papir. Zde volime model papir — Spejle,

nicméné Spejle mize byt nahrazena ¢imkoli podobného
tvaru. Myslenka je prosta: papir reprezentuje rovinu
Vv prostoru a Spejle ptimku v prostoru. Dale je vSe jen na
nas a nasi fantazii. Sikovny pedagog si nejenze poradi se
znazornénim vzajemné polohy piimky a roviny, dvou
primek, dvou rovin, ale zaroven zapoji do ¢innosti v§echny

zaky ve tiidé€, ¢imz se mu dostane cenné zpétné vazby.

Obr. 136: Ukdzka demonstrace
vzdjemné polohy objektt pomoci
Spejle a papiru
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Pivodnim zamérem této prace bylo tematicky navazat na bakalaiskou préaci a 0
néco hloubgji nahlédnout do problematiky prostorové geometrie. Dale jsem chtéla
pokracovat s vytvarenim nékresi v grafickém programu GeoGebra, ktery jsem si oblibila

pro jeho snadnou ovladatelnost a dostacujici mnozstvi nastroji, a v némz vznikly veskeré

ilustrace k ulohdm.

Prace je strukturovédna jakozto soubor uloh ze stereometrie, jemuz ptedchazi
teoreticky zéklad stereometrie spoleéné s pojmy a pravidly spojenymi s Mongeovym
promitdnim. ProtoZe pravé tato projekce je v diplomové praci stézejni zobrazovaci
metodou vedle tradicniho rovnobézného promitani. M¢é vlastni obrazky tedy dopliuji
nejen praktickou Cast prace, jez sestava z ptikladi zakladnich, vysvétlujicich techniku

Mongeova promitani, ale i z ptikladi metrickych a polohovych, a kone¢né¢ i uloh

vvvvvv

Znacna Cast této prace je vénovana didaktickému aspektu prostorové geometrie,
kdy jsem s vyuzitim publikaci uréenych zaktim zakladnich §kol vytvofila sbirku ptikladii
s komentafi a feSenim, ktera muzZe poslouzit pedagogim K rozvijeni prostorové
predstavivosti zaku, jez je, jak jsem si sama ovéfila, na nepfili§ dobré Grovni. V zavéru
prace proto zminuji nékolik didaktickych pomicek a zptisob jejich vyuziti, které mohou

zakam proces poznani v oblasti stereometrie usnadnit.
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Priloha 1

Jméno: Datum:
Nazev ZS: Ttida:
Povolené pomtcky: tuzka, kalkulacka Cas na vypracovani: neomezeny

Pokyny: Vyres tento pracovni list obsahujici ¢tyri ulohy a odpovez na otazky. Sva reseni
véetné postupii napis na ndsledujici prazdné listy. Pokus se okomentovat, jak jsi na dané

vysledky prisel/prisla. Nakonec odpoveéz na tii otdazky v dolni casti listu.

Ptiklad 1: Pétiboky hranol vznikl tak, ze z dfevéné krychle s hranou délky 9 cm byl
odiiznut kolmy trojboky hranol. Rozméry kolmého trojbokého hranolu jsou vidét

V obrazku.

a) Kolik stén mé vznikly pétiboky hranol?

9lem '

T

b) Kolik vrcholti ma vznikly pétiboky hranol?

¢) Kolik hran ma vznikly pétiboky hranol?

4cm

d) Vypocitejte povrch pétibokého hranolu.

Piiklad 2: Krychle o objemu 27cm? je Servend natfend. Byla roziezana &2 77|
na shodné krychli¢ky, kazda o objemu 1 cm3. Kolik krychli¢ek bylo se

ttemi, dvéma, jednou a zadnou Cervenou sténou?

Priklad 3: Maminka koupila krabici kostkového cukru. Radek snédl nejdiive celou horni
vrstvu, tj. 77 kostek, potom snédl vrstvu boc¢ni, to bylo 55 kostek, a nakonec vrstvu

predni. Kolik kostek zbylo v krabici?

Ptiklad 4: Na obrazku je stolecek, ktery byl slepen ze shodnych
krychli¢ek a objem stolku je 880 cm?3.

| L[] ]

a) Urcete pocet vSech krychlicek, ze kterych je stolecek slepen.

b) Vypocitejte v cm? nejmensi vnitini objem krabice, do které se vejde cely stoledek.

Otéazky:
Co maji vSechny tlohy spole¢né?
Jak se ti ulohy tesily?

Objevilo se zde néco, co pro tebe bylo nové?



Piiloha 2

NG
o

o i/ .. Pracovni list

Jméno: _ Datum; 26- 2- 202 T
4 [ b .
NazevZS: 9 S Trida: 4 |
Povolené pomicky: tuzka, kalkulacka Cas na vypracovani: neomezeny

Pokyny: VyFes tento pracovni list obsahujici étyFi tilohy a odpovéz na otdzky. Svd Fefeni
vcetné postupit napis na ndsledujici prazdné listy. Pokus se okomentovat, Jjak jsi na dané

vysledky pfisel/pFisia. Nakonec odpovéz na t¥i otdzky v dolni ¢dsti listu.

Priklad 1: Pétiboky hranol vznikl tak, Ze z dfevéné krychle s hranou délky 9 cm byl odfiznut
kolmy trojboky hranol. Rozméry kolmého trojbokého hranolu jsou vidét v obrazku,
a) Kolik stén mé vznikly pétiboky hranol?

b) Kolik vrcholii mé vznikly pétiboky hranol?
¢) Kolik hran ma vznikly p&tiboky hranol?
d) Vypotitejte povrch pétibokého hranolu.

!

(
1

1

i

1

!

1

1

1 o

b et b Rebtads b

Piiklad 2: Krychle o objemu 27cm3 je Cervend natfena. Byla roziezinana / :, i‘ ;:ﬂ
shodné krychli¢ky, kazda o objemu 1 cm3. Kolik krychlicek bylo se tiemi, —t

dvéma, jednou a Z4dnou &ervenou sténou?

Ptiklad 3: Maminka koupila krabici kostkového cukru. Radek snédl nejdFive celou horni vrstvu,
tj. 77 kostek, potom sn&dl vrstvu boéni, to bylo 55 kostek, a nakonec vrstvu pfedni.- Kolik
kostek zbylo v krabici?

Ptiklad 4: Na obrizku je stoletek, ktery byl slepen ze shodnych krychlidek a objem stolku je

880 cm3. - e

a) Urgete pocet viech krychlidek, ze kterych je stoledek slepen. HEER

1l

b) Vypotitejte v cm? nejmensi vnitini objem krabice, do které

se vejde cely stoledek.

]

et
e

Co maji viechny tlohy spoleéné? S )
Doptns /WJ\/LM/,{/{/
Jak se ti ulohy fesily?

clhavan Hadowng,

Objevilo se zde néco, co pro tebe bylo nové?
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b Pracovni list
Jméno: — Datum:
Nazevz§: 2\ Trida: ¢ ()

Povolené pomicky: mzka, kalkulacka Cas na vypracovani: neomezeny
Pokyny: Vyres tento pracovni list obsahujici ctyFi tlohy a odpovéz na otazky. Svd reseni
véetné postupii napis na nasledujici prézdné listy, Pokus se okomentovat, jak jsi na dané

wsledky prisel/prisla. Nakonec 0dpovez na 17 otdzky v dolni cdsti listu,

Priklad 1: Pétiboky hranol vznik] tak, Ze z drevéné krychle s hranou délky 9 cm byl odfiznut
kolmy trojboky hranol, Rozméry kolmého trojbokého hranolu jsou vidét v obrazku.

3) Kolik stén md vznikly pétiboky hranol?
b) Kolik vrcholi ma vznikly pétiboky hmnd@
¢) Kolik hran mé vznikly patiboky hranol? 74
d) Vypotitejte povreh pétibokého hranoly. )

Priklad 2: Krychle o objemu 27¢m3

Je ervené natiens. Byla roziezina na
shodné krychlieky, kazdi o objemu 1 cm?, Kolik krychli¢ek bylo se tremi,
dvéma, jednou a Zidnou ¢ervenoy sténouw? 7 A IVA ﬂ NEVA 1

; A Argvre (5

¢ oy ? Z
Priklad 3: Maminka koupila krabici kostkového cukru, Radek snédl t:leg?.lﬁ've ce OMM, ?

t. 77 kostek, potom snéd] vIstvu bocni, to bylo 55 kostek, a nakonec vistvu predni. Kolik
kostek zbylo v krabici?

Ptiklad 4: Na obrizku je stoledek, ktery byl slepen ze shodnych krychligek a objem stolky je
880 cm?®. 8 %

a) Urcete podet viech krychlitek, ze kterych je stolegek slepen,
b) Vypotitejte v em? nejmensi vniting objem krabice, do kters
se vejde cely stoletek. 7| 3 W%

Co maji viechny lohy spole¢ns?
fOCHLE

Jak se ti dlohy fesily?

Objevilo se zde néco, co pro tebe bylo nové?

Mt
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