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Uvod
Ma bakalafska prace se vénuje popisu kotovaného promitani, snazi se objasnit

a pftiblizit feSeni riznych metrickych a polohovych uloh v tomto promitani.

Prace se sklada ze cCtyf casti. V prvni Casti jsou vysvétleny zaklady promitani.

Seznamime se se sttedovym, rovnobéznym, pravothlym a kosotthlym promitanim.

V druhé ¢asti je zminéno vyuziti kdtovaného promitani v praxi a popsan princip tohoto
promitani — tedy z ¢eho se sklada, jak se zobrazuje bod, pfimka a rovina. Vysvétlime si
metodu sklapéni promitaci roviny do primétny, posunuti primétny, stupniovani piimky
a otoeni roviny v obecné poloze. Pfiblizime si vzajemnou polohu dvou piimek, rovin,
pfimky a roviny, uréovani odchylky a velikosti. Ukazeme si zobrazeni vybranych téles

a uréovani viditelnosti.

Ve tieti Casti jsou feSeny piiklady v kotovaném promitani. Jsou slozeny z tloh
polohovych a metrickych. V polohovych tlohach uréujeme vzajemnou polohu dvou prvki.
Mezi metrické ulohy patii ur¢ovani vzdalenosti a odchylky mezi dvéma utvary. Kazdy ptiklad

se sklada ze zadani, postupu feseni a z vyrysovaného nakresu v programu GeoGebra.

V posledni ¢asti si pfibliZime program Geogebra a ukdZeme si, jak se v ném pracuje.

V programu Geogebra jsou vytvoreny vsechny obrazky v této praci.

Cilem bakalaiské prace je predstavit kotované promitani a jeho zakladni typy tloh.
Bakalarsk4 prace miZe slouzit jako studijni material pro z&jemce, ktefi chtéji poznat, ptipadné
se naucit jednu zakladni zobrazovaci metodu. Ziskané poznatky si mohou ovéfit feSenim

pfipravenych piikladd.



Teoreticka ¢ast

1 Uvod do promitani

V deskriptivni geometrii se zabyvame zobrazovacimi metodami, které nam umoziuji
znéazornit prostorové utvary do roviny (na plochu). V praxi to vypada tak, Ze trojrozmérny
predmét zobrazime na papir jako dvojrozmérny. Znamend to tedy, Ze prostorovou ulohu
budeme fesit jako rovinnou. Pfi zobrazeni musi byt zachovana velikost, tvar, vzajemna poloha
jednotlivych ¢asti a dalsi zdkladni vlastnosti. Pomoci prostorové piedstavivosti si

podle nakresu ptedstavime, jak dany pfedmét vypada.

Zobrazovaci metody jsou konstruktivni metody, které zachovavaji zakladni vlastnosti

zobrazeného ttvaru. Mezi zobrazovaci metody patii napiiklad:

e Stifedové promitani — dano stfedem S a primétnou z
¢ Rovnobézné promitani — dano smérem promitani S a primétnou 7
o Pravouhlé promitani — smér promitani s je kolmy K primétné z

o Kosouhl¢ promitdni — smér promitani S svird S prumétnou 7 ostry thel

Ke kazdému vzoru v prostoru jsme schopni zobrazit jeho obraz v roviné. Zptsobu
zobrazeni je nckolik a tém, které zachovavaji zdkladni vlastnosti, fikdime promitani.
Principem stiedového promitani je, Ze rovinu @ nazyvame primétna a bod S, ktery nelezi
vroviné 7 (S €r), je sttedem promitani. Potom bod A V prostoru zobrazime na pramétnu
pomoci piimky AS (promitaci piimky s*) a roviny =, jejich prise¢ik A’ je obraz bodu A

(pramét bodu A).

Obrazek 1.1: Stiedové promitani, zobrazeni bodu



Pfi promitani na jednu primétnu ztotoznime primétnu s nakresnou. Nakresna je
rovina, na kterou zobrazujeme priméty bodu (obrazy bodu), naptiklad rovina listu papiru

nebo tabule.

Rovnobézné promitani nastane, jestlize stfed S bude v nekone¢nu (nevlastni bod).
Budeme pouzivat smér promitani S a promitaci pfimky jednotlivych bodti budou rovnobézné

se smérem promitani s (s" ||

S). Toto promitani je dano primétnou 7 a smérem promitani S.
Podle uhlu, ktery sviraji promitaci pfimky s primétnou, rozliSujeme pravoihlé a kosouhlé

promitani.

Obrazek 1.2: Rovnobézné promitani, zobrazeni boda

V rovnob&zném promitani plati nasledujici véty: !

¢ Rovnobéznym primétem bodu je bod.

e Bod leZici v primétné je totozny s jeho primétem.

e Primétem piimky je ptimka, pokud neni rovnobézna se smérem promitani.

e Primétem piimky rovnobézné se smérem promitani je bod.

e Promitaci rovina je rovnobéZzna se smerem promitani, lezi v ni promitaci
pfimky utvaru, ktery zobrazujeme.

e Primétem promitacich rovin, je pfimka, v ostatnich ptipadech je primétem
roviny cela primétna.

e Rovnobézné promitani zachovava incidenci.

e V rovnobézném promitani se zachovava rovnob&znost.

e Rovnobéznym primétem dvou rovnobézek, které nepatii sméru promitani, jsou
opét rovnobézky (rGzné nebo splyvajici), jestlize rovnob&zky patii sméru

promitani, pak jejich primétem je dvojice bodl (riznych anebo splyvajicich).

LHARANT, Michal a Oldtich LANTA. Deskriptivni geometrie pro II. a III. rocnik SVVS. 1. vyd. Praha:
SPN, 1965. Strana 16 — 22.



e Rovnobéznym pramétem piimek rtznobéznych, znich Zadné nepatii sméru
promitani s, jsou bud piimky riznobézné, anebo totozné. Jestlize jedna
Z riznobézek patfi sméru promitdni s, je jejim prumétem bod incidentni
S prumétem druhé rovnobézky.

e Primétem rovnobéznych a shodnych tusecek lezicich na pfimkach, které
nepatii sméru promitani, jsou rovnobézné a shodné tusecky.

e Rovina hlavni je rovnobézna s primétnou .

e Rovnobéznym primétem obrazce, ktery lezi v roviné hlavni, tj. roviné
rovnobézné s primétnou, je obrazec s nim shodny.

e V momenté¢ kdy jsou A, B, C tii rizné body ptimky p, ktera nepatii sméru
promitani, potom rovnobéznym primétem piimky p je ptimka p’, na které lezi
praméty A’, B’, C' bodu A, B, C, tak ze plati % = g. Ptitom usporadani bodt
A’, B', C' pfimky p’ je stejné jako usporadani bodi A, B, C piimky p.

e Délka pravouhlého primétu usecky AB je mensi nez délka useCky AB, nebo je
rovna délce usecky AB.

e Jestlize jedno rameno pravého uhlu je rovnobézné s primétnou a druhé rameno

je k primétné kolmé, je pravouhlym prumétem tohoto thlu pravy uhel.

Kartézsky souradnicovy systém Oyy, pouzivame, kdyz kazdému predmétu mizeme
vytvofit jeho obraz. Abychom byli schopni podle obrazu vytvofit vzor tak, aby byl totozny
S pivodnim pfedmétem, zavadime soustavu soufadnic a jednotku. Pocatek soustavy znacime
velkym pismenem O a soufadnicové osy malymi pismeny X, Y, z. Kazdy bod A v prostoru Ize
zapsat jako uspofadanou trojici realnych ¢&isel A [Xa, Ya, za], Cisla Xa, ya a za jsou soufadnice

naosex,yaz.

Obrézek 1.3: Soutadnicovy systém



2 Kotované promitani — pravouhlé promitani na jednu primétnu
Koétované promitani je zobrazovaci metoda, kterda se skladd z rovnobézného

a pravouhlého promitani na jednu primétnu.

S kotovanym promitanim se seznamujeme ve vyuce deskriptivni geometrie. V praxi se
pouziva ve stavebnictvi, strojirenstvi, topografii, geografii, astronomii a v dal$ich technickych

oborech.

Nejznaméjsim piikladem kotovaného promitani je turisticka mapa. Kdyz si naptiklad
prestavime, jak vypada hora, vSimneme si, Ze je na map¢ zndzornéna pomoci tzv. vrstevnic.

Vrstevnice vznikly jako priise¢nice hory s vodorovnymi rovinami.

Dale se kotované promitani vyuziva v oblasti stavebnictvi, kde se tesi napiiklad tvar
stitechy. Stfecha musi mit urcity spad, aby z ni voda odtékala do okapti. Architekti vytvari

vykresy napiiklad novych budov.

V odvétvi techniky se pouzivaji riizné nacrty pristroju, zobrazuji se rizné stroje, jejich

soucastky a planky.

2.1 Popis zobrazovaci metody. Zobrazeni bodu

,,Jednu z rovin trojrozmérného prostoru si zvolme za prumétnu m. Rovina rozdéluje

prostor na dva poloprostory. Jeden povazujeme za kladny, druhy za zaporny.* (Harant,
Lanta, 1965, s. 31)

Nejcastéji si jako pramétnu 7 vybereme vodorovnou nebo svislou rovinu, naptiklad
rovinu lavice nebo tabule. Poloprostor nad nebo pied primétnou z bude kladny a poloprostor

pod nebo za primétnou 7 bude zaporny.

Rovnobézné pravouhlé (kolmé) promitani je zobrazeni se smérem S, ktery je kolmy na

rovinu promitani (na pramétnu 7).

Bod v prostoru zobrazime na pramétnu pomoci promitaci pfimky. Bodem A prolozime
promitaci pimku s*, kterd je kolmé na priimétnu 7, a protne primétnu 7 vV bodé A; (pravouhly
pramét bodu A). Na piimce s” lezi dalsi body a jejich pravouhlé priméty lezi ve stejném bodé
jeho pravouhly primét bodu A. Abychom mohli zpétné zobrazit bod A do prostoru, musime

vedeét, jak byl ptivodné vzdalen od priimétny. Proto budeme pouzivat koty a budeme je psat za
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prumét bodu do kulatych zavorek. Kéta je realné cCislo, jehoz absolutni hodnota je rovna
zminéné vzdalenosti bodu od primétny. Podle znaménka koéty zjistime, kde se bod nachazi,
jestli vkladné (+) nebo zaporné (-) poloroviné. Kazdy bod ma soufadnice X, y a kota
ptredstavuje soufadnici z, poté bod A se soufadnicemi Xa, ya akotou za zapisujeme jako
A [Xa, YA, Za]. Kotovany primét bodu Ai(za) je pravouhly primét bodu s pfipsanou kétou.
Rovnobézné pravouhlé promitdni na jednu primétnu, ve kterém zavadime koty,

pojmenovavame kétované promitani.

* - >
|
Y -
°F _‘f'\_ (Z4)
y
Y

Obrazek 2.1.1: Zobrazeni bodu

Bod A lezici nad pramétnou 7 v kladné poloroving, ma z-ovou soufadnici kladnou,

jeho kota bude také kladné ¢islo Ai(+za).

Bod B lezici pod pramétnou 7 v zaporné poloroving, ma zapornou z-ovou soutadnici,

jeho kota bude také zaporné ¢islo Bi(-zg).

Bod C lezici v primétné 7 je totozny se svym pravouhlym primétem Ci (C = Cy)

a jeho koéta je rovna nule (C1(0)).

Obrazek 2.1.2: Pravouhlé praméty boda

10



Pfi promitani na jednu primétnu 7 budeme pouzivat osy X a y, které jsou navzajem
kolmé a jejich rovina xy lezi v primétné . Z matematiky jsme zvykli, ze osa y je kladna ve
sméru nahoru a zaporna ve sméru dolti, ale v deskriptivni geometrii osu Yy orientujeme opacne,
takZe smérem doldi bude osa kladna a nahoru zaporna. Ulohy budeme fesit v nakresné
V rovin€ papiru, kterou ztotoznime s primétnou z. Pfi konstrukci uloh budeme rysovat osu X

a znacit pocatek O.

Promitame-li na svislou rovinu v, naptiklad rovinu tabule, promitdme na narysnu,

ktera predstavuje rovinu Xz.

11



2.2 Zobrazeni pirimky a usecky. Zobrazeni dvojice primek

., Pravouhlym priimétem primky a, kterd neni kolmad na prumétnu m, je tedy primka ai;

Jestlize je a kolma na wn, pak jejim priumétem je bod. *“ (Harant, Lanta, 1965, s. 34)

Pfimka a je dana body A, B, ..., jeji primét a; je dan priméty bodu Az, By, ...
Vsechny promitaci pfimky bodu leZici na pfimce a tvoii promitaci rovinu »?, ktera je kolma
na pramétnu z. Prusecnice roviny »® a primétny z je pravouhlym pramétem piimky a,
znaCime ai. Prisecik piimky a; S praimétnou 7 je stopnik pFimky, bod P, ktery ma kotu nula
(P = P1=P1(0)).

Obrazek 2.2.1: Prumét piimky

., Polohu primky a vzhledem K primétné n miizeme urcit podle polohy kotovanych
primétii bodii Ai(za), Bi(zg). “ (Svercl, 1971, s. 19)

Pokud pruméty bodt A1, B:1 a jejich koty za, zs  jsou rizné, poté piimka a protina
pramétnu v bodé P a ma obecnou polohu k primétné z. Jsou-li priméty bodt Az, B rizné
a jejich koty za, zs se rovnaji, poté piimka a je rovnob&zna s primétnou 7, koty vSech boda
pfimky budou totozné. Rovnaji-li se priméty bodit A1, B:1 a jejich koty za, zs jsou riizné,

potom piimka p je kolma k praimétné z a protina primétnu v bodé P.

a,
A = a
a — I M B‘I(ZB}
- - Ih‘- - e |
—-’ I T H-I -
/’/ ! -~
- — B,(zg) ALlz,)

a. A1{7_A}
T

Obrazek 2.2.2: Primét pfimky rovnobézné s primétnou
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0A1 (2A|:B1(251

Z,)=B.(z-)
A)=51(%g =a,=P=P.(0)

A1{ A
: =a.=P=P.(

Obrazek 2.2.3: Prumét piimky kolmé k praimétné =

Ptimky rovnobézné s primétnou, které neprotinaji primétnu v koneéném bodé¢, jsou

pfimky hlavni.

., Polohu primky a vzhledem k primétné n lze urcit téz podle velikosti uhlu, ktery svira

primka a s prumétnou. “ (Harant, Lanta, 1965, s. 34)

Piimka a svira s primétnou z uhel w, jehoz velikost je rovna thlu, ktery svira
pfimka a se svym pravouhlym primétem ai. Je-li thel w ostry (0° > @ > 90°), pfimka a ma
obecnou polohu k primétné 7. Jestlize je uhel w pravy (w = 90°), piimka a je kolma

k praimétné 7. Kdyz se tthel @ = 0°, ptimka je rovnob&ézna s praimétnou 7.

Pfi urCovani délky usecky zalezi na poloze tGsecky vzhledem K primétné. V piipade,
ze je usecka AB rovnobéznd s primétnou z, pak je jeji délka totoznd s délkou usecky AiBi.
Jestlize usecka AB neni rovnobézna s primétnou z, praimet Gsecky je v nadkresné zkresleny.
Abychom ur¢ili skutecnou délku usecky AB, pouzijeme metodu sklapéni promitaci roviny

do primétny.

,,Sklopit promitaci rovinu primky a znamend otocit kazdy jeji bod kolem priimetu

primky a, tj. kolem primky a1, o 90°.““ (Pomykalova, 2010, s. 73)

Piimka lezi v promitaci roving, ktera je kolma K primétn€, a ma prisecnici
s pramétnou. Okolo prisecnice promitaci roviny a primétny oto¢ime promitaci rovinu o uhel

90° a sklopime promitaci rovinu pfimky do primétny.

Ke sklapéni usecky AB do primétny z, potfebujeme praméty boda Az, Bi a jejich koty

Za, zB. Ptimku a, na které lezi body A, B, prolozime promitaci rovinou »?. Tato rovina je

13



rovina otaceni, kterou celou oto¢ime kolem primétu ptimky ai o 90°. Pfimka a; piedstavuje
osu otaceni. Bod A se ota¢i po kruznici otaéeni k* o 90° do priimétny 7. Kruznice otdceni k*
ma stied otaceni v bodé A1 a polomér otaceni |za] = |AA1|. Sklopeny bod A znacime (A).
Jednotlivé body ptimky a opisuji ctvrtkruznice, které se jevi jako kolmice k ptimce a;. Délka
sklopené tsecky (A)(B) je rovna skute¢né délce tisecky AB v prostoru (|(A)(B)| = |AB|). Body
lezici v praimétné pii sklapéni roviny »® neméni svoji polohu. Stopnik pfimky P1 po sklopeni

roviny »? se neméni, P1 = (P).

Pro sklopeni pfimky a ndm staci znat dva body A, B lezici na pfimce a jejich koty za,
zZg. Poté sestrojime v obou bodech usecky A1(A), Bi(B), které jsou kolmé na piimku a; a maji
délku podle koty daného bodu, koncovy bod usecky je hledany sklopeny bod (A), (B). Usecky
A1(A), B1(B) konstruujeme v jedné poloroving, ktera je dana pfimkou ai. Jestlize je jedna kota
bodu kladna a druha zaporna, pak bude kazda tsecka lezet v jiné poloroving€. Sklopenou

pfimku rysujeme ¢erchovanou ¢arou.

Obrazek 2.2.4: Sklopeni promitaci roviny piimky do primétny

Uhel, ktery svira piimka a s primétnou z, nazyvame odchylka pfimKy od priamétny
a zna¢ime ho w. Kdyz sklopime pfimky a do primétny z, miizeme urcit velikost odchylky,
ktera je rovna Uhlu, ktery svira primét pfimky ai se sklopenou ptimkou (a). Tento thel je

ostry nebo pravy.

MuzZe nastat situace, kdy mame urcit skute€nou délku usecky, jejiz krajni body maji
vysoké koty. Kdybychom useCku sklap€li do primétny, neveSla by se nam do naseho
ohrani¢eného prostoru, jako je list papiru nebo tabule. Proto budeme usecku sklapét do nové

primétny 7', kterd vznikla posunutim ptivodni primétny z a je rovnobéZzna s prumétnou 7.

14



V nové prumétné 7’ lezi vSechny body s koétou z', body sklopené do této pramétny budeme
znacit (A"). Délka usecky A1(A") je rovna rozdilu kéty za a z'. V deskriptivni geometrii se Casto

pouziva pojem transformace priamétny, tim je mySlen zminény princip.

Obrézek 2.2.5: Sklopeni promitaci roviny pfimky do posunuté primétny 7’

V piipadé, Ze mame urcit kotu bodu a zndme primét bodu, nebo naopak znadme kotu
bodu a méame urcit jeho pfesnou polohu, miZzeme piiklad vyfesit sklopenim pifimky do

pramétny.

V nékterych tlohach bude vhodnéjsi pouzit princip stupfiovani primky. Mame-li
zadanou pfimku dvéma body, miZeme na ni urcit dal§i body, pokud vSechny body maji
celociselné koty. Vzdalenost mezi body A1 a Bi rozdélime na za - zs rovnych useki, jeden
usek oznacime i tedy interval pfimky. Interval pfimky je vzdalenost mezi dvéma body,
které¢ maji rozdil kot roven jedné. Miizeme urcit spadd piimky, jenz je roven tangenté

spadového tihlu a, kde spadovy thel je odchylka pfimky od primétny, tga = % Pievracena

hodnota spadu ptimky je rovna intervalu ptimky, i = tgia.

15



Kazdé dve ptimky jsou navzajem rovnobézné, riznobézné nebo mimobézné. Jejich

vzajemnou polohu urc¢ime sklopenim promitaci roviny piimek do primétny.

Lezi-li pfimky v jedné promitaci roving¢, rovinu sklopime a zjistime, zda jsou piimky
rovnobézné nebo riznobézné. Piimky rovnobézné mohou byt rizné nebo totozné, pokud maji

vSechny body spolecné.

Obrazek 2.2.8: Piimky riiznob&zné v jedné promitaci roviné

16



Jsou-li kétované priméty dvou piimek rtzné, piimky sklopime a uréime kotu
pruseciku ptimek, kterému fikame kryci bod, znac¢ime jej R. Kdyz je kéta kryciho bodu pro

ob¢ ptimky shodna, poté jsou ptimky riiznobézné. Kdyby kryci bod mél rizné koty, ptimky

by byly mimobézné.

Obrézek 2.2.9: Priimét dvou piimek — riznobézné

Obrazek 2.2.10: Pfimky riznobézné Obrazek 2.2.11: Pfimky mimobé&zné

Kotované priméty ptimek mohou byt rovnobézné, poté jsou piimky bud’ rovnobézné,
nebo mimobézné. Opét promitaci roviny piimek sklopime stejnym smérem, rovnobézné

pfimky budou i po sklopeni rovnob&zné, mimobéZzné piimky budou po sklopeni riiznob&zné.

a1=

Obrazek 2.2.12: Primét dvou piimek — rovnobézné
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Obrazek 2.2.13: Piimky rovnobézné Obrazek 2.2.14: Pfimky mimobé&zné
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2.3 Zobrazeni roviny. Hlavni pfimka roviny. Spadova primka roviny
.,V kotovaném promitdani je priumétem roviny, ktera je kolmd K prumétne, primka.

Primétem roviny, kterd neni k prumétné kolma, je cela primétnu. “ (Pomykalova, 2010, s. 83)

Obrazek 2.3.1: Primét roviny kolmé k primétné  Obrazek 2.3.2: Primét obecné roviny

Rovina kolma k primétné je promitaci rovina, pro jeji presné urceni potiebujeme
znat dva jeji body, které nelezi na jedné promitaci piimce. Rovina v obecké poloze
K primétné je dana tfemi body, které nelezi na jedné pfimce, pfimkou a bodem, ktery nelezi
na piimce, nebo dvéma riznyma piimkami. Rovina rovnobézna s primétnou je hlavni rovina
a muze byt zadana jednim bodem. V hlavni roviné maji vSechny body stejnou kotu a ttvary
jsou shodné s jejich priméty, protoze rovina vznikla posunutim prumétny. Primétna 7 je také

hlavni rovina.

Obecna rovina @ protind hlavni roviny v pfimkach, které nazyvame hlavni pfimky
roviny he. Ty jsou navzajem rovnobézné. Hlavni ptimky nejcastéji konstruujeme v celistvych
kotach a popisujeme je h? (zn), vSechny body hlavni ptimky h¢ (zn) maji kétu z. V pramétné n
mame hlavni pfimku h? (0), ktera je stopou roviny p¢ = h? (0). Kazda ptimka lezici v roviné ¢

ma stopnik P, ktery lezi na stopé€ roviny p°.

,Hlavni primky roviny, ktera neni rovnobézna s prumétnou, jsou navzdjem
rovnobezné. Jejich priméty jsou primky rovnobézné S prumétem stopy roviny. (Harant,

Lanta, 1965, s. 41)

19



V roviné ¢ mame piimky, které jsou kolmé na stopu roviny p¢ a na hlavni pfimky
roviny h¢, nazyvame je spadové piimky s?. VsSechny spadové pfimky roviny $¢ jsou
rovnobézné. Spadové piimky s? jsou kolmé na hlavni pfimky, to plati 1 pro jejich pruméty.

Vystupnujeme-li spadovou piimku, fikame ji spadové métitko roviny.

Obrazek 2.3.3: Roving, hlavni a spadova piimka roviny

Odchylka roviny od prumétny je uhel, ktery svira rovina s primétnou, odchylku
ur¢ime sklopenim promitaci roviny spadové piimky do primétny. Hlavni rovina mé odchylku
0°, promitaci rovina 90°. Spad spadové piimky je roven spadu roviny, tangenté odchylky

roviny od primétny.

.,V soustave souradnic zadavame rovinu pomoci souradnic prisecikii roviny s osami
souradnic. Jsou-li priseciky roviny @ S 0sami X, Y, z po radé body X [X,, 0, 0], Y [0, vy, 0],
Z [0, 0, z o], je rovina urcena souradnicemi Xq, Yo, Zo, piseme Q@ (Xo, Yo, Z o). BOdy X, Y urcuji

stopu p? roviny . “ (Pomykalova, 2010, s. 85)

Obrazek 2.3.4: Zobrazeni roviny ¢ (Xo, Yo, Z o)
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2.4 Otaceni roviny

Pramét rovinného tvaru, ktery leZi v hlavni roving, je totozny s jeho vzorem. Rovinny
utvar v promitaci roviné ziskdme sklopenim promitaci roviny, abychom znali jeho skutecny
tvar a velikost. Chceme-li zjistit, jak vypada rovinny utvar lezici v obecné roving, oto¢ime

rovinu do prumétny.

,, Otocit rovinu, ktera neni hlavni ani promitaci, znamend najit osu otaceni a otocit jeji

libovolny bod, ktery nelezi na ose otaceni. “ (Restl, Dolezal, 2004, s. 13)

Osou otaceni je prisecnice roviny ¢ s prumétnou 7, a to je stopa roviny p¢. Rovinu
otaeni o, Vniz lezi bod A, oto¢ime kolem osy otaceni. Bod A, ktery budeme otacet,
prolozime promitaci rovinou »* kolmo kose otieni Po kruZnmici otaceni k” lezici
V promitaci roviné »" posouvame bod A do primétny 7. Stiedem otaéeni a sttedem kruznice
k* je stopnik P? spadové piimky s? roviny prochizejici bodem A. Polomér otaceni a polomér
kruznice r* je vzdalenost sklopeného bodu (A) od stopniku P¢ (r* = |(A)P?[). Otogeny bod Ag
lezi na prase¢iku kruznice otadeni k* sprimétnou m. Na primétu promitaci roviny s,
spadové piimky s¢, piimky A1P vzniknou po oto¢eni dva body Ao a A', druhy bod A’ vznikl

oto¢enim bodu Ao o uhel 180°.

Obrazek 2.4.1: Otaceni roviny
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2.5 Dvéroviny

O kazdych dvou rovinach mizeme fici, Ze jsou rovnobézné nebo riznobézné. Roviny,
jejichz spadové ptimky jsou navzajem rovnobézné a odchylky od primétny si jsou rovny,
jsou rovnobézné. Rovnobézné roviny rtizné nemaji zadny spole¢ny bod. Splyvajici roviny

maji vSechny body stejné, jedna se o totoznou rovinu.

T

D —d—:‘_‘u..
[a I

Obrazek 2.5.1: Dvé roviny rovnobézné Obrazek 2.5.2: Dvé roviny rovnobézné totozné

Roviny riznobéZné maji spole¢nou prisecnici. Jestlize se jedna o dvé promitaci
roviny, jejich prisecnice je kolma k primétné a jejim primétem je bod, kterym prochdzi
praméty obou rovin. Je-li jen jedna rovina promitaci a druhd obecna, prumét prisecnice je
shodny s primétem promitaci roviny. Rovina hlavni mé prisecnici s obecnou rovinou
Vv hlavni pfimce obecné roviny o stejné koté jako ma hlavni rovina. Prise¢nice dvou obecnych
rovin prochazi prisecikem stop obou rovin a pruseciky hlavnich ptfimek obou rovin o stejnych
kotach. Stopy rovin mohou byt rovnobézné, poté je S nimi rovnobézna i jejich prusecnice.
Roviny prolozime pomocnou rovinou kolmou ke stopam rovin a pramétné. Pii hledani

priise¢nice obecnych rovin miiZzeme vyuzit spaddova méfitka rovin a spadové piimky.

Obrazek 2.5.3: Dvé€ promitaci roviny riznobézné
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Obrazek 2.5.7: Dvé obecné roviny riznob&zné, rovnobézné stopy rovin
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2.6 Dalsi dlohy o roviné

Méme-li urcit vzdalenost mezi dvéma rovnobézZnymi primkami, prolozime je

rovinou o, kterou nasledné oto¢ime do primétny m. Vzdalenost dvou rovnobézek je rovna

velikosti kolmice spojujici ob& otocené ptimky.

4,
b,
]
P1
b A ..._..J..._.._... -
O l-l- I—u'l—"-i I'-l- l-ll-
i

Obrazek 2.6.1: Vzdalenost dvou rovnobéznych piimek

Mame-li urc¢it odchylku riznobéznych primek, musime odchylku urcovat v roving,

kterd je déna riznobézkami. Sklopenim pfimek uréime stopu roviny, kolem které otoCime

rovinu danou riznobézkami do primétny. V otofené roviné maji ptimky skute¢nou velikost

a také odchylku, ktera je rovna skute¢né odchylce ptimek v roving.

Obrazek 2.6.2: Odchylka rtiznobéznych piimek
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2.7 Primka a rovina
Piimka mutize v roviné leZet a bude mit v§echny body v roviné. Pfimka s rovinou muze
byt riznobéznd, potom budou mit jenom jeden spole¢ny bod, prisecik. Pokud pfimka nema

zadny spole¢ny bod s rovinou, piimka je s rovinou rovnobézna.

d1

Obrazek 2.7.1: Pf¥imka rovnobézna s rovinou

P1

d1

Obrézek 2.7.2: P¥imka rovnob&zné s rovinou

Je-li rovina s ptimkou riznobézna, jejich prisecik, jediny spolecny bod, znacime R. Jestlize
mame rovinu kolmou k primétné, jeji pruseCik s pifimkou je v kétovaném promitani jasné
viditelny, protoze prusecik primétu piimky a roviny je snim shodny. Pfimka kolma
K pramétné protind rovinu ve stejném bod¢€ jako je jeji pramét. Mame-li obecné poloZzenou
pfimku a rovinu, jejich prisecik hleddme pomoci kryci roviny. Zvolime si libovolnou rovinu,
ve které lezi pfimka a je rGznobézna s danou rovinou, nejcastéji volime rovinu kolmou
K primétné, promitaci rovinu piimky. Poté prisecikem piimky S rovinou je prasecik piimky

S priise¢nici ndmi zvolené roviny a zadané roviny.
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e@a,=R1

Obrazek 2.7.4: Pfimka riznobé&zna s rovinou, piimka kolma k primétné

Obrazek 2.7.5: Piimka riznobéZnd s rovinou
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2.8 Kolmost pifimek a rovin
,Jestlize je rovina @ rovnobéind s prumétnou, je primka K kolmad k této roviné

soucasné kolmd i k priumeétné; jejim priumétem je proto bod Ki.* (Pomykalova, 2010, s. 102)

Obrazek 2.8.1: Pfimka kolma4 k roviné hlavni Obrazek 2.8.2: Pfimka kolma4 k roviné

promitaci

Ve stereometrii plati, ze je-li pfimka kolma k roving, je kolma k alespon dvéma
ptimkam v roviné. Takze pfimka kolma K roving, je kolma ke vSem piimkam v roving.
V kétovaném promitani piimka Kk kolma Kk roviné ¢ je kolma k hlavnim piimkam h¢
a spadovym ptimkam s¢ roviny. Protoze hlavni ptimky h? jsou rovnobézné s primétnou x, tak
priamét piimky ki svira se vSemi praméty hlavnich piimek h¢; pravy thel. Praiméty spadovych
pimek s¢1, které jsou kolmé k pfimce k, budou shodné s primétem ptimky ki. Kdyz ptimky

ki a $%1 prolozime promitaci rovinou, kterou sklopime, budou pfimky navzajem kolmé.

Obrazek 2.8.3:; Pfimka kolma k roviné
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2.9 Zobrazeni télesa

Pti zobrazeni télesa na primétnu © zobrazime vnéjsi obrys télesa pomoci jeho vrchola
a hran. Lezi-li podstava télesa v primétné 7 nebo v roviné s ni rovnobéznou, obrys telesa je
totozny s podstavou. Mame-li téleso s podstavou v obecné rovin¢, musime rovinu otocit do
prumétny 7, abychom ziskali skute¢nou velikost podstavy. Potom hledame piimky kolmé
k rovin¢, ve které lezi podstava télesa. Bo¢ni hrany hranolu lezi na kolmych piimkach
prochazejici vrcholy podstavy. U jehlanu konstruujeme piimku kolmou ze stfedu podstavy,

pfimka piedstavuje vysku jehlanu. Pravouhlym primétem koule bude opét koule.

Obrazek 2.9.2: Zobrazeni krychle s podstavou v obecné roviné

Kdyz zkonstruujeme koétovany prumét télesa, musime urcit viditelnost jednotlivych
vrcholii a hran. Z dvou bodu, které lezi na jedné promitaci pfimce, bude viditelny ten bod

S vyssi kotou.
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Podstavu, kterou jsme sestrojili po otoCeni v prumétné m, zobrazime na rovinu g

S pouzitim osové afinity.
., Afinita se smérem afinity s a 0sou afinity 0 je zobrazeni, které prirazuje:

1. kazdému bodu A roviny o bod A roviny o tak, Ze piimka AA je rovnobéznd
S primkou S.

2. kazdeé primce a riznobézné s 0sou afinity o roviny o primku a roviny o tak,
Ze primky @, a se protinaji na primce 0, kazdé primce b rovnobézné s 0sou
afinity o primku b rovnobéznou s osou afinity o roviny . (Pomykalova,
2010, s. 31)

Body A, 4 nebo piimky a, d jsou afinné sdruzené. Body leZici na ose afinity jsou body

samodruzné. Osou afinity je nej¢ast&ji stopa roviny p?:, a smér afinity je smér piimek 44.
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Prakticka ¢ast

3 Uziti kotovaného promitani pri reSeni loh
Priklad 1: Zobrazte body: A [2, 2, 3], B [-1, 1, 2], C [3, -1, 2], D [-2, 2, -1], E [0, -1, -3],

F[1,0,0]
E,(-3) C4(2)
+ +
Fi(0)=F
3 2 1 0 k 2 3 4
B4(2)
g
D4(-1) A4(3)
+ +

Obrazek 3.1: Kotované priméty bodi

ReSeni: Pii zobrazovani kétovanych priméti zadanych bodi je dileZité sledovat znaménka
soufadnic. Body s kladnymi X-ovymi soufadnicemi zobrazujeme od nuly smérem napravo,
s kladnymi y-ovymi soufadnicemi pod osu X a z-ova soufadnice piedstavuje kotu bodu,

piseme ji do zavorky za bod.

30



Piiklad 2: Zobrazte tisecku AB a urcete jeji skutecnou velikost.

a) Al-2,-1,3],B[3,2,2]

Obrazek 3.2: Sklopeni promitaci roviny tsecky AB

ReSeni: Use¢ku AB prolozime rovinou kolmou k primétng, kterou sklopime do pramétny.
Sklopenim tusecky nam vznikne pravouhly lichobéZznik Ai(A)(B)Bi, prvni rameno
lichobézniku predstavuje useCka AiBi (primét usecky AB) a druhé rameno lichobézniku je

sklopena usecka (A)(B), jejiz délka je skutecna velikost tiseCky AB.

b) A[L, -2 -1], B[6, 1, -4]

rJ
Obrazek 3.3: Sklopeni promitaci roviny usecky AB

ReSeni: Sklopenim promitaci roviny setky nam vznikne pravothly lichob&znik. Jsou-li koty

krajnich bodl usecky shodné orientovany, sklopenim ndm vznikne pravouhly lichob&znik.
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c) A[-2,1,5],B[3,3,-2]

I
Obrazek 3.4: Sklopeni promitaci roviny tisecky AB

ReSeni: Sklopenim promitaci roviny tsedky, kterd ma krajni body s opacné orientovanymi
koty, nam nevznikne pravouhly lichobéznik, protoze jeden bod sklopime do kladné
poloroviny a druhy bod do zaporné poloroviny. Vysledkem bude zkiiZeny lichobéznik, jehoz

ramena se protinaji.

d) A[-2,1,3],B[3,2,0]

Obrazek 3.5: Sklopeni promitaci roviny tsecky AB

ReSeni: Bod B ma kétu nula, lezi v primétng, proto sklapime pouze bod A. Vznikne ndm

pravouhly trojuhelnik (A)BA1S odvésnou (A)B, ktera ma délku jako skutecna usecka AB.
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e) Al-2,1,2],B[3,0,2]

Obrazek 3.6: Sklopeni promitaci roviny tisecky AB

ReSeni: Sklopenim promitaci roviny tsetky AB, jejiz body maji shodné koty, nam vznikne
obdélnik. Skute¢na velikost tsecky AB je vzdalenost mezi sklopenymi body, ktera je rovna
vzdalenosti mezi priméty bodl. To znamend, ze Usecka se zobrazuje ve skutecné velikosti,

protoze je rovnobézna s praimétnou.

f) A[1,1,1],B[1,1,3]

0 1 2 3
A,(1)=B(3)

[ ]
Obrazek 3.7: Usecka AB

Reseni: Usecka AB je kolméd k pramétng, zobrazime ji jako jeden bod. Skuteéna velikost

usecky AB je rovna rozdilu kot krajnich bodi.
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Piiklad 3: Urcete odchylku a stopnik ptimky a = AB od priumétny. A [-2, 2, 1], B [2, 4, 3]

Obrazek 3.8: Odchylka ptimky a od primétny nt

ReSeni: Odchylku uréime sklopenim promitaci rovinu piimky a do primétny. Uhel, ktery
svira pramét ptimky a; se sklopenou piimkou (a), je hledana odchylka w, prusecik ptimek ax

a (a) je stopnik ptimek P.
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Piiklad 4: Urcete skute¢nou délku usecky AB. A [1, 2, 50], B [4, 1, 53]

Obrazek 3.9: Transformace primétny n

ReSeni: Ulohu budeme fesit posunutim primétny z. Primétnu z posuneme do polohy z'(50)
avznikne nam nova primétna z'(50) rovnob&zna s pramétnou z. Usetku AB prolozime

rovinou kolmou Kk primétn¢ a sklopime ji do roviny z'(50).
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Piiklad 5: Zobrazte ptimku a = AB. A [-1, 3, 2], B [2, 5, 4], urCete skute¢nou velikost Gisecky
AB, odchylku pfimky od primétny a stopnik piimky a.

Obrazek 3.10: Pfimka a

Reseni: Piimku a prolozime promitaci rovinou »?, kterou sklopime do primétny z. Na
sklopené ptimce (a) mame sklopené body (A) a (B), jejich vzdalenost je velikost tisecky AB.
Prusecik tsecky a se sklopenou tseckou (a) je stopnik ptimky P, odchylka je uhel, ktery

sviraji tyto dvé piimky.
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Piiklad 6: Urcete polohu bodu C, kdyz lezi na ptimce a=ABazc=1. A[-1, 1, -1],
B[5, 4, 2]

Obrézek 3:11: Stupiiovani piimky a

ReSeni: Promitaci rovinu »?, ve které lei piimka a, sklopime do primétny z. V kladné
poloroving »? lezi pfimka c, jejiz vzdalenost od piimky a je zc. Sklopeny bod (C) hledaného
bodu C lezi na pruseéiku ptimek (a) a (c). Hledanym primét bodu Ci je pata kolmice

prochazejici sklopenym bodem (C) k pfimce as.

37



Piiklad 7: Na pfimce a = AB urcete body s celo¢iselnymi kotami. A [-2, 3, -1], B [4, 0, 3]

Obrazek 3.12: Stupiiovani pfimky a

Reseni: Pfimku a vystupiiujeme. Rozdil kot bodti A a B je 4, proto tise¢ku AB rozdélime na
4 stejné dily a vzniklé body znac¢ime celymi Cisly podle jejich koty.
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Piiklad 8: Rozhodnéte, zda body C, D a E lezi na pfimce a = AB. A [-3,-1, 2], B[ 2, 4, -3],
C[-2,0,1],D[1,3,-1],E[-1, 2, 0]

Obrazek 3:13: Vzajemna poloha pfimky a bodt

Reseni: Z kotovanych pramétd bodi a primky vidime, e bod E1 na piimce a1 nelezi. Body
Cy, D1 lezi na primétu pfimky ai. Pfimku a prolozime rovinou kolmou k primétné

a sklopime ji. Na sklopené ptimce (a) lezi pouze bod (C), takze na piimce a lezi jen bod C.
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Priklad 9: Urcete vzajemnou polohu ptimky a = AB s ptimkou ¢ = CD. A [-2, 1, 1],
B[4,1,3],C[-1,-1,4],D[2, 2, 1]

Obrazek 3.14: Vzajemna poloha dvou piimek

ReSeni: Praméty piimek aj a ¢1 se protinaji, jejich priisedik, kryci bod ozna¢ime Ri. Pfimky
sklopime a ur¢ime kotu bodu R na pfimce a a na ptimce ¢. Kdota bodu R je 2 na obou

ptimkach. To znamen4, ze bod R je prusecik pfimek a a ¢, ptimky jsou riznobézné.
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Priklad 10: Urcete vzajemnou polohu piimky a = AB s pfimkou ¢ = CD. A [-1, 0, -1],
B[3,2-3],C[-2,2-1],D[4,0,3]

Obrazek 3.15: Vzajemna poloha dvou piimek

ReSeni: Priise¢ik kotovanych priméti piimek a; a ¢1 si oznadime R jako kryci bod. P¥imky a;
a c1 sklopime, bod R ma na pfimce a1 kotu 1 a na piimce 1 kétu -2. Priméty piimek byly

ruznobézné a koty kryciho bodu rtizné, proto jsou pfimky a a ¢ mimobézné.
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Priklad 11: Urcete vzajemnou polohu pfimky a = AB s pfimkou ¢ = CD. A [-2, 1,3],
B[2,3,1],C[4,4,3],D[-4,0,-2]

Obrazek 3.16: Vzajemna poloha dvou piimek

ReSeni: Protoze priméty primek splyvaji, prolozime piimky kolmou rovinou k primétng,
kterou sklopime. Piimky po sklopeni maji prusecik R, z toho vypliva, Ze ptimky a a c jsou

navzajem rtiznobeézné.
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Priklad 12: Urcete vzajemnou polohu piimky a = AB s pfimkou ¢ = CD. A [-2, 1, 2],
B[2,3,1],C[4,4,2],D[-4,0,4]

Obrazek 3.17: Vzajemna poloha dvou piimek

ReSeni: Praméty piimek opét prolozime rovinou kolmou K primétné a sklopime ji. Sklopené

piimky (a) a (c) jsou rovnobé&zné, proto miizeme fici, ze i ptimky a a € jsou rovnob&zné.
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Priklad 13: Urcete vzajemnou polohu piimky a = AB s pfimkou ¢ = CD. A [-2, 1, -1],
B[4,-1,3],C[0,2,0],D[31,2]

Obrazek 3.18: Vzajemna poloha dvou piimek

ReSeni: Priméty pfimek a; a €1 jsou navzajem rovnobézné. Kdyz ptimky sklopime, zjistime,
ze i sklopené piimky (a), (C) jsou navzajem rovnobézné. Takze ptimky a a ¢ jsou piimky

rovnobézné.
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Priklad 14: Urcete vzajemnou polohu piimky a = AB s pfimkou ¢ = CD. A [-3, 1, 3],
B[2,1,1],C[-1,2 1] D[3, 2 1]
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Obrazek 3.19: Vzajemna poloha dvou piimek

ReSeni: Vidime, 7e priméty piimek ai a Ci1 jsou navzajem rovnobézné, kdyz piimky
sklopime, vzniknou nam piimky (a) a (c), které jsou navzajem riznobézné. Pruseéik ptimek
(@) a (c) je pouze krycim bodem, ve skute¢nosti se piimky neprotinaji, a proto se jedna

0 mimobéZné primky.
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Piiklad 15: Zobrazte rovinu ¢ (3, 2, 1).

pp

Obrazek 3.20: Stopa roviny o

Reseni: Nejprve zobrazime priseéiky roviny ¢ s 0sami x a y. Rovina ¢ ma praseéik s 0sou x
v bodé X (3,0,0)asosouyVvbodeY (0,2, 0), protoze body X a Y lezi v primétné z, prochazi

jimi stopa roviny p¢. Rovina g protina osou z v bodé Z (0, 0, 1).
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Piiklad 16: Zobrazte stopu roviny g, ktera ja dana ptimkami a = AB, ¢ = BC. A [ -1, 2, 1],
B[3,0,3],CI[-3, -1, -1]

Obrazek 3.21: Stopa roviny o

ReSeni: Stopa roviny je piimka, kde se protind rovina ¢ S primétnou z. P¥imky a a ¢
sklopime, ur¢ime jejich stopniky (prusecik primétu piimky se sklopenou ptimkou)
a oznac¢ime je P. Na stopé€ roviny p¢ lezi body s kotou nula, tedy i stopniky P. Stopa roviny p¢

prochézi stopniky Paa Pe.

47



Piiklad 17: Zobrazte stopu roviny g, ktera ja dana piimkami a = AB, ¢ = BC. A [-4, 1, 2],
B[-1,2,1],C[-3,-1,3],D[3, 1, 1]

Obrazek 3.22: Stopa roviny o

ResSeni: Pfimky opét sklopime, urc¢ime stopniky a stopu roviny, na niz lezi stopniky.
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Piiklad 18: Zobrazte stopu roviny g, ktera ja dana piimkou a = AB a bodem C. A [4, 1, -2],
B[-3,-1,2],C[-1,2,1]

Obrazek 3.23: Stopa roviny o

Reseni: Sklopime pfimku a; a uréime stopnik pi¥imky Pa. Bodem C vedeme p¥imku c, ktera
prochazi dalsim bodem z roviny, v naSem piikladu bodem B. Piimku c: sklopime, uréime

stopnik P¢ a stopu roviny p¢ prochazejici zminénymi stopniky.
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Piiklad 19: Zobrazte stopu roviny g, ktera ja dana body A, B, C. A [3, 2, -1], B[ 2, -1, 2],
CI[-3,2,-2]

Obrazek 3.24: Stopa roviny o

ReSeni: Zobrazime priméty bodi, kterymi vedeme alespoii dvé rtizné piimky. Piiklad
pfevedeme na piedchozi situaci, kdy mame dvé piimky, které sklopime a miizeme urcit jejich

stopniky a poté stopu roviny.
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Piiklad 20: Zobrazte stopu roviny g, ktera ja dana ptimkou a = AB bodem C. A [ -4, 1, -1],
B[2,3,2],C[-1, 2, 4]

Obrazek 3.25: Stopa roviny o

Reseni: Primét bod C; leZi na praimétu piimky ai, rovina g je kolma k primétné z, viechny

jeji body se zobrazuji na jednu ptimku, proto i1 stopa roviny se zobrazi na piimku a.

51



Piiklad 21: Urcete odchylku roviny g = ABC od primétny 7. A =[5, 0, 0], B =[O0, 4, 0],
Cc=10,0,3]

Obrazek 3.26: Odchylka roviny g a pramétny z

ReSeni: Odchylku roviny od primétny uréime sklopenim spadové piimky roviny. Uréime
stopu roviny p?, ktera prochazi body A1, B1. Bodem C vedeme spadovou ptimku roviny S,
jeji pramét je kolmy na stopu roviny p¢1. Spadovou piimku s¢1 (P¢1C1) sklopime do praimétny
. Uhel, ktery svird sklopena spadova piimka (s?1) Sprimétem spadové piimky s, je

odchylka spadové ptimky od roviny a soucasné odchylka roviny od primétny 7.
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Piiklad 22: Urcete skutecny tvar trojuhelnik ABC. A=1[-3,1,2],B=[2,5,0],C =12, 1, 4]

\
Ja
i)

\

Obrazek 3.27: Zobrazeni trojuhelniku ABC

ReSeni: Trojuhelnik ABC leZi vroving o, uréime stopu roviny p2. P¥imku ai = AiCi
sklopime a ziskame stopnik P?;, bod B je druhym stopnikem, protoze ma koétu nula. Bod A
prolozime pomocnou rovinou »”* kolmou K priimétné « a stopé roviny p¢i. V roving »” lezi
spadova piimka s™1, ktera prochazi bodem A, a sklopime ji. Stfedem otaceni kruznice k* bude
bod P*, prisecik stopy roviny p?1 se spadovou piimkou s*1. Polomér otadeni je vzdalenost
bodu P a sklopeného bodu (A). Otogeny bod Ag lezi na priise¢iku kruZnice otddeni kA
a spadové piimce s”1. Bod C oto¢ime stejnym zplisobem jako bod A. Prolozime bodem C
pomocnou rovinou x°. Spadovou piimku s¢ v roving x© prochizejici bodem C sklopime.
Kruznice otaéeni k se stfedem v bodé P¢1 a polomérem otaceni |P¢1(C)| protne spadovou
ptimku s® v bodé Co. Bod B1 po otoéeni neméni svoji polohu, protoZe leZi na ose otaent,

stopniku p?i.
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Piiklad 23: Urcete vzdalenost bodu C od piimky a = AB. A=1[-2, 3,1],B =[5, 1, 3],
C=12,0,5]

| |
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Obrazek 3.28: Vzdalenost bodu C od piimky a

ReSeni: Vzdalenost bodu C od piimky a uréime pomoci principu otodeni. Bod C a piimku a
prolozime rovinou ¢ a uréime stopu roviny p¢1, ktera prochazi stopniky roviny P?; a P%
(pfimka ¢ je ddna body BC). Nyni oto¢ime pfimku a1 (a1 = P?1A1(1)) a bod C1 kolem stopy
roviny p?: do prumétny z. Na zavér sestrojime kolmici prochazejici oto¢enym bodem Co na

otoc¢enou piimku ao. Vzdalenost od paty kolmice Pc k bodu Co je hledana vzdalenost.
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Piiklad 24: Zobrazte prisecnici dvou rovin. a = (4, 3, 2), = (-3, 4, 4)

NN
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Obrazek 3.29: Prisec¢nice rovin a a

Reseni: Zobrazime si roviny a jejich stopy. Priise¢ik P stop rovin p* a p# je prvni bod, ktery
zname z hledané prise¢nice r. Dalsimi body prasecnice r jsou praseciky hlavnich pfimek
0 stejné koté. Najdeme prusecik hlavnich ptimek v koté 2, hlavni rovina h* roviny o prochazi
bodem A a je rovnobé&zna se stopou p“ Stopou rovin p? vystupiiujeme z koty 0 do kéty 2
pomoci usecky YB, kterou rozdélime na 4 stejné dily. Vznikne ndm hlavni rovina h? o koté 2,
jenz je rovnobézna se stopou roviny p’. Prise¢ik hlavnich pfimek v kété 2 ozna¢ime H

a mame druhy bod, kterym prochazi prisecnice r, tak ji zobrazime.
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Piiklad 25: Zobrazte prisecnici dvou rovin. a = (-4, 4, 3), f = (2, -2, 1)
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Obrazek 3.30: Prisecnice rovin a a S

ReSeni: Stopy rovin p* a p# jsou navzajem rovnob&zné. Roviny prolozime pomocnou rovinou
2 kolmou ke stopam rovin p* a p# a K primétné z. V roving 1 lezi spadové piimky s* a s, které
jsou dany stopnikem P* a bodem A'1(3) pro rovinu a a pro rovinu S stopnikem P? a bodem
B1(1). Sklopenim roviny A do primétny 7 zjistime priise¢ik R spadovych piimek s* a s”.

Hledan4 priisecnice r prochazi bodem R a je rovnobézna ke stopam roviny p* a p’.
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Piiklad 26: Urcete vzdalenost dvou rovnobéznych piimek a = AP ab (B € b). A=[-5, 0, 5],
P=[0,1,0],B=1-3,2, 3]

Obrazek 3.31: Vzdalenost dvou piimek

Reseni: P¥imky a a b prolozime rovinou g, uré¢ime stopniky roviny P1(0) (zadany bod), P¢1
(stopnik pfimky ¢ = AB) a stopu roviny p¢. Rovinu ¢ oto¢ime do primétny 7z, kolem stopy
roviny p¢. Oto¢ime piimky a1 a b1 do primétny x, kde pomoci kolmice ur¢ime vzdalenost

otoc¢enych piimek ap a bo.
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Piiklad 27: Urcete odchylku riznobéznych ptimek a = AB, ¢ = CD. A =[-1, 2, 1],
B=[-2-34],C=][3,-3,0],D=[4, 2, -]

Obrazek 3.32: Odchylka pfimek a a b

ReSeni: Pfimky a a ¢ prolozime rovinou g a uréime stopu roviny p? sklopenim piimky ai
a bodem C; s kétou nula. Rovinu g oto¢ime kolem stopy roviny p¢ do primétny z. Oto¢ime
bod Bi, protoze piimka ai prochazi body Bi a P?, otoCena piimka ap bude prochazet
oto¢enymi body Bo a P%,stopnik po otoceni lezi opét na stopé roviny. Nyni oto¢ime ptimku
C1, ale protoze nezname kotu bodu D1, pfimku otocime pomoci priiseciku R ptimek a; a Ci.
Priise¢ik ptimek Ri leZi na spadové piimce s, ktera je kolma na stopu roviny p?. Otodeny
prisecik Ro lezi na priseciku spadové piimky a a otocené piimky ao. Otocena piimka Co
prochazi bodem Ci, ktery po otoCeni neméni polohu, a otocenym prisecik Ro. Hledana

odchylka pfimek a a c je velikost odchylky oto¢enych ptimek aoa Co.
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Piiklad 28: Zobrazte prisecik ptimky a = AB s rovinou ¢. A =[-5, 1, -1], B =3, 2, 2],
0=34,2)

Obrazek 3.33: Prusecik piimky a s rovinou ¢

Reseni: P¥imku a; prolozime pomocnou rovinou A kolmou K pramétné z. V roving A lezi
piimka r ktera je prase¢nici roviny ¢ S rovinou 4 a je dana stopnikem piimky P1(0) a bodem
Z'1(2) lezicim na hlavni ptimce h?(2). Rovinu 4 sklopime, abychom mohli ur¢it pruse¢ik R
ptimky a s ptimkou r. Prusecik R je bod, kde pfimka a protina rovinu ¢ a rozdéluje pfimku na

¢ast nad rovinou ¢ a pod rovinou g.
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Priklad 29: Urcete ptimku, ktera je kolmé na rovinu ¢ = ABC a prochézi bodem C.
A=1[-4,0,0],B=[0,4,0],C=[0,0,3]

Obrazek 3.34: Pfimka kolma4 na rovinu o

ReSeni: Body A a B prochdzi stopa roviny p?1, bodem C povedeme spadovou piimku s%
a zaroven primku ki, ktera je kolma na stopu roviny p¢. Piimku s = ki sklopime do
primétny 7 a vznikne nam sklopeny bod (C), coz bude prisecik sklopené spadové piimky (s9)

s pfimkou (k). Sklopena pfimka (k) je kolma na spadovou piimku a ma stopnik v P¥1(0).
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Priklad 30: Urcete stopu roviny g, kterd prochazi bodem C a je kolma na ptimku a = AB.
A=[-54-2],B=[4,1,4],C=[-1,1,3]

Obrazek 3.35: Stopa roviny ¢ prochazejici bodem C

Reseni: Bod C m4 leZet v roviné o, takze bodem C bude prochazet hlavni piimka h?y(3), ktera
je kolma na ptimku ai, jejich prisecik je bod H. Spadova ptimka s% roviny ¢ splyva
s piimkou ai. Sklopime piimku a; = s¢% a sklopenym bodem (H) povede sklopena spadova
piimka (s ¢) kolma na sklopenou piimku (a). Vznikly prusecik sklopené spadové piimky (s 9)

s primétem spadové piimky s¢; je stopnik P¢1, kterym prochézi stopa roviny p¢i.
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Piiklad 31: Urcete vzdalenost bodu A od roviny o. A=[2,5, 3],0 =(3,4,3)
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Obrazek 3.36: Vzdalenost bodu A od roviny g

ReSeni: Abychom mohli ur¢it vzdalenost bodu A od roviny o, musime najit kolmici z bodu A

na rovinu g. Nejdfive si zobrazime spadovou piimku $% prochazejici bodem Ai a hlavni

ptimku h?;(3) prochézejici bodem Z;. Spadovou piimku prolozime pomocnou rovinou 4, ve

které lezi i pfimka k kolma k roviné ¢. Sklopime rovinu 4, tedy spadovou ptimku s¢1 pomoci

bodi P¢ a Hi, kjejimu sklopenému obrazu (s¢), uréime sklopenou kolmou piimku

(k) prochazejici sklopenym bodem (A). Prisecik (A") sklopenych ptimek (s) a (K) je bod, kdy

kolmice protina rovinu. Hledana vzdalenost bodu A od roviny g je vzdalenost bodi (A’) a (A)

na sklopené kolmici (k).
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Piiklad 32: Urcete vzdalenost bodu A od boduB. A=[4,1, 3], B=1-3, 3, 1]

Obrazek 3.37: Vzdalenost bodu A od bodu B

Reseni: Body A: a B1 vedeme piimku ai, kterou sklopime do primétny z. Velikost sklopené

usecky (A)(B) je skute¢na vzdalenost bodu A od bodu B.
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Piiklad 33: Urcete vzdalenost bodu C od piimky a =AB. A=[-2,3,1],B =15, 1, 3],
C=12,0,5]

¥ ,'
Té(c)
Obrazek 3.38: Vzdalenost bodu C od piimky a

ReSeni: Vytvorime si trojuhelnik ABC a sklopime kazdou stranu trojahelniku, abychom
ziskali skute¢nou velikost usecky AB, BC, CA. Poté ze skuteénych velikosti sestrojime
trojuhelnik ABC. Vzdalenost bodu C od piimky a zjistime sestrojenim vySky v trojuhelniku
ABC z bodu C.
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Priklad 34: Zobrazte prinik trojihelniku ABC s trojuhelnikem DEF. A = [-4, 1, 3],
B=[3,21],C=[-17,1],D=[-2,0,0],E=[0,6, 3], F=[3, 4, 2].

K
Obrazek 3.39: Prinik dvou trojihelnika

ReSeni: Zobrazime trojihelniky ABC a DEF. Trojihelnik ABC leZi v roving a, sklopenim
stran AB a AC ur&ime stopniky P*B;, PA€; a stopu roviny p“1. Trojuhelnik DEF lezi v roving
B, sklopenim strany EF ur¢ime stopnik PEF;. Stopa roviny p’i prochazi stopnikem PEF
abodem D, ktery lezi v primétné z. Prisecnice rovin o a f je piimka r prochazejici
prasec¢ikem stop obou rovin a prase¢ikem hlavnich pfimek v koété 3. Prasecnice r protina
stranu DE trojuhelniku DEF v bodé X a stranu DF trojuhelniku DEF v bodé Y. Prinik
trojahelnikll je prisek. Ur¢ime viditelnost. Strana DE protind trojihelnik ABC Vv bodé X,
usecka XE ma vyssi kotu kryciho bodu nez tisecka BC, ktera ma kotu jedna, proto je tisecka
XE viditelna. Cast use¢ky XD smérem k bodu D bude neviditelna, je pod rovinou trojuhelniku
ABC.
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Priklad 35: Sestrojte primét krychle ABCDEFGH, jestlize zndme stopu roviny p = AX,
v které lezi podstava krychle, abod B. A=10,4,0],B=13, 3, 2], X=[1,0, 0].

BC
pPT

Obrazek 3.40: Zobrazeni krychle

ReSeni: Zobrazime si stopu roviny p¢, ktera prochazi body A a X, a bod B. Bod B
otoc¢ime kolem stopy roviny p¢1 do primétny z. Bod A leZi na stopé roviny p¢1 V pramétné 7,
proto otoceny bod Ao je totozny s bodem Ai. Vzdalenost otocené¢ho bodu Bo a Ao je rovna
délce hrany krychle (JAoBo| = |AB|). V primétné = sestrojime podstavu krychle, tedy ¢tverec
s délkou stran |AoBo|. Podstavu oto¢ime zpét do roviny o, pouzijeme osovou afinitu (p,
B1— Bo). Najdeme ptimku k kolmou k roviné @ prochazejici bodem B. Na sklopenou piimku
(k) naneseme délku hrany krychle a ur¢ime bod (F) a Fi. Kotované promitani zachovava
rovnobéznost, zbyvajici body (E, G a H) zkonstruujeme pomoci rovnobézek. V primétu
krychle ABCDEFGH ur¢ime viditelnost. Viditelny bude vné&jSi obrys krychle a horni
podstava (FEGH), protoze kryci bod hrany EH s hranou DC ma vyssi kotu na hrané EH.
Viditelnost ostatnich hran uré¢ime zminénym zplsobem nebo pomoci prostorové

predstavivosti.
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4 Program GeoGebra

GeoGebra je dynamicky matematicky software pro vSechny urovné vzdélavani, ktery

propojuje geometrii, algebru, tabulky, grafy, statistiku a pocitani.

Matematicky software pouziva nespocet lidi po celém svété, hlavni vyhodou urcité je
jeho online verze na webové strance geogebra.org a volna dostupnost. Zajemci si na webu
mohou stahnout aplikaci GeoGebra zdarma do svého pocitace, mobilu nebo tabletu
(s Windows, Android, i0S, Mac, Chromebooky, Linux). Lze stahnout ucelenou verzi
GeoGebra Klasik 6 nebo 5, popiipadé urcitou cast aplikace Calculator Suite, Graficky
kalkulator, 3D Grafy, Geometrie, CAS kalkulacka.

Pii tvorbé mé bakalaiské prace jsem pouzivala k feseni uloh ¢ast GeoGebra —

Geometrie. Obrazky v teoretické ¢asti jsem vytvotila v GeoGebra — 3D Grafy.

Prace v programu je jednoducha. Na domovni strance si miizeme kliknutim na tlacitko
,,spustit kalkulacku‘ oteviit ucelenou verzi. Ikonou v pravém hornim rohu se otevie nabidka
aplikaci, kde si vybereme Geometrii. V novém okn¢ se nam zobrazi Graficka kalkulacka nebo
Geometrie. Po levé stran¢ se zobrazi panel s Menu, Algebrou a Nastroji, na pravé casti

nakresna a v pravém rohu ikona s Nastavenim.

V list€ po levé strané si zvolime Nastroje, otevie se nabidka riznych néstrojt, kde si
muzeme vybrat, co potiebujeme, napiiklad vlozit novy bod, piimku, usecku, prisecik,
kruznici, kolmici, rovnobézku. Najdeme zde néstroje na méfeni uhlu, vzdalenosti a obsahu,
nebo vkladani textu. V 1ist€ si mizeme vybrat ikonu Algebra, kde musime zadavat do
ptikazového tadku pisemné pokyny, aby se nam zobrazily pozadované piedméty. Pro

urychleni psani specidlnich znakti Algebra nabizi virtudlni klavesnici, ktera se otevie na plose.

Vytvoienou konstrukci si miizeme ulozit, pokud se pfihlasime nebo Si vytvotime tcet.
K registraci je potfeba zadat pouze emailovou adresu, uZivatelské jméno a heslo. Web nabizi
moznost piihlasit se pies socialni sit’ (Google, Office 365, Microsoft, Facebook nebo Twitter).
Po pfihlaSeni si praci miZzeme uloZit na profil, nechat exportovat obrazek, sdilet nebo
vytisknout. Praci lze stdhnou ve formatu PDF dokument (.pdf), Geogebra soubor (.ggb), PNG
obrazek (.png), SVG obrazek (.svg) nebo 3D tisk (.stl). Na profilu najdeme vSechny nase
vytvofené materialy, které je mozno znovu otevtit, upravit, kopirovat a sdilet pres webovy

odkaz.
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Zavér

Kotované promitani neboli pravouhlé promitani na jednu primétnu je jedna ze
zakladnich zobrazovacich metod v deskriptivni geometrii. V bakalaiské praci je popsan
princip zobrazeni bodu pomoci kot, pfimky, roviny a télesa na primétnu n. Je zde vysvétlena
zakladni metoda — sklapéni promitaci roviny do primétny, ktera se pouziva K feSeni riznych
uloh. Pomoci sklapéni promitaci roviny do pramétny mizeme urcit délku usecky, thel, ktery
svira pfimka s primétnou, dvé pifimky nebo roviny, pfimka s rovinou. Prvky v prostoru
prolozime rovinou kolmou k pramétné a po sklopeni fesSime piiklad v roving€. Prvky v obecné

roving feSime oto¢enim roviny kolem jeji stopy do prumétny.

Dale je vysvétlena vzajemna poloha piimek, rovin, pfimky a roviny. Nebo jak
mizeme zkonstruovat prvky v dané poloze, ptimku kolmou K roviné a naopak. Teoreticka

Cast je pro nazornost a lepsi pochopeni doplnéna obrazky vytvoifenymi v programu GeoGebra.

V praktické Casti je vytvorena sbirka z n€kolika zékladnich typt tloh, které navazuji
na zminénou teorii v predchozich kapitolach. Piiklady jsou doplnény vlastnim postupem
feSeni a vizualizaci, ktera je zhotovena v programu GeoGebra. V programu jsem se pomérné
rychle naucila pracovat. JednoduSe se v ném orientovalo a béhem tvoteni dalSich konstrukci
jsem objevovala nové nastroje a moznosti programu. Bohuzel jsem narazila na mensi
nedostatek, a to, Ze osa y nejde otocit tak, aby pod osou X byla kladna ¢ast osy y. Proto, kdyz
jsem zadavala body pomoci soufadnic do piikazového tadku, jsem y-ové soufadnice zadavala

S opacnym znaménkem.

Prvotnim cilem prace bylo vytvofit studijni materidl, ktery pomize studentim pfti
studiu pravouhlého promitani na jednu primétnu, naucit se zakladim a principim zminéného
zobrazeni. VE&fim, Ze prace bude uzitecnd minimaln¢ druhou ¢asti, feSenymi ptiklady. Protoze
ucebnice, do kterych jsem méla moZnost nahlédnout, sice obsahovaly né€kolik ptikladd, ale

pouze cast jich byla vyfesena.
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