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Seznam uzitych symboli

mnozina dyadickych ¢isel;

N - mnozina pfirozenych ¢isel;

Ny - mnozina p¥irozenych ¢isel s nulou, tedy Ng = N U {0};
R - mnozina realnych ¢isel;

(a, b) - uzavieny interval od ¢isla a do ¢isla b;

fa - n-arni funkce (operace) na algebie A;

AB - mnozina vSech zobrazeni z mnoziny B do mnoziny A;

A\ B - mnozinovy rozdil, tedy plati: (A\ B)NB =10, (A\ B)UB = A.



Uvod

V roce 1940 G. Moisil zavedl Lukasiewicz-Moisilovy algebry (zkracené
LM,,-algebry) jako jednu z prvnich struktur algebraické logiky. Moisilav za-
mér byl najit algebry, kterymi by byl schopen popsat n-hodnotovou
FLukasiewiczovu logiku. Nicméné, v roce 1956 A. Rose ukézal, ze pron > 5
LM, -algebra neodpovida Lukasiewiczové n-hodnotové logice. Nato v roce
1958 publikoval C. C. Chang sviij ¢lanek o MV-algebrach v némz popisoval
MV-algebry jako algebraické struktury pro nekonecné hodnotovou
FLukasiewicz-Tarskiho logiku. Pro axiomaticky komplikovanéjsi n-hodnotovou
FLukasiewiczovu vyrokovou logiku byly vhodné algebry nalezeny v roce 1977
R. Grigoliem. Objevené algebry nazval MV ,-algebry, coz jsou MV-algebry
spliujici nékolik dalsich axiomu a jsou podtiidou LM, -algeber. Pozdéji pak
byly prokazany vztahy mezi LM,,-algebrami a MV ,-algebrami. Samotné tense
MV-algebry pak zavedli D. Diagonesca a G. Georgescu na zacatku 21. stoleti.

Cilem této prace je shrnuti nékolika pristupu k zavedeni operatori mo-
delujicich ¢asovou skalu do klasickych i neklasickych logik. V prvnich dvou
kapitolach si pripomeneme nékolik nezbytnych pojmt z oblasti univerzalni
algebry a svazii. Ve tieti kapitole si stru¢né zavedeme zakladni pojmy tykajici
se tense logiky, na kterou navazeme kapitolou o tense Booleovych algebrach.
Ukazeme si zakladni princip konstrukce tense operatorti a hlavné reprezen-
tac¢ni vétu pro tense Booleovy algebry. Dale si definujeme MV-algebry, zmi-
nime nékteré zakladni poznatky tykajici se téchto algeber a definujeme si
nékteré pojmy, jako jsou MV-termy a dyadicka cisla, které pozdé&ji vyuzi-
jeme v dikazu reprezentacni véty pro tense MV-algebry. Zavedeme samotné
tense MV-algebry a podobné jako u Booleovych algeber si i tady ukidzeme
jak muZzeme zavést tense operatory a formulujeme zminénou reprezentacni
vétu. Nakonec se seznamime s nékterymi vlastnostmi tykajicich se vztaht
mezi tense operatory a relacemi, kterymi jsou tyto operatory indukovany.



1 Zakladni pojmy

V této kapitole si pripomeneme nékolik zékladnich pojmt nutnych k po-
chopeni problematiky tykajici se tense logiky a tense algeber. VSe je mozné
nalézt v [2].

Definice 1.1. Uvazujme mnozinu F' jejiz prvky jsou symboly operaci. Dvo-
jici (F;0), kde F' je mnozina symboli a o : F' — Ny je zobrazeni, nazyvame
typem. Zobrazeni o tedy kazdému symbolu operace f € F prifazuje jeho
aritu. Jednoduse tikame, Ze f je o(f)-drni operace.

Definice 1.2. Je-li A # () a kazdému symbolu f € F je piitazena o(f)-arni
operace na mnoziné A, pak dvojici A = (A; F') nazyvame algebra typu (F, o)
a neprazdnou mnozinu A nazyvame nosic¢ algebry A.

Definice 1.3. Je-li A = (A; F) algebra typu (F,0) a B C A, B # (), pak
algebru B = (B; F) nazveme podalgebrou algebry A, jestlize pro kazdou
f € F takovou, 7Ze o(f) = n plati

f(b1,...,by) € B, pro libovolné by, ...,b, € B.

Definice 1.4. Jsou-li A = (A4; F) a B = (B; F)) algebry stejného typu a pro
kazdé f € F plati o(f) = n, pak zobrazeni h : A — B spliujici

Vay,...,a, € A h(falas,...,a,)) = fe(h(ar),...,h(a,))

nazyvame homomorfismem. Je-li navic homomorfismus h bijektivni zobra-
zeni, pak jej nazyvame izomorfismus.

1.1 Faktorizace

Definice 1.5. Je-li A = (A; F) algebra a 6 relace ekvivalence na mnoziné
A, pak 0 nazveme kongruenci na algebie A, jestlize splhuje tzv. substitucni
podminku. Tedy jestlize f € F' je n-arni a aq,...,a,,by,...,b, € A, pak

(aj, b)) €efproi=1,....n = (f(a,...,an), f(b1,...,b,)) € 0.

Poznamka 1.1. Jako trividini kongruenci oznacujeme identickou ekviva-
lenci w a kongruenci, kterd nam tvoii tzv. aplny ¢tverec (1 = A x A). Tyto
kongruence existuji na kazdé algebre.

Déle v textu budeme mnozinu vSech ekvivalenci na algebfe A oznacovat
Ekv A a mnozinu vSech kongruenci Con A.



1.1.1 Faktorova algebra

Definice 1.6. Predpokladejme, ze A = (A; F) je algebra a § € Con A je
kongruence. Oznac¢ime-li

lalg = {z € A: (a,x) € 0},

pro a € A, pak [a]y nazyvame tridou kongruence 6 reprezentovanou prvkem
a. Mnozinu vsech t¥id [alg, které tvoii rozklad mnoziny A oznacujeme A/6
a nazyvame faktorovd mnoZina.

Véta 1.1. Predpokladejme, zZe f je m-arni operace na mnoziné A a
ai,...,a, € A. Definujeme-li

f([aila, -, lanle) = [f(a1, ..., an)ls,
pak f: (A/0)" — A/ je korektné definované operace na A/#.

Diikaz. Jestlize b; € |a;lg, pro i = 1,...,n, pak (a;,b;) € 6. Jelikoz 0 splhuje
substituéni podminku, pak také (f(ai,...,a,), f(bi,...,b,)) € 0, z ¢ehoz
plyne, ze f(by,...,b,) € [f(a1,...,an)]p. Tedy zavedena relace f je jedno-
znacné definovana operace. O

Definice 1.7. Algebru A /0 = (A/0; F'), kde A/ je faktorova mnozina mno-
ziny A a I je mnozina operaci, nazyvame faktorovd algebra algebry A dle
kongruence 6.

Disledek 1.1. 7 ptedchozi véty nam piimo plyne, Ze faktorova algebra
(A/6; F) je stejného typu jako algebra (A; F).

Déle si uvedeme souvislost mezi kongruencemi a homomorfismy.
Véta 1.2. Je-li h: A — B homomorfismus, pak relace #, definovana
(a,b) €0, <  h(a)=h(b)
je kongruence indukovana homomorfismem h na algebie A.

Cely dukaz muzeme nalézt v [2] na strané 58. Princip dikazu je takovy,
ze jelikoz h : A — B je zobrazeni a 6, je ekvivalence, pak se ovéri platnost
substitu¢ni podminky:.

Véta 1.3. Je-li § kongruence na algebte A = (A;F) a hy : A — A/0 je
zobrazeni dané predpisem



pak zobrazeni hy je surjektivni homomorfismus a tento homomorfismus na-
zyvame prirozeny homomorfismus indukovany kongruenci 6.

Diikaz. Predpokladejme, ze § € Con A a hy(x) = [x]y. Pak pro kazdou n-arni
operaci f € F aVay,...,a, € A plati

ho(f(ai,...a,)) = [f(ar,...,an)]e

f(lals, - .-
= fholar), ... ho(an)).
O

Jelikoz kazdé trida je reprezentovana svym libovolnym prvkem, je hy
surjektivni zobrazeni.

Poznamka 1.2. 7Z predchozich dvou vét je zrejmé, Ze kazda kongruence
algebry A je indukovana néjakym homomorfismem.

Pro snadnéjsi popis pojmu v nasledujicich kapitolach si zavedeme pojem
simple algebry.

Definice 1.8. Simple algebrou nazveme takovou algebru A = (A; F), ktera
mé jen trivialni kongruence.

1.2 Direktni a subdirektni souciny algeber

Definice 1.9. Jsou-li A = (A; F) a B = (B; F) algebry stejného typu, pak
direktnim soucinem A x B nazyvame algebru (A x B; F'), kde operace jsou
definovany nasledovné: Je-li f € F n-arni, (a;,b;) € Ax Bproi=1,...,n,
pak

f((a1,b1), ..., (an,by)) = (f(ar, ... an), f(b1,...,by)).

Definici direktniho sou¢inu miuzeme indukei rozsitit nejenom na konec¢ny
pocet algeber stejného typu, ale také na libovolny (t.j. i nekoneény) systém
algeber stejného typu.

Poznamka 1.3. Vsimnéme si, ze prvky kartézského soucinu [[{A4;,7 € I}
jsou vSechna zobrazeni I — (J{A;,i € I} takova, ze f(i) € A; pro kazdé
1€ 1.

Definice 1.10. Jsou-li A; = (A;, F') algebry stejného typu pro i € I # 0,
pak direktnim soucinem [[{A,i € I} algeber A; nazveme algebru

A = ([{Avic I}, P),



kde pro kazdou n-arni operaci f € F' a libovolné ay,...,a, € [[{A;,i € I}
plati rovnost

f(alv s 7an)(7’) = f(al(i)a HE aan(i))>
pro kazdé ¢ € I.

Této definici také mizeme rozumét tak, ze operace f je provadéna ,,po
soufadnicich®.

Definice 1.11. Je-li [[{A;,7 € I} direktni soucin algeber, pak zobrazeni
mi [[{Aiel} — A,
dané predpisem
mi(a) = a;
nazyvame ¢-td projekce.

Definice 1.12. Algebru A = (A; F') nazveme subdirektnim soucinem algeber
A, proi € I, jestlize

1. algebra A je podalgebra direktniho sou¢inu [[{A;, i € I},
2. pro kazdé ¢ € I plati, ze m;(A) = A,.

Lemma 1.1. [2 s. 63] Kazda i-ta projekce je surjektivni homomorfismus.

2 Svazy a Booleovy algebry

Na uspofadané mnoziny a nékteré algebry muzeme nahlizet jako na svazy.
Proto si v této kapitole pripomeneme nékteré zakladni pojmy tykajicich
se téchto algebraickych struktur. Podobné jako v predchozi kapitole je vSe
mozné nalézt v [2].

2.1 Svazy

2.1.1 Polosvazy a svazy

Definice 2.1. Grupoid G = (G} ) nazyvame polosvazem, jestlize pro kazdé
tii prvky a,b, c € G plati

l.ax(bxc)=(axb)xc - asociativita,

2. axb=bxa - komutativita,
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3. axa=a - idempotence.

Definice 2.2. Je-li L # () a V a A jsou dvé binarni operace takové, ze (L; V)
a (L; A\) jsou polosvazy, a plati-li zdkony absorpce

aN(avb)=a a aV(aAb)=aq,
pro kazdé a,b € L, pak trojici L = (L;V, A) nazyvame svaz.
Poznamka 2.1. Ve svazu L = (L; V, A) nazyvame operaci V spojeni a ope-
raci A prusek.

V teorii usporddanych mnozin zavadime pojmy nejmensi prvek a nejuétsi
prvek. Nejmensi prvek a € A, kde A je libovolnd mnozina, je takovy prvek,
kde pro kazdé = € A plati a < z. Dualné pak nejvétsi prvek je takovy prvek
a € A, kde pro kazdé x € A plati x < a.

Déle si pripomenme, Ze v teorii usporadanych mnozin také zavadime dvé
specialni mnoziny, které nazyvame horni a dolni kuZel. Horni kuzel mnoziny
M obvykle zna¢ime symbolem U (M) a definujeme jej

UM)={xe A:y<uxprokazdéy € M}.
Dolni kuzel mnoziny M obvykle zna¢ime symbolem L(M) a definujeme jej
L(M)={xe€ A:x <yprokazdé y € M}.
Ma-li horni kuzel U (M) nejmensi prvek, pak tento prvek nazyvame supremum
a znacime jej sup M. Ma-li dolni kuzel L(M) nejvétsi prvek, pak tento prvek
nazyvame infimum a znac¢ime jej inf M.
Véta 2.1. |2, s. 9] Je-li (L;<) uspordadand mnozina, ve které pro kazdé
a,b € L existuje sup(a, b) a inf(a, b) a oznac¢ime-li
sup(a,b) =aVvb a inf(a,b) =aAb,
pak L = (L; V, A) je svaz.
Ditkaz Véty [2.1] je mozné nalézt v [2] na strané 9. V dikazu se oveéid,

ze operace V a A splhuji idempotenci, komutativitu, asociativitu a zakony
absorpce.

2.1.2 Distributivni svazy

Definice 2.3. [2, s. 19| Svaz L nazveme distributioni, jestlize pro kazdé
a,b,c € L plati distributivita, tedy jestlize plati

aN(bVe)=(anb)V(aAec).

Lemma 2.1. Svaz L je distributivni, jestlize pro kazdé a, b, ¢ € L plati duélni
rovnost k distributivité, tedy jestlize plati

aV(bAc)=(aVb)A(aVc).
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2.1.3 Komplementarni svazy

Definice 2.4. Je-li L = (L;V,A) svaz s 0 a 1, kde 1 je nejvétsi prvek svazu
a 0 nejmensi, pak prvek b € L nazveme komplement prvku a € L, jestlize

aVb=1 a aNb=0.
Komplement k prvku x ozna¢ujeme symbolem x’.

Je-li dale v textu uvedeno, Ze svaz, pripadné usporadana algebra, je s
prvky 0 a 1, budeme vzdy témito prvky rozumét nejvétsi (1) a nejmensi (0)
prvek dané struktury.

Definice 2.5. [2 s. 23| Svaz L s 0 a 1 nazveme komplementdrni, jestlize ma
kazdy jeho prvek alespon jeden komplement.

Definice 2.6. [2, s. 25] Svaz L s 0 a 1 nazveme jednoznacné komplementdrnt,
jestlize ma kazdy jeho prvek pravé jeden komplement.

Lemma 2.2. |2, s. 25| Kazdy komplementarni distributivni svaz je jedno-
zna¢né komplementarni.

Definice 2.7. 2], s. 25| Kazdy komplementarni distributivni svaz nazyvame

booleovsky.

2.2 Booleovy algebry

Definice 2.8. Sestici (A;V,A),0,1), kde A # () a 0 # 1, nazveme Booleovou
algebrou jestlize

1. (A;V,A) je distributivni svaz,
2. 0 je nejmensi a 1 nejvétsi prvek tohoto svazu.
Symbolem " pak oznacujeme komplementaci na mnoziné A.

Timto zptsobem jsme Booleovu algebru definovali jako zvlastni ptripad
svazu (uspofadané mnoziny). Nejmensi netrividlni Booleova algebra ma pravé
dva prvky (0 a 1) a plati tedy

0=1 , 1"=0
a takeé

0vo=0, 1vO=0Vvl=1Vv1l=1,
ONO=0A1=1A0=0 a IAN1=1.

12
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Obrazek 1: Dvouprvkova Booleova algebra

Povsimnéme si, Ze tato Booleova algebra je izomorfni s Booleovou al-
gebrou pravdivostnich hodnot vyrokové logiky, kde 1 odpovidéa pravdivostni
hodnoté pravdivého vyroku a 0 odpovida pravdivostni hodnoté nepravdivého
vyroku. Operace V a A pak mizeme chépat jako disjunkci a konjunkci a ope-
raci ' jako negaci. Tedy na logické spojky lze nahliZet jako na operace na
vyrocich. Na tyto operace, spole¢né s kone¢nou mnozinou vyroku, pak lze
nahliZet jako na kone¢nou Booleovu algebru B = (B;V,A,—,0,1). S touto
mySslenkou prisel jako prvni v roce 1847 George Boole pri vyzkumu formali-
zace klasické vyrokové logiky:.

2.3 Filtry na Booleovych algebrach

Definice 2.9. Jako filtr Booleovy algebry B = (B;V,A,—,0,1) nazveme
mnozinu F' C B, splhujici

(F1) 1€F,

(F2) zxzeFyeBx<y = yeF,
(F3) z,yeF = xzAyeF.

Filtr nazveme vlastni, jestlize 0 & F'.

Véta 2.2. [0, s. 46| Je-li F filtr na Booleové algebie B = (B;V, A, —,0,1),
pak relace 6 definovanéd vztahem

(x,y) € O pravé tehdy, kdyZz = A w =y A w,

pro nékteré w € F, je kongruence na Booleové algebie B. Opacné, je-li
B = (B;V,A,—,0,1) Booleova algebra a 6 je kongruence na B, pak tiida [1],
je filtr. Popsany vztah mezi filtry a kongruencemi je vzajemné jednoznacny.

Diky ptfedchozi vété 1ze zavést faktorizaci na Booleové algebie podle filtru
F pomoci vztahu B/F = B/0p.

13



Poznamka 2.2. Zavedeme-li na mnoziné B/F operace
1. =[z]F = [-2]F,
2. [z]p A lylr = [2 Aylr,
3. [2lr V ylr == [z Vylr,

pak systém B/F = (B/F,V,A\,—,[1]r) je Booleova algebra, kde symbolem
[1]F rozumime tiidu ekvivalence nejvétsiho prvku. Tuto Booleovu algebru
pak nazyvame faktorovd Booleova algebra podle filtru F'. Navic existuje tzv.
prirozenyy homomorfismus v : B — B/F.

Definice 2.10. Filtr P Booleovy algebry B = (B;V,A,—,0,1) nazveme
prvofiltr, jestlize spliuje vlastnosti

(P1) 0¢P,
(P2) Vx,y€ B,zVye€ P plati, ze x € P nebo y € P.

Definice 2.11. Filtr V' Booleovy algebry B = (B;V,A,—,0,1) nazveme
maximdlni (ultrafiltr), jestlize spliuje vlastnosti

(V1) 0V,

(V2)  pro kazdy jiny filtr F' Booleovy algebry B, V' C F' plati
F=Anebo F=V.

Povsimnéme si, ze faktorizaci libovolné Booleovy algebry podle ultrafiltru
ziskdme faktorovou algebru, ktera je izomorfni s dvouprvkovou Booleovou
algebrou.

Véta 2.3. Je-li B = (B;V,A,—,0,1) dvouprvkova Booleova algebra, tedy
B ={0,1}, pak v8echny vlastni filtry algebry B jsou prvofiltry.

Dikaz véty v obecnéjsi podobé, je mozné nalézt napiiklad v [4] na
strané 16.

Lemma 2.3. Je-li B libovolna Booleova algebra a F filtr, pak F' je prvofiltr
pravé tehdy, kdyz F je ultrafiltr.

Dikaz lemmatu [2.3] je mozné nalézt v [2, Véta D.2., s. 44]. Platnost véty
2.3| a lemmatu [2.3| shrneme do nasledujiciho lemmatu, které pozdéji vyuzi-
jeme v dikazu.
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Lemma 2.4. Mame-li libovolny filtr F' na Booleové algebfe B a existuje-li
prvek m & F', pak existuje ultrafiltr V' na Booleové algebie B takovy

FCV a mgV.
K dtkazu predchozi véty je potieba Zornovo lemma tedy i axiom vybéru.

Véta 2.4. Predpokladejme, ze B je libovolna Booleova algebra, pak exis-
tuje Booleova algebra 27, kde T je mnoZina vSech ultrafiltri a injektivni
homomorfismus f : B — 27 ve tvaru charakteristické funkce, tedy

1 v pripadé, ze x € V,
0, v pripadé, ze z €V,

f@)(V) = {

pro libovolny V € T

Diikaz. 7 toho, ze faktorizaci libovolné Booleovy algebry ziskame algebru,
ktera je izomorfni s dvouprvkovou Booleovou algebrou plyne, Ze charakteris-
tickd funkce f je homomorfismus. Proto nyni stac¢i dokazat, ze f je injektivni.
Predpokladejme, ze U je libovolny filtr. Jestlize x # y, pak plati

% & [yl nebo y ¢ [2]u.

Predpokladejme, ze plati prvni moznost tedy, ze = & [y|y. Z lemmatu 2.4
vime, Ze filtr U je mozné rozsifit na ultrafiltr V' tak, ze © ¢ [y|y z ¢ehoz

plyne
f(z)(V) =0 a zaroven f(y)(V) = 1.

Z tohoto vztahu dostavame, ze f(x) # f(y) a tedy plati, Ze homomorfismus
f je injektivni. O

3 Tense logika

Tense logika pochazi z dlouhodobého studia vztahti mezi ¢asem a modalitou,
tedy vztahem casu a vyjadfenim zptsobu platnosti néjaké vypovédi. Vyro-
kova logika obvykle neuvazuje ¢asovou dimenzi. Pokud tedy chceme ziskat
tzv. tense logiku, zavedeme na klasické vyrokové logice unarni operatory, tzv.
tense operdtory.

Definice 3.1. Uvazujme dvojici (T'; R), kde T' je neprazdna mnozina (mno-
zina okamziki) a R C T x T je binarni relace na mnoziné 7. Tuto dvojici
nazyvame time frame (¢asovy ramec) a relaci R nazyvame casovd preference,

kde
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xRy vyjadtuje ,,x je pred y* a také ,;y je po x*.

Logicky jazyk tense logiky obsahuje, kromé obvyklych logickych spojek
a funkénich operatoru, ¢tyri modalni operatory, tzv. tense operdtory. Tyto
operatory obvykle zna¢ime pismeny G, H, F a P, kde operator G chapeme
ve smyslu ,,vzdy bude platit, ze...“ a operator H jako ,vzdy platilo, ze...*.
Operatory F' a P, tzv. existenc¢ni operatory, pak definujeme pomoci operatort
G a H nasledovné

1. F:=-=G—,
2. P:=—-H~.

Definice 3.2. Jestlize t € T a ¢ je vyrokova formule z dané vyrokové logiky
pak fikame, ze

1. G(9)(t) je spinéna, jestlize vyrokova formule ¢ je splnéna pro kazdé s
takové, ze tRs,

2. H(¢)(t) je splnéna, jestlize vyrokova formule ¢ je splnéna pro kazdé s
takové, ze sRt,

3. F(¢)(t) je splnéna, jestlize vyrokova formule ¢ je splnéna pro alespon
jedno s takové, ze tRs.

4. P(¢)(t) je splnéna, jestlize vyrokova formule ¢ je splnéna pro alespon
jedno s takové, ze sRt.

Formuli G(¢)(t) lze ¢ist jako: ,V okamziku t prohlasujeme, Zze vzdy bude
platit vyrokova formule ¢“.

Priklad 3.1. Uvazujme vyrok ¢ = ,,Prsi.“. Pak plati
1. G(¢)(t) =,V okamziku t prohlasim, ze vzdy bude prset.“

2. F(o)t) =-G(-¢)1)

=,V okamziku t prohlasim, ze alespon jednou bude prset.*
3. H(¢)(t) =,V okamziku t prohlasim, ze vzdy prselo.*
4. P(o)(t) =-H(=9)(t)

= ,,V okamziku t prohlasim, ze alespon jednou prselo.
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4 Tense Booleovy algebry

7 historického hlediska se tense operatory nejprve studovaly na Booleovych
algebrach. Proto si v této kapitole zavedeme tense Booleovy algebry, které
budeme popisovat jako modely klasické tense logiky. UkéZeme si, Ze tyto tense
Booleovy algebry jsou zvlastnim piipadem Booleovy algebry s operatory.

4.1 Tense Booleova algebra

Definice 4.1. Je-li A = (B;V,A,—,0,1) Booleova algebra (algebra typu
(2,2,1,0,0)) a G, H : B — B jsou zobrazeni spliujici

(B1) G(1)=1, H(1)=1,
(B2)  G(zAy) =G(x)\NG(y), H(zAy)=H(z)\NH(y), Vr,y € B,
(B3) x<GP(z), z=<HF(z), Vo € B,

pak algebru B = (B;V,A,—,0,1,G, H) nazveme tense Booleovou algebrou.
Zobrazeni ', P : B — B jsou pak definovana nasledovné

F(z) =-G(—z) a  P(z)=-H(—x), Vo € B.

Tense Booleovu algebru B = (B;V,A,—,0,1,G, H) budeme jednoduse
znadit jako trojici (B; G, H), pokud nehrozi, Ze by doslo k nedorozuméni.

Poznamka 4.1. Axiom (B3) je pro Booleovy algebry ekvivalentni axiomu
(B3) G(z)Vy=azV H(y).

Tento axiom také miizeme popsat pomoci vztahu
(B3") —-G-H(z) <z, -H-G(z)<x.

Tento posledni zapis vztahu (B3) vyuzijeme pozdéji v dikazech.

Definice 4.2. Jsou-li (By;G1, Hy) a (By;Go, Hs) tense Booleovy algebry,
pak zobrazeni

f:(B1;Gy, Hy) — (By; Go, Ho)

nazyvame homomorfismem tense Booleovijch algeber By a Bs, jestlize zobra-
zeni f : By — B, je homomorfismem Booleovych algeber a plati-li

L f(Gi(2)) = Ga(f(x)),
2. f(Hi(z)) = Ha(f(x)),

pro vSechna x € B;.
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4.2 Konstrukce tense operatori

Definice 4.3. [3, s. 56| Trojici (S,T; R), kde S, T jsou neprazdné mnoziny
aR C S x T jebinarni relace, nazyvame frame. Jestlize navic S =T # ()
a R CT x T je binarni relace, pak dvojici (T'; R) nazyvame time frame.

Definice 4.4. [3] s. 56] Je-1i B = (B; V, A, —,0, 1) Booleova algebra a (S, T'; R)
frame, kde mnoziny S, T # (), pak definujeme zobrazeni G*, F* : BT — B% a
H*, P*: BS — BT tak, 7e pro kazdé p € BT a pro kazdé s € S plati

G*(p)(s) = \{p(t) : sRt},

F*(p)(s) = \/{p(t) : skt}
a pro kazdé g € B®,t € T plati

P*(q)(t) = \/{a(s) : sRt},

H*(q)(t) = \{a(s) : sRt}.
Rikame, ze G*, H*, F* a P* jsou indukovdny framem (S, T; R). Jestlize navic
S =T, pak fikame, ze G*, H*, F* a P* jsou indukovdny time framem (T; R).
4.3 Reprezentacni véta

Definice 4.5. Je-li B = (B;V,A,—,0,1) Booleova algebra, T" je mnozina
ultrafiltrai a U a V jsou ultrafiltry na této algebte, pak zavedeme relace
p CT? a p CT? nasledovné

1. UpV & [G)v < [x]v,
2. UpV & [H()v <[z]v,
pro vSechna x € B.
Véta 4.1. Plati, ze p = p'.

Diikaz. Predpokladejme, ze UpV . Z definice tense Booleovy algebry vime, ze
~G-H(z) <z = —2<G-H(x).

Faktorizujeme-li nyni tuto nerovnost podle U (nerovnost se faktorizaci za-
chovava), pak dostaneme, 7Ze

[—2ly < [G=H (2)]u-
Jelikoz UpV', pak
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[Faly < [G-H(x)]u < [~H(z)]v.
Upravou dostaneme
—[zly < —[H(2)]v
Cely vyraz znegujeme a dostaneme
[H(z)lvy < [z]u
pro viechna x € A. A proto Up'V. Opac¢né dikaz provedeme analogicky. [

Definice 4.6. Piedpokladejme, ze U je ultrafiltr. Nyni si zavedeme mnoziny
L(U) a R(U) nasledovné:

LU)={z:G(zx)eU} a RU)=A{z:H(x)eU}
Véta 4.2. Mnoziny L(U) a R(U) jsou filtry.
Diikaz. Pro L(U) a R(U) tedy ovéfime vlastnosti filtru.
1. Jelikoz G(1) = 1, pak podle definice
1€ L(U) atedy L(U) # 0.

2. Predpokladejme, 7ze x < y,x € L(U). Z predpokladu a definice mnoziny
L(U) nam plyne, 7ze G(z) € U. Z toho, ze x < y plyne, ze G(z) < G(y)
a jelikoz U je ultrafiltr, pak také G(y) € U. Z definice pak dostavame, Ze
y € L(U). Dokézali jsme tedy, ze plati vlastnost

xeLU),z<y = yelL).

3. Predpokladejme, ze z,y € L(U). Z piedpokladu a definice mnoziny L(U)
nam ihned plyne, ze G(x),G(y) € U. Proto plati

Gz Ny) = G(z) ANG(y).

Z toho, ze U je ultrafiltr a G(z), G(y) € U plyne, ze také G(z) NG(y) € U a
podle predchoziho vztahu také G(x A y) € U. Podle definice mnoziny L(U)
pak dostavame, ze x Ay € L(U). Dokazali jsme, Ze plati vlastnost

r,ye€ L(U)=x ANy e L(U).

Celkové jsme tedy dokézali, Ze mnozina L(U) je filtr. Vlastnosti mnoziny
R(U) ovéfime analogicky. O

Véta 4.3. Jsou-li U a V ultrafiltry na Booleové algebie B = (B; V, A, —,0,1),
pak plati

UpV & LU)CV & RV)CU.
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Diikaz. Dukaz provedeme ve dvou krocich.
1. Predpokladejme, ze UpV'. Jestlize © € L(U), potom G(z) € U. Faktorizaci
podle U dostaneme

a jelikoz UpV pak plati

Z toho dostavame
l=[zly =zeV.
2. Nyni predpokladame, ze L(U) C V a sporem existenci x € B takového, ze
[z]vy < [G(2)]u.

Jelikoz faktorizaci podle ultrafiltru U (resp. podle V') ziskdime dvouprvkovou
Booleovu algebru tak plati

[z]ly =0 < [G(x)]y =1.
7 tohoto vztahu pak dostaneme
xgVijelikkozx#1 a Gx)eU=zeLU,).
Coz je spor, jelikoz L(U) C V. Druhou ¢ast véty dokdzeme analogicky. [

Véta 4.4. (Reprezentacni véta) Je-li (B; G, H) tense Booleova algebra, pak
existuje tense Booleova algebra (27; G, H,) indukovana time framem (7', p),
kde T" je mnozina v8ech ultrafiltri, a injektivni homomorfismus (vnofeni)

f:(B;G,H) — (ZT;GP,Hp).

Diikaz. 7 Vétyvime, 7e f je vnoieni Booleovy algebry B do 27. Dokazeme,
ze f je homomorfismus, tedy ze f(G(z)) = G,(f(x)).
1. Z definice vime

Navic ale plati
[G(2)lv < [2]v,
pro vsechna UpV'. Z ¢ehoz nam plyne
G@)y < N[zl = [Go(@)]v.
UpV

2. Dokazeme druhou nerovnost. Jelikoz B/U je dvouprvkova Booleova alge-
bra, budeme nyni predpokladat, ze
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[G(z)]y = 0.

7 toho nam plyne

G(x) ¢ U=z & L(U).
7 lemmatu nam plyne, Ze existuje maximalni filtr V' takovy

xgV 2O LWU).

Z prvni ¢asti nerovnosti je vidét, Ze [x]y = 0. Z druhé ¢asti nerovnosti (diky
platnosti predchozi véty) je vidét, ze UpV. Tedy plati

Gp()ly = \ [z]v = 0.

UpV

Celkem jsme tedy dokazali, ze f(G(x)) = G,(f(z)). O
Poznamka 4.2. Diky tomu, Ze jsme ve vété dokazali, Ze relace p = p’

nyni vime, Ze reprezenta¢ni véta plati i pro operator H. Nebo-li plati, Ze
kazdy operator H je indukovan néjakou relaci p, tedy

f(H(z)) = H,(f(x)).

Jelikoz f je vnofeni, pak vztahu f : (B;G,H) — (27;G,, H,) mizeme
rozumét takeé tak, ze (B; G, H) je podstruktura struktury (27; G, H,) a tedy
také ,,vSechny* operatory G jsou podstruktury operatoru G,,.

5 MV-algebry

Tense MV-algebry byly zavedeny D. Diagonescou a G. Georgescem. Jedné se
o MV-algebry, na kterych jsou definovany unarni operatory G a H. V této
kapitole si pfipomeneme definici MV-algebry, definujeme si tense MV-algebru
a pojmy, které budeme potiebovat pro dokazani reprezentaéni véty pro tense
MV-algebry.

5.1 MV-algebra

MV-algebry byly zavedeny C. C. Changem jako algebraicky model fukasiewic-
zovy vicehodnotové logiky. V této kapitole si pfipomeneme zakladni poznatky
tykajicich se MV-algeber. Nékteré zakladni poznatky je mozné nalézt v [I],
mnohem detailnéji je tato teorie popsana v [8].
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Definice 5.1. Algebru A = (A; ®, —,0) typu (2, 1, 0) nazyvame M V-algebrou,
jestlize splhuje axiomy

(MV1) z®y=yduz,

(MV2) z@(ydz)=(®y) ® 2,

(MV3) z®0=uz,

(MV4) -z =z,

(MV5) 2@ 1 =1, kde navic plati 1 := =0,
(MV6) —(-zdy)dy=-(-ydx)Da.

Poznamka 5.1. Je-li A = (A4;®,—,0) libovolna MV-algebra, pak relaci
usporadani < muzeme zavést nasledovné

r<y <& —xhy=1,
pro kazdé z,y € A.

Poznamka 5.2. Je-li (A; <) uspofadana mnozina a definujeme-li operace
V a A nésledovné

zVy=-(-roy)ey a  rAy=-(-rV-y),
pak (A;V,A,0,1) tvofi ohrani¢eny svaz.

Poznamka 5.3. Mimo jiné mizeme na kazdé MV algebre zavést operace
® a — nasledovné

Oy = (-xd-y) a T —y:=-Tdy.
Tyto operace pak spojuje vztah
zTOy<z S r<y—z.
Definice 5.2. Jestlize M = (0,1) C R a definujeme-li
r@®yy=mn{r+y,1} a —xr=1-uz,

pak M = (M; @y, —,0) je MV-algebra. Tuto MV-algebru nazyvame stan-
dardni MV-algebra.

Definice 5.3. MV-algebru A nazveme linedrné uspordadanou neboli MYV-
retézec, jsou-li jeji prvky linearné usporadany.
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Poznamka 5.4. Na MV-algebrach obvykle zavadime prirozeny soucin a pfi-
rozenou mocninu nésledujicim zptsobem: pro n € N zavedeme pfirozeny
soucin nasledovné

Oxz=0;, (n+l)xz=(Mnxz)dzx
a mocninu nasledovné
20=1; a2"l=z"0u.
Definice 5.4. Prvek a MV-algebry A nazveme idempotentni, jestlize splhuje
ada=a.

Definice 5.5. Rekneme, Ze MV-algebra A je booleovskd, jestlize kazdy prvek
algebry A je idempotentni.

Véta 5.1. [1], s. 3] Pro kazdou MV-algebru A plati, Ze mnozina B(A) vsech
jejich idempotentnich prvki tvori Booleovu algebru.

Definice 5.6. Zobrazeni f : A — B nazveme homomorfismem MV-algeber
A a B, jestlize spliiuje

(H1)  h(0) =0,
(H2)  h(zdy) = h(z)® h(y), Va,y € A,
(H3)  h(—z) = —h(x), Vx € A.

5.2 MV-termy
Definice 5.7. Pro kazdé n € N,n > 1 predpokladejme existenci mnoziny
Sn = {07 ) EB)'Ilv -y Ty (a )}

Jako MV-term, v proménnych z1, ... x,, nazveme pravé ty retézce, které jsou
vytvofené z mnoziny symboli S, koneénym poctem aplikaci néasledujicich
pravidel:

1. Prvky O a zq, ..., 2, jsou MV-termy.
2. Jestlize fetézec T je MV-term, pak také (—7) je MV-term.
3. Jestlize fetézec T a ¢ jsou MV-termy, pak také (7 & o) je MV-term.

Poznamka 5.5. Pojmem fetézec (slovo) rozumime koneény seznam prvki
z mnoziny S # (). Symbolem T’y budeme dale oznac¢ovat mnozinu viech MV-
termii nad mnozinou proménnych X.
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5.3 Dyadicka cisla
V této ¢asti uvedeme nékteré zakladni poznatky tykajici se MV-termt a dya-
dickych cisel.
Definice 5.8. [7, s. 76] Je-li n € Z a m € Ny, pak kazdé ¢islo ve tvaru

n

2m
nazyvame dyadické c¢islo. Mnozinu vSech dyadickych ¢isel budeme oznacovat
D.

Véta 5.2. [7, s. 76] Mnozina dyadickych ¢isel D je hustd mnozinall]

Definice 5.9. [1 s. 4] Jestlize a je ¢islo z intervalu (0, 1), pak dyadickgm
rozkladem ¢isla a rozumime posloupnost

*

a = (ai)iEN

¢isel a; z mnoziny {0, 1} takovou, ze

9]
a = E aiQ_Z.
i=1

Cislo a}, pak oznacuje i-ty clen posloupnosti a*. Je-li a dyadické ¢islo z inter-
valu (0, 1), pak existuje jediny kone¢ny dyadicky rozklad, odpovidajici ¢islu
a.

Poznamka 5.6. Kazdé dyadické ¢islo ma ve svém rozkladu pouze konecény
pocet prvki a; = 1.

Poznamka 5.7. Je-li a* dyadicky rozklad realného ¢isla a a k € N, pak
symbolem

l_a*—l

k
zna¢ime kone¢nou posloupnost k ¢isel (ay, ..., ax) ¢isla a* a symbolem
La® g
oznacujeme dyadické ¢islo
k

Z CLiZ_i.

=1

'Kompletni diitkaz je mozné nalézt v [7] na strané 76.
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Priklad 5.1. Dyadickymi ¢isly nazveme napt. ¢isla

11313571

15

1> bak plati

Provedeme-li naptiklad dyadicky rozklad ¢isla

l—%*—l4 = (17 ]-7 ]-7 1)7

jelikoz

15

1+1+1+1
16 2 4 8 16

Viimnéme si, ze dyadicky rozklad ¢isla X2 odpovida binarnimu zapisu éisla

16
15.

Ozna¢me nyni symboly fo(z) a fi(z) po fadé termy @ x a x ©® x a
symbolem T mnozinu vSech termt nad mnozinou ). Mnozina T je tedy
mnozina v8ech termi, které jsme schopni vytvorit z mnoziny D uzitim pra-
videl 1 az 3 z definice [5.7] Vzhledem k tomuto oznadceni je vidét, Ze celou
mnozinu 7p miZeme vytvorit pomoci termu fo(x) a fi(x). Dale symbolem g,
ozna¢me zobrazeni, mezi mnozinou kone¢nych posloupnosti ¢isel z mnoziny
{0,1} (tedy i dyadicka ¢isla z intervalu (0, 1)) a mnozinou zobrazeni Tp, které
definujeme nésledovné:

Jlay,....ar) = fa;C 6...0 fan
pro kazdou kone¢nou posloupnost (as,...,ax) prvkia z {0, 1}.

Poznamka 5.8. Pro zjednoduseni (nebude-li to na tkor srozumitelnosti
nebo jednoznacnosti) budeme misto g(a,....q0,) PSat jen g,, kde

k
a = E a;27".
i=1

Lemma 5.1. [Il s. 4] Jsou-li a* = (a;)ien a b* = (b;)ien dyadické rozklady
dvou ¢&isel a,b € (0,1), pak pro kazdé k € N plati

k
1 v pifpadé, ze b> > a; 27 27
gra*7y, (b) = iil
0 v pripadé, ze b < Zaﬂ_i.
i=1
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Véta 5.3. Pro kazdy kone¢ny k-¢lenny dyadicky rozklad (aq, . .., ax) ¢isla a,
kde a; € {0,1} proi=1,...,k—1 a a; = 0 plati

g(a1 ,,,,, ag) — g(al ..... ap_1) ©® g(a1 ..... ag—1)1
pro libovolné dyadické ¢islo a, které ma rozklad (aq, ..., ag).

Diikaz. Predpokladejme, Ze mame libovolné dyadické ¢islo a = (aq, ..., ax)
takové, ze a; € {0,1} pro libovolné i = 1,...,k — 1 a a, = 0. Podle tvrzeni
mé platit

g(a1 ..... ag) — g(al ,,,,, ak—1) S¥ g(a1 ,,,,, ap_1)*

Levou stranu si mizeme prepsat nasledovné

9a1,....ar) — fako-'-ofm
= Jalfaroi (- (far)))-

Touto tpravou pak tvrzeni muzeme pirepsat nasledovné

Jar (faro (- (far)) = faroy (far o (- (Fa) @ faroy (faro (- (far))-
Pokud ¢len a; = 0, pak plati f, = fo a tedy plati

fﬂk—1(fak—2(' o (fal))) 57 fak—l(fak—Q(' c (fal))) =
= Jaros (Jar (- (far)) @ Sy (far o (- (far)))-

]

Poznamka 5.9. Pro upfesnéni predchoziho tvrzeni diikkaz doplnime nésle-
dujici avahou. Pokud by se ¢len a; = 1, pro libovolné dyadické ¢islo a s roz-
kladem (ay, ..., ay), platilo by, ze f,, = f1 a po rozepsani

fak—1(fak—2(' . (fal))) © fak—l(fak—Q(' c (fal))) 7é
7 Jars (farso (- (far)) @ faroy (far o (- ()

coZ je ve sporu s nasSim tvrzenim.
Primym disledkem piedchoziho lemmatu je nasledujici véta.

Disledek 5.1. [1, Dusledek 1, s. 4] Mame-li standardni MV-algebru,
r € (0,1) ad € (0,1) ND (d je tedy libovolné dyadické ¢islo z intervalu
(0,1)), pak existuje term t,4 € Ty takovy, ze

ta(z) =1 <& d<u.

Tato véta je velice diilezita jelikoz nam tika, Ze vSe co je ,,nad“ dyadickym
Cislem term t4; € 1 zobrazi na 1.

26



5.4 Filtry na MV-algebrach

Definice 5.10. Jako filtr MV-algebry A = (A;®,—,0) nazveme mnoZinu
F C A, splhujici

(F1) 1€F,

(F2) zeFyeAzx<y = yerF,
(F3) =z,yeF = xzGyckF.

Filtr nazveme vlastni, jestlize 0 &€ F.

Véta 5.4. [§, s. 10] Je-li F' filtr na MV-algebie A, pak relace ekvivalence 0p
na A, definovana nésledovné

(x,y) € Op pravé tehdy, kdyz (x —y) © (y = x) € F,

je relace kongruence. Opacné, jestlize 0 je kongruence na MV-algebie A, pak
[1]o je filtr.

Nyni si uvedeme zptsob, jak vytvorit faktorovou MV-algebru.
Poznamka 5.10. Definujeme-li na mnoziné A/F operace

1. =[z]F = [-2]F,

2. [z]r © lylr =[x O ylF,

pak systém (A/F;®,—,[1]r) je MV-algebra, kde symbolem [1]p rozumime
ttidu ekvivalence jednotkového prvku. Tuto MV-algebru nazyvame faktorovd
MV-algebra uréena filtrem F. Stejné jako u Booleovych algeber existuje tzv.
prirozenyy homomorfismus v : A — A/F.

Jiz dfive jsme ukazali, Ze prirozeny homomorfismus je surjektivni. M-
zeme si povSimnout, ze v pripadé MV-algeber také odpovidaji kongruence
filtraim a tedy simple MV-algebra je takova MV-algebra, ktera ma pouze
dva filtry. Konkrétné jsou to pak filtry, které obsahuji pouze prvek 1 a celou
mnozinu.

Definice 5.11. Filtr P MV-algebry A nazveme prvofiltr, jestlize spliiuje
vlastnosti

(P1) 0¢P,

(P2) Vx,ye€ A:xVye€ P plati, ze z € P nebo y € P.
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Definice 5.12. Filtr V nazveme mazimdlni (ultrafiltr), jestlize spliwje vlast-
nosti

(V1)  0¢gV,
(V2)  pro kazdy jiny filtr F* MV-algebry A, V C F plati, ze

F=Anebo F=V.

Nasledujici véty a[5.7 veetns jejich ditkazii, je mozné nalézt v [4]
na stranach 16 - 18.

Véta 5.5. Je-li A MV-fetézec, pak v8echny vlastni filtry MV-fetézce A jsou
prvofiltry.

Véta 5.6. Kazdy prvofiltr F' MV-algebry A je obsazen v ultrafiltru V' algebry
A.

Véta 5.7. Je-li A MV-algebra, F je filtr algebry A a prvek m € A\ F, pak
existuje prvofiltr P algebry A takovy, ze

FCP a m¢gP.

K dtkazu predchozi véty je nutné Zornovo lemma a tedy i axiom vybéru.
Platnost predchozich vét si shrneme v nésledujicim lemmatu, které pozdéji
vyuzijeme v dikazech.

Lemma 5.2. Mame-li libovolny filtr F' na MV-algebie A a existuje-li prvek
m & F, pak existuje ultrafiltr V' na MV-algebte A takovy, ze

mgV a FCV.

Nyni si uvedeme dilezitou vétu, ktera nam ukazuje, ze prvky libovolné
simple MV-algebry miizeme identifikovat s konkrétnimi prvky ve standardni
MV-algebte a proto je mizeme povazovat za konkrétni realné ¢isla z intervalu

(0,1).

Véta 5.8. 8, Véta 11.2.4, s. 44] Kazdou simple MV-algebru lze jednoznacné
vnorit do standardni MV-algebry.

Diky tomu, Ze jsme si v prvni kapitole zavedli direktni a subdirektni
soucin, nyni zavedeme pojem semisimple algebra. Tento pojem je pro nas
velice dilezity a vyuzijeme jej v nasledujici kapitole.

Definice 5.13. MV-algebru A nazveme semisimple, jestlize je subdirektnim
sou¢inem simple algeber.
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Nyni si uvedeme dilezity dusledek predchozi véty [5.8|

Drisledek 5.2. Predpokladejme, Ze A je libovolna semisimple MV-algebra.
Pak existuje MV-algebra (0, 1)7, kde T je mnoZina vSech ultrafiltri, a injek-
tivnf homomorfismus f : A — (0, 1)7, pro ktery plati

f(@)(U) = [z]lv, YU €T.

Jinak feceno, kazdou semisimple MV-algebru lze jednozna¢né vnotit do MV-
algebry (0, 1)T.

Dale v textu jiz budeme prvky simple MV-algebry ztotoznovat s jejich
hodnotami ve standardni MV-algebie. Poznamenejme, Ze tato vlastnost je
dtlezita pro reprezentacni véty tense MV-algeber. Bez této reprezentace neni
studium tense operatorii na dané t¥idé algeber moznd?

Lemma 5.3. Je-li A netrivialni MV-fetézec (linearné usporadana MV-
algebra) a V' je ultrafiltr algebry A, pak pro kazdé x € A, pro které plati
rovnost [z]y = 1 plati

rdr=1
Diikaz. Predpokladejme, ze x < —x. Pak plati
=1y =[zlv O [z]y = [z ©zlv.
Jestlize —x > x, potom
[z © 2]y < [zO-zly = [0y =0,
coz je spor. Z toho plyne, Zze musi platit —x < x, a tedy
rdxr>xrdx=1

]

Véta 5.9. [I, Tvrzeni 1, s. 5] Je-li A MV-fetézec, V je ultrafiltr na algebte
A az € A, pak plati

z]ly =1 &  ty(z) =1,

pro vSechna d € (0,1)ND. Navic plati, Ze [x]y, < 1 pravé tehdy, kdyz existuje
dyadické ¢islo d € (0,1) ND takové, ze t4(x) # 1. V tomto piipadé také plati,
ze [x]y < d.

Diikaz. Nejprve pripomeinime, Ze [tq4(z)]y = tq[z]y pravé tehdy, kdyz V je
ultrafiltr na MV-algebie A. Predpokladejme nyni, Ze [z]y = 1, pak plati

2Coz je napiiklad piipad t¥idy Basic fuzzy logic algeber, zkracené BL-algeber.
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zly =1 <& d<[z]y, VYde (0,1)ND
oty =1, Vde(0,1)ND
& [ta(z)ly =1, Vde (0,1)ND.
1, pro kazdé d € (0,1) N D. Pak ziejmé

Nyni predpokladejme, Ze tq4(x)
]

[ta(z)]v
a z predchozich tvah vime, Ze [z]y = 1.
Nyni obracené. Predpokladejme, ze [z]y = 1 a také, Ze existuje dyadické
¢islod € (0,1) N D. Pak

=1, Vde(0,1)ND,

ta(z) = t(z) & t(x),

kdy t(x) je libovolny term z mnoziny T, vytvoreny z operaci & a @. Z toho
nam plyne, ze

ta(z)ly = tlz]y = ¢(1) = 1.
Uzitim pfedchoziho lemma dostavame
ta(x) =t(z) dt(x) = 1.
O
Véta 5.10. [I, Tvrzeni 2, s. 5| Predpokladejme, ze A je MV-algebra,
x € A\ F a F je filtr na A. Pak existuje ultrafiltr V' na algebie A ta-
kovy, ze F C V,x ¢ V pravé tehdy, kdyz existuje dyadické ¢islo d € (0,1)ND
takove, ze ty(z) & F.
Diikaz. Predpokladejme, Ze existuje ultrafiltr V' pro ktery plati
Vye F:lyy=1 a [z]y <Ll

Jelikoz mnozina dyadickych ¢isel je husta, pak existuje dyadické ¢islo
d € (0,1) N D, pro které plati

[z]y <d < 1.
7 dusledku 5.1 pak dostavame
[td(l’)]v = td[x]v # 1 = td(ﬂf) ¢ \%4 = td<$> ¢ F.

Nyni obracené. Predpokladejme, ze mame dyadické ¢islo d € (0, 1)ND takové,
ze tq(x) ¢ F. Pak existuje filtr K na MV-algebfe A takovy, 7e F C K,
tq(x) ¢ K a ktery je maximalni filtr s touto vlastnosti. K je prvofiltr algebry
A. 7 toho plyne, ze A/K je linearné usporadand a existuje jediny pfirozeny
MV-morfismus v : A — A/K takovy, Ze

v(K)=1.
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Ozna¢me nyni symbolem Uk ultrafiltr na algebie A/K. Protoze t,(z) ¢ K,
pak dostavame

talv(2)) = v{ta(z)) # 1.
7 predchozi véty nam plyne
[ta(v(z))]v, < d < 1.
7 toho dostavame
v(ta(x)]u, <d<1.
Ultrafiltr Ux odpovida MV-morfismu hg : A/K — (0,1). Oznacime-li
h=hgouv,
pak MV-morfismus h odpovida ultrafiltru V' na algebie A a plati
[ta(x)]vy < d < 1.
Ziejmé [z]y < d < 1 jinak by totiz platilo
1=[tqy(2)]y <1

coz je spor. Dohromady plati

O

Disledek 5.3. [I, Dusledek 2, s. 6] Je-li A MV-algebra, z € A a F je filtr
algebry A takovy, Ze t4(z) ¢ F pro né&jaké dyadické ¢islo d € (0,1) N D, pak
existuje ultrafiltr V' na algebie A takovy, ze

FCV a [ly<d<l.

6 Tense MV-algebry

Pro zavedeni tense operatorii na neklasickych logikach je nutné pro operatory
G a H pridat nékolik dalsich axiomu pro vyjadieni spojeni s dodateénymi
operacemi.

Definice 6.1. Je-li A = (A;®,—,0) MV-algebra a unarni operatory G a H
spliuji nasledujici vlastnosti:

1. G(1)=1, H(Q) =1,
2. G(z) ©Gy) <Gz oy), H() oH(y) <H(oy),
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3. G(x)®G(y) < Gzoy), HEx)®H(y) <H@ody),
4. G(z) ©® G(z)

Glzoz), H@)oH(x)=Hxou),

5. G(z)®G(r) =G(xex), H(x)®H(x)=H(x®u),

6. t <GP(z), x<HF(x),

pak G a H jsou tense operdtory a trojici (A;G, H) nazyvame tense MV-
algebra. Posledni vlastnost mizeme také popsat pomoci vztahu:

6. -G-H(z) <z, -H-G(z)<u.

Lemma 6.1. Operatory G a H jsou monoténni. Jinak feceno, jestlize x < vy,
pro vSechna z,y € A, pak G(z) < G(y) a zaroven H(xz) < H(y) pro vSechna
x,y € A.

Diikaz. Piedpokladejme, ze x < y, pak existuje z € A : x & z = y. Aplikova-
nim operatoru G dostaneme

Gly) =Gz @ 2).
7 vlastnosti 3. pak plyne
Gly) =Gz z) > G(x)dG(2) > G(z).

Pro operator H provedeme diikaz analogicky. O

6.1 Konstrukce tense operatoru
Definice 6.2. [3 s. 56] Je-li A = (A; @, —,0) tplny MV-fetézec a (S,T; R)
je frame, pak definujeme zobrazeni G, Fp : AT — A% a Hp, Pp: AS — AT
tak, ze pro kazdé p € AT a pro kazdé s € S plati

Gr(p)(s) = N\{p(t) : sRt},

Fr(p)(s) = \/{p(t) : sRt},

a pro kazdé g € A% a pro kazdé t € T plati

Hg(q)(t) = Nfals) : sRt},
Pr(q)(t) = \/{a(s) : sRt}.
Rikame, 7ze operatory G, Hg, Fr a Py jsou indukovdny framem (S,T; R).

Jestlize navic S = T', pak tikdme, Ze tyto operatory jsou indukovdny time

framem (T; R).
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Lemma 6.2. Je-li A uplny MV-fetézec a (T; R) je time frame, pak tro-
jice (AT; G, Hg), kde operatory Gg a Hp jsou definovany podle piedchozi
definice, je tense MV-algebra.

Rikame, ze MV-algebra (A”; G, Hg) je indukovdna time framem (T; R).

Poznamka 6.1. Pokud standardni MV-algebru A = (A4;®, -, 0) faktorizu-
jeme pres ultrafiltr V', pak ziskana faktorova algebra A/V = (A/V;®,—,0)
je simple MV-algebra. A jak vime, tak A /V mizeme vzdy vnotit do intervalu
(0,1).

6.2 Reprezentacni véta

Véta 6.1. Predpokladejme, Ze algebra (A; G, H) je semisimple tense MV-
algebra, kde G a H jsou tense operatory na této algebie. Pak algebru (A; G, H)
miizeme vnofit do tense MV-algebry ((0,1)";G,, H,) indukované time fra-
mem (7, p), kde T' je mnozina vSech maximélnich vlastnich filtra a relace
p C T? je definovana nasledovné

UpV & [G@)ly <[z]v,

pro vSechna x € A.
Pro potieby diikazu zavedeme jesté druhou relaci p’ nasledovné

Up'V. < [H(z)ly < [z]u,
pro vSechna x € A.

Tyto vztahy miizeme predpokladat, jelikoz faktorizovanim algebry A pres
ultrafiltry ziskdme simple MV-algebry na intervalu (0,1) a podle véty
vime, Ze jejich prvky mizeme porovnavat.

Véta 6.2. Plati, ze p = p'.

Diikaz. Predpokladejme, ze mame ultrafiltry U a V' a ze plati UpV'. Z definice
tense MV-algebry vime, zZe

~G-H(z) <z atedy —ao<G-H(z).

Faktorizujeme-li podle U (nerovnost se faktorizaci zachovava), pak dosta-
neme

[Falo < [G-H(z)]u.
Jelikoz UpV', pak
[Pl < [G=H(2)]y < [2H(2)]v.
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Upravou dostaneme
S[zly < =[H(z)]v.
Cely vyraz znegujeme a dostaneme, ze plati
[H (x)]v < [z]u
pro viechna x € A. A proto Up'V. Opa¢ny dikaz provedeme analogicky. [

Definice 6.3. Piedpokladejme, ze U je ultrafiltr. Nyni si zavedeme mnoziny
L(U) a R(U) nésledovné
LU)={z:Gx)eU} a RU)={z:H(zx)eU}.

Véta 6.3. Mnoziny L(U) a R(U) jsou filtry.
Diikaz. Pro L(U) a R(U) tedy ovétime vlastnosti filtru.
1. Predpokladejme, ze G(1) = 1. Jelikoz G(1) = 1, pak podle definice

1€ L(U) atedy L(U) # 0.
2. Predpokladejme, ze x < y,x € L(U). Z predpokladu a definice mnoziny
L(U) nam plyne, ze G(z) € U. Z toho, ze x < y plyne, ze G(z) < G(y)
a jelikoz U je ultrafiltr, pak také G(y) € U. Z definice pak dostavame, ze
y € L(U). Dokézali jsme tedy, ze plati

reLU),z<y = yelL{).

3. Predpokladejme, ze z,y € L(U). Z predpokladu a definice mnoziny L(U)
nam ihned plyne, ze G(x), G(y) € U. Proto plati nerovnost

Gz Oy) > G(z) ® Gly).

Z toho, ze U je ultrafiltr a G(x),G(y) € U plyne, ze také G(z) © G(y) € U
a podle predchoziho vztahu také G(x ®y) € U. Podle definice mnoziny L(U)
pak dostavame, ze © © y € L(U). Dokézali jme tedy, Ze plati

z,y € L(U)=z0oye LU).

Celkové jsme tedy dokézali, Ze mnozina L(U) je filtr. Vlastnosti mnoziny
R(U) ovéfime analogicky. O

Véta 6.4. Jsou-li U a V ultrafiltry na MV-algebie A, pak plati
UpV < LU)CV < RV)CU.

Diikaz. Dukaz provedeme ve dvou krocich.
1. Pfedpokladejme, ze UpV'. Jestlize © € L(U), pak G(x) € U. Faktorizaci
podle U dostaneme
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a jelikoz UpV', pak plati

7 toho dostavame

l=[z]ly =zeV.
2. Nyni predpokladame sporem, ze L(U) C V a existuje x € A takové, zZe

[z]y < [G(2)]u-

Jelikoz mnozina vSech dyadickych ¢isel je hustda mnozina, pak existuje dya-
dické ¢islo d takové, ze

[z]y < d < [G(z)]y.
7 toho plyne

ta([z]v) < 1,

jelikoz tato hodnota je ostfe pod dyadickym ¢islem d. Déle ale plati, ze
1 = [taG(2)]v-

Jelikoz term ¢, je poskladan pouze z operaci & a ©, pak komutuje s opera-
torem G a tedy plati

LG ()] = [Gla(x)]u-
Celkem jsme tedy dostali
ta(x) ¢V a  Gty(z) e U= tq(x) € L(U).
Coz je spor, jelikoz L(U) C V. Pro R(V) C U se dukaz provede analogicky.
[

Véta 6.5. (Reprezentacéni véta) Je-li (M; G, H) semisimple tense MV-algebra,
pak existuje tense MV-algebra ((0,1);G,, H,) indukovana time framem
(T, p), kde T je mnozina vSech ultrafiltrii, a injektivni homomorfismus (vno-
feni)

f:(M;G, H) — ({0, 1>T;G0,Hp).

Diikaz. 7 dusledku [5.2) vime, Ze kazdou semisimple MV-algebru lze jedno-
znaéné vnotit do algebry (0, 1)T. Budeme chtit dokazat, Ze f je homomorfis-
mus, . f(G(x)) = G,(f(x)).

1. Z definice vime



Navic ale plati
G(2)]y < [z]y, VYUpV.

7 ¢ehoz nam plyne

G@)]y < N[zl = [Go(@)]v.

UpV
2. Dokézeme druhou nerovnost. Predpokladejme nyni
[G(2)lv < d,
kde d je libovolné dyadické ¢islo. Z toho ndm plyne
[taG(2)|lu < 1= Gty(z) € U = t4(x) & L(U).
Z lemma plyne, Ze existuje ultrafiltr V' takovy
ta(z) €V 2 L(U).

Z prvni ¢asti je vidét, Ze [tq(x)]y < 1. Z druhé ¢asti je vidét, ze UpV. Z véty
pak plyne, Ze jestlize

[ta(z)]ly < 1= [z]y < d.
Nyni jsme nasli prvek [z]y, ktery je mensi nez dyadické ¢islo d. Tedy plati
Go(@)ly = \ [z]v < d.
UpV

Celkové jsme dokazali, Ze neexistuji zadna dyadicka ¢isla mezi G,(z) a G(z) a
proto musi platit, ze f(G(z)) = G,(f(x)), jelikoz dyadicka ¢isla tvoii hustou
mnozinu. [l

Poznamka 6.2. Diky tomu, Ze jsme ve vété dokézali, ze relace p = p’
vime, ze reprezentacni véta |6.5| plati i pro operator H. Nebo-li plati

f(H(z)) = Hy(f(x)).
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6.3 Vlastnosti

V posledni kapitole se budeme zabyvat vlastnostmi a vztahy mezi relacemi
a jednotlivymi tense operéatory.

Véta 6.6. [1, s. 11] Je-li ((0,1)";G,, H,) tense MV-algebra indukovana time
framem (T'; p), pak plati

1. Jestlize je relace p reflexivni, pak
Gyz) <z a  Hy(z) <z,

pro libovolné z € (0, 1)7.

2. Jestlize je relace p symetrické, pak
Go(x) = Hy(x),

pro libovolné z € (0, 1)7.

3. Jestlize je relace p tranzitivni, pak
GpGp(x) > Gpy(x) a  HyHy(x) > Hpy(x),

pro libovolné z € (0,1)7.
Diikaz. Ovérime platnost jednotlivych tvrzeni.
1. Jestlize je relace p reflexivni, pak z toho, zZe ipi plyne
G,(2)(@) = [\ 2(j) < (),
ipj
pro libovolné ¢ € T'. Pro H, provedeme ditkaz analogicky.

2. Jestlize je relace p symetrické, pak

1pJ Jpt
pro libovolné i € T'. Z toho vyplyvd, ze G, = H,,.
3. Jestlize je relace p tranzitivni, pak
{x(k) :ipj a jpk} C {z(k) - ipk}
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z ¢ehoz plyne

GoG,(x)(i) = /\Gp(w)(j) = /\/\x(k)
= /\{:c(k) Dipj a gpk} > /\:c(k) = Gy(2)(2),
pro vsechna 7 € T

O

Véta 6.7. [1, s. 11] Je-li (A; G, H) semisimple tense MV-algebra a (77 p) je
time frame, ktery indukuje tense MV-algebru ({0, 1) G, H,), definovany ve
vete pak plati

1. Jestlize

pro libovolné x € A, pak p je reflexivni.

2. Jestlize

pro libovolné x € A, pak p je symetricka relace.

3. Jestlize

GG(x) > G(x) a  HH(z) > H(x),

pro libovolné x € A, pak p je tranzitivni.
Diikaz. Ovérime jednotliva tvrzeni.

1. Jestlize G(z) < x pro libovolné = € U, pak
[G(@)]v < [z]u,

pro libovolné x € U z ¢ehoz podle definice plyne, ze UpU. Tedy p je
reflexivni.
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2. Podle véty [6.1] vime, Ze
G(2)ly < [z]y,Ve eU &  [H(x)]v <[z]y,Vz € U.
Jestlize G = H, pak musi platit
G(2)y < [z]y,Ve e U &  [Gx)]v < [z]y,Vz e U.
7 toho vyplyva, ze
UpV & VpU.

Tedy relace p je symetrické.

3. Predpokladejme, ze GG(x) > G(x), pro libovolné = € U. Jestlize UpV
a VpW, pak pro libovolné = € U plati

[G(@)]o < (GG (@)l < [G(2)]v < [z]w,

¢emuz odpovida vztah UpW . Tedy relace p je tranzitivni.
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Z.Avér

Cilem této diplomové prace bylo shrnout nékolik pfistupi k zavedeni opera-
tort modelujicich ¢asovou skalu nebo ¢asy do klasickych i neklasickych logik.
Hlavnim vysledkem méla byt prezentace diikazi reprezentacnich vét pro tzv.
tense Booleovy algebry a tense MV-algebry. Domnivam se, Ze tento cil byl
uspésné naplnén.

V prvnich dvou kapitolach jsme ¢tenari pripomenuli zakladni pojmy z uni-
verzalni algebry a teorie svazi, jejichz znalost je nutna k pochopeni problema-
tiky tykajici se tense logiky a tense algeber. Poté jsme se kratce seznamili se
zaklady tense logiky a tense operatori. Veskeré tyto poznatky jsme nasledné
vyuzili pii zavedeni tense Booleovych algeber a prezentaci dikazu reprezen-
ta¢nich vét pro tense Booleovi algebry. V predposledni kapitole jsme si uvedli
nékteré zakladni poznatky tykajici se MV-algeber a dyadickych ¢&isel, které
jsme nasledné aplikovali v posledni kapitole pii zavedeni tense MV-algeber
a hlavné pri prezentaci dikazii reprezentacnich vét pro tyto algebry. Nako-
nec jsme prezentovali zakladni vlastnosti mezi relacemi a jednotlivymi tense
operatory.

V piipadé, Ze by se ¢tenar chtél déle zabyvat studiem tense operatorti na
algebraickych strukturach, doporucuji ke studiu publikace [3] a [6], pfipadné
pak z hlediska historického vyvoje zajimavou [5].
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