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Uvod

Fraktalni geometrie slouzi k popisu slozitéji strukturovanych objektu, jejichz charakter se
nezmeéni pii zméné méritka a které nelze jednoduse popsat pomoci klasické geometrie. Oznaceni
fraktal poprvé pouzil Benoit Mandelbrot, ktery je povazovan za zakladatele fraktalni geometrie.

Prvni kapitola je vénovand teorii prostoru, kde se fraktaly vyskytuji a kde je nejvyhodnéjsi
jejich popis. Také zde popiseme box-counting dimenzi, Hausdorffovu miru a dimenzi, diky nimz
muzeme fraktdly porovnavat. V dalsi kapitole se podivame na vypocet box-counting dimenze
kompaktni mnoziny pomoci ,fraktalnich retézcu“ a na Cantorovu stredni-A\-mnozinu. Ve ttreti
kapitole se budeme zabyvat systémem iterovanych funkci a kontraktivnim zobrazenim.

Posledni kapitola je vénovana aplikaci fraktalu. Nejprve predstavime interpolacni funkci,
zkonstruujeme IFS v R?, tak aby jeho atraktor byl graf spojité funkce, kterd interpoluje data.
Nakonec pouzijeme fraktalni interpola¢ni funkci k aproximaci experimentalnich dat a spocitame

box-counting dimenzi ptislusného atraktoru IF'S.



Kapitola 1

Teoreticka c¢ast

V této kapitole si zadefinujeme Hausdorffiv metricky prostor, ktery je vhodny k popisu
fraktalnich mnozin. PopiSeme box-counting a Hausdorffovu dimenzi, které jsou uzitecné pfti
studiu ,,netypickych“ mnozin a které nam umoznuji porovnavat fraktaly. Zminéné pojmy z

metrickych prostoru, jenz nejsou vysvétlené nalezneme v [0].

1.1. Hausdorffiiv metricky prostor

Hausdorffuv metricky prostor je prostor, kde se omezujeme na specialni systém mnozin, ji-
nak by Hausdorffova metrika nebyla metrikou. Pomoci ni dokazeme popsat konvergenci mnozin,

ktera se hodi pri zkoumani fraktalnich objektu.

Definice 1.1.1 (0-okoli mnoziny, [/, str. 71]). Méjme dén metricky prostor (X, p), mnozinu
A C X anecht 6 > 0. Definujeme 5-okoli mnoZiny A jako

As ={y € X : p(x,y) < d pro néjaké =z € A}.

Definice 1.1.2 (Hausdorffova metrika, [, str. 71]). Necht (X, p) je metricky prostor, S(X)
systém vSech neprézdnych kompaktnich podmnozin X. Necht A, B C S(X). Hausdorffovu
metriku h definujeme vztahem

h(A,B):mf{5>OAQB(;/\B§A5}

Poznamka 1.1.3. Dukaz, ze Hausdorffova metrika je skutecné metrikou, nalezneme v dukazu

[1, Theorem 2.5.1, str. 72].

Definice 1.1.4 (Hausdorffuv metricky prostor). Metricky prostor (S(X), h) nazyvame Hausdorffiv
metricky prostor na (X, p).



Lemma 1.1.5 ([4, str. 72]). Necht {A,} je posloupnost neprdazdnych kompaktnich podmnozin X
a necht A je neprdzdnd kompaktni podmnoZzina X . Jestlize { A, } konverguje k A v Hausdorffové

metrice, pak

A ={x € X : existuje posloupnost {x,}, kde x,, € A,, takovd, Ze x, — x}.

Véta 1.1.6 (Uplnost S(X), [1, Theorem 2.5.3., str. 72]). Necht (X, p) je dplngj metricky pro-
stor, pak (S(X), h) je také uplny metricky prostor.

Lemma 1.1.7 ([4, Proposition 2.5.6, str. 73]). Necht {A,} je nerostouct posloupnost neprdzdnijch
kompaktnich podmnoZin, tj. Ay 2 Ay O ... Potom {A,} konverguje k priniku A = (), e An v

Hausdorffove metrice.

1.2. Box-counting dimenze

Nyni zavedeme box-counting dimenzi nékdy také nazyvanou pokryvaci dimenze. Zacneme
motivaci pro danou definici a uvedeme ekvivalentni moznosti pokryvani mnozin. Pozname-
nejme, ze v celém textu bude logaritmus vzdy o zakladu e.

Méjme dénu mnozinu F C R? a pro kazdé § > 0 nalezneme nejmensi pocet mnozin priméru
nejvyse 0, které pokryji F. Toto ¢islo budeme znacit Ng(F) a urcuje pocet shluku velikosti
priblizné §, na které muzeme F rozdélit. Dimenze mnoziny F' odrazi zpusob, jakym se zvétsuje

pocet mnozin v Ng(F') pii zmensujicim se d. Jestlize Ns(F') spliuje aproximaci

2

Ns(F)~cd % kde c >0, s >0,
potom muzeme Fict, ze F' ma box-counting dimenzi s. Pro predstavu o hodnoté s potfebujeme
nalézt reseni. Aplikujeme logaritmus a vztah upravime

log Ns(F') ~ log(cd™)

log Ns(F') ~ logc — slogd

SNlogN(;(F) log ¢
— —logé logd’

Hodnotu s ziskame provedenim limity pro 6 — 0

. log N5(F)
s = lim ———~.
6—0 —logd
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Definice 1.2.1 (Prumér mnoziny, [4, str. 45]). Necht (X, p) je metricky prostor a M C X,

M = (), jeho neprazdnd podmnozina. Priumér mnoziny M je definovan vztahem

diam(M) = sup {p(x,y) : x,y € M }.

Tj. prumérem mnoziny rozumime nejvétsi vzdélenost dvou bodu lezicich v dané mnoziné.

Poznamka 1.2.2. Pro eukleidovsky prostor X = R" a neprazdnou M C X budeme psat

|M| = sup {|lz =yl : 2,y € M}.

Definice 1.2.3 (d-pokryti, [5, str. 28]). Necht (X, p) je metricky prostor, F C X a § > 0.
Jestlize {U;} je koneény nebo spocetny systém mnozin pruméru nejvyse 0, které pokryvaji F,

tj. ' C U;2, U a 0 < diam(U;) < § pro kazdé i. Potom {U;} nazyvame d-pokryti F.

Definice 1.2.4 (Box-counting dimenze, [, str. 28]). Necht F' je neprdzdné omezend podmnozina
R™ a Ns(F) je nejmensi poc¢et mnozin pruméru nejvyse d, které pokryji F, tj. nejmensi pocet

mnozin v é-pokryti F. Dolni, resp. horni, box-counting dimenze je

log Ns(F
dimp F' = lim inf Og—é(),
-0  —logd
resp.
log Ns(F)

dimpF = limsup
6—0 - log 0

Z definice horni a dolni box-counting dimenze plati dimzF < dimpF' a pokud se rovnaji,

oznacme spolecnou hodnotu box-counting dimenze F

log Ns(F
dimy F — Tim 128 Mo
=0 —logd

(1.1)
Poznamka 1.2.5. Po celou dobu budeme ptredpokladat, ze § > 0 je dostatecné mald, aby

hodnota —log d byla pouze kladna.

Vztah 1.1 #iké, ze Ns(F') ~ ¢d~° pro dostatecné malé §, kde s = dimp F. Tedy, ze
Ns(F)6° — oo, pokud s < dimp F,
Ns(F)o* — 0,pokud s > dimp F.

10



Nékdy byva vyhodnéjsi pokryvat mnozinu F' jinymi specifickymi mnozinami, pficemz se
hodnota box-counting dimenze nezméni. O ekvivalentnich definicich mluvi nésledujici véta.

Véta 1.2.6 ([5, Equivalent definitions 2.1, str. 30]). Dolni a horni boz-counting dimenze
mnoziny ' C R™ jsou ddny vztahy

log Ns(F
dimz F' = lim inf 26 o ),
=0  —logd
—_ log Ns(F
dimpgF = lim sup Og—é()
0—0 - log d
a box-counting dimenze F
dimp, F — lim 22 Vo (F)
§—0 —logd

pokud limita ezistuje a Ns(F') je nékteré z nasledujicich moznosti:
i) Nejmensi pocet mnozin pruméru nejvyse 6 pokryvagici F.

1) Nejmensi pocet uzavienich kouli poloméru § pokryvagici F.

(

(

(1i1) Nejmensi pocet krychli o strané § pokryjvajici F.

(iv) Pocet n-rozmérngjch krychli v siti o strané §, které protinaji F.
(

v) Nejvétsi pocet disjunktnich kouli poloméru ¢, které maji stred v F.
Diikaz. Lze najit napiiklad v [5] . O

Poznamka 1.2.7. Ve vztazich véty 1.2.6 staci uvazovat limity pro ¢ jdouci k 0 ptes libovolnou

klesajici posloupnost takovou, ze
Ops1 > cop pro0 < c <1,

uZiteénd je zejména volba §, = c*. Viimnéme si, ze pokud dp1; < & < 8, pak s Ns(F) jako

nejmensim poc¢tem mnozin v d-pokryti F' dostaneme odhad

log Né(F) < log Nng(F) < log N5k+1 (F) < lOg N5k+1<F> < lOg N(ng(F)
—logd =  —logdr T —logdyi1 + log 5’3:1 ~ —logdpy1 +loge T —log Sy (1 + —li)()gg5i+1)'

Pro horni box-counting dimenzi plati

—_— log N, (F
dimpF' < lim sup Lj’“().
koo — log oy

11



Opacnd nerovnost plyne z definice limes superior, celkové plati

N log N5, (F
dimgF = lim sup Og—é’“()
k—oo — log oy,

Rovnost pro dolni box-counting dimenzi by se ukazala podobnym postupem, tedy

. .. log Ns (F)

Nésleduji tvrzeni je prikladem vypoc¢tu box-counting dimenze specialni mnoziny.

Tvrzeni 1.2.8 ([5, Exercise 2.3, str. 42]). Necht F je mnoZina ¢isel z intervalu [0, 1] takovych,

Ze jejich desetinny zdpis neobsahuje cislici 5. Pak pro boz-counting dimenzi dimp F' plati

Reseni. Kazdé cislo z mnoziny F' lze zapsat ve tvaru
o
> %
10%’
= 10

kdea; € I ={0,1,2,3,4,6,7,8,9} pro kazdé i € N. Necht E; C F je mnozina, kterd neobsahuje

¢islici 5 na prvnich k desetinnych mistech. Tj.
Ey={z:2#0,5}
Ey={x:2z #0,55}

Ey={z:2+#0,5...5}

Mnozina F' se skladé ze vSech ¢isel lezicich v Ej, pro vSechna k, tedy
F=()E
k=1

Necht Ns(F) oznacuje nejmensi pocet intervali délky §, které pokryvaji F. Necht § > 0 a
k > 1 je celé cislo, pro které plati

107%F < 5 < 107+,

12



Kazdou z mnozin Ej, lze povazovat za sjednoceni 9% intervalii délky 10~*. Pro pfehlednost to

ilustrujme na mnoziné Fj:
E, =10;0,1]U]0,1;0,2] U[0,2;0,3] U[0,3;0,4] U[0,4;0,5) U [0,6;0,7] U [0,7;0,8 U][0,8;0,9] UI[0,9;1].
Proto
Ns(F) < 9%,
pro horni odhad horni box-counting dimenze dostavame vztah

TmnE — i log N5 (F) <1 log 9% . klog9 log 9
1m = 1lmsup —— 1msup —————— = l1msu = .
b 50 P logd  — k—)oop —log 10—#+1 k_mp (k—1)log10  log10

Necht nyni 0 < § <1 ak > 1 je celé ¢islo spliujici

1071 <5< 107"

Protoze kazdd mnozina priméru § mize protinat nejvyse dva diléf intervaly FEj, délky 107*

gk

5 intervalu délky ¢ je

a kazdy takovy dil¢i interval obsahuje body mnoziny F', pak nejméné

potifeba k pokryti mnoziny F'. Proto
9k:
Ns(F) > DR

pro dolni odhad dolni box-counting dimenze plati

log Ns(F log & logl+klog9  log9
dl_mBF:hmHlng—(s()thlnf 08 2 = liminf OgQ 0og - og

50  —logd k=00 —log107%=1 k5 (k+1)logl0  log 10’

Protoze dolni a horni odhad box-counting dimenze se rovnaji, dostavame box-counting dimenzi

mnoziny F'

Pokud mnozina F lezi v R™, muzeme vyuzit nasledujici propozice vyuzivajici n-rozmérnou

Lebesgueovu miru L™ k vypoctu box-counting dimenze.

13



Propozice 1.2.9 ([, Proposition 2.4, str. 33]). Jestlize F' je podmnozina R™, pak

: : log L" (F5)
dimpF =n — limsup ————~=
B 0—0 P 10g5

log L™(F)

dimpF =n — lign_jonf log 0

kde Fy je 6-okoli mnoziny F.

Diikaz. Jestlize mnozina F' muze byt pokryta Ns(F') koulemi poloméru ¢, kde § < 1, pak Fj

muze byt pokryto soustfednymi koulemi poloméru 20. Proto plati
L"(Fs) < Ns(F)e,(20)",

kde ¢,0" je objem koule o poloméru ¢ v R™. Aplikujeme-li logaritmus na obé strany nerovnosti
a vydélime-li je hodnotou — log ¢ dostaneme
log £(F5) _ log(Ny(F)e (20)")
—logd — —logd
log L(Fy) < log Ns(F') + log 2"¢,, + nlogd
—logd —logé

takze pro 6 — 0 plati
lim inf —10g £1(F)
5—0  —logd

n— (— lim inf M
=0  —logd

: log L (Fy)
n — limsup ——————
6—0 log 0

< -—n+dimgF
) < dimgF

<dimgF

resp.
. log L"(F3)
limsup —————=
6—0 - log 0

n — liminf log £7(Fs5) L(F)
5—0 log &

< -—n +MBF

< dimgF

Pokud bychom vzali N5 disjunktnich kouli o poloméru § se sttedy v F', pak sectenim jejich
objemu a aplikaci stejnych operaci jako dfive, mame
Ns(F)en, o™ < L(Fy)

log Ns(F') + log ¢, + nlogd < log L™(F)
—logd - —logd

14



prod — 0

B 1 "(F
—n + dimpg < limsup M
6—0 - 10g5

dimgF < n — liminf M
5—0 log d

log £"(F;
—n +dimg < liminf M
=0  —logd

log L™ (F,
dimp < n — limsup mngg(;)
Celkem tedy dostaneme pozadovanou rovnost. O]

Nyni pouzijeme piedchozi propozici k vypoctu box-counting dimenze Cantorovy mnoziny.

Tvrzeni 1.2.10 ([0, Exercise 2.7, str. 42]). Necht F je Cantorova mnozina a necht 0 < 6 < 1.

Potom pro 1-dimenziondlni Lebesqueovu miru 6-okoli mnoziny F, tj. Fs, plati

C(Fy) = @)H T2t

a uZitim vztahu

log 2

log L(F;
dimg FF=1—1lim Og—(‘S) dostaneme dimpg F = )
5—0 logd log 3

Resend. Cantorovu mnozinu F' zkonstruujeme jako v [I, str. 22]. Zacneme s jednotkovym in-

tervalem Ey = [0,1], v némz odstranfme prostiedni tfetinu (3, 2), zlistanou tak intervaly [0, &]

[%, 1]. Poté provedeme to samé se zbylymi intervaly. Odebereme prostiedni tfetiny (%, %) a
(%, g), ¢imz zustanou Ctyii intervaly s délkou é. Timto zpusobem pokracujeme dal, v k-tém

a

kroku ziskdme 2% intervalt délky 37*. Cantorova mnozina F je definovdna vztahem

F= ﬁ B,
k=0

kde Ej je mnozina, ktera vznikla v k-tém kroku, kde £ = 0,1, ... Pokud

1 1
—37kl o5 < 237k
2 =92
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pak d-okoli mnoziny F, ozna¢me ho Fj, vyplni mezery délek 37*~! nebo méné a ma dvé ¢asti
délky & v mezerdch délek 37% nebo vice. Navic, ¢dsti F3 na obou koncich mnoziny F maji délku

0. Sectenim vSech délek pres vSechny ¢asti dostaneme pro Lebesgueovu miru mnoziny Fj

0o k—1
L(Fy) =) 27'37"+26) 271420
i=k i=1

00 i—1
— %Z (%) +20(2F1 — 1) +26

(2)k—1 9\ k1
3 + 252 —141) = (g) + 62F,

kde jsme vyuzily souc¢tu geometrické rady u prvniho ¢lenu. Nyni zkonstruujeme odhad pro

log ,C(F(;)
logd

9 k—1 9 k-1

B seme)”

Aplikujeme logaritmus a z odhadu pro hodnotu ¢ ziskdvame
log(5)"" _ log L(Fy) _ log2(5)""
log(33=%) = logd  ~ log(337+1)

Vime, ze

(k—1)log2 - log L(Fy) - log2+ (k—1)log 2
logs + —klog3 — logd ~ logs+ (—k—1)log3

Pro k jdouci k nekonecnu a ¢ jdouci k nule dostaneme

10g§ > lim log L(F) S log%

—log3 =0 logd — —log3
Z toho plyne
A _ bt
nyni dosadime do vztahu pro vypocet box-counting dimenze
dimp F =1— %%—logkf;?) —1- (—% +1) = Ei;

16



1.3. Hausdorffova mira a dimenze

V této ¢asti se zminime o velicinach popisujicich vlastnosti fraktala. Ze siroké skaly , fraktdlnich

VVVVVV

okrajové zminime pro mnoziny v R".
Pripomenme, ze §-pokryti mnoziny F' C R™ je spocetny nebo koneény systém mnozin {U; }

s prumérem 0 < |U;| < 4, které pokryji F.
Definice 1.3.1 (Hausdorffova s-dimenziondln{ mira, ([, str.44])). Necht ' C R™ a s > 0. Pro

kazdé 6 > 0 definujeme

Hj(F) = inf{) " |U;|* : {Ui} je 6-pokryti F'}

=1

Podivame se na d-pokryti mnoziny F a snazime se minimalizovat soucet s-tych mocnin prumeéru.

Protoze H;(F') je nerostouci funkei 6 a z definice plyne Hj(F') > 0, pak existuje limita

lim Hi(F) = H*(F),

6—0

kterou nazyvame Hausdorffova s-dimenziondlni mira mnoziny F.
Poznamka 1.3.2. Ovéfeni, ze H*(F) je skuteéné mirou, nalezneme v ([5], str. 45).
Nésledujici tvrzeni je aplikaci Hausdorffovy miry na mnoziné.

Tvrzeni 1.3.3 ([), Exercise 3.2, str.64]). Ukazte, Ze Hausdorffova 0-dimenziondlni mira mnoZiny

F, tj. H'(F), je rovna poctu prvki mnoZiny.
Resend. 7 definice Hausdorffovy miry pro n = 0 plati

HO(F) = lim HO(F),

6—0

HY)(F) = inf{z U;|” : {U;} je 6-pokryti F'}.

i=1
Proto pro prumér mnozin v é-pokryti mame

1Ui|° = (diam(U;))? = 1,kde i = 1, ..., poéet mnozin pokryvajici F,
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pak plati
Z U] = Z 1 = pocet mnozin pokryvajici F.

i
Tedy HY(F') je rovna nejmensimu poctu mnozin pokryvajici F.
Resen{ rozdélime na 2 édsti:

1. Mnozina F' ma koneéné mnoho prvku, tj. F' = {z1,...,x,}. Nejvyse n kouli poloméru %

se sttedem v x; pokryvaji F'. A pro horni odhad dostavame
HJ(F) < n.

Pokud § > 0 je dostatecné malé tak, ze pro kazdé i, j € {1,...,n}, ¢ # j, plati |z;—x;| > 6,
pak d-pokryti F' obsahuje alespon n mnozin. Potom pro dolni odhad dostaneme
H)(F) > n.
Tedy
HY(F)=n
a pro Hausdorffovu miru
lim HY(F) = H*(F) = n.
6—0

2. Mnozina F' méa nekonecné mnoho prvku, pak pro kazdé k € N existuje F} takové, ze F,
obsahuje pravé k bodu tak, ze F}, C F. Tedy H°(F) > HY(Fy), podle prvni ¢dsti fesent
H°(F,) = k a pro limy_,, H°(F,) = oo, tedy také H(F) = oo.

Necht F' C R", jestlize t > s a {U;} je 6-pokryti mnoziny F, pak
SOUL =D NUo U < 60> U
Vezmeme-li infimum pres vSechna d-pokryti, dostaneme
H3(F) < 0" "Hj(F)

Necht § — 0, muzeme vidét, ze pokud H*(F) < oo, pak H'(F) = 0 pro ¢t < s. Tedy existuje

kritickd hodnota s, ve které H*(F') ,sko¢i“ z oo na 0. Oznacme ji dimy F.
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Definice 1.3.4 (Hausdorffova dimenze ([, str. 48])). Necht FF C R™ s > 0 a H*(F) je

Hausdorffova s-dimenzionalni mira. Hausdorffova dimenze je dana vztahem

dimg F = inf{s : H*(F) = 0} = sup{s : H*(F) = oo},
kde supremum prazdné mnoziny definujeme jako 0.

Takze
oo pro0<s<dimyF

HY(F) = {

0 pros>dimg F.
Jestlize s = dimy F', pak H*(F') muze byt nula, nekone¢no nebo spliiuje nerovnost 0 < H*(F') <
00, ¢ili nabyva nejvyse tii hodnot.

Opét ukazeme pouziti predchozi definice na mnoziné.

Tvrzeni 1.3.5 ([0, Exercise 3.9, str. 64]). Necht F je mnoZina skiddajici se z ¢isel mezi 0 a 1,

jejichz desetinny zdpis neobsahuje cislici 5. Ukazle, Ze

log 9

dimyg F' =

T = 10610
Reseni. Mnozinu F mizeme rozdélit na devét casti Fo = [0, L], Fy = [&, 2], Fb = [2, 3] F3 =
[10710] Fy =1 0710) Fe = [ 10° 10] Fr = [10710] Fy =3 0,10] Fy = [% 1], Navic,

i+ 1
F,=F kde @ 1,2,3,4
N LO 10 ], dei€{0,1,2,3,4,6,7,8,9}

Intervaly F; jsou disjunktni s vyjimkou krajnich bodu, jejichz Hausdorffova s-dim. mira je nula

pro s > 0. Pro mnozinu F' plati

F:Uﬂ

Pro kazdé i je mnozina F; geometricky podobnd F', ale zmensend faktorem G- Tedy pro s >0,

H(F) = H'(Fy) + H(Fy) + ...+ H*(Fy) = 9HS(110F) _9 (%) H*(F).
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Nyni predpoklddejme, ze kdyz s = dimy F', pak mame 0 < H*(F') < 0o, a muzeme nalézt s.

1=9 LY
T\
0=sl ! + log9
= slog 10 og
—log9 = —slog10

log 9
S =
log 10

V zavéru kapitoly uvedeme vztah mezi box-counting a Hausdorffovou dimenzi.

Propozice 1.3.6 (vztah box-counting a Hausdorffovy dimenze, ([5, Proposition 3.4, str. 50])).
Pro kaZdou neprdzdnou omezenou mnozinu F' C R"™ plati

dimy F < dimpF < dimpF.
Diikaz. Piedpoklddejme, ze 1 < H*(F) = lims_,o Hi(F') pro néjaké s > 0. Potom pro vSechna
dostatecné mald 9,

1 < Hi(F) < N3(F)",

kde Ns(F') je nejmensi poc¢et mnozin pruméru nejvyse d pokryvajici F. Uzitim logaritmu
0 <log Ns(F) + slogd
log Ns(F
s < 08Nl 5( )

—logd ’
z toho plyne, ze
log Ns(F
s < lim inf Og—é()
d—0 — 10g o
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Kapitola 2

Priklad fraktalu a vypocet dimenze

V této kapitole si definujeme Cantorovu stfedni-A-mnozinu, kterd je modifikaci Cantorovy
mnoziny. Ukazeme, Ze pro vypocet box-counting dimenze kompaktni mnoziny lze uzit délky

komplementarnich intervali a spo¢itame box-counting dimenzi Cantorovy stfedni-A-mnoziny.

2.1. Cantorova stredni-)\-mnozina

Definice 2.1.1 (,,fraktaln{ fetézec®, [5, Chapter 9.6, str. 158]). Necht F' je kompaktn{ podmnozina
R Lebesgueovy miry 0, pro zjednoduseni uvazujme, ze F' C [0,1] a {0,1} C F. Potom doplnék
mnoziny F se skldda ze spocetného poctu otevienych intervaliu. Tyto intervaly se nazyvaji

LJraktalni retézce ©.

Dva krajni intervaly v dopliku F' jsou neomezené, ostatni maji délky, které seradime v
klesajicim poradi Iy > Iy > I3 > ... Necht pro kazdé 6, M(d) oznacuje pocet i takovych, ze
l; > ¢. 6-okoli mnoziny F', tj. Fj, se skladd ze vSech komplementéarnich intervalu, jejichz délka
je mensi nez 20, dvou intervalu uvnitt kazdého komplementarniho intervalu, ktery ma délku
vétsi nez 20 a intervalu délky ¢ na kazdém konci mnoziny F. Pak Lebesgueova mira d-okoli

mnoziny F' je ddana vztahem

L(Fy) = i l; + 26 M () + 26 (2.1)

j:lj<26

Definice 2.1.2 (Cantorova stiedni-A-mnozina, [5, str. 71]). Necht 0 < A < 1. Mé&jme interval
[0, 1], postupnym odstraiiovdnim podintervalti délky A(+52)¥~*, kde k = 1,2, .. ., zkonstruujeme

posloupnost mnozin {Ex}32, tak, ze Ey = [0,1], E; je mnozina, kterou ziskdm odstranénim
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sttedni casti délky A z mnoziny Fjy, kde odstranovand ¢ast je symetricka podle stfedu intervalu,

tedy E; obsahuje [0, 2 —2] a [1+2,1]. Odstranénim stiednich ¢dsti délky A152 z téchto intervali

dostaneme Es, proto se skladd z intervalu |0, %], [1_22,% — %], [% + %, %], [W, 1].
Analogickym postupem ziskam dalsi ¢leny posloupnosti, tj. Ej ziskdm odstranénim stredni
casti délky /\(%)k“, ktera je symetricka podle stiedu kazdého intervalu, z kazdého intervalu

mnoziny Ey_,. Cantorova stredni-A-mnoZina C' je tvorena ¢isly, ktera lezi v Ej, pro kazdé k, tj.

k=1

Nésledujici lemma mluvi o asymptotickém chovani L(F5), M(5) a ;.

Lemma 2.1.3 ([5, Lemma 9.15, str. 159]). Necht 0 < s < 1. Pak ndsledujici tvrzeni jsou

ekvivalentni:
(i) I = O(j7+) pro j — oo
(i) M(0) = O(6~°) prod — 0
(iii) L(Fs) = O(6"*) prod — 0

Diikaz. (i) = (i1): Nebot () ifka, ze existuje konstanta ¢ takovd, ze [; < ¢j =5 pro viechna j.
Pokud § > 0, pak [; < § kdykoli kdyz cj7s aj > 075 Tedy M(5) < f5s.

(i) = (i): Pokud M(6) < 6%, pak M(l;) < cl;® pro kazdé j, proto j < cl;® nebo
j< cilj_%.

(i) = (i): Jestlize L(Fs) < ¢§'~* pro viechna mala §, pak ze vztahu 2.1 mdme 20 M (2§) <
cd'75. Tedy M (') < 25715175 pro dostatecné malé §' = 26.

(i) A (17) = (i4d): Z (i) méame [; < ¢j~ pro néjaké c. Pro malé ¢ rozdélime soucet ve
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vztahu 2.1 podle toho zda j < 7% nebo j > 0%, Takze

o x oo
E l; < E l; + g l;
il <26 J<6-5,1;<26 j>5-s

j=6-*

32&S+c/ tsdt
)

—s

< 251—5 + 6151—57
kde ¢; nezéavisi na §. Spolecné z (ii) a 2.1 dostaneme
L(F5) <26 4+ ¢10"% +¢0° +26 < 6%, pro dostatatecné malé 4.
[

Nyni muzeme ziskat box-counting dimenzi kompaktni mnoziny v R pouze pomoci délek

komplementarnich intervalu.

Propozice 2.1.4 ([, Proposition 9.16, str. 160]). Necht F' C R je kompaktni mnoZina, pak
-1

dimp(F) < - Toal, (2.2)
limsup;_, Tou ]
. —1
dimy(F) > ————— (2.3)
liminf, lo—g]?
Navic,
. -1
dlmB(F) = -—logl'7 (24)
hmj*)oo lo_g;

pokud limita existuje.

Driikaz. Vztah 2.2 plyne pifmo z 1.2.9 a ekvivalentnich tvrzeni v 2.1.3 (i) a (4ii). Nebot

- log £(F.
TmpF — 1 — liminf 282U
50 log §
1—s
<1 liminf 080 )
5—0 log §

logey + (1 —s)logd
log & =

=1 —liminf
6—0
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log; log czj’§

lim sup - < lim sup ,
joo logj jooo  logj
. logcy + —Llogj 1
= lim sup = = —=
fiNe log ] s
Celkem tedy
_ -1
dimpF' < - ToaT;
limsup;_, ., Tos 7

Pro druhy vyraz plati, jestlize
log [;

lim inf J
i log ]

1
> ——pak [; > cj_é pro vSechna j, pro libovolné ¢ > 0
s

Potom z rovnosti 2.1 a aproximace integralu za sumu mame

LE)> DI > > o> c/ 75 > 6
FL<2 je(20)7 c*(28)7
Z 1.2.9 plati
log L(F; 1 o=
dimgF =1— limsupOg—((s) >1-— limsup% =
5§—0 10g5 50 10g(5
Dohromady dostaneme vztah
. 1
dimpF' > —— log;
liminf;_, b—g;

O

Priklad 2.1.5 ([0, Exercise 2.14, str. 43]). Necht 0 < A < 1 a necht C' je Cantorova stiedni-\-
mnozina ziskana opakovanym odstranovanim prostredni \-¢asti z danych intervalu. Spoctéte

box-counting dimenzi C' pomoci vztahu 2.4.

Reseni. Cantorova stFedni-A-mnozina C' je podmnozina intervalu [0, 1], z konstrukce vime, ze
obsahuje uzaviené intervaly, proto C' je omezend a uzaviend a tedy i kompaktni. Nyni mame

splnény predpoklady 2.1.4 a muzeme pouzit pozadovany vztah.
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V kazdém kroku odstraiiujeme 2*~1 k = 1,2, ... otevienych intervali délky A (%)k_l . Necht

l; oznacuje délku komplementarniho intervalu, tj.

1 k—1
zj:A(TA) Ckde k=1,2,3,...

2k71§]§2/€_1

Zkonstruujeme odhad pro vyraz IIC; gg lJJ a provedeme limitu pro k — 0o, j — 0o.

k-1 k-1
logA (553*)" _logl; _ logA (+5)
log(2k —1) — logj —  log2k-1

log A + (k — 1) log 52 . logl; _log A+ (k—1)log 152
im — < lim -~ < lim
k—oo klog2+log(l — 55) ~ j—oologj — k—oo (k—1)log2

log(15%) _ | logl; _ log(*5%)
2 ~ oo logj T 2

protoze odhady shora a zdola jsou stejné, dostavame rovnost

lim logl]'- _ log(%).
j—oo log g 2

Ze vztahu 2.4 méame box-counting dimenzi

) —1 log 2 log 2
dimg(C = ———— = — =
P (5 T log(152) T log()
log 2
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Kapitola 3

Systém iterovanych funkci

3.1. Banachova véta o pevném bodé

K fraktalum, které maji vlastnost sobépodobnosti, muzeme piistupovat jako k pevnym
bodum kontraktivnich zobrazeni na vhodnych prostorech. V této ¢asti k zavedeni zakladnich

pojmu byla vyuzita literatura [7] a [2].

Definice 3.1.1 (Kontraktivni zobrazeni, [2, Definition 6.1, Chapter IIL.6, str. 74]). Trans-
formace f : X — X na metrickém prostoru (X, p) se nazyva kontraktivni zobrazend, jestlize

existuje konstanta 0 < s < 1 takova, ze
Vo,y € X2 p(f(2), f(y) < sp(z,y).

Kazdou takovou konstantu s nazyvame kontraktivni faktor zobrazeni f.

Definice 3.1.2 (Pevny bod). Necht (X, p) je metricky prostor a g : X — X zobrazeni. Bod

x* nazveme pevnym bodem zobrazeni g, jestlize g(x*) = x*.

Véta 3.1.3 (Banachova véta o pevném bodé). Necht (X, p) je tiplng metricky prostor a T :
X — X kontraktivni zobrazeni. Pak existuje pravé jeden pevny bod xp € X zobrazeniI'. Navic,
pro libovolny bod x € X posloupnost {T™ ()}, konverguje k xr, tj. lim, o T™(x) = a7 pro
kazdé v € X.

Diikaz. Necht 0 < s < 1 je kontraktivni faktor zobrazeni T'.
Dukaz existence: Necht z; € X. Definujme posloupnost {z,} C X rekurentnim piedpisem

Zpt1 = T(z,). Pro libovolné n € N plati

(i1, 2n) = p(T(2), T(2p1)) < 8p(@p, 01) < ... < 8" p(wg,71).
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Necht m > n € N, pomoci trojihelnikové nerovnosti dostaneme

() < (o Tont) + PErnts Es) -+ s, 72)
= p(T(zm1), T(@m-2)) + p(T(Tm-2), T(xm-3)) + ...+ p(T(xn), T(xn-1))
< " Pp(wg, 1) + 8" P p(wg, 1) + . 4 8 (g, 1)
= (" 24"+ 5" D p(xe, 1)

sn—l

1—s

<s"Hl+s+..)p(xe, 1) = p(xe, x1)

Provedenim lim,;, ;00 p(Zm, Tn) = 0 jsme ukézali, ze posloupnost {z,} je cauchyovska. Protoze
metricky prostor (X, p) je uplny, je {x,} konvergentni, tedy x, — x7 pro n — oo.
Dukaz jednoznacnosti: Predpokladejme, ze existuji xr,yr € X : xp # yr takové, ze

T(zr) = 27, T(yr) = yr. Pak
p(zr,yr) = p(T(2r), T(yr)) < sp(xr,yr),
z toho plyne p(zr,yr) = 0 a proto zp = yr. O

3.2. Kontraktivni zobrazeni na Hausdorffové metrickém
prostoru

Hlavnim tvrzenim této podkapitoly je lemma 3.2.3, k jeho dukazu budeme potiebovat dvé

pomocné lemmata, kterd zde uvadime bez dukazu.

Lemma 3.2.1 ([2, Lemmma 7.3, Chapter II1.7, str. 79]). Necht w : X — X je kontraktivni
zobrazeni na metrickém prostoru (X, p) s kontraktivnim faktorem s. Pak w : S(X) — S(X)

definované vztahem

w(B) ={w(z) :z € B},VB € §(X),
je kontraktivni zobrazeni na (S(X),h) s kontraktivnim faktorem s.

Lemma 3.2.2 ([2, Lemma 7.4, Chapter I11.7, str. 80]). Pro vsechna B,C,D,E € §(X)

h(BUC, DU E) < max{h(B, D), h(C, E)}
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Lemma 3.2.3 ([2, Lemma 7.5, Chapter IIL.7, str. 80]). Necht (X, p) je metricky prostor. Necht
{w, :n=1,2,..., N} jsou kontraktivni zobrazeni na (S(X), h). Kontraktivni faktor zobrazeni

wy, oznacme s, pro kazdé n. Definujme zobrazeni W : S(X) — S(X)

N
W(B) = wi(B)Uwy(B)U...Uw,(B) = | wa(B), kde B € S(X).
n=1
Potom W je kontraktivni zobrazeni s kontraktivnim faktorem s = max{s, :n=1,2,...,N}.

Diikaz. Ditkaz provedeme matematickou indukef, nejprve pro N = 2. Nechf B, C € S(X),
(W (B), W(C)) = h(wi(B) Uws(B), w:(C) Uwy(C))
< max{h(wy(B), wi(C)), hws(B), ws(C))}
< max{s;h(B,C), ssh(B,C)} < sh(B,C).

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro N = k a ukazeme, ze plati pro N =k + 1.

h (U wn(B), | J wn(C)> =h (U wn(B) Uwis1(B), | ] wa(C)U wkﬂ(c*))

n=1

k

< max{h <U wy(B), U wn(C)) s w1 (B), wi41(C)) }

n=1 n=1
< max{max{s; :i=1,2,...,k}h(B,C), sp+1h(B,C)}
< sh(B,C).

3.3. Konstrukce fraktalu

Nyni zavedeme systém iterovanych funkci, ktery pozdéji budeme pouzivat ke konstrukei

fraktalnich objektu.

Definice 3.3.1 (Systém iterovanych funkei, [2, Definition 7.1, Chapter II1.7, str. 80]). Uplny

metricky prostor (X, p) spoleéné s kone¢nou mnozinou kontraktivnich zobrazeni w,, : X — X

s prislusnymi kontraktivnimi faktory s,, pro n = 1,2,..., N, nazyvame Systém iterovanich
funkci (IFS) s kontraktivnim faktorem s = max{s, : n = 1,2,..., N}, zna¢ime ho {X;w, :
n=12...,N}
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Poznamka 3.3.2. Pokud chceme zduraznit, ze zobrazeni w, v IFS jsou kontraktivni, IFS

nazveme kontraktivni, resp. hyperbolicky.

Véta 3.3.3 ([2, Theorem 7.1, Chapter I11.7, str. 81]). Necht {X;w, : n = 1,2,...,N} je
kontraktivni IFS s kontraktivnim faktorem s. Pak transformace W : S(X) — S(X) definovand
pro véechna B € §(X)

W(B) = wa(B)

je kontraktivni zobrazeni na uplném metrickém prostoru (S(X), h) s kontraktivnim faktorem s.

Takze pro kazdé B,C € S(X) plati
WV (B), W(C)) < sh(B, ).

Navic, existuje prdvé jeden pevny bod A € S(X)
N
A= W) = | wn(d)
n=1

a je ddn vztahem

A= lim W"(B)

n— o0
pro kazdou mnoZinu B € S(X).

Definice 3.3.4 (Atraktor IFS). Pevny bod A € S(X) popsany v 3.3.3 nazyvame atraktor IFS.
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Kapitola 4

Aplikace fraktalua

Fraktély vyskytujici se v prirodé nemaji pravidelné tvary a popis pomoci klasické geometrie
by byl slozity. Fraktalni interpolace ndm pomuze prolozit namérené hodnoty jistou nepravidel-

nosti a umozni nam dané hodnoty popsat.

4.1. Fraktalni interpolacni funkce

Definice 4.1.1 (Interpolacni funkce, [2, Chapter V1.2, str. 208]). Méjme ddnu mnozinu dat,

ktera je mnozinou bodu ve tvaru
{(z;, F}) €R?*:i=0,1,...,N},

kde zyp < 21 < ... < xn. Interpolacni funkce odpovidajici této mnoziné dat je spojitda funkce
f i [xo, zn] — R takova, ze f(x;) = F; pro vsechna i = 0,..., N. Body (x;, F;) € R? nazveme

interpolacni body.

Piiklad 4.1.2 ([2, Example 2.1, Chapter V1.2, str. 209]). Funkce f(z) = 1+ x je interpolaéni
funkef pro data {(0,1), (1,2)}. Uvazujme hyperbolicky IFS {R?; w1, ws}, kde

w (D)= (T () ()
o (D)= (0 ) () + (%),

ozna¢me G atraktor IFS, tj. G = wi(G) Uwy(G). Lze ovérit, ze G je tsecka, kterd spojuje dané
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dva body, nebot

) () (2)- ()
o))+ (9)-()

a proto G je graf interpolaéni funkce f na intervalu [0, 1].

Meéjme danu mnozinu dat {(z;, F;) : i = 0,..., N} a pfedpoklddejme, Ze existuje prave
jedna spojité funkce f : [xg,xny] — R prochézejici ptes interpolaéni body, ktera je linedrni na

kazdém podintervalu [z;_1,z;]. Funkce f je dédna predpisem

(ZE — {L'Z‘_l)
(sz‘ - 951‘—1)

flx) =Fi1+ (Fi — Fio1) (4.1)

pro © € [r;_1,%;],i = 1,...,N. Funkci f nazveme po édstech linedrni interpolacni funkci.

Priklad po ¢astech linedrni interpolac¢ni funkce f je reprezentovan na obrazku 4.1.

(Xa, Fa)

(x2, F2) /

1 s

(X3 ’ F3)
(62, F2)
(%o, Fo)

0 ! ! L ! ! !
0 2 4 6 8 10 12

Obrazek 4.1: Graf po ¢astech linedrni interpola¢ni funkce pro N =4

Graf po ¢astech linedrn{ interpolacni funkce 4.1, G, je zdroven atraktorem IFS {R? : w,,n =

1,2,..., N}, kde w, jsou afinni zobrazeni a spliuji
()= (20 6)+ (2)
“\v ¢ 0) \y fa)’
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kde

Tp — Tp—1

a, = "1 (4.2)
IN — Zo
o Fn - Fn—l
CTL - )
IN — Zo
_ INTn-1 — ToTN
€n = )
N — Xp
f o xNanl _xOFn
n = .

TN — Zo

Piiklad 4.1.3 ([2, Example 2.4, Chapter V1.2, str. 210]). Parabola definovand vztahem f(z) =
2z — 2% je interpola¢ni funkei mnoziny dat {(0,0), (1,1),(2,0)}. Necht G oznacuje graf funkce
f(x), tj. G = {(z,2z — 2*) : x € [0,2]}. Tvrdme, ze G je atraktor IFS, {R? : wy, ws}, kde

()= 6)

o (f(xrr)) - (fv ég <x>) - (%H <§x —x?)) - (w —xw) - (f(x@)

Prava strana prvni rovnice ddva ¢ést grafu f(x) pres interval [0, 1] zatimco prava strana druhé
rovnice dava cast grafu f(z) pres interval [1,2]. Proto G = wi(G) Uwy(G) a G je atraktorem

IF'S.

Nyn{ si ukdZeme, jak mtiZzeme zkonstruovat IFS v R? tak, aby jeho atraktor, ktery budeme
znacit G, byl graf spojité funkce f : [z, zn] — R, kterd interpoluje data. IFS je tvaru {R? :

wp,n =1,..., N}, kde zobrazeni w, jsou afinni transformace ve specidlnim tvaru

w ()= (2 2) () +(5): 43
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Transformace jsou pro vSsechna n =1,2,..., N omezené podminkou
w To\ [ Tn-
" FO B anl
w INY\ [ Tn
" FN N Fn

Necht n € {1,..., N}, transformace w, jsou stanoveny redlnymi ¢isly: a,, ., dy, €n, frn, které
musi spliiovat nasledujici linedrni rovnice:
AnTo + € = Tp_1 (4.4)
anTN + €y = Ty
CnTo + anO + fn = L'n—-1
ChTN + anN + fn = Fn
Protoze rovnice jsou pouze ¢tyfti, zvolime hodnoty d,, n = 1,2,..., N, jako parametry a jejich
vektor nazveme vertikalni skalovaci faktor. Pokud d,, = 0 pro vSechna n = 1,..., N, funkce

f(z) je pravé po castech linedrni interpolaéni funkce. Je-li d,, redlné ¢islo, Feseni rovnic 4.4 je

nasledujici

Tp — Tp—1

ay = L Tnl (4.5)
IN — Zo
o INTpn—1 — ToTn
€n = )
IN — Zo
_Fn_anl dn(FN_FO)
Cp = - 3
IN — Zo Tn — Zo
f o xNanl_xOFn dn<InFO_$OFN)
n — - .
Tn — Zo TN — Zo

Nésledujici véty uvedou teoreticky zéklad pro experimentalni pozorovani a popisuji vlast-

nosti IFS popsaného vyse.

Véta 4.1.4 ([2, Theorem 2.1, Chapter V1.2, str. 215]). Nechtf N je kladné celé ¢islo vétsi nez 1.
Necht {R? : wy, kden =1,2,... N} oznacuje IFS splriujici vlastnosti 4.3, odpovidajici mnoziné
dat

{(zn, F) :n=1,2,... N}
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Necht pro wvertikdlni skdlovaci faktor d, plati 0 < d,, < 1 pron = 1,2,...,N. Pak existuje
metrika p na R?, kterd je ekvivalentni s Euklidovou metrikou d takovd, Ze IFS je kontraktivoni

vzhledem k p. Navic, existuje prdvé jedna neprdzdnd kompaktni mnoZina G C R? takovd, Ze

Diikaz. Definujme metriku p na R? vztahem

p(z,y) = |1 — y1] + Olzs — Yo,

kde x = (z1,22),y = (y1,y2) a © je kladné redlné ¢islo. Metrika p je ekvivalentni s Eukleidovou

metrikou d(z,y) = \/(z1 — y1)? + (z2 — y2)? na R% Tj. existuje c1, o > 0 takové, ze
cip(r,y) < d(z,y) < cop(,y)
Nejprve ukazeme prvni nerovnost

cap(x,y) < d(z,y)

pro j = 1,2 platf |z; — y;| = 1/ (z; — y;)* < V(1 — 1)+ (22 — 12)?,

potom dostaneme

21— 1| + Olza — yo| < V(w1 — 11)? + (22 — )2 + OV (11 — 41)? + (22 — 1o)?

21— y1| + Olza — yo| < (L+0O)/ (21 — y1)? + (22 — 1o)2.

Z toho plyne, ze ¢; muzeme volit napiiklad ¢; = 14%@'

Pro druhou nerovnost chceme ukazat, ze plati

d(x,y) < cap(,y)

V(@ —y1)2 + (2 — 12)? < o2y — y1| + Ol — ),

coz je ekvivalentni nerovnosti
(1 — )+ (22 — 12)? < Sz — | + 20|z — yi|wa — yao| + O|z2 — 1o|?)

(w1 —11)% + (22 — 12)* < (w1 — 11)* + 32021 — y1]|w2 — 2| + 3O% (22 — y2)°.

34



Protoze prostiedni ¢len je vétsi nez 0, staci hledat co splitujici nerovnosti
(11 —11)* < (a1 —)°
(22 — y2)* < 30% (22 — y2)?,
proto ¢y budeme volit ¢o = max{1, % )
Necht n € 1,2,..., N a ay, Cn, €n, [ jsou &isla spliujici 4.5. Potom dostaneme
p(wn (), wn(y)) = pwn(z1, 22), wn (Y1, y2))
= p((an1 + €n, 1 + dpza + fr), (any1 + en, catn + dpya + fn))
= |anx1 + e — anth — en| + Olenrr + dpza + frn — cath — duyo — fa
= |an|lz1 — 1] + Olen(z1 — y1) + dul@2 — y2)|
< lanllzr — 11| + Olen||zr — p1] + Oldn||z2 — y2]

= (|an| + Olex|)|z1 — 1] + Oldul[z2 — yal.
Protoze N > 2, je |y — xo| > |2y — 1| pro kazdé n =1,2,... N, pak |a,| = % <1
Pokud ¢y = ¢ = ... =¢, =0, pak
p(wn (), wn(y)) < lanl|z1 — yi] + [dnl|72 — y2| < neglaXN}ﬂanl, |dn|}p(,y)

30y

ming e ..., np{(1=]an])}
maxpe(1,.. Np{2lenl} 7

odtud pak plyne

a © volime rovno 1. Jinak polozime © =

,,,,,

|dn||$2 - y2’

mingeq,. v{1 — [an|} c |) 21— ] + mingeq,. nv{1 — [an|}

wy (), wy, < | |an| +
plwn(@), wn(y)) (| | max,eqi,.. N} 2[cnl} maxne(....v}{2|eal}

geeey

minne{l,“. N}{1 - |an’}
< (Jonf + et U0l e (16 ) o =l + € (s =1

ming,c(1 1—la,
S (’an’+ 6{17 7]\5}{ | |})

< alzy = y1| + Ob|zz — yo| < max{a, d}p(z,y),

|1 —y1] +© max  {|d,|}Hz2 — yol
ne N}

20ty

kde a = (Hmax"e“é“"m{'a"'}) < 1,0 = max,cqi,.. ny{|dnl} < 1, nebot plati

minne{l,... N}{1 - |an|} <1 maxne{l,...,N}ﬂan’ - ]-} <1+ maXnE{l,...,N}Han’} . 1

|an| + 5 5 ; >
- 1+ maan{l,...,N}{|an|}
2 Y

Existence mnoziny G plyne ptimo z véty 3.3.3. O
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Véta 4.1.5 ([2, Theorem 2.2, Chapter V1.2, str. 216]). Necht N je celé kladné ¢islo vétsi 1.
Necht {R?: w,,n=1,2,...,N} je IFS odpovidajici mnoZiné dat
{(xn, F) :n=1,2,... N}
Necht wvertikdlni skdlovaci faktor d, spliuje 0 < d, < 1 pron = 1,2,...,N tak, Ze IFS je
kontraktivni. Necht G oznacuje atraktor IFS. Pak G je graf spojité funkce f : [xg,zn] — R,
kterd interpoluje data {(z;, F;) :i=0,1,...,N}. Tedy
G =A{(z, f(z)) : = € [0, zn]},

kde

proi1=0,1,..., N.

Diikaz. Mnozinu spojitych funkei f : [zg,zn] — R spliujicich f(xg) = Fy a f(zn) = Fy

oznacme F. Definujme metriku p na F vztahem

p(f,9) = max |[f(z)— g(z)|

z€[zo,x N]

pro vechna f, g € F. Diky tomu, ze F je uzaviena podmnozina metrického prostoru (Clzo, zx], p),
ktery je tplny, je tiplny i metricky prostor (F, p). Necht a,, ¢, €, fn jsou redlna ¢isla definovana

vztahy 4.5. Nyni definujme zobrazeni T : F — F tak, ze

(Tf)() = ealy, () + dn f (1, (2)) + fa
pro € [ry_1,x,,n = {1,...,N}, kde l,, : [xo,zn] — [Tn_1,%,] je invertibilni zobrazeni
splnujici
lo(z) = apx + e,

Oveérime, ze zobrazeni T je kontraktivni a zobrazuje do sebe. Jako prvni ukazeme, ze zobrazuje

do sebe. Necht f € F, pak funkce (T f)(z) splituje okrajové podminky, nebot

(Tf) (o) = erly H(z0) + di f(I7 (20)) + fo
=c1xo+dif(xo) + fi1
=ciwo +diFo + f1
— F,
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(Tf)(zn) = exly' (@n) +dn (N (zn)) + f
= enly' (on) +dn f(an) + fa
=cyan +Hdnf(rn) + fn
— Fy

Vime, ze f je spojitd funkce na intervalu [z, q,2,] pron = 1,....N, [,(x) je linedrni a tedy
i spojitd na kazdém intervalu [z, q,x,] pro n = 1,..., N. Pak z predpisu pro T'f plyne, ze
je spojitd na kazdém intervalu [z, 1,x,] pro n = 1,..., N. Nyni zbyva ukazat, ze (Tf)(z) je
spojita v kazdém bodé xq, xg, ..., zx_1. V kazdém z téchto bodu je hodnota (7' f)(z) definovéna
dvéma ruznymi zpusoby, pokud budou davat stejnou hodnotu, dokéazali jsme, ze T zobrazuje

do sebe. Pron € {1,2,..., N — 1} plati

(Tf)(zn) = Cn-i-ll;-il-l(xn) + dn-‘rlf(l;j—l(xn)) + for1
= Cp1%0 + dny1 f(w0) + fria
—F,

(Tf)(zn) = Cnlrzl(xn) + dnf(lgl(wn)) + fa
=cpTN + dnf(xN) + fn
_F,

Ukazeme, ze T' je kontraktivni zobrazeni na metrickém prostoru (F, p).

Necht f,ge F,nel,...,N ax € v, 1,,]. Pak

(T)(@) = (Tg)(@)] = lealy (@) + duf (1 (@) + fu = caly, (%) + dug(1," (2) + fo
= ldu|| (15" (2)) — (1" ()]
<|da| | max |f(I;(2)) = g(l; " ()]

7N (z)€elzo,xN]

= |dulp(f,9)

Z toho plyne, ze
p(Tf,Tqg) <dp(f,qg), kde 6 = maXN} |d,| <1
ne
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Podle Banachovy véty o pevném bodé, existuje praveé jeden pevny bod zobrazeni T' lezici v F.

Tj. existuje funkce f € F takova,ze
(Tf)(x) = f(x) pro vSechna x € [xq, xn].
Necht G oznacuje graf funkce f. Potom definici zobrazen{ T lze piepsat do tvaru
(T apx + €,) = cpx +dpf(x) + fn Pro z € (o, xn],

ktery implikuje, ze

N

G =Jwa.(@).

n=1
Protoze G je neprazdnd kompaktn{ podmnozina R2, podle predchozi véty existuje pouze jedna
takovd mnozina (atraktor IFS) uréend 4.5. Tedy G = G. O

Definice 4.1.6 ([2, Definition 2.2, Chapter VI.2, str. 218]). Funkce f(z) jejiz graf je atrak-
tor IF'S, ktery je popsan v predchozich dvou vétach, nazyvame fraktdlni interpolacni funkce

odpovidajicf mnoziné dat {(x;, F;) :i=1,...,N}.

Priklad 4.1.7 ([2, Example 2.16, Chapter VI, str. 219]). Necht f oznacuje fraktalni inter-
pola¢ni funkei mnoziny dat {(x;, F;) : ¢ = 1,2,..., N}, kde N > 1. Mé&jme metricky prostor
(F,p) a transformaci T' : F — F, které jsou definované v dukazu véty 4.1.5. Vyraz T'f = f

muzeme pouzit k urceni nékterych integralu. Méjme integral

TN
= [ s
xo
protoze funkce f je spojita a integral je dobte definovany dostaneme

7= /xN(Tf)(l’)dx -y / (Tf)(w)de =) / o (e + dp f(2))d(anz + €3)

N

-y /mN(cnx b dof(2))d(anz + en) = ol + B,

n=1 "7 %0
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kde

™
I
[]=
S

. / " eaz + fu)da.

z0

Za predpokladu, ze || < 1, integral je dan vztahem

/;N fz)de = 1?(1.

4.1.1. Dimenze fraktalni interpolacni funkce

Nésleduji véta je ekvivalentnim vyjadienim box-couting dimenze 1.1. Lépe nam poslouzi v

pripadé vypoctu dimenze kiivky zadané pomoci mnoziny dat.

Véta 4.1.8 ([2, Theorem 3.1, Chapter V1.3, str. 223]). Necht N je kladné celé ¢islo vétsi nez
jedna, {(r,,F,) € R? :n=1,... N} je mnoZina dat a necht {R* : w,,n=1,...,N} je IFS

odpovidagici mnoziné dat, kde

w ()= (2 0) () +(5):

Necht wvertikdlni skdlovaci faktor d,, spliuje 0 < d,, < 1 a konstanty an, Cn,€n, frn jsou ddny
rovnostmi 4.4 pron =1,...,N. Necht G oznacuje atraktor IFS takovy, Ze G je graf fraktdini

interpolacni funkce. Jestlize

N
> ldn] > 1
n=1

a interpolacni body vsechny nelezi na jedné primce, pak bozx-couting dimenze G je pravé jedno

rediné teseni D rovnice
N
> ldplal ™ = 1. (4.6)
n=1

V opacéném pripadé je box-counting dimenze G rovna 1.
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4.1.2. EEG data

Fraktdln{ interpola¢n{ funkci mizeme pouzit k aproximaci experimentalnich dat, nebot graf
fraktalni interpolac¢ni funkce je velmi blizky grafu experimentalnich hodnot v Hausdorffové
metrice. Navic maji stejnou box-counting dimenzi D.

V této podkapitole budeme ilustrovat vyuziti fraktalni interpolace na realnych datech. Data,
ktera jsme k tomuto ucelu pouzili jsou hodnoty nameérené u skupiny indickych ucastniku,
kterym byly na povrch lebky rovnomérné umistény elektrody za ucelem ziskani elektrické ak-
tivity mozku pomoci elektroencefalografie (EEG). Nédsledné jim bylo pusténo nékolik nesouvi-
sejicich pisni ruznych zanru (od indické klasiky po goticky rock), oznacené A01 az A012. Nyni
se budeme zabyvat hypotézou, zda zanr hudby muze néjak ovlivnit box-counting dimenzi.

Pro zkoumaéani této hypotézy byla vybrana jedna osoba a 5 ruznych skladeb. Pro ziskani
grafu interpolacni funkce, jsme zvolili elektrodu E15, kterd byla umisténa na temeni hlavy, v
misté kde se v mozku nachézi asociativni vnimani. Poté jsme pomoci kédu v softwaru Octave
urcili jednotlivé fraktalni interpolacni funkce (atraktory IFS), kde vertikalni skalovaci faktory
byly voleny ndhodné pomoci funkce rand(), kterd nam generuje ndhodna ¢isla rovnomeérné
rozdélené z intervalu (0,1). Kéd byl inspirovan Programem 1 z [2]. Pak ze vzorce 4.6 byla
spocitana pro kazdou skladbu box-counting dimenze D metodou bisekce, kterd je vice popsana
naptiklad v [3]. Nutno zminit, Ze byl proveden pouze dil&i vypocet, nebot pro korektni postup
by musel byt vypocet proveden pro ,velké mnozstvi“ takto ndhodné zvolenych skalovacich
faktoru. Kody a zdrojovéa data jsou k dispozici na prilozeném USB disku.

V tabulkach na dalsi strané je uvedeno oznaceni skladby, jeji nazev, autor skladby, zanr a
urcend box-counting dimenze. Jak si muzeme vSimnout, hodnoty box-counting dimenze se lis
jen velmi malo, pomér mezi nejvétsi a nejmensi hodnotou je ptiblizné 0,01, a proto se muzeme
domnivat, ze box-counting dimenze nemusi souviset se zanrem skladby. Nicméné si myslim, ze

pro presnéjsi analyzu by bylo potieba vice dat a informaci ke zkoumani.
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’ Skladba ‘ Nézev skladby ‘ Autor ‘

A05 Proof Idiotape

A07 Raag Bihag B.Sivaramakrishna Rao
A09 Mor Bani Thanghat Kare | Sanjay Leela Bhansali
A10 Fallin Dr. SaxLove

All Master of Running Rickeyabo

Tabulka 4.1: Tabulka skladeb a autoru

Zanr ‘ Box-counting dimenze D
elektronicka tanecni hudba 2,9630655050
klasické hindustanska hudba 2,9583421350
indicky folklér 2,9646411538
jazz 2,9657667875
goticky rock 2,9554876685

Tabulka 4.2: Tabulka jednotlivych zanru a dimenzi

Na obrézcich nize je pro kazdou skladbu vykreslend funkce zaznamu EEG (modré kfivka),
kde jsou namétrené hodnoty elektrické aktivity mozku vztazené k ¢asu v sekundach. Poté graf

fraktélni interpolaéni funkce (¢ervend krivka), tedy atraktor ptislusného IFS.
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Zaver

V 1tvodu této prace se vénujeme Hausdorffovu metrickému prostoru, kde se omezujeme na
neprazdné kompaktni mnoziny, jinak by Hausdorffova metrika nesplnovala definici metriky. Ta
nam umozni popsat konvergenci mnozin a sobépodobné objekty, které souvisi se systémem
iterovanych funkeci. Déle se vénujeme box-counting dimenzi, kterd vychéazi z pokryvani objektu
ruznymi mnozinami, jejichz velikost se snazime minimalizovat. Alespon okrajové je zde také
zminéna Hausdorffova mira a dimenze. Tyto kapitoly jsou zde doplnény o prakticky vypocet
dimenze a miry specidlnich mnozin. Ve druhé kapitole je uveden jiny zptuisob, jak nalézt box-
counting dimenzi kompaktnich mnozin bez vyuziti definice pomoci doplinku mnoziny. Timto
zpusobem je zde spoc¢itana dimenze Cantorovy sttedni-A-mnoziny, kterd je modifikaci Canto-
rovy mnoziny. Ve tfeti kapitole jsme se vénovali kontraktivnim zobrazenim a Banachové vété
o pevném bodu, které jsme popsali i na Hausdorffové metrickém prostoru. Definovali jsme
systém iterovanych funkci, ktery pozdéji vyuzivame k zavedeni fraktalni interpolacni funkce.
V posledni kapitole je popsana interpola¢ni funkce mnoziny dat a jeji souvislost s IFS, defi-
nice fraktalni interpola¢ni funkce a alternativni zpusob vypoctu box-counting dimenze kiivky
fraktalni interpolacni funkce. Na zaveér kapitoly ilustrujeme vyuziti fraktalni interpolace na
realnych datech, na hodnotach namérenych u skupiny lidi pii poslechu hudby.

Vétsina uvedenych dukazu byla prevzata, nékde bylo potfeba upravit chybnou cast a
pripadné doplnit komentar, naptiklad ve vété 4.1.4 chybéla ekvivalence metrik a v zavéru byl
Spatné uveden odhad, v lemmatu 3.2.3 bylo pro tuplnost dukazu potieba doplnit ¢ast tvrzeni
pro N = k+ 1. Reeni, piipadné dukazy tvrzeni 1.2.8, 1.2.10, 1.3.3, 1.3.5, 2.1.5 jsou mé vlastni.
Kédy, které byly potiebné pro spoc¢itani dimenze D a k vykresleni fraktaln{ interpola¢ni funkce
v posledni kapitole, jsem psala v programu Octave a jsou k dispozici na prilozeném USB disku.

Béhem zpracovani bakalarské préce jsem si prohloubila své znalosti z tématiky fraktala,

kterym béhem studia neni vénovano tolik ¢asu. Vyzkousela jsem si praci s odbornou literaturou
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v anglickém jazyce. Vérim, ze se mi cil bakalaiské prace podarilo naplnit a to popsat zédkladni

pojmy fraktalni geometrie, konstrukei IFS a souvislost s fraktalni interpolaci.
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