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PŘÍRODOVĚDECKÁ FAKULTA

BAKALÁŘSKÁ PRÁCE
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Rok odevzdáńı: 2022
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Úvod

Fraktálńı geometrie slouž́ı k popisu složitěji strukturovaných objekt̊u, jejichž charakter se

nezměńı při změně měř́ıtka a které nelze jednoduše popsat pomoćı klasické geometrie. Označeńı

fraktál poprvé použil Benôıt Mandelbrot, který je považován za zakladatele fraktálńı geometrie.

Prvńı kapitola je věnovaná teorii prostoru, kde se fraktály vyskytuj́ı a kde je nejvýhodněǰśı

jejich popis. Také zde poṕı̌seme box-counting dimenzi, Hausdorffovu mı́ru a dimenzi, d́ıky nimž

můžeme fraktály porovnávat. V daľśı kapitole se pod́ıváme na výpočet box-counting dimenze

kompaktńı množiny pomoćı
”
fraktálńıch řetězc̊u“ a na Cantorovu středńı-λ-množinu. Ve třet́ı

kapitole se budeme zabývat systémem iterovaných funkćı a kontraktivńım zobrazeńım.

Posledńı kapitola je věnována aplikaci fraktál̊u. Nejprve představ́ıme interpolačńı funkci,

zkonstruujeme IFS v R2, tak aby jeho atraktor byl graf spojité funkce, která interpoluje data.

Nakonec použijeme fraktálńı interpolačńı funkci k aproximaci experimentálńıch dat a spoč́ıtáme

box-counting dimenzi př́ıslušného atraktoru IFS.
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Kapitola 1

Teoretická část

V této kapitole si zadefinujeme Hausdorffuv metrický prostor, který je vhodný k popisu

fraktálńıch množin. Poṕı̌seme box-counting a Hausdorffovu dimenzi, které jsou užitečné při

studiu
”
netypických“ množin a které nám umožňuj́ı porovnávat fraktály. Zmı́něné pojmy z

metrických prostor̊u, jenž nejsou vysvětlené nalezneme v [6].

1.1. Hausdorffuv metrický prostor

Hausdorffuv metrický prostor je prostor, kde se omezujeme na speciálńı systém množin, ji-

nak by Hausdorffova metrika nebyla metrikou. Pomoćı ńı dokážeme popsat konvergenci množin,

která se hod́ı při zkoumáńı fraktálńıch objekt̊u.

Definice 1.1.1 (δ-okoĺı množiny, [4, str. 71]). Mějme dán metrický prostor (X, ρ), množinu

A ⊂ X a necht’ δ > 0. Definujeme δ-okoĺı množiny A jako

Aδ = {y ∈ X : ρ(x, y) < δ pro nějaké x ∈ A}.

Definice 1.1.2 (Hausdorffova metrika, [4, str. 71]). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, S(X)

systém všech neprázdných kompaktńıch podmnožin X. Necht’ A,B ⊆ S(X). Hausdorffovu

metriku h definujeme vztahem

h(A,B) = inf{δ > 0 : A ⊆ Bδ ∧B ⊆ Aδ}

Poznámka 1.1.3. Důkaz, že Hausdorffova metrika je skutečně metrikou, nalezneme v d̊ukazu

[4, Theorem 2.5.1, str. 72].

Definice 1.1.4 (Hausdorffuv metrický prostor). Metrický prostor (S(X), h) nazývámeHausdorffuv

metrický prostor na (X, ρ).
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Lemma 1.1.5 ([4, str. 72]). Necht’ {An} je posloupnost neprázdných kompaktńıch podmnožin X

a necht’ A je neprázdná kompaktńı podmnožina X. Jestlǐze {An} konverguje k A v Hausdorffově

metrice, pak

A = {x ∈ X : existuje posloupnost {xn}, kde xn ∈ An, taková, že xn → x}.

Věta 1.1.6 (Úplnost S(X), [4, Theorem 2.5.3., str. 72]). Necht’ (X, ρ) je úplný metrický pro-

stor, pak (S(X), h) je také úplný metrický prostor.

Lemma 1.1.7 ([4, Proposition 2.5.6, str. 73]). Necht’ {An} je nerostoućı posloupnost neprázdných

kompaktńıch podmnožin, tj. A1 ⊇ A2 ⊇ . . . Potom {An} konverguje k pr̊uniku A =
⋂

n∈N An v

Hausdorffově metrice.

1.2. Box-counting dimenze

Nyńı zavedeme box-counting dimenzi někdy také nazývanou pokrývaćı dimenze. Začneme

motivaćı pro danou definici a uvedeme ekvivalentńı možnosti pokrýváńı množin. Pozname-

nejme, že v celém textu bude logaritmus vždy o základu e.

Mějme dánu množinu F ⊂ R2 a pro každé δ > 0 nalezneme nejmenš́ı počet množin pr̊uměru

nejvýše δ, které pokryj́ı F . Toto č́ıslo budeme značit Nδ(F ) a určuje počet shluk̊u velikosti

přibližně δ, na které můžeme F rozdělit. Dimenze množiny F odráž́ı zp̊usob, jakým se zvětšuje

počet množin v Nδ(F ) při zmenšuj́ıćım se δ. Jestliže Nδ(F ) splňuje aproximaci

Nδ(F ) ≃ cδ−s, kde c > 0, s > 0,

potom můžeme ř́ıct, že F má box-counting dimenzi s. Pro představu o hodnotě s potřebujeme

nalézt řešeńı. Aplikujeme logaritmus a vztah uprav́ıme

logNδ(F ) ≃ log(cδ−s)

logNδ(F ) ≃ log c− s log δ

s ≃ logNδ(F )

− log δ
+

log c

log δ
.

Hodnotu s źıskáme provedeńım limity pro δ → 0

s = lim
δ→0

logNδ(F )

− log δ
.
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Definice 1.2.1 (Pr̊uměr množiny, [4, str. 45]). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor a M ⊂ X,

M ̸= ∅, jeho neprázdná podmnožina. Pr̊uměr množiny M je definován vztahem

diam(M) = sup {ρ(x, y) : x, y ∈ M} .

Tj. pr̊uměrem množiny rozumı́me největš́ı vzdálenost dvou bod̊u lež́ıćıch v dané množině.

Poznámka 1.2.2. Pro eukleidovský prostor X = Rn a neprázdnou M ⊂ X budeme psát

|M | = sup {∥x− y∥ : x, y ∈ M} .

Definice 1.2.3 (δ-pokryt́ı, [5, str. 28]). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, F ⊂ X a δ > 0.

Jestliže {Ui} je konečný nebo spočetný systém množin pr̊uměru nejvýše δ, které pokrývaj́ı F ,

tj. F ⊂
⋃∞

i=1 Ui a 0 < diam(Ui) ≤ δ pro každé i. Potom {Ui} nazýváme δ-pokryt́ı F .

Definice 1.2.4 (Box-counting dimenze, [5, str. 28]). Necht’ F je neprázdná omezená podmnožina

Rn a Nδ(F ) je nejmenš́ı počet množin pr̊uměru nejvýše δ, které pokryj́ı F , tj. nejmenš́ı počet

množin v δ-pokryt́ı F . Dolńı, resp. horńı, box-counting dimenze je

dimBF = lim inf
δ→0

logNδ(F )

− log δ
,

resp.

dimBF = lim sup
δ→0

logNδ(F )

− log δ
.

Z definice horńı a dolńı box-counting dimenze plat́ı dimBF ≤ dimBF a pokud se rovnaj́ı,

označme společnou hodnotu box-counting dimenze F

dimB F = lim
δ→0

logNδ(F )

− log δ
. (1.1)

Poznámka 1.2.5. Po celou dobu budeme předpokládat, že δ > 0 je dostatečně malá, aby

hodnota − log δ byla pouze kladná.

Vztah 1.1 ř́ıká, že Nδ(F ) ≃ cδ−s pro dostatečně malé δ, kde s = dimB F . Tedy, že

Nδ(F )δs → ∞, pokud s < dimB F,

Nδ(F )δs → 0, pokud s > dimB F.
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Někdy bývá výhodněǰśı pokrývat množinu F jinými specifickými množinami, přičemž se

hodnota box-counting dimenze nezměńı. O ekvivalentńıch definićıch mluv́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1.2.6 ([5, Equivalent definitions 2.1, str. 30]). Dolńı a horńı box-counting dimenze

množiny F ⊂ Rn jsou dány vztahy

dimBF = lim inf
δ→0

logNδ(F )

− log δ
,

dimBF = lim sup
δ→0

logNδ(F )

− log δ

a box-counting dimenze F

dimB F = lim
δ→0

logNδ(F )

− log δ
,

pokud limita existuje a Nδ(F ) je některé z následuj́ıćıch možnost́ı:

(i) Nejmenš́ı počet množin pr̊uměru nejvýše δ pokrývaj́ıćı F .

(ii) Nejmenš́ı počet uzavřených kouĺı poloměru δ pokrývaj́ıćı F .

(iii) Nejmenš́ı počet krychĺı o straně δ pokrývaj́ıćı F .

(iv) Počet n-rozměrných krychĺı v śıti o straně δ, které prot́ınaj́ı F .

(v) Nejvěťśı počet disjunktńıch kouĺı poloměru δ, které maj́ı střed v F .

D̊ukaz. Lze naj́ıt např́ıklad v [5] .

Poznámka 1.2.7. Ve vztaźıch věty 1.2.6 stač́ı uvažovat limity pro δ jdoućı k 0 přes libovolnou

klesaj́ıćı posloupnost takovou, že

δk+1 ≥ cδk pro 0 < c < 1,

užitečná je zejména volba δk = ck. Všimněme si, že pokud δk+1 ≤ δ ≤ δk, pak s Nδ(F ) jako

nejmenš́ım počtem množin v δ-pokryt́ı F dostaneme odhad

logNδ(F )

− log δ
≤

logNδk+1
(F )

− log δk
≤

logNδk+1
(F )

− log δk+1 + log δk+1

δk

≤
logNδk+1

(F )

− log δk+1 + log c
≤

logNδk+1
(F )

− log δk+1(1 +
log c

− log δk+1
)
.

Pro horńı box-counting dimenzi plat́ı

dimBF ≤ lim sup
k→∞

logNδk(F )

− log δk
.
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Opačná nerovnost plyne z definice limes superior, celkově plat́ı

dimBF = lim sup
k→∞

logNδk(F )

− log δk

Rovnost pro dolńı box-counting dimenzi by se ukázala podobným postupem, tedy

dimBF = lim inf
k→∞

logNδk(F )

− log δk
.

Následuj́ı tvrzeńı je př́ıkladem výpočtu box-counting dimenze speciálńı množiny.

Tvrzeńı 1.2.8 ([5, Exercise 2.3, str. 42]). Necht’ F je množina č́ısel z intervalu [0, 1] takových,

že jejich desetinný zápis neobsahuje č́ıslici 5. Pak pro box-counting dimenzi dimB F plat́ı

dimB F =
log 9

log 10
.

Řešeńı. Každé č́ıslo z množiny F lze zapsat ve tvaru

∞∑
i=1

ai
10i

,

kde ai ∈ I
.
= {0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9} pro každé i ∈ N. Necht’ Ek ⊂ F je množina, která neobsahuje

č́ıslici 5 na prvńıch k desetinných mı́stech. Tj.

E1 = {x : x ̸= 0, 5}

E2 = {x : x ̸= 0, 55}

...

Ek = {x : x ̸= 0, 5 . . . 5}

Množina F se skládá ze všech č́ısel lež́ıćıch v Ek pro všechna k, tedy

F =
∞⋂
k=1

Ek.

Necht’ Nδ(F ) označuje nejmenš́ı počet interval̊u délky δ, které pokrývaj́ı F . Necht’ δ > 0 a

k ≥ 1 je celé č́ıslo, pro které plat́ı

10−k < δ ≤ 10−k+1.
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Každou z množin Ek lze považovat za sjednoceńı 9k interval̊u délky 10−k. Pro přehlednost to

ilustrujme na množině E1:

E1 = [0; 0, 1] ∪ [0, 1; 0, 2] ∪ [0, 2; 0, 3] ∪ [0, 3; 0, 4] ∪ [0, 4; 0, 5) ∪ [0, 6; 0, 7] ∪ [0, 7; 0, 8] ∪ [0, 8; 0, 9] ∪ [0, 9; 1].

Proto

Nδ(F ) ≤ 9k,

pro horńı odhad horńı box-counting dimenze dostáváme vztah

dimBF = lim sup
δ→0

logNδ(F )

− log δ
≤ lim sup

k→∞

log 9k

− log 10−k+1
= lim sup

k→∞

k log 9

(k − 1) log 10
=

log 9

log 10
.

Necht’ nyńı 0 < δ < 1 a k ≥ 1 je celé č́ıslo splňuj́ıćı

10−k−1 ≤ δ < 10−k.

Protože každá množina pr̊uměru δ může prot́ınat nejvýše dva d́ılč́ı intervaly Ek délky 10−k

a každý takový d́ılč́ı interval obsahuje body množiny F , pak nejméně 9k

2
interval̊u délky δ je

potřeba k pokryt́ı množiny F . Proto

Nδ(F ) ≥ 9k

2
,

pro dolńı odhad dolńı box-counting dimenze plat́ı

dimBF = lim inf
δ→0

logNδ(F )

− log δ
≥ lim inf

k→∞

log 9k

2

− log 10−k−1
= lim inf

k→∞

log 1
2
+ k log 9

(k + 1) log 10
=

log 9

log 10
.

Protože dolńı a horńı odhad box-counting dimenze se rovnaj́ı, dostáváme box-counting dimenzi

množiny F

dimB F =
log 9

log 10
.

■

Pokud množina F lež́ı v Rn, můžeme využ́ıt následuj́ıćı propozice využ́ıvaj́ıćı n-rozměrnou

Lebesgueovu mı́ru Ln k výpočtu box-counting dimenze.
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Propozice 1.2.9 ([5, Proposition 2.4, str. 33]). Jestlǐze F je podmnožina Rn, pak

dimBF = n− lim sup
δ→0

logLn(Fδ)

log δ

dimBF = n− lim inf
δ→0

logLn(Fδ)

log δ
,

kde Fδ je δ-okoĺı množiny F .

D̊ukaz. Jestliže množina F může být pokryta Nδ(F ) koulemi poloměru δ, kde δ < 1, pak Fδ

může být pokryto soustřednými koulemi poloměru 2δ. Proto plat́ı

Ln(Fδ) ≤ Nδ(F )cn(2δ)
n,

kde cnδ
n je objem koule o poloměru δ v Rn. Aplikujeme-li logaritmus na obě strany nerovnosti

a vyděĺıme-li je hodnotou − log δ dostaneme

logLn(Fδ)

− log δ
≤ log(Nδ(F )cn(2δ)

n)

− log δ

logLn(Fδ)

− log δ
≤ logNδ(F ) + log 2ncn + n log δ

− log δ

takže pro δ → 0 plat́ı

lim inf
δ→0

logLn(Fδ)

− log δ
≤ −n+ dimBF

n−
(
− lim inf

δ→0

logLn(Fδ)

− log δ

)
≤ dimBF

n− lim sup
δ→0

logLn(Fδ)

log δ
≤ dimBF

resp.

lim sup
δ→0

logLn(Fδ)

− log δ
≤ −n+ dimBF

n− lim inf
δ→0

logLn(Fδ)

log δ
≤ dimBF

Pokud bychom vzali Nδ disjunktńıch kouĺı o poloměru δ se středy v F , pak sečteńım jejich

objemů a aplikaćı stejných operaćı jako dř́ıve, máme

Nδ(F )cnδ
n ≤ Ln(Fδ)

logNδ(F ) + log cn + n log δ

− log δ
≤ logLn(Fδ)

− log δ

14



pro δ → 0

−n+ dimB ≤ lim sup
δ→0

logLn(Fδ)

− log δ

dimBF ≤ n− lim inf
δ→0

logLn(Fδ)

log δ

−n+ dimB ≤ lim inf
δ→0

logLn(Fδ)

− log δ

dimB ≤ n− lim sup
logLn(Fδ)

log δ

Celkem tedy dostaneme požadovanou rovnost.

Nyńı použijeme předchoźı propozici k výpočtu box-counting dimenze Cantorovy množiny.

Tvrzeńı 1.2.10 ([5, Exercise 2.7, str. 42]). Necht’ F je Cantorova množina a necht’ 0 < δ < 1.

Potom pro 1-dimenzionálńı Lebesgueovu mı́ru δ-okoĺı množiny F , tj. Fδ, plat́ı

L(Fδ) =

(
2

3

)k−1

+ 2kδ

a užit́ım vztahu

dimB F = 1− lim
δ→0

logL(Fδ)

log δ
dostaneme dimB F =

log 2

log 3
.

Řešeńı. Cantorovu množinu F zkonstruujeme jako v [1, str. 22]. Začneme s jednotkovým in-

tervalem E0 = [0, 1], v němž odstrańıme prostředńı třetinu (1
3
, 2
3
), z̊ustanou tak intervaly [0, 1

3
]

a [2
3
, 1]. Poté provedeme to samé se zbylými intervaly. Odebereme prostředńı třetiny (1

9
, 2
9
) a

(7
9
, 8
9
), č́ımž z̊ustanou čtyři intervaly s délkou 1

9
. T́ımto zp̊usobem pokračujeme dál, v k-tém

kroku źıskáme 2k interval̊u délky 3−k. Cantorova množina F je definována vztahem

F =
∞⋂
k=0

Ek,

kde Ek je množina, která vznikla v k-tém kroku, kde k = 0, 1, . . . Pokud

1

2
3−k−1 < δ ≤ 1

2
3−k,
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pak δ-okoĺı množiny F , označme ho Fδ, vyplńı mezery délek 3−k−1 nebo méně a má dvě části

délky δ v mezerách délek 3−k nebo v́ıce. Nav́ıc, části Fδ na obou konćıch množiny F maj́ı délku

δ. Sečteńım všech délek přes všechny části dostaneme pro Lebesgueovu mı́ru množiny Fδ

L(Fδ) =
∞∑
i=k

2i−13−i + 2δ
k−1∑
i=1

2i−1 + 2δ

=
1

3

∞∑
i=k

(
2

3

)i−1

+ 2δ(2k−1 − 1) + 2δ

=
1

3

(
2
3

)k−1

1− 2
3

+ 2δ(2k−1 − 1 + 1) =

(
2

3

)k−1

+ δ2k,

kde jsme využily součtu geometrické řady u prvńıho členu. Nyńı zkonstruujeme odhad pro

logL(Fδ)

log δ
.

Vı́me, že (
2

3

)k−1

≤ L(Fδ) ≤
(
2

3

)k−1

+ 2k−13−k+1,

(
2

3

)k−1

≤ L(Fδ) ≤ 2

(
2

3

)k−1

.

Aplikujeme logaritmus a z odhadu pro hodnotu δ źıskáváme

log(2
3
)k−1

log(1
2
3−k)

≥ logL(Fδ)

log δ
≥

log 2(2
3
)k−1

log(1
2
3−k−1)

(k − 1) log 2
3

log 1
2
+−k log 3

≥ logL(Fδ)

log δ
≥

log 2 + (k − 1) log 2
3

log 1
2
+ (−k − 1) log 3

Pro k jdoućı k nekonečnu a δ jdoućı k nule dostaneme

log 2
3

− log 3
≥ lim

δ→0

logL(Fδ)

log δ
≥

log 2
3

− log 3
.

Z toho plyne

lim
δ→0

logL(Fδ)

log δ
=

log 2
3

− log 3
= − log 2

log 3
+ 1,

nyńı dosad́ıme do vztahu pro výpočet box-counting dimenze

dimB F = 1− lim
δ→0

logL(Fδ)

log δ
= 1− (− log 2

log 3
+ 1) =

log 2

log 3
.
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1.3. Hausdorffova mı́ra a dimenze

V této části se zmı́ńıme o veličinách popisuj́ıćıch vlastnosti fraktál̊u. Ze široké škály
”
fraktálńıch

dimenźı“ je Hausdorffova dimenze pravděpodobně nejstarš́ı a nejd̊uležitěǰśı, proto ji zde alespoň

okrajově zmı́ńıme pro množiny v Rn.

Připomeňme, že δ-pokryt́ı množiny F ⊂ Rn je spočetný nebo konečný systém množin {Ui}

s pr̊uměrem 0 < |Ui| ≤ δ, které pokryj́ı F .

Definice 1.3.1 (Hausdorffova s-dimenzionálńı mı́ra, ([5, str.44])). Necht’ F ⊂ Rn a s ≥ 0. Pro

každé δ > 0 definujeme

Hs
δ (F ) = inf{

∞∑
i=1

|Ui|s : {Ui} je δ-pokryt́ı F}

Pod́ıváme se na δ-pokryt́ı množiny F a snaž́ıme se minimalizovat součet s-tých mocnin pr̊uměr̊u.

Protože Hs
δ (F ) je nerostoućı funkćı δ a z definice plyne Hs

δ (F ) ≥ 0, pak existuje limita

lim
δ→0

Hs
δ (F ) = Hs(F ),

kterou nazýváme Hausdorffova s-dimenzionálńı mı́ra množiny F .

Poznámka 1.3.2. Ověřeńı, že Hs(F ) je skutečně mı́rou, nalezneme v ([5], str. 45).

Následuj́ıćı tvrzeńı je aplikaćı Hausdorffovy mı́ry na množině.

Tvrzeńı 1.3.3 ([5, Exercise 3.2, str.64]). Ukažte, že Hausdorffova 0-dimenzionálńı mı́ra množiny

F , tj. H0(F ), je rovna počtu prvk̊u množiny.

Řešeńı. Z definice Hausdorffovy mı́ry pro n = 0 plat́ı

H0(F ) = lim
δ→0

H0
δ (F ),

H0
δ (F ) = inf

{ ∞∑
i=1

|Ui|0 : {Ui} je δ-pokryt́ı F
}
.

Proto pro pr̊uměr množin v δ-pokryt́ı máme

|Ui|0 = (diam(Ui))
0 = 1, kde i = 1, . . . , počet množin pokrývaj́ıćı F,
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pak plat́ı ∑
i

|Ui|0 =
∑
i

1 = počet množin pokrývaj́ıćı F.

Tedy H0
δ (F ) je rovna nejmenš́ımu počtu množin pokrývaj́ıćı F .

Řešeńı rozděĺıme na 2 části:

1. Množina F má konečně mnoho prvk̊u, tj. F = {x1, . . . , xn}. Nejvýše n kouĺı poloměru δ
2

se středem v xi pokrývaj́ı F . A pro horńı odhad dostáváme

H0
δ (F ) ≤ n.

Pokud δ > 0 je dostatečně malé tak, že pro každé i, j ∈ {1, . . . , n}, i ̸= j, plat́ı |xi−xj| > δ,

pak δ-pokryt́ı F obsahuje alespoň n množin. Potom pro dolńı odhad dostaneme

H0
δ (F ) ≥ n.

Tedy

H0
δ (F ) = n

a pro Hausdorffovu mı́ru

lim
δ→0

H0
δ (F ) = H0(F ) = n.

2. Množina F má nekonečně mnoho prvk̊u, pak pro každé k ∈ N existuje Fk takové, že Fk

obsahuje právě k bod̊u tak, že Fk ⊂ F . Tedy H0(F ) ≥ H0(Fk), podle prvńı části řešeńı

H0(Fk) = k a pro limk→∞H0(Fk) = ∞, tedy také H0(F ) = ∞.

■

Necht’ F ⊂ Rn, jestliže t > s a {Ui} je δ-pokryt́ı množiny F , pak∑
i

|Ui|t =
∑
i

|Ui|t−s|Ui|s ≤ δt−s
∑
i

|Ui|s

Vezmeme-li infimum přes všechna δ-pokryt́ı, dostaneme

H t
δ(F ) ≤ δt−sHs

δ (F )

Necht’ δ → 0, můžeme vidět, že pokud Hs(F ) < ∞, pak H t(F ) = 0 pro t < s. Tedy existuje

kritická hodnota s, ve které Hs(F )
”
skoč́ı“ z ∞ na 0. Označme ji dimH F .
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Definice 1.3.4 (Hausdorffova dimenze ([5, str. 48])). Necht’ F ⊂ Rn, s ≥ 0 a Hs(F ) je

Hausdorffova s-dimenzionálńı mı́ra. Hausdorffova dimenze je dána vztahem

dimH F = inf{s : Hs(F ) = 0} = sup{s : Hs(F ) = ∞},

kde supremum prázdné množiny definujeme jako 0.

Takže

Hs(F ) =

{
∞ pro 0 ≤ s < dimH F

0 pro s > dimH F.

Jestliže s = dimH F , pakHs(F ) může být nula, nekonečno nebo splňuje nerovnost 0 < Hs(F ) <

∞, čili nabývá nejvýše tř́ı hodnot.

Opět ukážeme použit́ı předchoźı definice na množině.

Tvrzeńı 1.3.5 ([5, Exercise 3.9, str. 64]). Necht’ F je množina skládaj́ıćı se z č́ısel mezi 0 a 1,

jejichž desetinný zápis neobsahuje č́ıslici 5. Ukažte, že

dimH F =
log 9

log 10

Řešeńı. Množinu F můžeme rozdělit na devět část́ı F0 = [0, 1
10
], F1 = [ 1

10
, 2
10
], F2 = [ 2

10
, 3
10
], F3 =

[ 3
10
, 4
10
], F4 = [ 4

10
, 5
10
), F6 = [ 6

10
, 7
10
], F7 = [ 7

10
, 8
10
], F8 = [ 8

10
, 9
10
], F9 = [ 9

10
, 1], Nav́ıc,

Fi = F ∩
[
i

10
,
i+ 1

10

]
, kde i ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}

Intervaly Fi jsou disjunktńı s výjimkou krajńıch bod̊u, jejichž Hausdorffova s-dim. mı́ra je nula

pro s > 0. Pro množinu F plat́ı

F =
⋃
i

Fi.

Pro každé i je množina Fi geometricky podobná F , ale zmenšená faktorem 1
10
. Tedy pro s > 0,

Hs(F ) = Hs(F0) +Hs(F1) + . . .+Hs(F9) = 9Hs(
1

10
F ) = 9

(
1

10

)s

Hs(F ).
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Nyńı předpokládejme, že když s = dimH F , pak máme 0 < Hs(F ) < ∞, a můžeme nalézt s.

1 = 9

(
1

10

)s

0 = s log

(
1

10

)
+ log 9

− log 9 = −s log 10

s =
log 9

log 10

■

V závěru kapitoly uvedeme vztah mezi box-counting a Hausdorffovou dimenźı.

Propozice 1.3.6 (vztah box-counting a Hausdorffovy dimenze, ([5, Proposition 3.4, str. 50])).

Pro každou neprázdnou omezenou množinu F ⊂ Rn plat́ı

dimH F ≤ dimBF ≤ dimBF.

D̊ukaz. Předpokládejme, že 1 < Hs(F ) = limδ→0H
s
δ (F ) pro nějaké s ≥ 0. Potom pro všechna

dostatečně malá δ,

1 < Hs
δ (F ) ≤ Nδ(F )δs,

kde Nδ(F ) je nejmenš́ı počet množin pr̊uměru nejvýše δ pokrývaj́ıćı F . Užit́ım logaritmu

0 ≤ logNδ(F ) + s log δ

s ≤ logNδ(F )

− log δ
,

z toho plyne, že

s ≤ lim inf
δ→0

logNδ(F )

− log δ
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Kapitola 2

Př́ıklad fraktálu a výpočet dimenze

V této kapitole si definujeme Cantorovu středńı-λ-množinu, která je modifikaćı Cantorovy

množiny. Ukážeme, že pro výpočet box-counting dimenze kompaktńı množiny lze už́ıt délky

komplementárńıch interval̊u a spoč́ıtáme box-counting dimenzi Cantorovy středńı-λ-množiny.

2.1. Cantorova středńı-λ-množina

Definice 2.1.1 (
”
fraktálńı řetězec“, [5, Chapter 9.6, str. 158]). Necht’ F je kompaktńı podmnožina

R Lebesgueovy mı́ry 0, pro zjednodušeńı uvažujme, že F ⊂ [0, 1] a {0, 1} ⊂ F . Potom doplněk

množiny F se skládá ze spočetného počtu otevřených interval̊u. Tyto intervaly se nazývaj́ı

”
fraktálńı řetězce“.

Dva krajńı intervaly v doplňku F jsou neomezené, ostatńı maj́ı délky, které seřad́ıme v

klesaj́ıćım pořad́ı l1 ≥ l2 ≥ l3 ≥ . . . Necht’ pro každé δ, M(δ) označuje počet i takových, že

li ≥ δ. δ-okoĺı množiny F , tj. Fδ, se skládá ze všech komplementárńıch interval̊u, jejichž délka

je menš́ı než 2δ, dvou interval̊u uvnitř každého komplementárńıho intervalu, který má délku

větš́ı než 2δ a intervalu délky δ na každém konci množiny F . Pak Lebesgueova mı́ra δ-okoĺı

množiny F je dána vztahem

L(Fδ) =
∞∑

j:lj<2δ

lj + 2δM(δ) + 2δ (2.1)

Definice 2.1.2 (Cantorova středńı-λ-množina, [5, str. 71]). Necht’ 0 < λ < 1. Mějme interval

[0, 1], postupným odstraňováńım podinterval̊u délky λ(1−λ
2
)k−1, kde k = 1, 2, . . ., zkonstruujeme

posloupnost množin {Ek}∞k=0 tak, že E0 = [0, 1], E1 je množina, kterou źıskám odstraněńım
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středńı části délky λ z množiny E0, kde odstraňovaná část je symetrická podle středu intervalu,

tedy E1 obsahuje [0,
1
2
− λ

2
] a [1

2
+ λ

2
, 1]. Odstraněńım středńıch část́ı délky λ1−λ

2
z těchto interval̊u

dostaneme E2, proto se skládá z interval̊u [0, (1−λ)2

4
], [1−λ2

4
, 1
2
− λ

2
], [1

2
+ λ

2
, λ

2+3
4

], [3+2λ+λ2

4
, 1].

Analogickým postupem źıskám daľśı členy posloupnosti, tj. Ek źıskám odstraněńım středńı

části délky λ(1−λ
2
)k−1, která je symetrická podle středu každého intervalu, z každého intervalu

množiny Ek−1. Cantorova středńı-λ-množina C je tvořena č́ısly, která lež́ı v Ek pro každé k, tj.

C =
∞⋂
k=1

Ek.

Následuj́ıćı lemma mluv́ı o asymptotickém chováńı L(Fδ), M(δ) a lj.

Lemma 2.1.3 ([5, Lemma 9.15, str. 159]). Necht’ 0 < s ≤ 1. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou

ekvivalentńı:

(i) lj = O(j−
1
s ) pro j → ∞

(ii) M(δ) = O(δ−s) pro δ → 0

(iii) L(Fδ) = O(δ1−s) pro δ → 0

D̊ukaz. (i) ⇒ (ii): Nebot’ (i) ř́ıká, že existuje konstanta c taková, že lj ≤ cj−
1
s pro všechna j.

Pokud δ > 0, pak lj < δ kdykoli když cj−
1
s a j > csδ−s. Tedy M(δ) ≤ csδ−s.

(ii) ⇒ (i): Pokud M(δ) ≤ cδ−s, pak M(lj) ≤ cl−s
j pro každé j, proto j ≤ cl−s

j nebo

j ≤ c
1
s l

− 1
s

j .

(iii) ⇒ (i): Jestliže L(Fδ) ≤ cδ1−s pro všechna malá δ, pak ze vztahu 2.1 máme 2δM(2δ) ≤

cδ1−s. Tedy M(δ′) ≤ c2s−1δ′1−s pro dostatečně malé δ′ = 2δ.

(i) ∧ (ii) ⇒ (iii): Z (i) máme lj ≤ cj−
−1
s pro nějaké c. Pro malé δ rozděĺıme součet ve
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vztahu 2.1 podle toho zda j < δ−s nebo j ≥ δ−s. Takže
∞∑

j:lj<2δ

lj ≤
∞∑

j<δ−s,lj<2δ

lj +
∞∑

j≥δ−s

lj

≤ δ−s2δ +
∞∑

j≥δ−s

cj−
1
s

≤ 2δ1−s + c

∫ ∞

δ−s

t−
1
sdt

≤ 2δ1−s + c1δ
1−s,

kde c1 nezáviśı na δ. Společně z (ii) a 2.1 dostaneme

L(Fδ) ≤ 2δ1−s + c1δ
1−s + c2δ

−s + 2δ ≤ cδ1−s, pro dostatatečně malé δ.

Nyńı můžeme źıskat box-counting dimenzi kompaktńı množiny v R pouze pomoćı délek

komplementárńıch interval̊u.

Propozice 2.1.4 ([5, Proposition 9.16, str. 160]). Necht’ F ⊂ R je kompaktńı množina, pak

dimB(F ) ≤ −1

lim supj→∞
log lj
log j

(2.2)

dimB(F ) ≥ −1

lim infj→∞
log lj
log j

(2.3)

Nav́ıc,

dimB(F ) =
−1

limj→∞
log lj
log j

, (2.4)

pokud limita existuje.

D̊ukaz. Vztah 2.2 plyne př́ımo z 1.2.9 a ekvivalentńıch tvrzeńı v 2.1.3 (i) a (iii). Nebot’

dimBF = 1− lim inf
δ→0

logL(Fδ)

log δ

≤ 1− lim inf
δ→0

log(c1δ
1−s)

log δ

= 1− lim inf
δ→0

log c1 + (1− s) log δ

log δ
= s
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lim sup
j→∞

log lj
log j

≤ lim sup
j→∞

log c2j
− 1

s

log j

= lim sup
j→∞

log c2 +−1
s
log j

log j
= −1

s

Celkem tedy

dimBF ≤ −1

lim supj→∞
log lj
log j

Pro druhý výraz plat́ı, jestliže

lim inf
j→∞

log lj
log j

> −1

s
pak lj ≥ cj−

1
s pro všechna j, pro libovolné c > 0

Potom z rovnosti 2.1 a aproximace integrálu za sumu máme

L(Fδ) ≥
∞∑

j:lj<2δ

lj ≥
∑

j≥cs(2δ)−s

cj−
1
s ≥ c

∫ ∞

cs(2δ)−s

t−
1
s ≥ c1δ

1−s

Z 1.2.9 plat́ı

dimBF = 1− lim sup
δ→0

logL(Fδ)

log δ
≥ 1− lim sup

δ→0

log(c1δ
1−s)

log δ
= s.

Dohromady dostaneme vztah

dimBF ≥ − 1

lim infj→∞
log lj
log j

Př́ıklad 2.1.5 ([5, Exercise 2.14, str. 43]). Necht’ 0 < λ < 1 a necht’ C je Cantorova středńı-λ-

množina źıskaná opakovaným odstraňováńım prostředńı λ-části z daných interval̊u. Spočtěte

box-counting dimenzi C pomoćı vztahu 2.4.

Řešeńı. Cantorova středńı-λ-množina C je podmnožina intervalu [0, 1], z konstrukce v́ıme, že

obsahuje uzavřené intervaly, proto C je omezená a uzavřená a tedy i kompaktńı. Nyńı máme

splněny předpoklady 2.1.4 a můžeme použ́ıt požadovaný vztah.
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V každém kroku odstraňujeme 2k−1, k = 1, 2, . . . otevřených interval̊u délky λ
(
1−λ
2

)k−1
. Necht’

lj označuje délku komplementárńıho intervalu, tj.

lj = λ

(
1− λ

2

)k−1

, kde k = 1, 2, 3, . . .

2k−1 ≤ j ≤ 2k − 1

Zkonstruujeme odhad pro výraz
log lj
log j

a provedeme limitu pro k → ∞, j → ∞.

log λ
(
1−λ
2

)k−1

log(2k − 1)
≤ log lj

log j
≤

log λ
(
1−λ
2

)k−1

log 2k−1

lim
k→∞

log λ+ (k − 1) log 1−λ
2

k log 2 + log(1− 1
2k
)

≤ lim
j→∞

log lj
log j

≤ lim
k→∞

log λ+ (k − 1) log 1−λ
2

(k − 1) log 2

log(1−λ
2
)

2
≤ lim

j→∞

log lj
log j

≤
log(1−λ

2
)

2
,

protože odhady shora a zdola jsou stejné, dostáváme rovnost

lim
j→∞

log lj
log j

=
log(1−λ

2
)

2
.

Ze vztahu 2.4 máme box-counting dimenzi

dimB C =
−1

log( 1−λ
2

)

log 2

= − log 2

log(1−λ
2
)
=

log 2

log( 2
1−λ

)

■
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Kapitola 3

Systém iterovaných funkćı

3.1. Banachova věta o pevném bodě

K fraktál̊um, které maj́ı vlastnost soběpodobnosti, můžeme přistupovat jako k pevným

bod̊um kontraktivńıch zobrazeńı na vhodných prostorech. V této části k zavedeńı základńıch

pojmů byla využita literatura [7] a [2].

Definice 3.1.1 (Kontraktivńı zobrazeńı, [2, Definition 6.1, Chapter III.6, str. 74]). Trans-

formace f : X → X na metrickém prostoru (X, ρ) se nazývá kontraktivńı zobrazeńı, jestliže

existuje konstanta 0 ≤ s < 1 taková, že

∀x, y ∈ X : ρ(f(x), f(y)) ≤ sρ(x, y).

Každou takovou konstantu s nazýváme kontraktivńı faktor zobrazeńı f .

Definice 3.1.2 (Pevný bod). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor a g : X → X zobrazeńı. Bod

x∗ nazveme pevným bodem zobrazeńı g, jestliže g(x∗) = x∗.

Věta 3.1.3 (Banachova věta o pevném bodě). Necht’ (X, ρ) je úplný metrický prostor a T :

X → X kontraktivńı zobrazeńı. Pak existuje právě jeden pevný bod xT ∈ X zobrazeńı T . Nav́ıc,

pro libovolný bod x ∈ X posloupnost {T n(x)}∞n=1 konverguje k xT , tj. limn→∞ T n(x) = xT pro

každé x ∈ X.

D̊ukaz. Necht’ 0 ≤ s < 1 je kontraktivńı faktor zobrazeńı T .

Důkaz existence: Necht’ x1 ∈ X. Definujme posloupnost {xn} ⊂ X rekurentńım předpisem

xn+1 = T (xn). Pro libovolné n ∈ N plat́ı

ρ(xn+1, xn) = ρ(T (xn), T (xn−1)) ≤ sρ(xn, xn−1) ≤ . . . ≤ sn−1ρ(x2, x1).
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Necht’ m > n ∈ N, pomoćı trojúhelńıkové nerovnosti dostaneme

ρ(xm, xn) ≤ ρ(xm, xm−1) + ρ(xm−1, xm−2) + . . .+ ρ(xn+1, xn)

= ρ(T (xm−1), T (xm−2)) + ρ(T (xm−2), T (xm−3)) + . . .+ ρ(T (xn), T (xn−1))

≤ sm−2ρ(x2, x1) + sm−3ρ(x2, x1) + . . .+ sn−1ρ(x2, x1)

= (sm−2 + sm−3 + . . .+ sn−1)ρ(x2, x1)

≤ sn−1(1 + s+ . . .)ρ(x2, x1) =
sn−1

1− s
ρ(x2, x1)

Provedeńım limm,n→∞ ρ(xm, xn) = 0 jsme ukázali, že posloupnost {xn} je cauchyovská. Protože

metrický prostor (X, ρ) je úplný, je {xn} konvergentńı, tedy xn → xT pro n → ∞.

Důkaz jednoznačnosti: Předpokládejme, že existuj́ı xT , yT ∈ X : xT ̸= yT takové, že

T (xT ) = xT , T (yT ) = yT . Pak

ρ(xT , yT ) = ρ(T (xT ), T (yT )) ≤ sρ(xT , yT ),

z toho plyne ρ(xT , yT ) = 0 a proto xT = yT .

3.2. Kontraktivńı zobrazeńı na Hausdorffově metrickém

prostoru

Hlavńım tvrzeńım této podkapitoly je lemma 3.2.3, k jeho d̊ukazu budeme potřebovat dvě

pomocná lemmata, která zde uvád́ıme bez d̊ukaz̊u.

Lemma 3.2.1 ([2, Lemmma 7.3, Chapter III.7, str. 79]). Necht’ w : X → X je kontraktivńı

zobrazeńı na metrickém prostoru (X, ρ) s kontraktivńım faktorem s. Pak w : S(X) → S(X)

definované vztahem

w(B) = {w(x) : x ∈ B},∀B ∈ S(X),

je kontraktivńı zobrazeńı na (S(X), h) s kontraktivńım faktorem s.

Lemma 3.2.2 ([2, Lemma 7.4, Chapter III.7, str. 80]). Pro všechna B,C,D,E ∈ S(X)

h(B ∪ C,D ∪ E) ≤ max{h(B,D), h(C,E)}
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Lemma 3.2.3 ([2, Lemma 7.5, Chapter III.7, str. 80]). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor. Necht’

{wn : n = 1, 2, . . . , N} jsou kontraktivńı zobrazeńı na (S(X), h). Kontraktivńı faktor zobrazeńı

wn označme sn pro každé n. Definujme zobrazeńı W : S(X) → S(X)

W (B) = w1(B) ∪ w2(B) ∪ . . . ∪ wn(B) =
N⋃

n=1

wn(B), kde B ∈ S(X).

Potom W je kontraktivńı zobrazeńı s kontraktivńım faktorem s = max{sn : n = 1, 2, . . . , N}.

D̊ukaz. Důkaz provedeme matematickou indukćı, nejprve pro N = 2. Necht’ B,C ∈ S(X),

h(W (B),W (C)) = h(w1(B) ∪ w2(B), w1(C) ∪ w2(C))

≤ max{h(w1(B), w1(C)), h(w2(B), w2(C))}

≤ max{s1h(B,C), s2h(B,C)} ≤ sh(B,C).

Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro N = k a ukážeme, že plat́ı pro N = k + 1.

h

(
k+1⋃
n=1

wn(B),
k+1⋃
n=1

wn(C)

)
= h

(
k⋃

n=1

wn(B) ∪ wk+1(B),
k⋃

n=1

wn(C) ∪ wk+1(C)

)

≤ max{h

(
k⋃

n=1

wn(B),
k⋃

n=1

wn(C)

)
, h(wk+1(B), wk+1(C))}

≤ max{max{si : i = 1, 2, . . . , k}h(B,C), sk+1h(B,C)}

≤ sh(B,C).

3.3. Konstrukce fraktál̊u

Nyńı zavedeme systém iterovaných funkćı, který později budeme použ́ıvat ke konstrukci

fraktálńıch objekt̊u.

Definice 3.3.1 (Systém iterovaných funkćı, [2, Definition 7.1, Chapter III.7, str. 80]). Úplný

metrický prostor (X, ρ) společně s konečnou množinou kontraktivńıch zobrazeńı wn : X → X

s př́ıslušnými kontraktivńımi faktory sn, pro n = 1, 2, . . . , N , nazýváme Systém iterovaných

funkćı (IFS) s kontraktivńım faktorem s = max{sn : n = 1, 2, . . . , N}, znač́ıme ho {X;wn :

n = 1, 2, . . . , N}.

28



Poznámka 3.3.2. Pokud chceme zd̊uraznit, že zobrazeńı wn v IFS jsou kontraktivńı, IFS

nazveme kontraktivńı, resp. hyperbolický.

Věta 3.3.3 ([2, Theorem 7.1, Chapter III.7, str. 81]). Necht’ {X;wn : n = 1, 2, . . . , N} je

kontraktivńı IFS s kontraktivńım faktorem s. Pak transformace W : S(X) → S(X) definovaná

pro všechna B ∈ S(X)

W (B) =
N⋃

n=1

wn(B)

je kontraktivńı zobrazeńı na úplném metrickém prostoru (S(X), h) s kontraktivńım faktorem s.

Takže pro každé B,C ∈ S(X) plat́ı

h(W (B),W (C)) ≤ sh(B,C).

Nav́ıc, existuje právě jeden pevný bod A ∈ S(X)

A = W (A) =
N⋃

n=1

wn(A)

a je dán vztahem

A = lim
n→∞

W n(B)

pro každou množinu B ∈ S(X).

Definice 3.3.4 (Atraktor IFS). Pevný bod A ∈ S(X) popsaný v 3.3.3 nazýváme atraktor IFS.
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Kapitola 4

Aplikace fraktál̊u

Fraktály vyskytuj́ıćı se v př́ırodě nemaj́ı pravidelné tvary a popis pomoćı klasické geometrie

by byl složitý. Fraktálńı interpolace nám pomůže proložit naměřené hodnoty jistou nepravidel-

nost́ı a umožńı nám dané hodnoty popsat.

4.1. Fraktálńı interpolačńı funkce

Definice 4.1.1 (Interpolačńı funkce, [2, Chapter VI.2, str. 208]). Mějme dánu množinu dat,

která je množinou bod̊u ve tvaru

{(xi, Fi) ∈ R2 : i = 0, 1, . . . , N},

kde x0 < x1 < . . . < xN . Interpolačńı funkce odpov́ıdaj́ıćı této množině dat je spojitá funkce

f : [x0, xN ] → R taková, že f(xi) = Fi pro všechna i = 0, . . . , N . Body (xi, Fi) ∈ R2 nazveme

interpolačńı body.

Př́ıklad 4.1.2 ([2, Example 2.1, Chapter VI.2, str. 209]). Funkce f(x) = 1+ x je interpolačńı

funkćı pro data {(0, 1), (1, 2)}. Uvažujme hyperbolický IFS {R2;w1, w2}, kde

w1

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)
+

(
0
0.5

)
w2

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)
+

(
0.5
1

)
,

označme G atraktor IFS, tj. G = w1(G)∪w2(G). Lze ověřit, že G je úsečka, která spojuje dané
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dva body, nebot’

w1

(
0
1

)
= 0.5

(
0
1

)
+

(
0
0.5

)
=

(
0
1

)
w2

(
1
2

)
= 0.5

(
1
2

)
+

(
0.5
1

)
=

(
1
2

)
,

a proto G je graf interpolačńı funkce f na intervalu [0, 1].

Mějme dánu množinu dat {(xi, Fi) : i = 0, . . . , N} a předpokládejme, že existuje právě

jedna spojitá funkce f : [x0, xN ] → R procházej́ıćı přes interpolačńı body, která je lineárńı na

každém podintervalu [xi−1, xi]. Funkce f je dána předpisem

f(x) = Fi−1 +
(x− xi−1)

(xi − xi−1)
(Fi − Fi−1) (4.1)

pro x ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , N . Funkci f nazveme po částech lineárńı interpolačńı funkćı.

Př́ıklad po částech lineárńı interpolačńı funkce f je reprezentován na obrázku 4.1.

Obrázek 4.1: Graf po částech lineárńı interpolačńı funkce pro N = 4

Graf po částech lineárńı interpolačńı funkce 4.1, G, je zároveň atraktorem IFS {R2 : wn, n =

1, 2, . . . , N}, kde wn jsou afinńı zobrazeńı a splňuj́ı

wn

(
x
y

)
=

(
an 0
cn 0

)(
x
y

)
+

(
en
fn

)
,
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kde

an =
xn − xn−1

xN − x0

, (4.2)

cn =
Fn − Fn−1

xN − x0

,

en =
xNxn−1 − x0xN

xN − x0

,

fn =
xNFn−1 − x0Fn

xN − x0

.

Př́ıklad 4.1.3 ([2, Example 2.4, Chapter VI.2, str. 210]). Parabola definovaná vztahem f(x) =

2x− x2 je interpolačńı funkćı množiny dat {(0, 0), (1, 1), (2, 0)}. Necht’ G označuje graf funkce

f(x), tj. G = {(x, 2x− x2) : x ∈ [0, 2]}. Tvrd’me, že G je atraktor IFS, {R2 : w1, w2}, kde

w1

(
x
y

)
=

(
1
2
0

1
2

1
4

)(
x
y

)
w2

(
x
y

)
=

(
1
2

0
−1

2
1
4

)(
x
y

)
+

(
1
1

)
Ověř́ıme, že pro všechna x ∈ [0, 2] plat́ı

w1

(
x

f(x)

)
=

(
1
2
x

1
2
x+ 1

4
f(x)

)
=

(
1
2
x

1
2
x+ 1

4
(2x− x2)

)
=

(
1
2
x

x− 1
4
x2

)
=

(
1
2
x

f(1
2
x)

)

w2

(
x

f(x)

)
=

(
1
2
x

−1
2
x+ 1

4
f(x)

)
+

(
1
1

)
=

(
1 + 1

2
x

1− 1
2
x+ 1

4
f(x)

)
=

(
1 + 1

2
x

1− 1
2
x+ 1

4
(2x− x2)

)
=

(
1 + 1

2
x

1− 1
4
x2

)
=

(
1 + 1

2
x

f(1 + 1
2
x)

)
Pravá strana prvńı rovnice dává část grafu f(x) přes interval [0, 1] zat́ımco pravá strana druhé

rovnice dává část grafu f(x) přes interval [1, 2]. Proto G = w1(G) ∪ w2(G) a G je atraktorem

IFS.

Nyńı si ukážeme, jak můžeme zkonstruovat IFS v R2 tak, aby jeho atraktor, který budeme

značit G, byl graf spojité funkce f : [x0, xN ] → R, která interpoluje data. IFS je tvaru {R2 :

wn, n = 1, . . . , N}, kde zobrazeńı wn jsou afinńı transformace ve speciálńım tvaru

wn

(
x
y

)
=

(
an 0
cn dn

)(
x
y

)
+

(
en
fn

)
. (4.3)
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Transformace jsou pro všechna n = 1, 2, . . . , N omezené podmı́nkou

wn

(
x0

F0

)
=

(
xn−1

Fn−1

)
wn

(
xN

FN

)
=

(
xn

Fn

)
Necht’ n ∈ {1, . . . , N}, transformace wn jsou stanoveny reálnými č́ısly: an, cn, dn, en, fn, které

muśı splňovat následuj́ıćı lineárńı rovnice:

anx0 + en = xn−1 (4.4)

anxN + en = xn

cnx0 + dnF0 + fn = Fn−1

cnxN + dnFN + fn = Fn

Protože rovnice jsou pouze čtyři, zvoĺıme hodnoty dn, n = 1, 2, . . . , N , jako parametry a jejich

vektor nazveme vertikálńı škálovaćı faktor. Pokud dn = 0 pro všechna n = 1, . . . , N , funkce

f(x) je právě po částech lineárńı interpolačńı funkce. Je-li dn reálné č́ıslo, řešeńı rovnic 4.4 je

následuj́ıćı

an =
xn − xn−1

xN − x0

, (4.5)

en =
xNxn−1 − x0xn

xN − x0

,

cn =
Fn − Fn−1

xN − x0

− dn(FN − F0)

xn − x0

,

fn =
xNFn−1 − x0Fn

xn − x0

− dn(xnF0 − x0FN)

xN − x0

.

Následuj́ıćı věty uvedou teoretický základ pro experimentálńı pozorováńı a popisuj́ı vlast-

nosti IFS popsaného výše.

Věta 4.1.4 ([2, Theorem 2.1, Chapter VI.2, str. 215]). Necht’ N je kladné celé č́ıslo věťśı než 1.

Necht’ {R2 : wn, kde n = 1, 2, . . . N} označuje IFS splňuj́ıćı vlastnosti 4.3, odpov́ıdaj́ıćı množině

dat

{(xn, Fn) : n = 1, 2, . . . , N}.
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Necht’ pro vertikálńı škálovaćı faktor dn plat́ı 0 ≤ dn < 1 pro n = 1, 2, . . . , N . Pak existuje

metrika ρ na R2, která je ekvivalentńı s Euklidovou metrikou d taková, že IFS je kontraktivńı

vzhledem k ρ. Nav́ıc, existuje právě jedna neprázdná kompaktńı množina G ⊂ R2 taková, že

G =
N⋃

n=1

wn(G)

D̊ukaz. Definujme metriku ρ na R2 vztahem

ρ(x, y) = |x1 − y1|+Θ|x2 − y2|,

kde x = (x1, x2), y = (y1, y2) a Θ je kladné reálné č́ıslo. Metrika ρ je ekvivalentńı s Eukleidovou

metrikou d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 na R2. Tj. existuje c1, c2 > 0 takové, že

c1ρ(x, y) ≤ d(x, y) ≤ c2ρ(x, y)

Nejprve ukážeme prvńı nerovnost

c1ρ(x, y) ≤ d(x, y)

pro j = 1, 2 plat́ı |xj − yj| =
√

(xj − yj)2 ≤
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2,

potom dostaneme

|x1 − y1|+Θ|x2 − y2| ≤
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 +Θ

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

|x1 − y1|+Θ|x2 − y2| ≤ (1 + Θ)
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.

Z toho plyne, že c1 můžeme volit např́ıklad c1 =
1

1+Θ
.

Pro druhou nerovnost chceme ukázat, že plat́ı

d(x, y) ≤ c2ρ(x, y)√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 ≤ c2(|x1 − y1|+Θ|x2 − y2|),

což je ekvivalentńı nerovnosti

(x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2 ≤ c22(|x1 − y1|2 + 2Θ|x1 − y1||x2 − y2|+Θ2|x2 − y2|2)

(x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2 ≤ c22(x1 − y1)
2 + c222Θ|x1 − y1||x2 − y2|+ c22Θ

2(x2 − y2)
2.
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Protože prostředńı člen je větš́ı než 0, stač́ı hledat c2 splňuj́ıćı nerovnosti

(x1 − y1)
2 ≤ c22(x1 − y1)

2

(x2 − y2)
2 ≤ c22Θ

2(x2 − y2)
2,

proto c2 budeme volit c2 = max{1, 1
Θ
}.

Necht’ n ∈ 1, 2, . . . , N a an, cn, en, fn jsou č́ısla splňuj́ıćı 4.5. Potom dostaneme

ρ(wn(x), wn(y)) = ρ(wn(x1, x2), wn(y1, y2))

= ρ((anx1 + en, cnx1 + dnx2 + fn), (any1 + en, cny1 + dny2 + fn))

= |anx1 + en − any1 − en|+Θ|cnx1 + dnx2 + fn − cny1 − dny2 − fn|

= |an||x1 − y1|+Θ|cn(x1 − y1) + dn(x2 − y2)|

≤ |an||x1 − y1|+Θ|cn||x1 − y1|+Θ|dn||x2 − y2|

= (|an|+Θ|cn|)|x1 − y1|+Θ|dn||x2 − y2|.

Protože N ≥ 2, je |xN − x0| > |xn − xn−1| pro každé n = 1, 2, . . . , N , pak |an| = |xn−xn−1|
|xN−x0| < 1.

Pokud c1 = c2 = . . . = cn = 0, pak

ρ(wn(x), wn(y)) ≤ |an||x1 − y1|+ |dn||x2 − y2| ≤ max
n∈{1,...,N}

{|an|, |dn|}ρ(x, y)

a Θ voĺıme rovno 1. Jinak polož́ıme Θ =
minn∈{1,...,N}{(1−|an|)}
maxn∈{1,...,N}{2|cn|}

, odtud pak plyne

ρ(wn(x), wn(y)) ≤
(
|an|+

minn∈{1,...,N}{1− |an|}
maxn∈{1,...,N}{2|cn|}

|cn|
)
|x1 − y1|+

minn∈{1,...,N}{1− |an|}
maxn∈{1,...,N}{2|cn|}

|dn||x2 − y2|

≤
(
|an|+

minn∈{1,... N}{1− |an|}
maxn∈{1,...,N}{2|cn|}

max
n∈{1,...,N}

{|cn|}
)
|x1 − y1|+Θ max

n∈{1,...,N}
{|dn|}|x2 − y2|

≤
(
|an|+

minn∈{1,...,N}{1− |an|}
2

)
|x1 − y1|+Θ max

n∈{1,...,N}
{|dn|}|x2 − y2|

≤ a|x1 − y1|+Θδ|x2 − y2| ≤ max{a, δ}ρ(x, y),

kde a =
(

1+maxn∈{1,...,N}{|an|}
2

)
< 1, δ = maxn∈{1,...,N}{|dn|} < 1, nebot’ plat́ı

|an|+
minn∈{1,... N}{1− |an|}

2
< 1−

maxn∈{1,...,N}{|an| − 1}
2

≤ 1 +
maxn∈{1,...,N}{|an|}

2
− 1

2

=
1 + maxn∈{1,...,N}{|an|}

2
,

Existence množiny G plyne př́ımo z věty 3.3.3.
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Věta 4.1.5 ([2, Theorem 2.2, Chapter VI.2, str. 216]). Necht’ N je celé kladné č́ıslo věťśı 1.

Necht’ {R2 : wn, n = 1, 2, . . . , N} je IFS odpov́ıdaj́ıćı množině dat

{(xn, Fn) : n = 1, 2, . . . , N}.

Necht’ vertikálńı škálovaćı faktor dn splňuje 0 ≤ dn < 1 pro n = 1, 2, . . . , N tak, že IFS je

kontraktivńı. Necht’ G označuje atraktor IFS. Pak G je graf spojité funkce f : [x0, xN ] → R,

která interpoluje data {(xi, Fi) : i = 0, 1, . . . , N}. Tedy

G = {(x, f(x)) : x ∈ [x0, xN ]},

kde

f(xi) = Fi

pro i = 0, 1, . . . , N .

D̊ukaz. Množinu spojitých funkćı f : [x0, xN ] → R splňuj́ıćıch f(x0) = F0 a f(xN) = FN

označme F . Definujme metriku ρ na F vztahem

ρ(f, g) = max
x∈[x0,xN ]

|f(x)− g(x)|

pro všechna f, g ∈ F . Dı́ky tomu, že F je uzavřená podmnožina metrického prostoru (C[x0, xN ], ρ),

který je úplný, je úplný i metrický prostor (F , ρ). Necht’ an, cn, en, fn jsou reálná č́ısla definovaná

vztahy 4.5. Nyńı definujme zobrazeńı T : F → F tak, že

(Tf)(x) = cnl
−1
n (x) + dnf(l

−1
n (x)) + fn

pro x ∈ [xn−1, xn], n = {1, . . . , N}, kde ln : [x0, xN ] → [xn−1, xn] je invertibilńı zobrazeńı

splňuj́ıćı

ln(x) = anx+ en

Ověř́ıme, že zobrazeńı T je kontraktivńı a zobrazuje do sebe. Jako prvńı ukážeme, že zobrazuje

do sebe. Necht’ f ∈ F , pak funkce (Tf)(x) splňuje okrajové podmı́nky, nebot’

(Tf)(x0) = c1l
−1
1 (x0) + d1f(l

−1
1 (x0)) + f1

= c1x0 + d1f(x0) + f1

= c1x0 + d1F0 + f1

= F0
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(Tf)(xN) = cN l
−1
N (xN) + dNf(l

−1
N (xN)) + fN

= cN l
−1
N (xN) + dNf(xN) + fN

= cNxN + dNf(xN) + fN

= FN

Vı́me, že f je spojitá funkce na intervalu [xn−1, xn] pro n = 1, . . . .N , ln(x) je lineárńı a tedy

i spojitá na každém intervalu [xn−1, xn] pro n = 1, . . . , N . Pak z předpisu pro Tf plyne, že

je spojitá na každém intervalu [xn−1, xn] pro n = 1, . . . , N . Nyńı zbývá ukázat, že (Tf)(x) je

spojitá v každém bodě x1, x2, . . . , xN−1. V každém z těchto bod̊u je hodnota (Tf)(x) definována

dvěma r̊uznými zp̊usoby, pokud budou dávat stejnou hodnotu, dokázali jsme, že T zobrazuje

do sebe. Pro n ∈ {1, 2, . . . , N − 1} plat́ı

(Tf)(xn) = cn+1l
−1
n+1(xn) + dn+1f(l

−1
n+1(xn)) + fn+1

= cn+1x0 + dn+1f(x0) + fn+1

= Fn

(Tf)(xn) = cnl
−1
n (xn) + dnf(l

−1
n (xn)) + fn

= cnxN + dnf(xN) + fn

= Fn

Ukážeme, že T je kontraktivńı zobrazeńı na metrickém prostoru (F , ρ).

Necht’ f, g ∈ F , n ∈ 1, . . . , N a x ∈ [xn−1, xn]. Pak

|(Tf)(x)− (Tg)(x)| = |cnl−1
n (x) + dnf(l

−1
n (x) + fn − cnl

−1
n (x) + dng(l

−1
n (x) + fn|

= |dn||f(l−1
n (x))− g(l−1

n (x))|

≤ |dn| max
l−1
n (x)∈[x0,xN ]

|f(l−1
n (x))− g(l−1

n (x)|

= |dn|ρ(f, g).

Z toho plyne, že

ρ(Tf, Tg) ≤ δρ(f, g), kde δ = max
n∈{1,...,N}

|dn| < 1
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Podle Banachovy věty o pevném bodě, existuje právě jeden pevný bod zobrazeńı T lež́ıćı v F .

Tj. existuje funkce f ∈ F taková,že

(Tf)(x) = f(x) pro všechna x ∈ [x0, xN ].

Necht’ G̃ označuje graf funkce f . Potom definici zobrazeńı T lze přepsat do tvaru

(Tf)(anx+ en) = cnx+ dnf(x) + fn pro x ∈ [x0, xN ],

který implikuje, že

G̃ =
N⋃

n=1

wn(G̃).

Protože G̃ je neprázdná kompaktńı podmnožina R2, podle předchoźı věty existuje pouze jedna

taková množina (atraktor IFS) určená 4.5. Tedy G̃ = G.

Definice 4.1.6 ([2, Definition 2.2, Chapter VI.2, str. 218]). Funkce f(x) jej́ıž graf je atrak-

tor IFS, který je popsán v předchoźıch dvou větách, nazýváme fraktálńı interpolačńı funkce

odpov́ıdaj́ıćı množině dat {(xi, Fi) : i = 1, . . . , N}.

Př́ıklad 4.1.7 ([2, Example 2.16, Chapter VI, str. 219]). Necht’ f označuje fraktálńı inter-

polačńı funkci množiny dat {(xi, Fi) : i = 1, 2, . . . , N}, kde N > 1. Mějme metrický prostor

(F , ρ) a transformaci T : F → F , které jsou definované v d̊ukazu věty 4.1.5. Výraz Tf = f

můžeme použ́ıt k určeńı některých integrálu. Mějme integrál

I =

∫ xN

x0

f(x)dx,

protože funkce f je spojitá a integrál je dobře definovaný dostaneme

I =

∫ xN

x0

(Tf)(x)dx =
N∑

n=1

∫ xn

xn−1

(Tf)(x)dx =
N∑

n=1

∫ xn

xn−1

(cnx+ dnf(x))d(anx+ en)

=
N∑

n=1

∫ xN

x0

(cnx+ dnf(x))d(anx+ en) = αI + β,
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kde

α =
N∑

n=1

andn

β =
N∑

n=1

an

∫ xN

x0

(cnx+ fn)dx.

Za předpokladu, že |α| < 1, integrál je dán vztahem∫ xN

x0

f(x)dx =
β

1− α
.

4.1.1. Dimenze fraktálńı interpolačńı funkce

Následuj́ı věta je ekvivalentńım vyjádřeńım box-couting dimenze 1.1. Lépe nám poslouž́ı v

př́ıpadě výpočtu dimenze křivky zadané pomoćı množiny dat.

Věta 4.1.8 ([2, Theorem 3.1, Chapter VI.3, str. 223]). Necht’ N je kladné celé č́ıslo věťśı než

jedna, {(xn, Fn) ∈ R2 : n = 1, . . . N} je množina dat a necht’ {R2 : wn, n = 1, . . . , N} je IFS

odpov́ıdaj́ıćı množině dat, kde

wn

(
x
y

)
=

(
an 0
cn dn

)(
x
y

)
+

(
en
fn

)
.

Necht’ vertikálńı škálovaćı faktor dn splňuje 0 ≤ dn < 1 a konstanty an, cn, en, fn jsou dány

rovnostmi 4.4 pro n = 1, . . . , N . Necht’ G označuje atraktor IFS takový, že G je graf fraktálńı

interpolačńı funkce. Jestlǐze

N∑
n=1

|dn| > 1

a interpolačńı body všechny nelež́ı na jedné př́ımce, pak box-couting dimenze G je právě jedno

reálné řešeńı D rovnice

N∑
n=1

|dn|aD−1
n = 1. (4.6)

V opačném př́ıpadě je box-counting dimenze G rovna 1.
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4.1.2. EEG data

Fraktálńı interpolačńı funkci můžeme použ́ıt k aproximaci experimentálńıch dat, nebot’ graf

fraktálńı interpolačńı funkce je velmi bĺızký grafu experimentálńıch hodnot v Hausdorffově

metrice. Nav́ıc maj́ı stejnou box-counting dimenzi D.

V této podkapitole budeme ilustrovat využit́ı fraktálńı interpolace na reálných datech. Data,

která jsme k tomuto účelu použili jsou hodnoty naměřené u skupiny indických účastńık̊u,

kterým byly na povrch lebky rovnoměrně umı́stěny elektrody za účelem źıskáńı elektrické ak-

tivity mozku pomoćı elektroencefalografie (EEG). Následně jim bylo puštěno několik nesouvi-

sej́ıćıch ṕısńı r̊uzných žánr̊u (od indické klasiky po gotický rock), označené A01 až A012. Nyńı

se budeme zabývat hypotézou, zda žánr hudby může nějak ovlivnit box-counting dimenzi.

Pro zkoumáńı této hypotézy byla vybrána jedna osoba a 5 r̊uzných skladeb. Pro źıskáńı

grafu interpolačńı funkce, jsme zvolili elektrodu E15, která byla umı́stěna na temeni hlavy, v

mı́stě kde se v mozku nacháźı asociativńı vńımáńı. Poté jsme pomoćı kódu v softwaru Octave

určili jednotlivé fraktálńı interpolačńı funkce (atraktory IFS), kde vertikálńı škálovaćı faktory

byly voleny náhodně pomoćı funkce rand(), která nám generuje náhodná č́ısla rovnoměrně

rozdělené z intervalu (0, 1). Kód byl inspirován Programem 1 z [2]. Pak ze vzorce 4.6 byla

spoč́ıtána pro každou skladbu box-counting dimenze D metodou bisekce, která je v́ıce popsána

např́ıklad v [3]. Nutno zmı́nit, že byl proveden pouze d́ılč́ı výpočet, nebot’ pro korektńı postup

by musel být výpočet proveden pro
”
velké množstv́ı“ takto náhodně zvolených škálovaćıch

faktor̊u. Kódy a zdrojová data jsou k dispozici na přiloženém USB disku.

V tabulkách na daľśı straně je uvedeno označeńı skladby, jej́ı název, autor skladby, žánr a

určená box-counting dimenze. Jak si můžeme všimnout, hodnoty box-counting dimenze se lǐśı

jen velmi málo, poměr mezi největš́ı a nejmenš́ı hodnotou je přibližně 0, 01, a proto se můžeme

domńıvat, že box-counting dimenze nemuśı souviset se žánrem skladby. Nicméně si mysĺım, že

pro přesněǰśı analýzu by bylo potřeba v́ıce dat a informaćı ke zkoumáńı.
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Skladba Název skladby Autor

A05 Proof Idiotape
A07 Raag Bihag B.Sivaramakrishna Rao
A09 Mor Bani Thanghat Kare Sanjay Leela Bhansali
A10 Fallin Dr. SaxLove
A11 Master of Running Rickeyabo

Tabulka 4.1: Tabulka skladeb a autor̊u

Žánr Box-counting dimenze D

elektronická tanečńı hudba 2,9630655050
klasická hindustánská hudba 2,9583421350

indický folklór 2,9646411538
jazz 2,9657667875

gotický rock 2,9554876685

Tabulka 4.2: Tabulka jednotlivých žánr̊u a dimenźı

Na obrázćıch ńıže je pro každou skladbu vykreslená funkce záznamu EEG (modrá křivka),

kde jsou naměřené hodnoty elektrické aktivity mozku vztažené k času v sekundách. Poté graf

fraktálńı interpolačńı funkce (červená křivka), tedy atraktor př́ıslušného IFS.
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Obrázek 4.2: EEG - A05

Obrázek 4.3: Atraktor IFS - A05
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Obrázek 4.4: EEG - A07

Obrázek 4.5: Atraktor IFS - A07
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Obrázek 4.6: EEG - A09

Obrázek 4.7: Atraktor IFS - A09

44



Obrázek 4.8: EEG - A10

Obrázek 4.9: Atraktor IFS - A10
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Obrázek 4.10: EEG - A11

Obrázek 4.11: Atraktor IFS - A11
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Závěr

V úvodu této práce se věnujeme Hausdorffovu metrickému prostoru, kde se omezujeme na

neprázdné kompaktńı množiny, jinak by Hausdorffova metrika nesplňovala definici metriky. Ta

nám umožńı popsat konvergenci množin a soběpodobné objekty, které souviśı se systémem

iterovaných funkćı. Dále se věnujeme box-counting dimenzi, která vycháźı z pokrýváńı objekt̊u

r̊uznými množinami, jejichž velikost se snaž́ıme minimalizovat. Alespoň okrajově je zde také

zmı́něna Hausdorffova mı́ra a dimenze. Tyto kapitoly jsou zde doplněny o praktický výpočet

dimenze a mı́ry speciálńıch množin. Ve druhé kapitole je uveden jiný zp̊usob, jak nalézt box-

counting dimenzi kompaktńıch množin bez využit́ı definice pomoćı doplňku množiny. T́ımto

zp̊usobem je zde spoč́ıtána dimenze Cantorovy středńı-λ-množiny, která je modifikaćı Canto-

rovy množiny. Ve třet́ı kapitole jsme se věnovali kontraktivńım zobrazeńım a Banachově větě

o pevném bodu, které jsme popsali i na Hausdorffově metrickém prostoru. Definovali jsme

systém iterovaných funkćı, který později využ́ıváme k zavedeńı fraktálńı interpolačńı funkce.

V posledńı kapitole je popsaná interpolačńı funkce množiny dat a jej́ı souvislost s IFS, defi-

nice fraktálńı interpolačńı funkce a alternativńı zp̊usob výpočtu box-counting dimenze křivky

fraktálńı interpolačńı funkce. Na závěr kapitoly ilustrujeme využit́ı fraktálńı interpolace na

reálných datech, na hodnotách naměřených u skupiny lid́ı při poslechu hudby.

Většina uvedených d̊ukaz̊u byla převzata, někde bylo potřeba upravit chybnou část a

př́ıpadně doplnit komentář, např́ıklad ve větě 4.1.4 chyběla ekvivalence metrik a v závěru byl

špatně uveden odhad, v lemmatu 3.2.3 bylo pro úplnost d̊ukazu potřeba doplnit část tvrzeńı

pro N = k+1. Řešeńı, př́ıpadně d̊ukazy tvrzeńı 1.2.8, 1.2.10, 1.3.3, 1.3.5, 2.1.5 jsou mé vlastńı.

Kódy, které byly potřebné pro spoč́ıtáńı dimenze D a k vykresleńı fraktálńı interpolačńı funkce

v posledńı kapitole, jsem psala v programu Octave a jsou k dispozici na přiloženém USB disku.

Během zpracováńı bakalářské práce jsem si prohloubila své znalosti z tématiky fraktál̊u,

kterým během studia neńı věnováno tolik času. Vyzkoušela jsem si práci s odbornou literaturou
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v anglickém jazyce. Věř́ım, že se mi ćıl bakalářské práce podařilo naplnit a to popsat základńı

pojmy fraktálńı geometrie, konstrukci IFS a souvislost s fraktálńı interpolaćı.
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