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Úvod 

Fraktální geometrie slouží k pop i su složitěji strukturovaných objektů, jejichž charakter se 

nezmění při změně měřítka a které nelze jednoduše popsat pomocí klasické geometrie. Označení 

fraktál poprvé použil Beno i t Mande lb ro t , který je považován za zakladate le fraktální geometrie. 

První kap i t o l a je věnovaná teor i i p ros toru , kde se fraktály vyskytují a kde je nejvýhodnější 

je j ich popis . Také zde popíšeme box-count ing d imenz i , Hausdorf fovu míru a d imenz i , díky nimž 

můžeme fraktály porovnávat. V další kapito le se podíváme n a výpočet box-count ing dimenze 

kompaktní množiny pomocí „fraktálních řetězců" a n a Can to r o vu střední-A-množinu. Ve třetí 

kapitole se budeme zabývat systémem iterovaných funkcí a kontraktivním zobrazením. 

Poslední kap i t o l a je věnována ap l ikac i fraktálu. Nejprve představíme interpolační funkci , 

zkonstruujeme I F S v IR2, tak aby jeho a t raktor b y l graf spojité funkce, která interpoluje data . 

Nakonec použijeme fraktální interpolační funkci k aprox imac i experimentálních dat a spočítáme 

box-count ing d imenz i příslušného a t rak to ru I FS . 
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Kapi to la 1 

Teoretická část 

V této kapito le s i zadefinujeme Hausdorffův metrický prostor, který je vhodný k pop i su 

fraktálních množin. Popíšeme box-count ing a Hausdorf fovu d imenz i , které j sou užitečné při 

s tud iu „netypických" množin a které nám umožňují porovnávat fraktály. Zmíněné po jmy z 

metrických prostorů, jenž nejsou vysvětlené nalezneme v [6]. 

1.1. Hausdorffův metrický prostor 

Hausdorf fuv metrický prostor je prostor, kde se omezujeme n a speciální systém množin, j i 

nak by Hausdorf fova me t r i ka neby la met r ikou . Pomocí ní dokážeme popsat konvergenci množin, 

která se hodí při zkoumání fraktálních objektů. 

D e f i n i c e 1.1.1 (5-okolí množiny, [4, str . 71]). Mějme dán metrický prostor ( X , p), množinu 

A C X a nechť ô > 0. Definujeme ô-okolí množiny A jako 

As = {y G X : p(x, y) < ô pro nějaké x G A}. 

D e f i n i c e 1.1.2 (Hausdorffova metr ika , [ , str. 71]). Nechť (X, p) je metrický prostor, S(X) 

systém všech neprázdných kompaktních podmnožin X. Nechť A, B C S(X). Hausdorffovu 

metriku h definujeme v z tahem 

h{A, B) = iní{5 >0:ACBSABCA5} 

P o z n á m k a 1.1.3. Důkaz, že Hausdorf fova me t r i ka je skutečně met r ikou , nalezneme v důkazu 

[ , Theo r em 2.5.1, str. 72]. 

D e f i n i c e 1.1.4 (Hausdorffův metrický prostor ) . Metrický prostor (<S(X), h) nazýváme Hausdorffův 

metrický prostor n a (X, p). 

8 



L e m m a 1.1.5 ([ , str. 72]). Nechí {An} je posloupnost neprázdnych kompaktních podmnožin X 

a nechí A je neprázdna kompaktní podmnožina X. Jestliže {An} konverguje k A v Hausdorffově 

metrice, pak 

A = {x G X : existuje posloupnost {xn}, kde xn G An, taková, že xn —> x}. 

V ě t a 1.1.6 (Úplnost S(X), [ , Theo r em 2.5.3., str. 72]). Nechí (X, p) je úplný metrický pro

stor, pak (S(X), h) je také úplný metrický prostor. 

L e m m a 1.1.7 ([ , P ropos i t i on 2.5.6, str . 73]). Nechí {An} je nerostoucí posloupnost neprázdných 

kompaktních podmnožin, tj. A\ D Ai D ... Potom {An} konverguje k průniku A = HneN A i v 

Hausdorffově metrice. 

1.2. Box-counting dimenze 

Nyní zavedeme box-count ing d imenz i někdy také nazývanou pokrývači dimenze. Začneme 

motivací pro danou definici a uvedeme ekvivalentní možnosti pokrývání množin. Pozname

nejme, že v celém t ex tu bude logar i tmus vždy o základu e. 

Mějme dánu množinu F C IR2 a pro každé ó > 0 nalezneme nejmenší počet množin průměru 

nejvýše 5, které pokryjí F. Toto číslo budeme značit N$(F) a určuje počet shluků vel ikost i 

přibližně ó, n a které můžeme F rozdělit. D imenze množiny F odráží způsob, jakým se zvětšuje 

počet množin v N$(F) při zmenšujícím se S. Jestliže N$(F) splňuje aprox imac i 

NS(F) ~ c<T s, kde c > 0, s > 0, 

p o t o m můžeme říct, že F má box-count ing d imenz i s. P r o představu o hodnotě s potřebujeme 

nalézt řešení. Ap l i ku j eme logar i tmus a v z t ah upravíme 

log A ^ ( F ) ~ log(c<T s) 

log Ns (F) ~ log c — s log ô 

^ _ l o g i V ^ F ) l oge 

— log ô log ô 

H o d n o t u s získáme provedením l im i t y pro ó —> 0 

ľ log NS(F)  
s = l i m —. 

s^o - log ó 
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D e f i n i c e 1.2.1 (Průměr množiny, [4, str . 45]). Nechť (X,p) je metrický prostor a M C X , 

M 0, jeho neprázdná podmnožina. Průměr množiny M je definován v z tahem 

d i a m ( M ) = sup {p(x, y) : x,y G M } . 

T j . průměrem množiny rozumíme nej větší vzdálenost dvou bodů ležících v dané množině. 

P o z n á m k a 1.2.2. P r o eukleidovský prostor X = M.n a neprázdnou M C X budeme psát 

\M\ = sup {\\x — y|| : x, y G M } . 

D e f i n i c e 1.2.3 (5-pokrytí, [5, str . 28]). Nechť (X,p) je metrický prostor, F C X a 5 > 0. 

Jestliže {ř7i} je konečný nebo spočetný systém množin průměru nejvýše ô, které pokrývají F, 

t j . F C U S i ̂  a 0 < diam(t/i) < 5 pro každé i. P o t o m {£/,} nazýváme ô-pokrytí F. 

D e f i n i c e 1.2.4 (Box-count ing dimenze, [ , str . 28]). Nechť F je neprázdná omezená podmnožina 

M n a Ns(F) je nejmenší počet množin průměru nejvýše 5, které pokryjí F , t j . nejmenší počet 

množin v 5-pokrytí F. Dolní, resp. horní, box-counting dimenze je 

d i m B F = l i m i n f —^ , 6 . , 
5->o - l o g 5 

resp. 

l o g i V i ( F ) 
d u n g F = l i m sup 

á^o - log 5 

Z definice horní a dolní box-count ing dimenze platí d _ i m B F < d i n i e F a p o k u d se rovnají, 

označme společnou hodno tu box-counting dimenze F 

d i m B F = l i m i ^ ^ . (1.1) 
á^o - l o g ô 

P o z n á m k a 1.2.5. P o celou dobu budeme předpokládat, že ô > 0 je dostatečně malá, aby 

hodno ta — log 6 b y l a pouze kladná. 

V z t a h 1.1 říká, že N$(F) ~ có~s pro dostatečně malé 5, kde s = dimB F. Tedy, že 

N5(F)5S -> o o , p o k u d s < d i m B F , 

NS(F)6S -> 0 , p o k u d s > d i m B F . 
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Někdy bývá výhodnější pokrývat množinu F jinými specifickými množinami, přičemž se 

hodno ta box-count ing dimenze nezmění. O ekvivalentních definicích mluví následující věta. 

V ě t a 1.2.6 ([5, Equiva lent definit ions 2.1, str . 30]). Dolní a horní box-counting dimenze 

množiny F c R " jsou dány vztahy 

áimRF = l i m in f —-———-, 
" s^o - log ô 

log NS(F) 

a box-counting dimenze F 

d i m B F = l i m s u p 
s^o - log o 

d i m ^ F = l i m ^ ' 
5->0 - log Ô 

pokud limita existuje a N$(F) je některé z následujících možností: 

(i) Nejmenší počet množin průměru nejvýše ô pokrývající F. 

(ii) Nejmenší počet uzavřených koulí poloměru ô pokrývající F. 

(iii) Nejmenší počet krychlí o straně ô pokrývající F. 

(iv) Počet n-rozměrných krychlí v síti o straně ô, které protínají F. 

(v) Největší počet disjunktních koulí poloměru ô, které mají střed v F. 

Důkaz. L ze najít například v [5] . • 

P o z n á m k a 1.2.7. Ve vztazích věty 1.2.6 stačí uvažovat l i m i t y pro ô jdoucí k 0 přes l ibovo lnou 

klesající posloupnost takovou, že 

$k+i > côk pro 0 < c < 1, 

užitečná je zejména vo lba Sk = ck. Všimněme s i , že p o k u d ôk+i < ó < Sk, pak s N$(F) jako 

nejmenším počtem množin v 5-pokrytí F dostaneme odhad 

logN S (F) < logNSk+1(F) < logNSk+1(F) < logNSk+1 (F) < l ogN S k + 1 (F) 

-logô -logôk _ i o g 4 + 1 + l o g ^ ± i -log4+i + l o g c - l o g 4^(1 + - ^ - ; 

P r o horní box-count ing d imenz i platí 

log NSk(F) 
d i m ^ F < l i m sup 

/, , x l<»g'V 
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Opačná nerovnost p lyne z dennice l imes superior, celkově platí 

— log NSk(F) 
dimBŕ = l i m s u p -— 

fc^oo - lOg Ôk 

Rovnost pro dolní box-count ing d imenz i by se ukázala podobným pos tupem, tedy 

d i m B F = l i m i n f . 
fe->oo — log Ok 

Následují tvrzení je příkladem výpočtu box-count ing dimenze speciální množiny. 

T v r z e n í 1.2.8 ([ , Exerc ise 2.3, str. 42]). Nechí F je množina čísel z intervalu [0,1] takových, 

že jejich desetinný zápis neobsahuje číslici 5. Pak pro box-counting dimenzi d i m s F platí 

d i m B F - l 0 « 9 

log 10 

Řešení. Každé číslo z množiny F lze zapsat ve t va ru 

DO 
a,: 

8 = 1 
10* : 

kde ai E I = { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7,8,9} pro každé i G N . Nechť Ek C F je množina, která neobsahuje 

číslici 5 n a prvních k desetinných místech. T j . 

E1 = {x : x Ý 0,5} 

E2 = {x : x Ý 0,55} 

Ek = {x:x^0,5...5} 

Množina F se skládá ze všech čísel ležících v Ek pro všechna k, tedy 

00 
F=f]Ek. 

k=i 

Nechť Ns(F) označuje nejmenší počet intervalů délky S, které pokrývají F. Nechť ô > 0 a 

k > 1 je celé číslo, pro které platí 

10 " f e < ó < 10~k+1. 
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Každou z množin lze považovat z a sjednocení 9 f c intervalů délky 10 k . P r o přehlednost to 

i lustru jme n a množině E\\ 

E1 = [0; 0,1] U [0,1; 0,2] U [0,2; 0,3] U [0, 3; 0,4] U [0,4; 0,5) U [0,6; 0, 7] U [0, 7; 0,8] U [0,8; 0,9] U [0, 9; 1]. 

P ro t o 

NS(F) < 9k, 

pro horní odhad horní box-count ing dimenze dostáváme v z t ah 

log NS{F) l o g9 f e fc log 9 l o g9 
d i m B F = l i m sup — < l i m sup — —- = l i m sup — — = . 

s^o -logo fc^oo - l o g l 0 - f c + i fc^oo [k — 1) log 10 log 10 

Nechť nyní 0 < < 5 < l a Ä ; > l j e celé číslo splňující 

Í O " ^ 1 < ó < 10~k. 

Protože každá množina průměru ô může protínat nejvýše dva dílčí intervaly E^ délky 1 0 _ f e 

a každý takový dílčí interva l obsahuje body množiny F, pak nejméně \ intervalů délky 5 je 

potřeba k pokrytí množiny F. P ro to 

pro dolní odhad dolní box-count ing dimenze platí 

d i m R F = l i m i n f —-———- > l i m i n f 2 ,—- = l i m i n f , - 2 —: ^— = — - — . 
á^o - log ô fc-^oo - log l O - k " 1 fe^oo (A; + 1) log 10 log 10 

Protože dolní a horní odhad box-count ing dimenze se rovnají, dostáváme box-count ing d imenz i 

množiny F 

log 9 
d i m s F 

log 10 ' 

P o k u d množina F leží v M n , můžeme využít následující propozice využívající n-rozměrnou 

Lebesgueovu míru Cn k výpočtu box-count ing dimenze. 
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P r o p o z i c e 1.2.9 ([ , P ropos i t i on 2.4, str. 33]). Jestliže F je podmnožina W1, pak 

(hmBl< = n — i i m sup — — 
s^o log ó 

log Cn{Fs) 
d i m ^ F = n — l i m i n f 

<5̂ o log ô 

kde Fs je 5-okolí množiny F. 

Důkaz. Jestliže množina F může být p o k r y t a N$(F) kou lemi poloměru ô, kde ô < 1, pak F$ 

může být pokry to soustřednými kou lemi poloměru 25. P ro to platí 

Cn(Fs) < Ns(F)cn(2ô)n, 

kde cn5n je ob j em koule o poloměru ó v M.n. Ap l i ku j eme - l i logar i tmus n a obě strany nerovnost i 

a vydělíme-li je hodnotou — log ô dostaneme 

logC n (F s ) < log(N5(F)cn(25)n) 

takže pro ô —> 0 platí 

— log ô — log ô 

log Cn(F5) < logNs(F) + log2ncn + nlogô 
— log ô ~ — log ô 

l i m i n f —̂ ———J?— < —n + d i m R F 
s^o - log ô 

n — ( — l i m i n f — — ) < d i m B F 
á^o - l o g ô ) 

log Cn{Ft 

resp. 

n — l i m sup ———t̂— < d i m p F 
«5^0 log ô 

v l o g £ % ^ ) — 
i i m s u p — < —n + ámíBt 

á^o - log o 
log Cn{F, 5 

n — l i m i n f — — < d i m ^ F 
«5^0 log 5 

P o k u d bychom vza l i N$ disjunktních koulí o poloměru 5 se středy v F, pak sečtením jej ich 

objemů a aplikací stejných operací jako dříve, máme 

Ns(F)cJn < Cn(Fs) 

log Ns (F) + log cn + n log 6 log Cn (Fs) 
log ô — log ô 
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pro 5—^0 

— log Cn(Fs) 
-n + d i m s < l i m s u p — 

«5^0 - log ô 
— AogCn(F5 

d m i e r < n — l i m i n i 

-n + d i m R < l i m i n f 

<5̂ o log ó 

log Cn(Fs) 
B ' " * A o " - log ô 

log Cn(Fs) 
dirrig < n — l i m sup 

- B - l o g 5 

C e l k e m tedy dostaneme požadovanou rovnost. • 

Nyní použijeme předchozí propoz i c i k výpočtu box-count ing dimenze Canto rovy množiny. 

T v r z e n í 1.2.10 ([5, Exerc ise 2.7, str . 42]). Nechi F je Cantorova množina a nechť 0 < ô < 1. 

Potom pro \ - dimenzionální Lebesgueovu míru 5-okolí množiny F, tj. F$, platí 

2 x f e - l 

C(FS) = ^-j + 2kó 

a užitím vztahu 

d in iB F = 1 — l i m —f—^—— dostaneme d in i e F = - . 
<5->o log o log 3 

Rešení. Can t o r o vu množinu F zkonstruujeme jako v [ , str. 22]. Začneme s jednotkovým i n 

terva lem Eq = [0,1], v němž odstraníme prostřední třetinu (|, |), zůstanou tak interva ly [0, |] 

a [|, 1]. Poté provedeme to samé se zbylými intervaly. Odebereme prostřední třetiny (|, |) a 

čímž zůstanou čtyři interva ly s délkou jr. Tímto způsobem pokračujeme dál, v fc-tém '1 §N 

v9' 9' 

k r o k u získáme 2k intervalů délky 3 k. Can to rova množina F je definována v z tahem 

00 

f = n Ek, 
k=0 

kde Ek je množina, která v z n i k l a v k-tém k r o k u , kde k = 0 , 1 , . . . P o k u d 

- 3 ~ f e _ 1 < 5 < - 3 " f e , 
2 ~ 2 
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pak 5-okolí množiny F, označme ho F$, vyplní mezery délek 3 _ f e _ 1 nebo méně a má dvě části 

délky ô v mezerách délek 3~k nebo více. Navíc, části F$ n a obou koncích množiny F mají délku 

5. Sečtením všech délek přes všechny části dostaneme pro Lebesgueovu míru množiny F$ 
k-i 

C(FS) = 2 i - 1 3 _ i + 25 Y, 2 i _ 1 + 20 
i=k i—l 

1 °° / 2 V _ 1  

= 3 ^ ( 3 ) + 2 í ( 2 f c _ 1 " !) + 2 6 

i=k ^ ' 

1 (Z)*'1 / 2 X fe_1 

3 1 - 1 
+ 25 (2 f e - 1 - 1 + 1) = (J\ + 52\ 

kde jsme využily součtu geometrické řady u prvního členu. Nyní zkonstruujeme odhad pro 

log C(FS) 
log 5 

Víme, že 

n\ fc—1 / 0 \ k — 1 
< £ ( F á ) < ( j j + 2 * - 1 3 - ^ 1

> 

3 ; S £ ( F S ) < 2 V 3 

Ap l i ku j eme logar i tmus a z odhadu pro hodno tu 5 získáváme 

i Q g ( l ) * - 1
 > l o g ^ ) > tog 2 d ) * " 1 

l o g ( Í 3 - f e ) " log ô ~ l o g ^ " * " 1 ) 

( f c - l ) l o g f > log C(FS) > l o g2 + ( f c - l ) l o g § 

l o g ! + - H o g 3 l o g5 log 1 + (-A; - l ) l o g 3 

P r o jdoucí k nekonečnu a ô jdoucí k nule dostaneme 

l o g | > l i m l o g £ ( F ť ) > log f 

— log 3 <5->o log ô — log 3 

Z toho p lyne 

l i m k g ^ ' ) =
 l Q g | = + ! 

s-s-o log 5 — log 3 log 3 

nyní dosadíme do v z t ahu pro výpočet box-count ing dimenze 

d i m B F = 1 - l i m ' ° f <f'> = 1 - ( - j g i g + 1) = 
á^o log 5 v l o g3 ; l o g3 
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1.3. Hausdorffova míra a dimenze 

V této části se zmíníme o veličinách popisujících v las tnost i fraktálu. Ze široké škály „fraktálních 

dimenzí" je Hausdorf fova dimenze pravděpodobně nejstarší a nejdůležitější, proto j i zde alespoň 

okrajově zmíníme pro množiny v W1. 

Připomeňme, že 5-pokrytí množiny F C W1 je spočetný nebo konečný systém množin {Ui} 

s průměrem 0 < \Ui\ < S, které pokryjí F. 

D e f i n i c e 1.3.1 (Hausdorffova s-dimenzionální míra, ([5, str.44])). Nechť F C MJ1 a s > 0. P r o 

každé ô > 0 definujeme 

00 

HS
5(F) = in f {^\U t \ s : {Ut} je 5-pokrytí F} 

i=l 

Podíváme se n a 5-pokrytí množiny F a snažíme se min imal i zova t součet s-tých m o c n i n průměrů. 

Protože Hg(F) je nerostoucí funkcí ô a z definice p lyne Hg(F) > 0, pak existuje l i m i t a 

limH!(F) = Hs(F)J 

<5-)>0 

kterou nazýváme Hausdorffova s-dimenzionální míra množiny F. 

P o z n á m k a 1.3.2. Ověření, že HS(F) je skutečně mírou, nalezneme v ([ ], str . 45). 

Následující tvrzení je aplikací Hausdorf fovy míry n a množině. 

T v r z e n í 1.3.3 ([ >, Exerc ise 3.2, str.64]). Ukažte, že Hausdorffova 0-dimenzionální míra množiny 

F, tj. H°(F), je rovna počtu prvků množiny. 

Řešení. Z definice Hausdorf fovy míry pro n = 0 platí 

F ° ( F ) = l i m i / 0 ( F ) , 
<5-)>0 

H°(F) = in f { J2 Pif • {Ui} J e ̂ -pokrytí F}. 
8 = 1 

Pro t o pro průměr množin v 5-pokrytí máme 

\Ui\° = (diam(ř7i))° = l , k d e i = 1 , . . . , počet množin pokrývající F, 
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pak platí 

\Ui\° = 1 = počet množin pokrývající F. 

i i 

Tedy H$(F) je r o vna nejmenšímu počtu množin pokrývající F. 

Řešení rozdělíme n a 2 části: 

1. Množina F má konečně mnoho prvků, t j . F = {x\,... ,xn}. Nejvýše n koulí poloměru | 

se středem v X{ pokrývají F. A pro horní odhad dostáváme 

H°(F) < n. 

P o k u d ô > 0 je dostatečně malé tak , že pro každé i, j G { 1 , . . . , n}, i ^ j, platí \x{—Xj \ > 5, 

pak 5-pokrytí F obsahuje alespoň n množin. P o t o m pro dolní odhad dostaneme 

Tedy 

a pro Hausdorf fovu míru 

H°(F) > n. 

H°(F) = n 

limH°(F) = H°(F)=n. 
<5-)>0 

2. Množina F má nekonečně mnoho prvků, pak pro každé k G N existuje F^ takové, že F^ 

obsahuje právě k bodů tak, že Fk C F. Tedy H°(F) > H°(Fk), pod le první části řešení 

H°(Fk) = k a pro lim^^oo H°(Fk) = oo, tedy také H°(F) = oo. 

Nechť F c Rn, jestliže t> s a {U{} je č-pokrytí množiny F, pak 

J2 pit = J2 P i t w ^ J í " s J2 i ^ i s 

i i i 

Vezmeme- l i i n f imum přes všechna 5-pokrytí, dostaneme 

Hl{F) < tf-'HKF) 

Nechť 5 — 7 - 0 , můžeme vidět, že p o k u d HS(F) < oo, pak Hť(F) = 0 pro t < s. Tedy existuje 

kritická hodno ta s, ve které HS(F) „skočí" z oo n a 0. Označme j i d i m # F . 
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D e f i n i c e 1.3.4 (Hausdorffova dimenze ([5, str. 48])). Nechť F C W1, s > 0 a HS(F) je 

Hausdorf fova s-dimenzionální míra. Hausdorffova dimenze je dána vz tahem 

dimH F = in f {s : HS(F) = 0} = sup{s : HS(F) = oo}, 

kde supremum prázdné množiny definujeme jako 0. 

Takže 

HS(F) --
oo pro 0 < s < d im# F 

0 pro s > d im# F. 

Jestliže s = dini f j F, pak HS(F) může být nu la , nekonečno nebo splňuje nerovnost 0 < HS(F) < 

oo, čili nabývá nejvýše tří hodnot . 

Opět ukážeme použití předchozí definice n a množině. 

T v r z e n í 1.3.5 ([ , Exerc ise 3.9, str. 64]). Nechí F je množina skládající se z čísel mezi 0 a 1, 

jejichž desetinný zápis neobsahuje číslici 5. Ukažte, že 

d im# t 
log 10 

Řešení. Množinu F můžeme rozdělit n a devět částí Fo = [0, jq],Fi = [̂ ,̂ 1,-̂ 2 = Jq], F3 

[ ^ , ^ ] , F 4 = [jo,jo),F6 = [ ^ , ^ ] , F 7 = [ ^ , ^ ] , F 8 = [ ^ , ^ ] , F 9 = []|,1], Navíc, 

Fi = FD 
i i + i 

10 ' 10 
, kde i G { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 7 , 8 , 9 } 

Intervaly Fi j sou disjunktní s výjimkou krajních bodů, jejichž Hausdorf fova s -d im. míra je nu l a 

pro s > 0. P r o množinu F platí 

F = ( J F I . 
i 

P r o každé i je množina F{ geometr icky podobná F , ale zmenšená faktorem Tedy pro s > 0, 

HS(F) = HS(F0) +Hs(Fl) + ... + HS(F9) = 9HS(-^F) = 9 HS(F). 
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Nyní předpokládejme, že když s = d im# F, pak máme 0 < HS(F) < oo, a můžeme nalézt s. 

1 
1 = 9 , 

10 

log 9 = — s l o g 10 

log 9 
S ~ log 10 

V závěru kap i to ly uvedeme v z t ah mez i box-count ing a Hausdorf fovou dimenzí. 

P r o p o z i c e 1.3.6 (vz tah box-count ing a Hausdorf fovy dimenze, ([5, P ropos i t i on 3.4, str . 50])). 

Pro každou neprázdnou omezenou množinu F c R ™ platí 

d im# F < d i m B F < d i m ^ F . 

Důkaz. Předpokládejme, že 1 < HS(F) = l i m ^ o H$(F) pro nějaké s > 0. P o t o m pro všechna 

dostatečně malá ô, 

1 < HS
S{F) < NS{F)6S, 

kde Nfi(F) je nejmenší počet množin průměru nejvýše ó pokrývající F. Užitím l ogar i tmu 

0 < log Ns{F) + s log <5 

log NS(F) 
— logo 

z toho p lyne, že 

s < l i m in f ——_ —— 
s^o - log 8 

• 
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Kapi to la 2 

Příklad fraktálu a výpočet dimenze 

V této kapito le s i definujeme Can to r o vu střední-A-množinu, která je modifikací Canto rovy 

množiny. Ukážeme, že pro výpočet box-count ing dimenze kompaktní množiny lze užít délky 

komplementárních intervalů a spočítáme box-count ing d imenz i Can to rovy střední-A-množiny. 

2.1. Cantorova střední-A-množina 

D e f i n i c e 2 .1 .1 („fraktální řetězec", [ , Chap t e r 9.6, str. 158]). Nechť F je kompaktní podmnožina 

IR Lebesgueovy míry 0, pro zjednodušení uvažujme, že F C [0,1] a {0,1} C F. P o t o m doplněk 

množiny F se skládá ze spočetného počtu otevřených intervalů. T y t o intervaly se nazývají 

„fraktální řetězce ". 

D v a krajní intervaly v doplňku F j sou neomezené, ostatní mají délky, které seřadíme v 

klesajícím pořadí h > h > h > • • • Nechť pro každé 5, M (S) označuje počet i takových, že 

li > 5. 5-okolí množiny F, t j . F$, se skládá ze všech komplementárních intervalů, jejichž délka 

je menší než 25, dvou intervalů uvnitř každého komplementárního interva lu , který má délku 

větší než 25 a interva lu délky 5 n a každém konc i množiny F. P a k Lebesgueova míra 5-okolí 

množiny F je dána v z tahem 

00 

C(FS) = h + 2 Í M (5) + 25 (2.1) 
j:lj<2S 

D e f i n i c e 2 .1 .2 (Cantorova střední-A-množina, [ , str. 71]). Nechť 0 < A < 1. Mějme interva l 

[0,1], postupným odstraňováním podintervalů délky A (^ -^ ) f e _ 1 , kde k = 1 ,2 , . . . , zkonstruujeme 

posloupnost množin {Ek}^=0 tak, že Eq = [0,1], E\ je množina, k terou získám odstraněním 
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střední části délky A z množiny Eo, kde odstraňovaná část je symetrická podle středu interva lu, 

tedy Ei obsahuje [0, \ — |] a [| + |, 1]. Odstraněním středních částí délky A^y^ z těchto intervalů 

dostaneme E2, proto se skládá z intervalů [0, ^ ^ - ] , \ - |],[| + \, ̂ ] , [ 2 i^ ±^, 1]. 

Analogickým pos tupem získám další členy pos loupnost i , t j . získám odstraněním střední 

části délky A ( ^y^ ) f e _ 1 , která je symetrická podle středu každého interva lu, z každého interva lu 

množiny E^-\. Cantorova střední-X-množina C je tvořena čísly, která leží v Ej~ pro každé k, t j . 

00 

c = n Ek. 
k=i 

Následující l e m m a mluví o asymptotickém chování £(Fs), M(ó) a lj. 

L e m m a 2 .1 .3 ([5, L e m m a 9.15, str. 159]). Nechí 0 < s < 1. Pak následující tvrzení jsou 

ekvivalentní: 

(i) lj = 0{j~~s) pro j ->• oo 

(ttj M ( 5 ) = 0(5~s) pro 5^0 

(in) C(F5) = 0(5l-s) pro 5^0 

Důkaz, (i) {ii)\ Neboť {i) říká, že existuje kons tanta c taková, že lj < cj~^ pro všechna j. 

P o k u d ô > 0, pak /j < ô k d y k o l i když cj~^ a j > ďô~s. Tedy M(5) < ďô~s. 

(U) => (i): P o k u d M ( 5 ) < c 5 " s , pak M(lj) < cl~s pro každé j, proto j < cl~s nebo 

(m ) (i): Jestliže C(Fs) < c 5 1 _ s pro všechna malá ô, pak ze v z t ahu 2.1 máme 2<5M(2<5) < 

c 5 1 _ s . Tedy M(5') < c2s-1ô'1~s pro dostatečně malé ô' = 25. 

(i) A (n) => ( i i i ) : Z (i) máme /j < cj~~ pro nějaké c. P r o malé 5 rozdělíme součet ve 
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v z t ahu 2.1 podle toho z d a j < ô s nebo j > ô s. Takže 
DO OO OC 

E h< E h + E h 
j:lj<2S j<5-s,lj<25 j>6~ 

< Ó~S2Ó + C f ' 
j>5-° 

< 251~s + c / tsdt 

< 25l~s + dô1'*, 

kde c i nezávisí n a 5. Společně z (u) a 2.1 dostaneme 

C(FÄ) < 25l~s + Cí5l-S + c 2<T s + 25 < c5l~s, pro dostatatečně malé ô. 

• 
Nyní můžeme získat box-count ing d imenz i kompaktní množiny v IR pouze pomocí délek 

komplementárních intervalů. 

P r o p o z i c e 2 .1 .4 ([5, P ropos i t i on 9.16, str . 160]). Nechť F C IR je kompaktní množina, pak 

-1 

Navíc, 

^b(F) < - i ^ - (2.2) 
h m s u p ^ - ^ 4 

^ b ( F ) > , ~ L
 LOGH (2.3) 

j^oo l o g J 

d i m B ( F ) = m , (2.4) 
i l m Í - > ° ° loni 

pokud limita existuje. 

Důkaz. V z t a h 2.2 p lyne přímo z 1.2.9 a ekvivalentních tvrzení v 2.1.3 (i) a [iii). Neboť 

l o g £ ( F i ) 
dirriR.F = 1 — l i m i n f 

< 1 — l i m in f 

<5̂ 0 log (5 

l o g ( c i 5 1 _ s ) 

<5̂ 0 log (5 

-i . , log c i + (1 -s) log 5 
1 — n m m i = s 

<5̂ 0 log 0 
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log lj ^ l 0 g C 2 j " 
l i m sup < l i m sup 

j ^ o o log J j^oo log J 

l o g c 2 + - M o g j 1 
= l i m sup 2 = — 

j ^ o o log J S 

C e l k e m tedy 

dirriB-F < 
l i m sup • Lil 

' J - K X J log j 

P r o druhý výraz platí, jestliže 

l i m i n f - J > — pak L > cj~~a pro všechna j, pro libovolné c > 0 
j-Kso l o g j s 

P o t o m z rovnost i 2.1 a aprox imace integrálu z a sumu máme 

£(Fs) > Yl lí - Yl °i~~a - c r * - c i 5 l ~ s 

j:lj<2S j>c*(26)-> Jc*(2S)-> 

Z 1.2.9 platí 

l o g £ ( F a ) l o g ( c i ^ - s )  
d i m p ŕ = 1 — h m sup — — > 1 — h m sup ; = s. 

«5̂ 0 logO 5^0 l ogd 

D o h r o m a d y dostaneme v z t ah 

i 
d i m R F > 

l i m i n f ^ o o ^ 

• 

P ř í k l a d 2 .1 .5 ([ , Exerc ise 2.14, str . 43]). Nechť 0 < A < 1 a nechť C je Canto rova střední-A-

množina získaná opakovaným odstraňováním prostřední A-části z daných intervalů. Spočtěte 

box-count ing d imenz i C pomocí v z t ahu 2.4. 

Řešení. Can to rova střední-A-množina C je podmnožina interva lu [0,1], z konstrukce víme, že 

obsahuje uzavřené intervaly, proto C je omezená a uzavřená a tedy i kompaktní. Nyní máme 

splněny předpoklady 2.1.4 a můžeme použít požadovaný vz tah . 
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V každém k r o k u odstraňujeme 2k 1 , k = 1, 2 , . . . otevřených intervalů délky A (^yí)k 1 • Nechť 

lj označuje délku komplementárního interva lu , t j . 

l j = \ l — ^ - j , kde k = 1 , 2 , 3 , . . . 

2 f e _ 1 < j < 2 f e - 1 

Zkonstruujeme odhad pro výraz a provedeme l i m i t u pro k —> oo, j —> co. 

log(2 f e - 1) ~ l o g j ~ l o g 2 f c ~ 1 

l o g A + ( f c - l ) l o g ^ log/. l o g A + ( f c - l ) l o g ^ 
l i m < l i m < l i m — — 

fe->oo felog2 + l o g ( l — j^oo log j fe->oo (fe — l ) l o g 2 

i o g ( ¥ ) < l i m ^ < l Q g ( ¥ : 
2 j->oo log j 

protože odhady shora a zdo la jsou stejné, dostáváme rovnost 

\ORlj _ l 0 g ( ^ ) 
l i m 
j-*oo l o g j 2 

Ze v z t ahu 2.4 máme box-count ing d imenz i 

- 1 log 2 log 2 
d u n g C 

l°sC-^) l o g ( i ^ ) l o g ( -
log 2 
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Kapi to la 3 

Systém iterovaných funkcí 

3.1. Banachova věta o pevném bodě 

K fraktálům, které mají v lastnost soběpodobnosti, můžeme přistupovat jako k pevným 

bodům kontraktivních zobrazení n a vhodných prostorech. V této části k zavedení základních 

pojmů b y l a využita l i t e ra tura [7] a [2]. 

D e f i n i c e 3 .1 .1 (Kontraktivní zobrazení, [2, De fmi t i on 6.1, Chap t e r III.6, str. 74]). Trans

formace / : X —> X n a metrickém pros toru (X, p) se nazývá kontraktivní zobrazení, jestliže 

existuje kons tanta 0 < s < 1 taková, že 

Vx,y E X : p(f(x),f(y)) < sp(x,y). 

Každou takovou kons tan tu s nazýváme kontraktivní faktor zobrazení /. 

D e f i n i c e 3 .1 .2 (Pevný bod ) . Nechť (X,p) je metrický prostor a g : X —> X zobrazení. B o d 

x* nazveme pevným bodem zobrazení g, jestliže g{x*) = x*. 

V ě t a 3 .1 .3 (Banachova věta o pevném bodě) . Nechí (X,p) je úplný metrický prostor a T : 

X —> X kontraktivní zobrazení. Pak existuje právě jeden pevný bod XT G X zobrazení T. Navíc, 

pro libovolný bod x G X posloupnost {Tn(x)}^=1 konverguje k XT, tj. l i m ^ o o Tn(x) = XT pro 

každé x G X. 

Důkaz. Nechť 0 < s < 1 je kontraktivní faktor zobrazení T. 

Důkaz existence: Nechť X\ G X. Def inujme posloupnost {xn} C X rekurentním předpisem 

xn+i = T(xn). P r o libovolné n G N platí 

p(xn+l,xn) = p(T(xn),T(xn_l)) < sp(xn,xn_i) < . . . < sn~1p(x2,x1). 
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Nechť m > n G N , pomocí trojúhelníkové nerovnost i dostaneme 

pi^Cmi %n) — pi%mi %m— l ) pi%m—li %m—2) H - • • • H - / ? ( ^ n + l ? ^ n ) 

= p (T ( a ; m _ i ) , T(xm-2)) + p ( T ( x m _ 2 ) , T ( x m _ 3 ) ) + . . . + p(T(xn),T(xn-1)) 

< sm~2p(x2,x1) + s m ~ 3 p ( z 2 , £ i ) + • • • + s1l~1p(x2,x1) 

= {sm~2 + sm-3 + ... + sn-l)p{x2, x i ) 

< s n _ 1 ( l + s + .. .)p(x2,xl) = p(x2,xl) 
1 — s 

Provedením l i m m j J 1 _ ) > 0 0 p(xm, xn) = 0 j sme ukázali, že posloupnost {xn} je cauchyovská. Protože 

metrický prostor (X, p) je úplný, je {xn} konvergentní, tedy xn —> XT pro n —> oo. 

Důkaz jednoznačnosti: Předpokládejme, že existují XT,VT G X : XT Ý yr takové, že 

T(xT) = xT,T(yT) = yT. P a k 

p(xT,yT) = p(T(xT),T(yT)) < sp(xT,yT), 

z toho p lyne P(XT,VT) = 0 a proto XT = yr- C 

3.2. Kontraktivní zobrazení na Hausdorffově metrickém 
prostom 

Hlavním tvrzením této podkap i to l y je l e m m a 3.2.3, k jeho důkazu budeme potřebovat dvě 

pomocná l emmata , která zde uvádíme bez důkazů. 

L e m m a 3 .2 .1 ([ , L e m m m a 7.3, Chap t e r III.7, str . 79]). Nechť w : X —>• X je kontraktivní 

zobrazení na metrickém prostoru (X,p) s kontraktivním faktorem s. Pak w : S(X) —> S(X) 

definované vztahem 

w(B) = {w{x) :xeB}^Be S(X), 

je kontraktivní zobrazení na (S(X),h) s kontraktivním faktorem s. 

L e m m a 3 .2 .2 ([2, L e m m a 7.4, Chap t e r III.7, str. 80]). Pro všechna B,C,D,E G S(X) 

h(B U C, D U E) < max{h(B, D), h{C, E)} 
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L e m m a 3 .2 .3 ([2, L e m m a 7.5, Chap t e r III.7, str. 80]). Nechť (X, p) je metrický prostor. Nechí 

{wn : n = 1, 2 , . . . , N} jsou kontraktivní zobrazení na (S(X), h). Kontraktivní faktor zobrazení 

w„ označme sn pro každé n. Definujme zobrazení W : S(X) —> S(X) 

N 

W(B) = wi(B) U w2(B) U . . . U wn(B) = [j wn(B), kde B G S(X). 
n=l 

Potom W je kontraktivní zobrazení s kontraktivním faktorem s = m a x { s n : n = 1 , 2 , . . . , N}. 

Důkaz. Důkaz provedeme matemat i ckou indukcí, nejprve pro N = 2. Nechť B, C E S (X), 

h(W(B), W{C)) = h(Wl(B) U w2(B), Wl(C) U w2(C)) 

< m a x { Ä ( « ; i ( S ) , « ; i ( C ) ) , Ä ( « ; 2 ( S ) , « ; 2 ( C 0 ) } 

< max{Slh(B, C), s2h{B, C)} < sh{B, C). 

Předpokládejme, že tvrzení platí pro N = k a, ukážeme, že platí pro N = k + 1. 

( k+l k+1 \ / k k \ 

U wn(B), (J wn(C) = h í (J wn(B) U (J wn(C) U w f c + i ( C ) 

n = l n=l / \ n = l n=l / 

( k k \ 

U w n ( S ) , (J wn(C) , / Í K + I ( 5 ) , w f c + i ( C ) ) } 

n=l n=l J 
< max {max { s i : i = 1 , 2 , . . . , k}h(B, C), Sk+ih(B, C)} 
< sh{B,C). 

• 

3.3. Konstrukce fraktálu 

Nyní zavedeme systém iterovaných funkcí, který později budeme používat ke konst rukc i 

fraktálních objektů. 

D e f i n i c e 3 .3 .1 (Systém iterovaných funkcí, [ , De f in i t i on 7.1, Chap t e r III.7, str. 80]). Úplný 

metrický prostor ( X , p) společně s konečnou množinou kontraktivních zobrazení wn : X —> X 

s příslušnými kontraktivními faktory sn, pro n = 1,2,..., N, nazýváme Systém iterovaných 

funkcí ( IFS) s kontraktivním faktorem s = m a x { s n : n = 1, 2 , . . . , N}, značíme ho {X; wn : 

n = l , 2 , . . . , i V } . 
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P o z n á m k a 3 .3 . 2 . P o k u d chceme zdůraznit, že zobrazení wn v I F S j sou kontraktivní, I FS 

nazveme kontraktivní, resp. hyperbolický. 

V ě t a 3 .3 .3 ([2, Theo rem 7.1, Chap t e r III.7, str. 81]). Nechť {X;wn : n = 1,2,..., N} je 

kontraktivní IFS s kontr aktivním faktorem s. Pak transformace W : S(X) —> S(X) definovaná 

pro všechna B G S (X) 

N 

W(B) = (J wn(B) 
n=l 

je kontraktivní zobrazení na úplném metrickém prostom (S(X), h) s kontraktivním faktorem s. 

Takže pro každé S , C G S(X) platí 

h(W(B),W(C)) < sh(B,C). 

Navíc, existuje právě jeden pevný bod A G S (X) 

N 

A = W(A) = (J wn(A) 

a je dán vztahem 

A = l i m Wn(B) 
n—>oo 

pro každou množinu B G S(X). 

D e f i n i c e 3 .3 .4 (A t rak to r I F S ) . Pevný b o d A G S (X) popsaný v 3.3.3 nazýváme atraktor I FS . 
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Kapi to la 4 

Aplikace fraktálu 

Fraktály vyskytující se v přírodě nemají pravidelné tvary a popis pomocí klasické geometrie 

by b y l složitý. Fraktální interpolace nám pomůže proložit naměřené hodnoty j i s t ou nepravide l 

ností a umožní nám dané hodnoty popsat. 

4.1. Fraktální interpolační funkce 

D e f i n i c e 4 .1 .1 (Interpolační funkce, [ , Chap t e r V I .2 , str . 208]). Mějme dánu množinu dat, 

která je množinou bodů ve t va ru 

{(XÍ,FÍ) G K 2 : i = 0 , l , . . . , A T } , 

kde xo < X\ < ... < XN- Interpolační funkce odpovídající této množině dat je spojitá funkce 

/ : [x0, xN] —> IR taková, že f(xi) = Fi pro všechna i = 0 , . . . , N. B o d y (xÍ7 Fj) G IR2 nazveme 

interpolační body. 

P ř í k l a d 4 .1 .2 ([2, E x a m p l e 2.1, Chap t e r V I .2 , str . 209]). Funkce f(x) = 1 + x je interpolační 

funkcí pro da t a { (0,1), (1,2)}. Uvažujme hyperbolický I F S {M 2 ; W\, W2}, kde 

fx\ (0.5 0 \ fx\ ( 0 \ 
«" ( J = { 0 O.5J [y) + (0.5J 

označme G a t raktor I FS , t j . G = w\(G) U i ^ G ) . L ze ověřit, že G je úsečka, která spojuje dané 
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dva body, neboť 

1 2 ) = ° - 5 ( 2 ) + U 2J-

a proto G je graf interpolační funkce / n a interva lu [0,1]. 

Mějme dánu množinu dat {(ajj, Fj) : i = 0,...,N} a předpokládejme, že existuje právě 

j edna spojitá funkce / : [ X O , X T V ] —> K procházející přes interpolační body, která je lineární n a 

každém pod in te rva lu Funkce / je dána předpisem 

/(x) = F _ 1 + ^ ^ 4 ( F - F _ 1 ; (4.1) 

pro x G [xi-i,Xi],i = 1,...,N. F u n k c i / nazveme po částech lineární interpolační funkcí 

Příklad po částech lineární interpolační funkce / je reprezentován n a obrázku 4.1. 

(x 2, f2) 

(x 3, F3) 

(Xi , F t ) 

(x 0, F 0) 

(x 4, F 4) 

Obrázek 4.1: G r a f po částech lineární interpolační funkce pro iV = 4 

G r a f po částech lineární interpolační funkce 4.1, G , je zároveň a t rak to rem I F S {I 

1 , 2 , . . . , iV } , kde wn j sou afinní zobrazení a splňují 

x 

92 . 
: wn,n 

an0\ (x\ i (, 
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kde 

•E n %n—1 

f n 

(4.2) 
X N — 3̂ 0 

fp rp 
*n ^n—l 

X N — XQ 

XNXU-1 — XQXN 

X N — XQ 

XNFU-I — xpFn 

X N — XQ 

P ř í k l a d 4 .1 .3 ([2, E x a m p l e 2.4, Chap t e r V I . 2 , str . 210]). P a r a b o l a definovaná v z t ahem f (x) = 

2x — x2 je interpolační funkcí množiny dat { (0,0), (1,1), (2,0)}. Nechť G označuje graf funkce 

f (x), t j . G = {(x,2x — x2) : x G [0,2]}. Tvrďme, že G je a t raktor I F S , {R2 : 101,102}, kde 

x h 0\ íx\ . íl 
1 1 

w> Vv) - \-\ i) [v) + Vi 

Ověříme, že pro všechna x G [0,2] platí 

./' \ / 2X \ _ f 2X \ — f 2X \ — í 2X 

W l [ f ( x ) ) \\x + \f(x)) \\x + \{2x-x2)) \x-\x2) \f(\x. 

l \ f l + \x \ f l + \x 
W21 m) v - ! * + Í / W + v v v1 - ¥ V - 2 - X + - * 

1 + hx\ _ f l + \x 

1 - W V/(i + i T x 

Pravá s t rana první rovnice dává část grafu f (x) přes interva l [0,1] zatímco pravá s t rana druhé 

rovnice dává část grafu f (x) přes interva l [1, 2]. P r o t o G = i O i ( G ) U W2(G) a G je a t rak to rem 

IFS . 

Nyní s i ukážeme, j ak můžeme zkonstruovat I F S v M2 tak, aby jeho a t raktor , který budeme 

značit G, b y l graf spojité funkce / : [ X O , X T V ] —> M , která interpoluje data . I F S je t va ru {M2 : 

wn, n = 1 , . . . , iV } , kde zobrazení wn j sou afinní transformace ve speciálním t va ru 

"n(i) = (?!!) (i)+ (4.3) 
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Transformace j sou pro všechna n = 1 , 2 , . . . , N omezené podmínkou 

Xq \ I •En—l 
. ^ 0 / \-Tn-l 

XN \ I x„ 
" ' i f J = U 

Nechť n G { 1 , . . . , N}, t ransformace wn j sou stanoveny reálnými čísly: an, cn, dn, en, fn, které 

musí splňovat následující lineární rovnice: 

anx0 + en = xn-i (4.4) 

OJJIXj\[ ~\~ en XJI 

CnXo + dnF0 + fn = Fn-1 

C-nXN + dnFN + fn = Fn 

Protože rovnice j sou pouze čtyři, zvolíme hodnoty dn, n = 1 , 2 , . . . , N, jako parametry a je j ich 

vektor nazveme vertikálni škálovací faktor. P o k u d dn = 0 pro všechna n = 1,...,N, funkce 

f{x) je právě po částech lineární interpolační funkce. J e - l i dn reálné číslo, řešení rovnic 4.4 je 

následující 

Xn XN—1 / . - \ 
an = , (4.5) 

Xfj — Xq 

X pjXn—1 XQXn X T V — Xq 

FN — FN-1 dN(FN — Fq) 

f TI 

X j\[ Xq XN ^0 

xNFn-i - x0Fn dn(xnF0 - x0FN) 

Xn Xq X T V Xq 

Následující věty uvedou teoretický základ pro experimentální pozorování a popisují v last

nost i I F S popsaného výše. 

V ě t a 4 .1 .4 ([ , Theo r em 2.1, Chap t e r V I . 2 , str. 215]). Nechí N je kladné celé číslo větší než 1. 

Nechí {E? : wn, kde n = 1 ,2 , . . . N} označuje IFS splňující vlastnosti 4-3, odpovídající množině 

dat 

{(xn,Fn):n = l,2,...,N}. 
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Nechi pro vertikálni škálovací faktor d„ platí O < d„ < 1 pro n = 1, 2 , . . . , N. Pak existuje 

metrika p na M2, která je ekvivalentní s Euklidovou metrikou d taková, že IFS je kontraktivni 

vzhledem k p. Navíc, existuje právě jedna neprázdná kompaktní množina G C R2 taková, Z( 

G=\J wn(G) 
n=l 

Důkaz. Def inujme m e t r i k u p n a M 2 v z t ahem 

p(x,y) = \xi - 2/ i| + 0\x2 - 2/21, 

kde x = (xi, X2), y = (yi, y2) a G je kladné reálné číslo. M e t r i k a p je ekvivalentní s Euk l e idovou 

met r ikou d(x,y) = \J[x\ — y\)2 + (#2 — ž/2) 2 n & R2- T j . existuje C i , C 2 > 0 takové, že 

cip(x,y) < d(x,y) < c2p(x,y) 

Nejprve ukážeme první nerovnost 

cip(x,y) < d(x,y) 

pro j = 1,2 platí \XJ - yó\ = yj (x j - y j)2 < A / ( X I - y x ) 2 + ( x 2 - y 2 ) 2 , 

p o t o m dostaneme 

\x\ - 2/11 + G|x 2 - ž/2 < 

\x\ — 2/11 + G|x 2 - ž/2 < 

Z toho p lyne, že c i můžeme vol i t například c i = 

P r o d ruhou nerovnost chceme ukázat, že platí 

d(x,y) < c2p(x,y) 

V{xi - yi)2 + {x~2 - ž/2)2 < c2(\xi - ž/i| + Q|x 2 - Ž/2I), 

což je ekvivalentní nerovnost i 

{x\ ~ ž/i)2 + {x2 - ž/2)2 < c\(\xi - 2/112 + 2 G | x i - yi\\x2 - y2\ + Q 2 | x 2 - Ž/2H 

{x\ - ž/1)2 + {x2 - ž/2)2 < c2
2(xi - yif + c2

22Q\xi - yi\\x2 - y2\ + c ^ G 2 ^ - y2f • 
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Protože prostřední člen je větší než 0, stačí hledat c2 splňující nerovnost i 

O i - yi)2 < cl(xl - yi)2 

{x2-y2)2 <c2
2G2(x2-y2)2, 

proto c2 budeme vol i t c2 = m a x { l , ^}. 

Nechť n G 1 , 2 , . . . , N a an, cn, en, fn j sou čísla splňující 4.5. P o t o m dostaneme 

p(wn(x), wn(y)) = p(wn(x1, x2), wn{yi,y2)) 

= p{{anxi + en, cnxi + dnx2 + /„), {anyi + en, cnyi + dny2 + /„)) 

= \anxi + en- anyi - en\ + Q\cnxi + dnx2 + fn - cnyi - dny2 - fn\ 

= \an\\xi - 2/ i| + ©|c n (xi - yi) + dn(x2 - y2)\ 

< \an\\xx - 2 / i| + G|c n||xi - 2 / i| + Q\dn\\x2 - y2\ 

= (\an\ + G|c n|)|xi - 2/ i| + 0\dn\\x2 - 2/21-

Protože iV > 2, je \XN — #o| > \%n — %n-i\ P r o každé n = 1, 2 , . . . , N, pak \an\ = < 1-

P o k u d Ci = C2 = . . . = cn = 0, pak 

p(wn(x),wn(y)) <\an\\x1-y1\ + \dn\\x2-y2\ < m a x {|an|, |dn|}p(a;,y) 
n£{l,...,N} 

a Q volíme rovno 1. J i n a k položíme G = m m n č { ' ? r ~ r r ~ > o d t u d pak plyne 

o(w (x) w (y))< í\a I I m i n ^{i , . ,^} { ! , A , • m i i i n e { i , . . . , j v } { l - |a„|} 
p{WN{X),Wn{y)) S O N + R O , ,-, L C N | P L 2/L | + R O , N « N F 2 

< (\an\ + m i r L n e ^ ' - J V } ' ^ 1 m a x {\cn\}) \xľ - yľ\ + G m a x {|dn|}|x2 

V max n e{i i... ijv}{2|c n|) ne{i,...,JV} / ne{i,...,JV} 

< (\an\ + m Í n " g { 1 - ~ M)\Xl-Vl\ + e m a x { k | } F 2 - </2| 

kde 

2 / nG{l,...,JV} 

< a|xi — ž/i| +Oô\x2 — 2/21 < max {a , 5}p(x,y), 

a = ^i+i° axw e {i..-iv}{l°n|}^ < I S = m a X n e { l j ^N]{\dn\} < 1, neboť platí 

m m 
\an\ + • 

•ne{i,... JV } { 1 ~ \an\} max n e { i i . . . i j V } {|an| - 1} < 1 max n e { i v . . ; j y } { |a n | } 1 

2 < 2 ~ 2 2 

1 +max n e { i v . . ; j y } { |g n | } 

2 

Ex is tence množiny G p lyne přímo z věty 3.3.3. • 
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V ě t a 4 . 1 . 5 ([2, Theo r em 2.2, Chap t e r V I .2 , str. 216]). Nedli N je celé kladné číslo větší 1. 

Nechí {E? : wn, n = 1 , 2 , . . . , N} je IFS odpovídající množině dat 

{(xn,Fn):n = l,2,...,N}. 

Nechí vertikální škálovací faktor dn splňuje 0 < d„ < 1 pro n = 1,2,..., N tak, že IFS je 

kontraktivní. Nechí G označuje atraktor IFS. Pak G je graf spojité funkce f : [ X O , X T V ] — > • 

která interpoluje data {(XÍ, F{) : i = 0 , 1 , . . . , N}. Tedy 

G = {(x, f (x)) : x G [xo,x w ] } , 

kde 

f(xi) = F 

pro i = 0 , 1 , . . . , N. 

Důkaz. Množinu spojitých funkcí / : [ X 0 , X T V ] —> R splňujících f(x0) = F0 a f(xN) = FN 

označme F. Def inujme m e t r i k u p n a F v z t ahem 

p(f,g) = m a x , \f(x) -g(x)\ 
X€[X0,XN] 

pro všechna/, g G F. Díky t omu , že J 7 je uzavřená podmnožina metrického pros toru (C[XQ, XN], p), 

který je úplný, je úplný i metrický prostor (F, p). Nechť an, cn, en, fn j sou reálná čísla definovaná 

vz tahy 4.5. Nyní definujme zobrazení T : F^ —?• F tak , že 

(Tf)(x) = cj-\x) + dnf(l-\x)) + /„ 

pro x G [xn-i, xn], n = {1,..., N}, kde ln : [ X O , X T V ] —> [xn-i,xn] je invertibilní zobrazení 

splňující 

•n\Xj anx ~\~ en 

Ověříme, že zobrazení T je kontraktivní a zobrazuje do sebe. Jako první ukážeme, že zobrazuje 

do sebe. Nechť / G F, pak funkce (Tf)(x) splňuje okrajové podmínky, neboť 

(Tf)(x0) = c J r V o ) + dJil^ixo)) + h 

= c i x 0 + d1f(x0) + fi 

= c i x 0 + diF0 + / i 

= ^ 0 
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(T f) (x N) = cNl]^(xN) + dNf(lJf
1(xN)) + 

= cNl]^(xN) + dNf{xN) + / 

= cNxN + dNf{xN) + fN  

= FN 

'N 

N 

V i m e , že / je spojitá funkce n a interva lu pro n = 1, . . . .N, ln(x) je lineární a tedy 

i spojitá n a každém interva lu pro n = 1,..., N. P a k z předpisu pro T f p lyne, že 

je spojitá n a každém interva lu [xn-i,xn] pro n = 1,...,N. Nyní zbývá ukázat, že (Tf)(x) je 

spojitá v každém bodě xi, x2, • • •, £/v-i- V každém z těchto bodů je hodno ta (Tf)(x) definována 

dvěma různými způsoby, p o k u d budou dávat stejnou hodno tu , dokázali jsme, že T zobrazuje 

do sebe. P r o n E {1,2,... ,N — 1} platí 

fn+1 

= Fn 

(Tf)(xn) = cj~\xn) + dnf(l~l(xn)) + fn 

= cnxN + dnf{xN) + /„ 

= Fn 

Ukážeme, že T je kontraktivní zobrazení n a metrickém pros toru ( J 7 , p). 

Nechť f,g E T,n E 1,...,N a x E [xn-i,xn]. P a k 

\(Tf)(x) - (Tg)(x)\ = \cj-\x) + dnf(l-\x) + fn - cj-\x) + dng(l-\x) + fn\ 

= K\\f(l-l(x))-g(l-l(x))\ 

<\dn\ m a x \f{l-\x))-g{l-\x)\ 

= \dn\p(f,g)-

Z toho p lyne, že 

p(Tf,Tg) < ôp(f,g), kde ô = m a x \dn\ < 1 
n£{l,...,N} 
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Pod le Banachovy věty o pevném bodě, existuje právě jeden pevný b o d zobrazení T ležící v T. 

T j . existuje funkce / G T taková,že 

(T f) (x) = f (x) pro všechna x G [XQ ,XTV ] -

Nechť G označuje graf funkce /. P o t o m definici zobrazení T lze přepsat do t va ru 

(Tf)(anx + e„ ) = cnx + dnf(x) + /„ pro x G [x0,xN], 

který impl iku je , že 

N 

G = (J wn(G). 
n=l 

Protože G je neprázdná kompaktní podmnožina IR2, podle předchozí věty existuje pouze j edna 

D e f i n i c e 4 .1 .6 ([2, De f in i t i on 2.2, Chap t e r V I . 2 , str . 218]). Funkce f(x) jejíž graf je atrak-

tor I F S , který je popsán v předchozích dvou větách, nazýváme fraktální interpolační funkce 

odpovídající množině dat {(XÍ, F{) : i = 1,..., N}. 

P ř í k l a d 4 . 1 . 7 ([2, E x a m p l e 2.16, Chap t e r V I , str . 219]). Nechť / označuje fraktální inter

polační funkc i množiny dat {(XÍ,FÍ) : i = 1 , 2 , . . . , N}, kde N > 1. Mějme metrický prostor 

( J 7 , p) a transformaci T : T —> J7, které j sou definované v důkazu věty 4.1.5. Výraz T f = f 

můžeme použít k určení některých integrálu. Mějme integrál 

taková množina (atraktor IFS ) určená 4.5. Tedy G = G. • 

protože funkce / je spojitá a integrál je dobře definovaný dostaneme 

{Tf){x)dx = ^ / {Tf){x)dx = ^ / (cnx + dnf{x))d{a nx ~\~ en) 

n=l 
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kde 

N 

Tí 

n=l 

N 

"n 
n=l 

Z a předpokladu, že |a| < 1, integrál je dán v z tahem 

/ f{x)dx 
1 — a 

4.1.1. Dimenze fraktální interpolační funkce 

Následují věta je ekvivalentním vyjádřením box-cout ing dimenze 1.1. Lépe nám poslouží v 

případě výpočtu dimenze křivky zadané pomocí množiny dat. 

V ě t a 4 .1 .8 ([ , Theo r em 3.1, Chap t e r V I . 3 , str . 223]). Nechí N je kladné celé číslo větší než 

jedna, {(xn, Fn) G IR2 : n = 1 , . . . iV } je množina dat a nechí {IR2 : wn, n = 1 , . . . , iV} je IFS 

odpovídající množině dat, kde 

Nechí vertikální škálovací faktor dn splňuje 0 < dn < 1 a konstanty an,cn,en, fn jsou dány 

rovnostmi 4-4 Pro n = l, • • •, N. Nechí G označuje atraktor IFS takový, že G je graf fraktální 

interpolační funkce. Jestliže 

a interpolační body všechny neleží na jedné přímce, pak box-couting dimenze G je právě jedno 

reálné řešení D rovnice 

f > ^ ~ 1 = 1- (4-6) 
71=1 

V opačném případě je box-counting dimenze G rovna 1. 

N 

E l d " l > : L 

n=l 
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4.1.2. E E G data 

Fraktální interpolační funkc i můžeme použít k aprox imac i experimentálních dat, neboť graf 

fraktální interpolační funkce je ve lmi blízký grafu experimentálních hodnot v Hausdorffově 

metrice. Navíc mají stejnou box-count ing d imenz i D. 

V této podkapi to le budeme i lustrovat využití fraktální interpolace n a reálných datech. D a t a , 

která jsme k tomuto účelu použili j sou hodnoty naměřené u skup iny indických účastníků, 

kterým by l y n a povrch lebky rovnoměrně umístěny e lektrody z a účelem získání elektrické ak

t i v i t y m o z k u pomocí elektroencefalografie ( E E G ) . Následně j i m bylo puštěno několik nesouvi

sejících písní různých žánrů (od indické k las iky po gotický rock) , označené A01 až A012 . Nyní 

se budeme zabývat hypotézou, zda žánr hudby může nějak ov l i vn i t box-count ing d imenz i . 

P r o zkoumání této hypotézy b y l a vybrána j edna osoba a 5 různých skladeb. P r o získání 

grafu interpolační funkce, jsme zvo l i l i e l ek t rodu £15, která b y l a umístěna n a t emeni hlavy, v 

místě kde se v m o z k u nachází asociativní vnímání. Poté jsme pomocí kódu v softwaru Octave 

určili jednotlivé fraktální interpolační funkce (atraktory IFS ) , kde vertikální škálovací faktory 

by l y voleny náhodně pomocí funkce r a n d ( ) , která nám generuje náhodná čísla rovnoměrně 

rozdělené z in terva lu (0,1). Kód b y l inspirován P r o g r a m e m 1 z [ ]. P a k ze vzorce 4.6 b y l a 

spočítána pro každou sk ladbu box-count ing dimenze D me todou bisekce, která je více popsána 

například v [3]. N u t n o zmínit, že b y l proveden pouze dílčí výpočet, neboť pro korektní postup 

by musel být výpočet proveden pro „velké množství" takto náhodně zvolených škálovacích 

faktorů. Kódy a zdrojová da t a j sou k d ispoz ic i n a přiloženém U S B d isku . 

V tabulkách n a další straně je uvedeno označení skladby, její název, autor skladby, žánr a 

určená box-count ing dimenze. J a k s i můžeme všimnout, hodnoty box-count ing dimenze se liší 

j en ve lm i málo, poměr mez i nej větší a nejmenší hodno tou je přibližně 0 ,01 , a proto se můžeme 

domnívat, že box-count ing dimenze nemusí souviset se žánrem skladby. Nicméně s i myslím, že 

pro přesnější analýzu by bylo potřeba více dat a informací ke zkoumání. 
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S k l a d b a Název sk ladby A u t o r 

A 0 5 P r oo f Id iotape 
A 0 7 R a a g B i h a g B .S i va ramakr i shna R a o 
A 0 9 M o r B a n i Thangha t K a r e Sanjay Lee la B h a n s a l i 
A 1 0 F a l l i n D r . SaxLove 
A l l Mas te r of R u n n i n g R ickeyabo 

T a b u l k a 4.1: T a b u l k a skladeb a autorů 

Žánr Box -count ing dimenze D 

elektronická taneční h u d b a 2,9630655050 
klasická hindustánská h u d b a 2,9583421350 

indický folklór 2,9646411538 
jazz 2,9657667875 

gotický rock 2,9554876685 

T a b u l k a 4.2: T a b u l k a jednotlivých žánrů a dimenzí 

N a obrázcích níže je pro každou sk ladbu vykreslená funkce záznamu E E G (modrá křivka), 

kde j sou naměřené hodnoty elektrické ak t i v i t y m o z k u vztažené k času v sekundách. Poté graf 

fraktální interpolační funkce (červená křivka), tedy a t raktor příslušného IFS . 
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20000 40000 60000 80000 100000 120000 140000 

Obrázek 4.2: E E G - A 0 5 

20000 40000 60000 80000 100000 120000 

Obrázek 4.3: A t r a k t o r I F S - A 0 5 
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60000 80000 100000 120000 

Obrázek 4.4: E E G - A 0 7 

60000 80000 100000 120000 

Obrázek 4.5: A t r a k t o r I F S - A 0 7 
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80000 100000 120000 140000 

Obrázek 4.6: E E G - A 0 9 

|aJYJ 

80000 100000 120000 140000 

Obrázek 4.7: A t r a k t o r I F S - A 0 9 
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60000 80000 100000 120000 

Obrázek 4.8: E E G - A l O 

60000 80000 100000 120000 

Obrázek 4.9: A t r a k t o r I F S - A l O 
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60000 80000 100000 120000 

Obrázek 4.10: E E G - A l l 

60000 80000 100000 120000 

Obrázek 4.11: A t r a k t o r I F S - A l l 
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Závěr 

V úvodu této práce se věnujeme Hausdorf fovu metrickému prostoru, kde se omezujeme na 

neprázdné kompaktní množiny, j i nak by Hausdorf fova me t r i ka nesplňovala definici metr iky . T a 

nám umožní popsat konvergenci množin a soběpodobné objekty, které souvisí se systémem 

iterovaných funkcí. Dále se věnujeme box-count ing d imenz i , která vychází z pokrývání objektů 

různými množinami, jejichž vel ikost se snažíme min imal i zova t . Alespoň okrajově je zde také 

zmíněna Hausdorf fova míra a dimenze. T y t o kap i to ly jsou zde doplněny o praktický výpočet 

dimenze a míry speciálních množin. Ve druhé kapito le je uveden jiný způsob, j ak nalézt box-

count ing d imenz i kompaktních množin bez využití definice pomocí doplňku množiny. Tímto 

způsobem je zde spočítána dimenze Canto rovy střední-A-množiny, která je modifikací Can to -

rovy množiny. Ve třetí kapito le jsme se věnovali kontraktivním zobrazením a Banachově větě 

o pevném b o d u , které jsme popsa l i i n a Hausdorffově metrickém prostoru. Def inoval i jsme 

systém iterovaných funkcí, který později využíváme k zavedení fraktální interpolační funkce. 

V poslední kapito le je popsaná interpolační funkce množiny dat a její souvislost s I FS , defi

nice fraktální interpolační funkce a alternativní způsob výpočtu box-count ing dimenze křivky 

fraktální interpolační funkce. N a závěr kap i to ly i lustrujeme využití fraktální interpolace na 

reálných datech, n a hodnotách naměřených u skup iny lidí při poslechu hudby. 

Většina uvedených důkazů b y l a převzata, někde by lo potřeba uprav i t chybnou část a 

případně dopln i t komentář, například ve větě 4.1.4 chyběla ekvivalence met r ik a v závěru b y l 

špatně uveden odhad , v l e m m a t u 3.2.3 by lo pro úplnost důkazu potřeba dop ln i t část tvrzení 

pro N = k + 1. Řešení, případně důkazy tvrzení 1.2.8, 1.2.10, 1.3.3, 1.3.5, 2.1.5 j sou mé vlastní. 

Kódy, které by l y potřebné pro spočítání dimenze D a k vykreslení fraktální interpolační funkce 

v poslední kapito le , j sem psa la v p rogramu Octave a j sou k d ispoz ic i n a přiloženém U S B d isku . 

Během zpracování bakalářské práce j sem s i p roh l oub i l a své zna lost i z tématiky fraktálu, 

kterým během s tud i a není věnováno to l ik času. Vyzkoušela j sem s i práci s odbornou l i t e ra turou 
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v anglickém jazyce. Věřím, že se m i cíl bakalářské práce podařilo nap ln i t a to popsat základní 

po jmy fraktální geometrie, kons t rukc i I F S a souvislost s fraktální interpolací. 
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