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Anotace
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1 naslednym ovétenim nabytych znalosti. Dale popisem pribéhu oducenych hodin i srovnani
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Uvod

Pro svou diplomovou praci jsem si vybrala téma algebraickych rovnic na stfednich Skolach,
predevs§im kvadratickou rovnici a jeji vyuku. K tomuto tématu mé motivovalo mé vlastni
studium na stedni Skole, kdy jsem pozorovala, Ze ja 1 moji spoluzaci jsme méli problém
hloubéji pochopit feseni kvadratické rovnice a zejména jeji vyuziti v praxi. Cilem prace je
vytvofit pfipravy pro probrani latky kvadratické rovnice tak, aby ji Zaci co nejlépe pochopili
a byli ke studiu vice motivovani. Mély by také pomoci K lepsimu rozvoji kli¢ovych

kompetenci, které jsou pozadovany v Ramcovych vzdélavacich programech.
Prace je v jedendacti kapitolach rozdélena na teoretickou a praktickou ¢ast.

V teoretické Casti se v prvni kapitole seznamime s historickymi udaji, které se tykaji
algebraickych rovnic, vyvojem jejich feseni i s nékolika vyznamnymi matematiky, ktefi se
0 zpusoby feSeni algebraickych rovnic zaslouzili. Druha a tieti kapitola slouzi Ctenafi
k seznameni se s pojmem polynom, operacemi s nimi a s riznymi typy algebraickych rovnic
a jejich zptisoby feseni.

Prakticka cast se zabyva vlastnimi ptipravami, které mohou zakiim pomoci 1épe pochopit
kvadratické rovnice a jejich uziti v praxi. Ve ¢tvrté kapitole shrneme, co je po zacich v tomto
tematickém celku pozadovano, pata kapitola je vénovana vykladu kvadratické rovnice, ktery
je zalozen na grafickém znazornéni jejich jednotlivych ¢lend ve Etvercové siti a jejich
postupném pieskupovani. Pomoci tohoto znazornéni vysvétlime vznik obecného vzorce.
Kapitola Sest shrnuje pedagogické prostiedky a metody, které jsou v ptipravach pouzity, a
sedma seznamuje s piipravami jednotlivych hodin, podle kterych probihala vyuka. Pribéh
vyuky je sepsan v osmé kapitole spolu se zavéreénym zhodnocenim. V navazujici devaté
kapitole se seznamime s vysledky testt, které ukazuji efektivnost a vhodnost grafického
zobrazeni. Posledni dvé kapitoly uvadi pfinos metody grafického zobrazeni pohledem zaka

a zavérecné shrnuti praktické ¢asti, spolu se zamyslenim nad jeho vyhodami i moZnymi

problémy.
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1 Historické poznamky

Planujeme-li Zakim (a nejen jim) pfiblizit né¢jakou oblast matematiky, a to co nejnazornéji,
muze byt uzite¢né podivat se zpét do historie na vyvoj, kterym se ubirala, nez jsme pfisli na

soucasné pocetni metody a vzorce, které nam casto situaci velmi zjednodusuji a urychluji.

Jako mnoh¢ dalsi védni obory se 1 matematika rozvijela na podnétech z praktického zivota.
Nejprve se jednalo o kupecké pocty, pozd¢€ji 0 geometrii v zemédelstvi a stavebnictvi. Diky

obchodu se potieba matematiky rozsifila i mezi $ir$i vefejnost.

My se zamé&fime piedev§im na vyvoj algebraickych rovnic, kterymi se budeme zabyvat

Vv celé této praci.

1.1 Matematika ve starovéku

Nejvétsi rozvoj zaznamenava matematika predevSim v Egypté a Mezopotamii. Zprvu byly
veskeré matematické tlohy, problémy i jejich feSeni vyjadiovany predevsim slovnég, pozdéji
pfiSlo na fadu vyjadieni geometrické, algebraické a aritmetické. Rozvijely se jednotlivé
Ciselné soustavy a Ciselné obory. Objevuji se nepozicni ¢iselné soustavy, jako prvni ptichdzi
Mezopotamie se Sedesatkovou pozi¢ni soustavou. V 5. stoleti pt. n. 1. se objevil prvni znak
vyjadiujici nulu, Babylonané tento znak pouzivaji jako ndhradu jednotek fadu, ktery v Cisle

chybi, nikoli v8ak na koncovych pozicich. [1]

Na desitkovou pozi¢ni soustavu bychom poprvé narazili v Indii, a to ve 3. stoleti pi. n. 1.,
kde se objevuji ¢islice zvané brahmi, které jsou specialnimi znaky pro ¢isla od 1 do 9 a které
se tak staly ptedpokladem pro vytvoreni desitkové pozi¢ni numerace s pouzitim nuly, a to
nejpozdéji v 7. stoleti n. 1., coZ je doloZeno rukopisem kiest'anského biskupa Sébochtose

zr.662. [1]

V helénistickém obdobi se v Recku zaind ménit raz matematiky, stava se deduktivni védou,
Vv autorskych spisech se pozvolna objevuji tvrzeni s dilkkazy. Matematici se zabyvaji
predevsim geometrii, nalezli bychom tu Pythagora ze Samu, Archiméda, Euklida ¢i Hippiase
z Elidy. Uz v této dobé bychom také nalezli slovni tlohy feSené rovnicemi, piikladem miize

byt dilo ,,Matematika“ v deviti knihach od matematika Can Sana. [2]

Jednou z metod, ktera byla uzivana k feSeni slovnich uloh, se nazyvala metoda chybného
predpokladu. Starovéci matematici neznali dne$ni symboliku ani elementarni tipravy rovnic.

Uloha by tak mohla vypadat nasledovng: ,, Hromada a jeji ¢tvrtina davaji dohromady 15.

13



My bychom dnes pouzili zapisu x + ix = 15. Staroveky poctar voli x = 4, vyjde mu tedy,
ze ,,hromada a jeji ctvrtina davaji 5 “, ma byt vsak trikrat vice, protoze 15:5 = 3. Proto se

hledany pocet rovna 4.3 = 12.

Metodou falesného ptredpokladu byly pocitdny i rovnice o vice neznamych ¢i soustavy

rovnic. [1]

Prvnim ptikladem skute¢né matematické teorie rozvinuté z potreb praxe byly mezopotamské
ulohy na kvadratické rovnice. Pii dvou proménnych x, y se prvni nazyvala délkou, druha
Sitkou a jejich soucin plochou. U kubickych rovnic byla tfeti proménna z zvana hloubkou a
jejich soucin xyz objemem. Ve svych poctech vSak s geometrickymi veli¢inami pracuji jako
s abstraktnimi pojmy a podcitaji soucty tvaru xy + x,xyz + x + y atp., které z pohledu
geometrie nemaji smysl.[1]

cey

Velky krok v oblasti rovnic udé€lal Diofantos z Alexandrie Zijici ve 3. stoleti pf. n. L., ktery
ve své knize ,,Arithmetika“ rozebral linearni, kvadratické a tzv. diofantické rovnice. Ve
svych dilech zacal uZivat specidlni symboly pro s¢itani, odmocnovani atd. U svych tloh ma
zajem jen o kladnd a raciondlni feSeni. Koteny, které dosahuji hodnot zapornych c¢i

iracionalnich, fadi mezi nemozné. [1] [2]

1. 2 Stredovéka matematika

Stredisko matematického badani se presouva zpét do Indie a néasledné do Mezopotamie.
V 7. stoleti n. 1. je jednim z nejznaméjSich matematikii Brahmagupta, ktery objevil prvni
obecna feSeni neurCitych rovnic prvniho stupné ax — by = ¢, kde (a, b, c € Z). Oproti
Diofantovi ptipoustéli Indové zaporné koteny, spokojili se vSak s celoCiselnym feSenim
rovnice. Diky Bhaskarovi, ktery zil v Udzdzajnu kolem roku 1050, se objevuji prvni zaporné
kofeny, napiiklad rovnici x? —45x = 250 piitadil kofeny x; =50 a x, = —5.
K platnosti zapornych kotent byl vsak skepticky. [2]

Své feseni kvadratické rovnice ax? + bx = ¢ popsal nasledovné: ,,K absolutnimu poctu

vynasobeného ctyrnasobkem (koeficientu) ctverce pridej druhou mocninu (koeficientu)

horizontu;, odmocnina samého bez (koeficientu) horizontu, del dvakrat (koeficientem)
Ctverce a mds hodnotu. Tento zapis odpovida x = (V4ac + b? — b)/2a, coz je jeden
z kofeni ziskany dnes jiz tradiénim vzorcem x, , = (—b + Vb? — 4ac)/2a. [4]
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Abu Abdallah Muhammad ibn Musa al Madzasi al-Chvarizmi byl vyznamny arabsky
matematik, ktery zil na pfelomu 8. a 9. stoleti. Lze fici, Ze ve svém spise, prekladaném jako
»ZAlgebra®“, navazuje v tpravach rovnic na Diofanta a rozvadi je. Pfenasi Cleny rovnice
Z jedné strany na druhou s opacnym vyznamem (zadporna < kladnd, nasobici < dé&lici).
Dalsi operaci je slouc¢eni podobnych €leni, na piikladu tedy 1. uprava 3x? —7x + 2 =
8x — 7 dava rovnici 3x% + 2+ 7 = 8x + 7x a s pouzitim 2. Upravy ziskdvdme rovnici

3x2+ 9 = 15x. Kvadratické rovnice fe$i pomoci geometrickych konstrukci, kdy x

povazuje za Usecku a x?za Stverec se stranou x. [1]

Jako ptiklad uvedeme feseni rovnice, kterou bychom dnes zapsali jako x? + 10x = 39
Z udebnice algebry matematika Al-Chavarizmiho. Slovné ji mazeme popsat jako: ,, Stvorec
a desat’ jeho korernov sa rovna tridsiatim deviatim dirhanom, tak to znamenad, ze ak pridas
K nejakému stvorcu to, ¢o sa rovna desiatim koreniom, dostanes tridsatdevdt. . Pravidlo je
nasledujici: ,, Rozpol (pocet) korene, dostanes v tejto ulohe pdt, vyndsob to rovnakym cislom,
bude dvadsattpdt. Pridaj to k tridsiatim deviatim, bude Sestdesiatstyri. Zober z toho koren,
bude osem, a odpocitaj od toho polovicu (poctu) koreniov, tj. pdt, ostanu tri; to je koren

Stvorca, ktory se hladal a Stvorec bude devdt. * [5]

Cely tento postup je geometricky, coz je mozno vidét na obrazku 1, ktery Hejny prevzal od

Bydzovského ze ,,Zbierky uloh z matematiky pre IV.—VIII. Triedu §kol*.

5 x 25 5
Xz 5)( %
% s

Obrazek 1: Geometrické resent kvadratické rovnice
Autor popisuje zakresleni nasledovné: ,,Najprv sa zostroji utvar s obsahom x? + 10x tak,
aby sa dal l'ahko doplnit na Stvorec. Tym sa povodna rovnica upravi na ,, geometricky  utvar
(x +5)%2 = 64 = 82, odkial’ x = 3.“ V fedeni ani komentaii ptikladu se autor nezmitiuje

0 druhém zaporném kotenu rovnice. [5]
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Kubickym rovnicim se na ptelomu 11. a 12. stoleti v Persii systematicky vénuje Omar
Chajjan. Urcuje geometrické feSeni pomoci pruseciku kuzelosecek a také aritmetické fesent,

kde vSak za koteny pfipousti jen kladna raciondlni ¢isla.

Cinsti matematikové zkoumali pfedeviim systémy linearnich rovnic, které fesili pomoci
metody, ktera se podobala dne$Snimu maticovému feSeni. Diky tomuto zptsobu piipoustéli
I zaporné kofeny. Nalezneme tu také pocatky Hornerova schématu a metody transformace

kofent vyssich stupnii rovnic. [3]

1.3 Obdobirenesance

Koncem 15. stoleti se v matematice zacinaji pouzivat znaménka pro pocetni operace a

pismena ve vyznamu proménnych, ¢imz pfichazi velky zlom.

Nov¢ se objevuje metoda feSeni rovnic tietiho a ctvrtého stupné. Jako prvni piisel s napadem
Scipione del Ferro z Bologni. Nasel feseni vypoctu kofene rovnice x? + ax = b, kde a, b
jsou kladné. Nikdy vsak své feSeni neuvetejnil a nejspiSe ani nedokazal, ze vypoétené Cislo
je kofenem rovnice. Stejnou rovnici a k ni jesté rovnici x3 + ax? = b, kde a, b jsou opét

kladna, fesil Niccolo Fontana, ani ten vsak své dikazy nikde nepublikoval.

S dokéazanym feSenim kubickych rovnic piiSel az Geornimo Cardano, a to ve své knize
,»Velké uméni (Ars magna) z r. 1545. Ukazal, jak ve vSeobecné kubické rovnici vhodnou
substituci eliminovat kvadraticky ¢len a geometricky dokazal, ze ziskané Cislo je kofenem
piislusné rovnice. Vyfesil také kubickou rovnici x3 + ax = b, a to pomoci nasledujiciho

VZOrce:

3 2 3 2

a\3 (b b a\3 (b b
= |G +) +3- |G +G) -3
Cardano vedle kladnych kofenti uvazuje i zaporné, ty vSak nazyva fiktivnimi. [6]

Cardantv zédk Ludovico Ferrari pfispél do knihy ,,Velké uméni® svym feSenim rovnic
ctvrtého stupné. Reseni spoc¢iva v prevodu rovnice ¢tvrtého stupné na rovnici stupné tietiho,

napiiklad: x* + 6x? + 36 = 60x pievedl na tvar y3 + 15y% + 36y = 450. [3]

Koncem renesance jsou objeveny véty o zavislosti kofenti kvadratickych rovnic a to od

francouzského myslitele Francoise Viéteho. Objevené vztahy jsou dodnes znamé jako
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Viétovy vzorce. Pro normovanou kvadratickou rovnici x? +px+q =0 Dplati:

X1+ X = —p Axy X3 =q.[6]

1.4 Od novovéku po soucéasnost

Ackoli se v obdobi novoveku rozvijel predev§im integralni a diferencidlni pocet, najdeme

zde i rozvoj problematiky rovnic a algebry.

S velkym pokrokem v oblasti algebry piichazi francouzsky filosof a matematik René
Descartes se svym dilem ,,Geometrie, spojuje zde algebru s geometrii, poklada zaklady
analytické geometrie, vénuje se téz problematice algebraickych rovnic, jako prvni zvetejnil
obecny vzorec pro feSeni kvadratické rovnice vnam zndmé podobé. Zavadi dnesni
symboliku, pismena na zacatku abecedy uziva jako parametry, ta z konce abecedy vyuziva

k oznaceni proménnych. [6] [3] [7]

Mezi védci dochazi v tomto obdobi také k prvni formulaci hypotézy, ze kazda rovnice
n-tého stupné ma n kotend, bez diikkazu tak vyslovili princip zakladni véty algebry, pracovali
JiZ se zapornymi 1 imaginarnimi kofeny algebraickych rovnic. Prvné se o jeji dokazani
pokusil r. 1746 Jean Le Rond d’ Alambert, po kterém je n¢kdy véta také nazyvana. Jako prvni
ji v8ak s uspéchem dokazal r. 1799 némecky matematik Karl Friedrich Gauss. [1] [3]

vvvvvv

rovnic se setkavame s rovnicemi exponencialnimi, logaritmickymi ¢i goniometrickymi.
Rozvijeji se i rovnice diferencialni, Leonard Euler se jejich teorii zabyval jiz v 18. stoleti a
klasifikoval je na linearni, exaktni a homogenni. Ve svém dile ,,Vollstdndige Anleitung zur

Algebra“ z r. 1770 popisuje teorii kubickych a bikvadratickych rovnic.

R. 1824 dokazal Niels Henrik Abel, Ze neni mozné obecné fesit rovnice 5. stupné, coz plati
i u rovnic vyS8ich stupiii. Vyznamné jsou Abelovy prace z teorie eliptickych integrala
(,,Abeliv theorem*) a komplexnich ¢isel. [7]

Pro nalezeni kofenti rovnic vyssich stupni Ize pouzit metody numerické matematiky, s ¢imz
nam v dne$ni dobé€ jiZ mohou pomoci rtizné pocitatové programy, jako jsou napiiklad

Maple, Matlab ¢i Mathematica.
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1.5 Vyznamni matematici

V historickych matematickych poznamkéch jsme se sezndmili se zlomkem vyznamnych
matematiku, ktefi jejimu pokroku pomohli. Nékteti do oblasti algebraickych rovnic piispéli

zasadng&jSimi objevy, proto se o jejich zivoté a dile zminime vice.

1. 5.1 Diofantos z Alexandrie

Obdobi, ve kterém Diofantos zil, neni pfesné urceno, vime, Ze se narodil mezi lety 201 a 215
ve starovékém Recku. Léta jeho Zivota se daji pfiblizné uréit diky dal$im matematikiim a
autortim, se kterymi se vzajemné cituji ve svych dilech. Stal se alexandrijskym feckym
matematikem a autorem knih s nazvem ,,Arithmetica“, z nichz byly mnohé ztraceny. Ve
zbylych vsak najdeme jeho feSeni algebraickych rovnic, kterymi se zabyval. Mnoho let
stravil praci v Alexandrijské knihovné. Ve svych dilech také uznal zlomky jako ¢isla; uznal
tak kladna raciondlni ¢isla jako koeficienty a feSeni. Diky ndpisu (matematicke tloze) na
svém nahrobku lze urcit jeho presny veék 84 let, vime tak tedy, ze zemfiel pravdépodobné

mezi lety 285-299. [8] [9]

1.5.2 Francgois Viéete

Francois Viete se narodil r. 1540 do pravnické rodiny ve
Fontenay-le-Comte. Studium zapocal ve frantiskanské skole, .
1559 promoval jako bakalar prava na Poitiers a o rok pozd¢ji se
stal advokatem ve svém rodném méste. Od pocatku byl
povefovan dilezitymi piipady a mezi jeho klienty patiila
ptikladn¢ Marie Stuartovna. Po ¢tyfech letech se stava ucitelem
Catherine de Parthenay, francouzské Slechtiény a budouci

matematicky. Vyucuje ji védam a matematice, piSe pro ni i

mnoho pojednani o astronomii, geografii a trigonometrii, Obrizek 2: Francois Victe
néktera z nich se dochovala dodnes. Viéte pouziva desetinnych
Cisel a popisuje eliptickou obéznou drahu planety.

wrwve

case se vénoval matematickému vyzkumu. Byl zndmy tim, Ze se vydrzel zabyvat problémem
tteba tfi dny bez hnuti. Postupné se stal soudcem u vrchniho soudu, soukromym poradcem
krale Jindficha III., soudcem kralovského dovolaciho soudu a ¢lenem kralovy osobni rady.
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V letech 15851589 se vénoval matematice a psani dila ,,Analytical Art“. Vratil se do Tours,

kde rozlustil tajné dopisy Katolické ligy a dalSich neptatel krale.

Po smrti Jindficha III. se stal prvnim ¢lenem rady Henryho Navarejského, nyni Jindficha IV.
a ziskal pozici radniho parlamentu v Tours. Nékolik tydnti pred svou smrti sepsal zavére¢nou
praci o otazkach kryptografie, ve které obsahl vSechny Sifrovaci metody té doby. Roli
kralova poradce zastaval prakticky do své smrti 23. tinora 1602. [3] [10] [11]

1.5.3 Gerolamo Cardano

Italsky matematik, filosof a Iékat se narodil 24. 9. 1501. Byl
nemanzelskym synem milanského prokuratora Facia
Cardana, jeho détstvi bylo poznamenano mnohymi
nemocemi, Urazy a Spatnym zachazenim, matka se za n¢j
stydéla, otcem byl vyuzivan jako sluha a zazil tak i posméch

vrstevnikd. Nakonec jej dali na studia, kde si behem tii let

osvojil potfebné znalosti a r. 1524 zacal studovat medicinu
na Padovsk¢ univerzité¢ a stal se jednim z nejslavnéjSich Obrdzek 3: Gerolamo Cardano

1ékait své doby. [12]

V matematice je Cardano znam piedevsim diky Cardanovym vzorctim pro feseni kubickych
rovnic. Jak vSak uvadi Folta v Dé&jinach matematiky, Cardano tyto vzorce pouze zobecnil,
ptivodni vzorce pochazi od Niccola Fontany, ktery mu je prozradil pod slibem mlc¢enlivosti
proto, aby mu pomohl sehnat mecenase pro své vyzkumy. Roku 1542 Cardano ziskal
pozustalost Scipione del Ferra a necitil se pak jiz danym slibem vazan. R. 1545 sepsal dilo

,»Ars Magna“, kde feSeni algebraickych rovnic prvniho az ¢tvrtého stupné popisuje.  [7]

Po popravé svého syna Giovanniho Battisty, ktery byl odsouzen za vrazdu manzelky, a po
vydédéni svého nejmladSiho syna Alda kvili gamblerstvi, se piest¢hoval z Pavia do
Bologné¢, ato jak z obav z Aldaniho pomsty ¢i kvili zarlivosti svych kolegii na jeho védecké
uspéchy, tak 1 kvlli nafeni ze sexudlniho poméru se svymi studenty. Roku 1570 byl
z nezndmych diivodl zatCen inkvizici a stravil nékolik mésicti ve vézeni. Poté se prestéhoval
do Rima, kde ziskal doZivotni rentu od papeze Rehote XIII. a dokonéil jeho autobiografii.
Byl piijat na Kréalovskou lékaiskou univerzitu a pokracoval v medicinské praxi i ve

filosofickych studiich do své smrti r. 1576. [12]
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2 Polynomy

Polynom je soucasti Skolské latky, se kterou se zdk seznamuje v ramci povinné Skolni
dochazky a piipadnd i béhem svého daliho studia. Zakim je znam&jsi Geska
terminologie - mnohoclen, dvoj¢len, trojélen, pozdéji pak napiiklad i jako mnohoclen
¢tvrtého, patého stupné a dalsi.

V nasledujici ¢asti uvedeme zdkladni teorii o polynomech, vedle definice polynomu to bude

definice kofenu a jeho vlastnosti. Diikazy vynechavame, jsou k nahlédnuti ve zminovanych

publikacich.

Definice 2. 1: Bud’ R okruh! a x symbol. Oznaéme R[x] mnozinu vSech vyrazil tvaru
f(x)= ¥",a;x', kde a; €R,i =0,1,..,m;n € Ny, a kde klademe x° = 1. Tyto vyrazy
se nazyvaji polynomy nad R, prvky a; se nazyvaji koeficienty polynomu f(x). Dva
polynomy f(x) = Y oa;x'ag(x) = X%, bjx/ budeme pokladat za rovné, pravé kdyz po
vynechani vSech Clenti s nulovymi koeficienty dostaneme identické vyrazy. Misto f(x)
budeme psat f. [13] [14]

Definice 2. 2: Operaci s¢itani polynomu definujme nasledovné:

max(n,m)

(a; + b)x",
0

n

m
z a;xt + Z bixt =

=0 =0 i=
kde pro i > n, resp. i > m, klademe a; = 0, resp. b; = 0. [13] [14]

Definice 2. 3: Operaci sou¢inu dvou polynomu definujeme nasledujicim vzorcem:

n m n+m n
(Z aixi> Z bix! | = Z cpx¥, kde ¢, = z a;b;.
i=0 7=0 k=0 iY=k

[13][14]
Snadno lze ovéfit, ze mnozina R[x] je spolu s operacemi s¢itani a nasobeni okruhem
polynomii jedné neurcité nad R. Je-li f = ¥, a;x', kde a, # 0, pak iikame, Ze st f = n,

tedy stupen f je n.

! Okruhem myslime neprazdnou mnozinu R se dvéma bindrnimi operacemi + a -, jestlize (R, +) je Abelova
grupa, (R,") je monoid a pro kazdé tii prvky a, b, ¢ € R plati levy a pravy distributivni zdkon a(b + ¢) = ab +
ac, (b + c)a = ba + ca. [13] s. 32
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Definice 2. 4: Okruh T s alespon dvéma prvky, v némz ke kazdému nenulovému prvku a

1

existuje prvek inverzni, tj. takovy prvek a™!, Ze aa™! = a~'a = 1, se nazyva téleso. [13
18 Y ] Yp Yy

Definice 2. 5: Bud’ U nadtéleso? T a bud’ f € T[x] polynom kladného stupné. Rikame, Ze
prvek a € U je koren polynomu f, jestlize f(a) = 0. [13]

Véta 2. 1: Bud' U nadtéleso télesa T a bud’ f € T[x] polynom kladného stupné. Pak prvek
a € U je kofenem polynomu f, pravé kdyz (x — a)|f v U[x]. [13]

Priklady: V né&jakém télese jsou pro existenci kofent polynomu rozhodujici obé télesa T

a U 1 sdm polynom f stejnou mérou. Konkrétné:

1. polynom f = x? — 5x+ 6 = (x — 2)(x — 3) € Q[x], mé dva kofeny x € {2; 3} a
to v télese racionalnich Cisel Q;

2. polynom f =x2+2x—2 € Q[x] nema v Q 7adny koien, ma vSak dva kofeny
—1+ V3 vitélese realnych Cisel R;

3. polynom f = x%? + 1 € Q[x] nema kofeny ani v Q ani v R, ma ale dva kofeny i, —i

Vv télese komplexnich ¢isel C.

[13]

2 Bud T podtéleso télesa U. Pak fikame téz, Ze U je nadtéleso t&lesa T nebo Ze U je rozsitenim t&lesa T.
V piipadé tiitéles T € U € V, kdy T je podtéleso U a U je podtéleso ve V, fikame téz, Ze U je mezitéleso
meziT aV.
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3 Algebraické rovnice

Uvazujeme-li polynom f(x) = X1, a;x* z definice 2.1, kde koeficienty a; € Ca st f > 1,

a sestavime-li rovnici:
A x™ + a,_x" 1+ . +ax+ay, =0,

nazveme ji algebraickou rovnici n-tého stupné v anulovaném tvaru. Pokud navic plati, ze

a, = 1, mluvime o tzv. normovaném tvaru algebraické rovnice.
V této praci pracujeme s algebraickymi rovnicemi o jedné neznamé.

Algebraické rovnice mizeme délit podle po¢tu neznamych a také podle stupné. Podle
prvniho kritéria je délime na rovnice o jedné nezndmé, o dvou nezndmych, ... az o n
neznamych, k urceni jejich jednozna¢ného feSeni potiebujeme znat piislusny pocet linearné
nezavislych rovnic. Podle druhého kritéria délime algebraické rovnice na rovnice prvniho
stupné, tedy rovnice linearni, druhého stupné — kvadratické, tietiho stupné, jinak také
kubické, rovnice ¢tvrtého stupné, oznacované nékdy jako kvartické a rovnice patého a
vyssiho stupné. Jednotlivé rovnice riznych stupnii se pocitaji riznymi pocetnimi postupy

nebo graficky, tomuto zptisobu se vS§ak nebudeme v této praci vénovat.

3.1 Linearnirovnice

vV

Linearni rovnice je nejjednodusiim piipadem algebraické rovnice. Zaci se s ni seznamuji jiz
na prvnim stupni zakladni Skoly, kdy se poprvé potkaji s promeénnou.
Jako linearni ozna¢ime rovnici ve tvaru
ax+b=0; kdeabe RAa+0
a také rovnice, které je mozno na tento tvar pfevést.

Pro feSeni rovnic je zapotiebi znalost ekvivalentnich Gprav, mezi které patii:

e pricteni stejného cCisla k obéma stranam rovnice *

e |, pricteni stejného nasobku neznamé k obéma stranam rovnice “

e, vynasobeni obou stran rovnice stejnym nenulovym cislem *

o, “ekvivalentni* upravy vyrazi na jednotlivych strandch rovnice. [14]

e ,umocnéni obou stran rovmice prirozenym mocnitelem, nabyvaji-li obé strany

rovnice jen nezdpornych hodnot v oboru resitelnosti. * [16]
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e . umocnéni levé i pravé strany rovnice prirozenym lichym mocnitelem, nejsou-/i obé
strany rovnice nezdporné v celém oboru reseni rovnice. [16] [14]

Mimo téchto Giprav mizeme vyuzit jesté tzv. dusledkovou upravu, kterd ma za nasledek

moznost vzniku ,,faleSnych* kotenil, miize se mnozina vSech feSeni dané rovnice zménit,

takze je bezpodmine¢né nutné, aby byla po vypoctu provedena zkouska, kterd ukaze, které

koteny jsou spravné. Touto Upravou je:

e . umocnéni levé i pravé strany rovnice prirozenym sudym mocnitelem, nejsou-/i obé
strany rovnice nezdporné v celém oboru reseni rovnice. [16] [14]

Diky této upravé se u rovnic, kde a # 0, dobereme K vysledné jednoprvkové mnoziné

K = {~2}. Pokud b = 0, je fesenim rovnice kazdé islo x € R. [15] [16] [17]

3. 2 Kvadraticka rovnice

Algebraicka rovnice druhého stupné se nazyva kvadraticka, s jejim tvarem se Zaci seznamuji
koncem druhého stupné zakladni Skoly, kdy se pracuje s mnohoCleny a navazuje se
vypoctem kvadratickych rovnic v prvnim a druhém ro¢niku stfednich skol a ptislusnych tiid
gymnazii.

Kvadraticka rovnice ma tvar:

ax?>+bx+c=0,kdea,b,ce RAa+0

Clen ax? se nazyvéa kvadraticky, bx je ¢lenem linedrnim a c absolutni ¢len kvadratické
rovnice. V piipadg, Ze se jedna o rovnici, kde koeficienty a, b, ¢ # 0, fikame, ze jde o uplnou

kvadratickou rovnici.

Uplnou kvadratickou rovnici lze fesit mnoha zptisoby, jednou zmoznosti je vyuziti
Viétovych vzorci a rozloZzeni na soucinovy tvar nebo pomoci vzorce s vyuzitim

diskriminantu. Postupné si tyto pocetni metody ukazeme.

VIETOVY VZORCE

Jedna se o vzorce objevené matematikem Frangois Vietem v 16. stoleti. Mezi koeficienty

a, b, ¢ kvadratické rovnice a jejimi kofeny x4, x, plati nasledujici vztahy:

b c
x1+x2=—a; xl'sza.
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Tyto vzorce se vyuzivaji nasledujicim zpisobem: Rovnici ax? + bx + ¢ = 0 pfevedeme na

normovany tvar:

) b c
x*+-x+—-=0.
a a

Nyni dosadime Vietovy vzorce za koeficienty:
x2—(x; +x)x+x, %, =0
tento troj¢len rozlozime na soucin:
(x —x1)(x — x3) = 0.

Timto rozkladem ziskdvame dva polynomy prvniho stupné, z nichz jsou oba kotfeny patrné.

[15] [18]

VZOREC S DISKRIMINANTEM

U tohoto zplsobu feSeni velice zavisi na Ciselném oboru, ve kterém rovnici feSime.
Diskriminantem kvadratické rovnice nazveme hodnotu b? — 4ac, kterou znac¢ime D. Cely

vzorec pro zjisténi jednotlivych kofeni ma nasledujici tvar:

—b ++Vb? — 4ac
X172 = a , a#0, x €C.

Velice zavisi na tom, jaké hodnoty nabude diskriminant, poté rozliSujeme nasledujici
piipady:
1) D >0, vyslednd mnozina K = {(—b — VbZ — 4ac)/2a; (b + M)/Za}
obsahuje dva prvky,
2) D=0, vysledkem je dvojnasobny kofen, ktery =zapiSeme do mnozZiny
K = {—b/2a},

3) D<0, mnozina K= {(—b—i/[b? = 4acl)/2a;(~b +i\/[b? — 4ac()/2a |

obsahuje opét dva prvky. Pokud by x € R, bude vyslednd mnozina prazdna. [15]
[18][19]
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3.2.1 Neuplné kvadratické rovnice

Tento nazev se pouziva k oznaceni obecné kvadratické rovnice, kterd ma linearni ¢i absolutni
¢len roven nule. Ob¢ rovnice je mozné fesit pomoci vzorce s diskriminantem, ale také je lze
fesit za vyuziti poCetnich operaci, pro zaky znamych, z prace s mnohocCleny. Existuji dva

typy takovychto rovnic
KVADRATICKA ROVNICE BEZ ABSOLUTNIHO CLENU
Jedna se o kvadratickou rovnici ax? + bx + ¢ = 0, jejiz absolutni ¢len ¢ = 0, tedy rovnice

ax?+bx =0;a,b#0,x € C.

Pro feSeni této rovnice lze vyuzit vytknuti nezndmé pred zavorku:

b
ax (x + —) =0,
a
kofeny jsou tedy ¢isla x; = 0 a x, = — b/a. Pokud by jesté platilo, Zze b = 0, jednalo by se

0 dvojnasobny kofen x; , = 0.

RYZE KVADRATICKA ROVNICE
V této rovnici schazi linearni ¢len, tedy b = 0, rovnice pak vypada:
ax’+c=0;ac#*0,x€eC

za pouziti ekvivalentnich uprav se dopracujeme k ekvivalentni rovnici:

pro zjiténi kofentl x; , pouzijeme nasledujici postup:

3

x| = /——

a
C C
X == /——-x = /——.
1 a’ 2 a

Pokud bychom rovnici fesili pro x € R, pak by pro —c/a < 0 neméla ryze kvadraticka
rovnice feSeni.[15] [18] [19]
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3.3 Kubicka rovnice

Kubickou rovnici nazveme algebraickou rovnici téetiho stupné, s koeficienty a, b, c,d € R

a a # 0, potom ma rovnice tvar:

ax®+bx*+cx+d=0,x€C.

Stejné tak sem spadaji rovnice, které Ize na tento tvar prevést ekvivalentnimi ipravami.

VIETOVY VZORCE
I pro kubickou rovnici existuji vzorce popisujici jednotlivé vztahy mezi koeficienty a
koteny:

c
X1 +XZ +X3 = _E, X1Xo +X1X3 +xZX3 =E’ X1XpX3 = _a

ke kterym lze dojit obdobnym zptisobem jako u Vietovych vzorct pro kvadratickou rovnici.

vvvvvv

zadané podminky. [14] [20]

3.3.1 Cardanovy vzorce

Cardanovy vzorce slouzi pro nalezeni kofent kubické rovnice, o jejich vzniku jsme se jiz

zminovali v prvni kapitole, nyni se seznamime s jejich odvozenim.
M¢jme normovany tvar kubické rovnice:
x3+ax?+bx+c=0,
eliminujeme kvadraticky ¢len substituci x =y —a/3 a budeme hledat kofeny kubické
rovnice:
vy +py+q=0,
ktera je v redukovaném tvaru a kde pro koeficienty plati:

B a2+b_ _2a3 ab+
P=m3toa=0y7 "3 7¢

Volme a za kofen dané rovnice, zapiSme jej ve tvaru a = u + v, dosadme jej do

redukovaného tvaru rovnice y3 + py + g = 0 a upravme na tvar:

wW+v3+@w+v)Buv+p)+q=0
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Podminku pro u, v stanovme tak, abychom anulovali druhou zavorku 3uv + p = 0, tedy

uv = -p/3.

Nasi rovnici tak zredukujeme na tvar

ud+v3=—¢q
Posledni podminku uv = —p/3 umocnime na tieti, abychom s ni mohli dale pracovat,
dostavame pak:
P\3
3.3
wo = (-2’
3

Pokud budeme prvky u3,v3 povazovat za kofeny kvadratické rovnice, budou vztahy
ud +v3 = —q,udv® = (—p/3)3, které jsme pravé zformulovali, piedstavovat zipis
Vietovych vzorcl (viz 3.2) pro koreny u3, v3 kvadratické rovnice z? + gz — (p/3)3 = 0.
Tato rovnice se oznaduje jako kvadraticka rezolventa rovnice y3 + py + ¢ = 0. Nyni jiz

snadno miizeme vypoditat koteny u3, v3 kvadratické rezolventy:

Témito vztahy uvadime dvé binomické rovnice tfetiho stupné pro nezndmé u, v, kde kazda
z téchto proménnych muize nabyvat v télese komplexnich ¢isel tfi hodnot. MiZzeme tedy
dostat 9 hodnot pro kofen @ = u + v rovnice y> + py + ¢ = 0. Nesmime zapomenout na
podminku, kterou jsme zavedli pro ¢isla u, v, tedy ze uv = —p/3, a tak nam z kazdych tii
hodnot u vychazi vzdy jedina hodnota pro v, ato v = —p/3u. Pro soucet u + v ziskavame

tfi hodnoty.

3 2 3
Volme u, jako oznaceni jedné hodnoty teti odmocniny —% + ’(g) + (g) . Zvolime-li

B = —%+§i jednu primitivni odmocninu z jedné, budou zbylé¢ hodnoty nasledujici

2 3
Buy; B?u,. Pro u; vypoéteme v = —— = - — (g) + (2) ; V1 je kofenem rovnice

2
2 3
ROl
2 2 3
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Pro kofeny y® + py + q = 0 plati:
a=u + v,
az = fug + %,
as = f?us + v,

[14] [20] [21]

ROZKLAD NA SOUCIN

Kazdy algebraicky mnohoclen stupné n Ize podle definice o nasobeni polynomu rozlozit na
sou¢in az n algebraickych ¢lenti niz§iho stupné. K rozkladu kubické rovnice lze vyuzit
vzorci A3+ B3=(A+B)-(A>F AB+B?) ¢i (A+B)3 =A%+ 34%B + 34AB% + B3,
dale pak muZzeme ,,uhadnout” jeden z kofeni dosazenim zvoleného ¢isla do rovnice.
Vyd¢lenim kubického mnohoclenu mnohoc¢lenem prvniho stupné ziskdme kvadraticky

troj€len, ktery jiz fesit umime.

3. 3.2 Specialni pfipady kubické rovnice a jejich FeSeni

Stejné jako u kvadratické rovnice sem zatfadime kubické rovnice, kde je néjaky z koeficientl
roven 0. Opét 1ze vSechny rovnice vyfesit pres Cardanovy vzorce, avSak nékteré neuplné

rovnice lze vytesit jednodusSim zpiisobem.

KUBICKA ROVNICE BEZ ABSOLUTNiHO CLENU
V této rovnici chybi absolutni ¢len, tedy d = 0 a madme nasledujici tvar:
ax3 +bx?’+cx=0

Tuto rovnici vyfeSime snadno pfevedenim na kvadratickou rovnici pomoci vytknuti
nezndmé x Z kazdého cClenu, kazda takovéto rovnice ma pak jeden kofen nulovy, tedy
x; = 0. Pokud by byl jesté dalsi z ¢lenti nulovy, tedy pokud b, c = 0, miizeme pokracovat
opét stejnym postupem a kvadratickou rovnici vytesit podle postupu pro ryze kvadratickou

rovnici ¢i kvadratickou rovnici bez absolutniho ¢lenu. (viz kapitola 3. 2. 1)
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KUBICKA ROVNICE BEZ KVADRATICKEHO A LINEARNiHO CLENU
Tento ptipad nastava, pokud b = 0 A ¢ = 0, dostavame tak rovnici:
ax34+d=0

kterou vyfeSime celkem snadno pomoci vzorci pro rozklad polynomu

A*+ B= (A+ B)(A*> ¥ AB + B?).

3.4 Rovnice ¢étvrtého stupné

Rovnici ¢tvrtého stupné, v nékterych zdrojich nazyvana jako kvarticka, nazveme rovnici
tvaru ax* + bx3+cx?+d =0, kde a,b,c,d € R,a # 0 a x je nezndma. Abychom si
ulehdili vyjadreni vzorce, budeme pracovat s normovanym tvarem rovnice, coZ znamena, ze

a=1.

3.4.1 Cardanovy vzorce pro rovnice ¢tvrtého stupné

Oznaceni ,,Cardanovy vzorce* neni v tomto piipadé¢ zcela ptesné, jelikoz jako prvni ptichazi
s obecnym feSenim bikvadratické rovnice Cardantv zak Ludovico Ferrari (1522—1565)
Vv pribéhu 15. stoleti. Metoda vSak byla publikovana v Cardanové dile ,,Ars magna.« Ferrari
vyuziva, stejné jako Cardano u kubické rovnice pro rovnici 4. stupné substituci, aby se zbavil
kubického ¢lenu. [22] s. 178

Ukazeme si jeho postup. Normovany tvar rovnice x* + ax3 + bx + ¢ = 0,x € C nejprve

upravime substituci x = y — a/4, abychom odstranili kubicky ¢len a ziskali tak rovnici:
y*+py*+qy+r=0.

Nové koeficienty vyjadiime vztahy:

3 2
p=b—?a
1 1,
q=c—§ab+?a
1 1 3
r=d—ﬁac+?a2b—§a4.
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Rovnici y* + py? + qy + r = 0 upravime doplnénim na &tverec a pfesunem jednotlivych
algebraickych ¢lent:

O?+p)? =py*+p*—qy -
Zavedeme do kvadratického ¢lenu proménnou m, jakozto délitele pro levou stranu.

Vyvéazenost rovnice zajistime piidanim 2y?m + 2pm + m? na obou stranich. Po

preskupeni koeficientd ziskdvame tvar:
O +p+m)? = (p+2m)y* — qy + (m® + 2mp + p* — 1),
ktery je ekvivalentni k ptivodni rovnici bez ohledu na to, jakou hodnotu nabude m.

Hodnotu m zvolime tak, abychom na pravé strané ziskali druhou mocninu. Z toho vyplyva,

ze diskriminant pro y je nulovy a kofenem rovnice tak je m
(—)* =4 +2m)(m?> + 2mp + p?> —1r) =0,
nasledné jesté upravime na tvar:

5 r q2
m3 +§pm2 + (2p? —r)m+<p—————> =
Toto je kubicka resolventa Kvartické rovnice. Hodnotu m ziskame ze vzorci uvedenych
v podkapitole 3. 3. 1. Pokud je m kofenem rovnice (p + 2m)y? — qy + (m? + 2mp +

p? — r), tak druhou mocninou této rovnice je:

2
(y p+2m—L>.
2{p +2m

Je zde problém pro p + 2m = 0, ktery je ve jmenovateli zlomku a nulou nelze délit. Pokud
q = 0, ziskdvame bikvadratickou rovnici, jejiz jednodussi feSeni uvedeme v nasledujici
kapitole. V obecném piipadé vzdycky plati, Ze musime vybrat kofeny kubické rovnice
takové, ze plati p + 2m # 0, kromé rovnice x* = 0. Nyni tedy mame m, které je kofenem
kubické rovnice, a p + 2m # 0, dostavame tak rovnici tvaru:

2
(y2+p+m)2=<y p+2m——q >
2\p +2m

Rovnice ma nyni tvar A?> = B2, ktery miizeme upravit na A2 — B2 = 0, coz lze pomoci

vzorce rozdilu ¢tvercl upravit:

(yz+p+m+y,/p+2m—L><y2+p+m—y p+2m+L>=0.

2\/p+2m 2\p +2m
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Tuto rovnici vyieSime pomoci vzorce pro feSeni kvadratické rovnice a ziskame tak Ctyfi

koteny rovnice, které miizeme zapsat jako:

2q
P FmE |- (3p +2m, )
Jpt+2m

y= > )

kde + oznacuje bud’ + nebo — a +; musi nabyvat soucasné stejného znaménka, dostavame

tak Ctyfi rizné kombinace pro kofeny rovnice ctvrtého stupné. Nakonec jesté¢ odstranime
zavedenou substituci x =y — % a vysledny vzorec pro feseni kofenti rovnice ¢tvrtého stupné

ma tvar:

[23][22]

Toto neni jedina metoda, kterou lze vzorce odvodit. S dalsimi metodami pfisli naptiklad
Leonhard Euler ¢i René Descartes, ktery metodu zalozil na rozkladu rovnice
y*+py?+qy+r =0 na dva kvadratické trojcleny, které spltuji podminku nulové
hodnoty koeficientu kubického ¢lenu. [24]

3.4.2 Specialni pfipad rovnic &tvrtého stupné

| mezi rovnicemi vys$Sich stupiili 1ze nalézt specidlni pfipady, jejichZ feSeni je jednodussi a

jejich algoritmus feSeni je ,,univerzalni.*

BIKVADRATICKE ROVNICE

Takto se nazyva kazda rovnice, kterou Ize ekvivalentnimi apravami pievést na tvar:
ax* +bx?>+c =0,

kde x € C je neznama a koeficienty a, b,c € R,a # 0.

Pro feSeni t&chto rovnic se vhodné& vyuZije substituce y = x2, rovnice ma tedy tvar:

ay?+ by +c =0,
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coz je jiz kvadratickd rovnice, kterou umime vyfesit a obdrzime koteny y;, y,, nesmime vSak
zapomenout, Ze §lo o substituci, tedy x* = y;; x? = y,, &ili celkem ziskdme &tyfi koteny

X1,2,3,4- [23]

3.5 Rovnice patého a vyssich stupni

Algebraickou rovnici a,x™ + a,_x™" 1+ -+ a;x +a; = 0,x € C nazveme rovnici
patého stupné, pokud n = 5, Sestého stupné, kdyzn = 6 atp. Obecné fekneme, Zze pron = 5

se jedna o rovnice stupné pét a vyssi. Tyto rovnice nelze feSit univerzalnim algoritmem, tedy

vvvvvv

moznost obecného feseni, byl némecky matematik Carl Friedrich Gauss, prvnim dikazem
jej podporil italsky matematik P. Ruffiny, avSak jeho dikaz byl netGplny. Spravny dikaz
uvadi r. 1826 norsky matematik Niels Henrik Abel. [21]

Ma-li rovnice stupné n > 5 specialni tvar, lze ji fesit. Jedno z moznych feseni jsme jiz uvedli

v podkapitole 3. 4. 2, dalsi takové specialni ptipady nasleduji nize.
BINOMICKE ROVNICE
Jedna se o rovnici s neznamou x € C, ktera ma tvar
px" +q =0,
kde p # 0;p,q € C;n € N. Tuto rovnici miizeme upravit na tvar x™ = —q/p. Je-li tedy
q = 0,paki—q/p = 0 arovnice ma pravé jedno n-nasobné feseni x = 0. Je-li vSak g # 0

a—q/p = |z|(cos @ + isin @), pak rovnice ma n ruznych komplexnich kofent, a to:

n Q@ 2k7r> o ((p 2kn>]
= — 4 — —+—,k=0,1,2,..,n—1.
X, = |zl [cos <n + - + isin - + - n

Vsechny kofeny tvoii vrcholy pravidelného n-thelnika se stfedem v pocatku a vzdalenost

vrcholid od pocatku je rovna 1/ |z|. [25]

RECIPROKE ROVNICE

Uvazujme polynom f(x) = apx™ + a,_4 + -+ a1x + ag,a, # 0. Vyraz f(x) = 0, kde

k=0,1,2,...,n, pak nazyvame:

1) Reciproka rovnice prvniho druhu, pokud a; = a,,_x

2) Reciproka rovnice druhého druhu, pokud a;, = —a,_j
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3) Reciproka rovnice sudého stupné pro sudé n

4) Reciproka rovnice lichého stupné pro liché n

M¢jme reciprokou rovnici druhého druhu, kazda z nich ma kotfen x = 1. Celou rovnici tak

vydélime polynomem (x — 1) a dostaneme reciprokou rovnici prvniho druhu.

Kazda reciproka rovnice prvniho druhu a lichého stupné ma kotfen x = —1. Pokud rovnici
vydélime dvoj¢lenem (x + 1) a dostaneme reciprokou rovnici prvniho druhu a sudého
stupné.

Reciprokou rovnici prvniho druhu, sudého stupné miizeme prevést na algebraickou rovnici

polovi¢niho stupng, pokud ji vyd&lime vyrazem x™/? a zavedeme-li substituci:

— +1 3 3 —_ 3+1
y=x+ y y=x"T73
2_2= 2+—1 t -4y’ +2= 4+—1

y =X xz y y =X X4

Z vyse uvedeného vidime, Ze je-li ¢islo x kotfenem reciproké rovnice, pak je jejim fesenim
i ¢islo x~1. Takto jsme schopni vyfesit reciproké rovnice do devéatého (resp. desatého)
stupné. Pro rovnice vysSich stupni musime kvili matematické obtiznosti piejit K feSeni

pomoci Hornerova schématu, numerickych metod ¢i za vyuziti po¢itatovych programi. [26]
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4 Kvadratické rovnice ve SS matematice

Algebraické rovnice provazi zaky a studenty v pribéhu celého jejich studia, at’ se jedna
0 zakladni Skolu, kde jsou to pfevazné linedrni rovnice, o stfedni skolu, kde se Zaci dostanou
k rovnicim kvadratickym a specialnim pfipadiim rovnic vySsich stupiiti, ¢i o nékteré typy
vysokych skol, kdy se studenti seznami s rovnicemi stupné tietiho, ¢tvrtého a se specialnimi

rovnicemi vys$$ich stupn.

Podle vlastnich dosavadnich zkuSenosti ziskanych v pribéhu stfedoskolského studia,
vysokoskolskych praxi a rozhovort s uciteli matematiky, které jsem pii svych praxich
potkala, jsou kvadratické rovnice vyucovany tak, aby se je zaci co nejsnaze naucili, ale
nemyslim si, Ze je zcela pochopi. Zakim jsou piedlozeny vysledné vzorce, do kterych se udi
pfi feSeni kvadratickych rovnic vyuzivat. Procvicovani probihd spoleénym pocitanim
prikladi na tabuli, ale vzorce nejsou odvozovany. Moznymi diivody k tomuto zplisobu
vyuky mohou byt neochota zaki latku vice pochopit, mnozstvi latky, se kterou musi ucitelé
zaky sezndmit ¢i nedostatek Casu, ktery je vyuce ponechan. Pfi srovnani vysledki s vysledky
Setieni TIMSS 2007, zpracovanymi Rendlem a Vondrovou, se ukazalo, ze oblast rovnic a
nerovnic ma az 60% slabych a velmi slabych uloh a patii tak mezi nejslabsi znalostni oblasti
Ceskych zaku. [27]

Kvadratické rovnice jsou matematickym tématem, které je zafazeno do kazdého
stitedoskolského studijniho oboru zakon¢ené¢ho maturitni zkouSkou. Tato latka je zatazena
do statni maturity z matematiky, tedy do spole¢né ¢asti maturity, a K jejimu tspé€Snému

sloZeni je zapotiebi dosdhnout nasledujicich kompetenci:
. Zaik dovede

e jesit neuplné i uplné kvadratické rovnice i nerovnice;
o uzit vztahy mezi koreny a koeficienty kvadratické rovnice;
o uzit kvadratickou rovnici pri reseni slovni ulohy. “ [27]

rowor

Kazdy zak maturitniho oboru by tak proto mél byt s t¢ématem kvadratické rovnice, respektive
nerovnice, dostate¢né seznamen, a to i z toho divodu, Ze rozviji logické uvazovani a

poskytuje moznosti, jak fesit mnoh¢ tlohy s redlnym kontextem.

Rozsah znalosti a dovednosti, kterych by mél zdk dosdhnout v prubéhu stiedoskolského
studia, je sepsan v Ramcovém vzdélavacim programu (dale RVP) pro pfislusny studijni

obor, avsak tyto poZadavky jsou pfili§ obecné. Jako ptiklad uvadime ocekavany vystup
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z tematického celku ,, Cislo a proménna“ z RVP pro gymnazia: ,,Zak resi linedrni a
kvadratické rovnice a nerovnice, resi soustavy rovnic, v jednodussich pripadech diskutuje

resitelnost nebo pocet reseni. “ [29]

Ackoli se jedna o RVP pro gymndazia, neznamena to, Ze v RVP pro dal$i maturitni obory
neni téma kvadratické rovnice zahrnuto, coz vyplyva z pozadavki k maturitni zkousce, které

jsou ve spolecné ¢asti shodné.

Na zaklad& piislusného RVP je kazdou $kolou vypracovan Skolni vzdélavaci program
(dale SVP), podle kterého ug¢itelé postupuji v uéivu, probiraji piislusnou latku a napliiuji
dilgi vzdélavaci cile. SVP riiznych $kol jsou v nékterych piipadech volné p¥istupné na
webovych strankach Skoly. Po prohlédnuti webovych stranek nékolika stfednich Skol
v Mladé Boleslavi a Liberci najdeme SVP zvefejnén vétsinou na gymnaziich, ekonomickych
Skolach a Skolach technického zaméteni (naptiklad primyslové skoly). Prohlédnuto bylo
dvacet odlinych SVP na tfinacti riznych $kolach v téchto méstech a byla zjiiténa dvé

Casova a tematicka zatazeni kvadratickych rovnic do vyuky.

Prvni ¢ast SVP, slozena ze SVP $esti riiznych gymnazii a Integrované stiedni $koly v Mladé
Boleslavi, téma kvadratické rovnice zarazuje do vyuky ve 2. pololeti prvniho ro¢niku studia.
Jejich vyklad je zatazen za algebraické vyrazy spolecné s linearnimi rovnicemi. Po jejich
probrani pfichazi na fadu planimetrie a az nasledné téma funkci. [30] [31] [33] [34] [35] [36]
[37] [37]

Druhou &ast SVP tvoii programy maturitnich studijnich oborii zbyvajicich Sesti stiednich
Skol, pfedev§im obchodnich akademii, priimyslovych Skol a technickych Skol. Na téchto
Skolach jsou kvadratické rovnice ve SVP zafazeny vyukové na konec 2. pololeti
prvniho ro¢niku ¢i zacatek 1. pololeti druhého ro¢niku. Vykladu kvadratickych rovnic
predchazi ucivo linearnich rovnic a linearni i kvadratické funkce. [39] [40] [41] [42] [43]
[44] [45] [46] [47] [47] [48] [49]

Z doby, kdy jsem sama studovala na stfedni Skole, mdm v paméti, Ze kvadratické rovnice
byly dlouho abstraktnim pojmem a nevédé€la jsem, co si pod nimi mam piedstavit. U¢ivo o
rovnicich jsme vnimali se spoluzaky jako latku, kterou je tfeba se naucit pro zvladnuti testu,
ale nevédeli jsme naptiklad, jak se pfiSlo na vzorec s diskriminantem ¢i kde bychom
kvadratickou rovnici prakticky vyuzili. V dalsi ¢asti této prace se budeme zabyvat predev§im
pfipravou na vyuku, které jsem vytvoftila jako néstroj k lepSimu pochopeni kvadratickych

rovnic na stfedni Skole.
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5 Grafické znazornéni kvadratické rovnice

Grafické znazornéni kvadratické rovnice ax? + bx + ¢ = 0 jsem pouzila jako pomticku pro
lep$i pochopeni a vét§i nazornost pii vyuce. Kvadraticky ¢len rovnice, kde a = 1, lze
jednoduSe znazornit jako ctverec o délce strany x, V pfipadé a # 0; 1, odpovida pocet
&tvercth hodnoté a. Clen linearni zobrazime jako obdélnik s délkami stran b a x a ¢len

absolutni jako plochu s danym obsahem.

Nez zacneme vyklad grafického znazornéni jednotlivych typl rovnic, je nutné poukazat na

omezeni, ktera musime vzit pti pouziti tohoto zobrazeni na védomi.

Pro pochopeni latky je tfeba, aby piiklady byly jednoduché, aby jejich feseni ne¢inilo zakiim
obtize. Pfi vhodné zvoleném méfitku by bylo mozné graficky znazornit kteroukoli
kvadratickou rovnici, jejiz kofen ma ukonceny desetinny rozvoj. My vS§ak budeme pracovat
s rovnicemi, jejichz kofeny jsou celociselné, tedy x € Z, abychom mohli kvadratickou

rovnici jednoduse a jednozna¢né graficky znazornit.

Hlavni myslenka, kterou v této metod¢ vyuzijeme, pracuje se vzajemnym vztahem
jednotlivych ¢lent kvadratické rovnice. Vychazime z ptedpokladu, Ze soucet absolutni
hodnoty koeficientti kvadratického a linearniho ¢lenu je stejny jako absolutni hodnota ¢lenu
absolutniho. Kvadraticky a linearni ¢len obsahuji nezndmou, kterou tak odd€lime od
absolutniho ¢lenu, ve kterém obsazena neni. V zakladnim tvaru je hodnota absolutniho ¢lenu
zaporna. Pokud ¢ > 0, pak bychom jeho hodnota byla po pfi¢teni k obéma stranam rovnice
zaporna a zapornou plochu neni mozné graficky znazornit. Porovnanim s Viétovymi vzorci
tedy vime, Ze kofeny kvadratické rovnice musi mit opa¢na znaménka, jeden musi byt kladny,

oznacme jej x; a druhy zaporny, ten oznaéme jako x,.

Pro dobré a vystihujici znazornéni musi mezi kofeny panovat jesté jedna vlastnost, linearni
¢len musi mit kladny koeficient, tedy absolutni hodnota kladného kofenu musi byt mensi,
nezli absolutni hodnota kofenu zadporného, a to prave kvili grafickému znazornéni. Pro lepsi
pochopeni uvedeme priiklad, ve kterém pouzijeme dvé kvadratické rovnice, jejichz koteny

maji opacnou hodnotu.

Nejprve popiseme rovnici, kterd nam bude pusobit potize pii znazornéni, jelikoZz budeme
muset odecist linearni Clen. Oddélujeme kvadraticky a linearni cClen, ktery obsahuje

neznamou x od ¢lenu absolutniho, ktery ji neobsahuje
x2=3x—10=0;K = {—2;5}, |x,] < |x]
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Obrdzek 4: Zndzornéni rovnice s b<0

Takto bychom znazornili upravenou rovnici x? — 3x = 10. Absolutni ¢len jsme pricetli
k obéma stranam, abychom oddélili neznamou, a vahy znaci rovnost obou stran rovnice.
Kvadraticky €len je zndzornén jako ctverec s délkou strany x, z ¢asti je tento Ctverec
piekryvan zelenym obdélnikem s délkami stran x a 3 znacenym zelené€. Plocha, kterd je
pruhovand, je odectend, neméla by byt tedy viilbec zobrazena a zbyla ¢ast kvadratického
¢lenu by byla znazornéna jako obdélnik. To nam ¢ini problém, jelikoz kvadraticky ¢len je

souc¢inem dvou shodnych hodnot.
Nyni graficky vyjadiime rovnici, jejiz kofeny maji opa¢né hodnoty oproti piedchozi rovnici:

x2+3x—10=0;K = {-5,2}; |x,| > |xx]

Obrazek 5: Znazornéni rovnice s b>0

Tato rovnice je dobfe znazornitelnd, opét jsme k obéma strandm pficetli absolutni ¢len,
ziskali jsme tak ekvivalentni rovnici x2 + 3x = 10. Na levé strané rovnice tak mame ¢leny,
jez zahrnuji nezndmou, a na strané pravé je absolutni ¢len. Diky pouziti vah je viditelna

rovnost, kterd mezi ¢leny panuje. Oproti pfedchozi rovnici se zdpornym linearnim clenem je
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dobie vidét rozdil mezi kvadratickym a linearnim Clenem, které se nijak neptekryvaji,
kvadraticky ¢len je zobrazen jako Ctverec, linearni ¢len jako obdélnik s obsahem 3x.

Znazornéni je takto jednoznacné, jelikoz jsou splnény pozadované podminky:

1. kvadraticky ¢len je zobrazen jako ¢tverec o délce strany x,
2. lineéarni €len je uveden jako obdélnik s délkami stran 3 a x,

3. plocha ma velikost 10.

Neni podstatné, zda je zakladnou zobrazeného obdélniku urcena strana délky x nebo strana

délky x + b, hodnota kofent se tim nezméni.

Shriime si tedy nyni, jak ma idealné vypadat kvadraticka rovnice, kterou budeme vyuzivat
k odvozeni zptisobtl feseni jednotlivych typt kvadratickych rovnic. Pro rovnici bude platit
nasledujici:

1. a,bc,x€Z;a+0

2. ¢<0

3. x| > |xk|, neboli b > 0.

Na obrazcich 4 a 5 jsme vyuzili pro lepsi ndzornost vahy, coz je jedno z matematickych
prostiedi, se kterymi pracuje tzv. ,,Hejného matematika“. Je vhodné ji pouZit nejen pro
kvadratickou rovnici, ale i pro dal$i algebraické rovnice. Vaha dobie vystihuje rovnost dvou
stran a u rovnic nam tim umoziuje vyjadfit, které Gpravy jsou ekvivalentni a které nikoli,
provedeme-li n¢&jakou pocetni tpravu (napiiklad pficteni ¢i vynasobeni) pouze na jedné

misce vah, rovnovaha bude narusena a rovnice tak jiz neodpovida svému zadéni.

5.1 Uvodni tlohy
Uvodni slovni tlohy maji za cil ukézat, Ze slovni ulohu, kterou je mozné vyfesit
kvadratickou rovnici ax? + bx + ¢ = 0,a # 0, miizeme vyfesit i jinak, aniz bychom znali
né&jaky postup pro feSeni kvadratické rovnice. Tim, ze pro znazornéni problému ve slovni
uloze pouzijeme Ctvercovou sit, se jeji feSeni nebude jevit ptili§ abstraktné a stejné tak
nebude pfili$ abstraktni kvadraticka rovnice, Kterou muZzeme pro vyieSeni ulohy také pouzit.
Jak jsme jiz popsali, ¢leny kvadratické rovnice, a tedy i ji samotnou, lze graficky zndzornit.
Neznama x tak nemusi byt pouze abstraktnim pojmem, v nasem piipad¢ je zobrazena jako

délka strany.
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Jedinou rovnici, ke které nepovazuji za vhodné hledat slovni tlohou s grafickym zdznamem,
je kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu. Pokud v této rovnici vytkneme x, tedy
x(ax + b) = 0, je zjevné, Ze jeden kofen rovnice je nulovy, coz ma za nasledek obdélnik
s délkou stran 0 a b, zobrazi se jako usecka délky b. Pokud bychom chtéli na Gise¢ce vyznacit
jednotlivé Cleny kvadratické rovnice, méli bychom s tim problém, jelikoz kvadraticky Clen

nezobrazime, avSak v rovnici jej nalezneme.

Ve slovnich ulohdch budeme vyuzivat ilustraci situace pomoci ¢tvercové sité. Ve vysledném
znazornéni se objevi graficky zakresleny kvadraticky, linedrni 1 absolutni ¢len. Jedna se
0 slovni ulohy, které vedou na rovnice s celo¢iselnymi koifeny i koeficienty. Volime je proto,
ze jsou dobfe fesitelné, kofeny snadno viditelné. Pokud bychom volili desetinna ¢isla (coz
je mozné, pro grafické znazornéni bychom vyuzili naptiklad milimetrového papiru), mize

byt feSeni chaotické ¢i slozité.

Uloha 1

Rodinny domek ma celkem 8 stejnych ctvercovych oken. Jaky rozmér musi mit sklenéné

okenni tabule, kdyz vime, Ze okna zabiraji celkem 8 m2?

Prvni uvedend slovni illoha vede na ryze kvadratickou rovnici. Za¢iname touto netplnou

kvadratickou rovnici proto, Ze ji 1ze fesit jednoduse, intuitivné.

Grafické feSeni

Nejprve tlohu slovné rozebereme, prakticky ji feSime pomoci metody ,,pokus omyl“. Vime,
7e je tieba zakryt 8m?, miizeme ji tedy zakreslit do miizky (jednotka 1cm) jako obdélnik

odélcestran 1 X 8m ¢i 2 X 4m (1 m~1cm), kdy prvni ptipad je vhodnéjsi, jelikoz 1épe

vystihuje nase zadani.

8x

Obrazek 6: Grafické znazornéni 1. slovni tilohy (A)
Dale vime, Ze se jednd o osm ctvercovych sklenénych tabuli, coZ znamend, Ze plochu
musime rozdélit na osm shodnych ploch, kazd4 tedy bude mit obsah 1m? a délka hrany

okenni tabule tak bude 1m.
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Obrazek T: Grafické znazornéni 1. slovni ulohy (B)

Slovni tlohu vyfesime 1 pocetné, abychom ovétili vysledek grafického feseni.
Pocetni feseni

X ...rozmér sklenéné tabulky

S ...obsah ...8 m?

S=8xx

x =7

8x-x=28 \/x_=\/T
8x2=8 lx| =1
x?=1

I
+
[y

X1,2
Diskuse feSeni

V pocetnim feSeni ndm vysly dva koteny, jeden kladny, druhy zdporny, pro nasi slovni tlohu
je mozné vyuzit jen kladného kotene, protoze hledame rozméry okenni tabule, které

nemohou byt zaporné.

Odpoveéd

Sklenené okenni tabule musi mit rozmery 1 X 1 metr.

Uloha 2

V malé vesnicce nedaleko Mladé Boleslavi se nachazel maly ctvercovy hibitov. Kviili jeho
malé kapacite bylo nutné hrbitov zvétsit. Zastupitelé obce rozhodli, ze hrbitov prodlouzi o
10 m. Po prodlouzeni bude mit hibitov rozlohu 1200 m?. Jaké budou nové rozméry

hitbitovnich zdi? O kolik m2byl hibitov zvétsen?

Dalsi motivacni slovni tloha vede na Uplnou kvadratickou rovnici, jeji feSeni je vSak

viditelné ze spravného nakresu.

Zacneme opét tim, ze si rozebereme zadani. Vime, ze hibitov je obdélnikovy a ma novou
rozlohu 1200 m?, vypo&teme ji jako soucin délky stran obdélniku. Zakreslovat budeme
opét do Ctvercové sité se Ctverecky o rozmérech 1 X 1 cm a zvolime pfimétenou jednotku

1 cm~10 m. Nakres mize mit tedy rozméry 1 X 12;2 X 6; 3 X 4.
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Déle vime, ze pivodni tvar hibitova byl ¢tverec a ke zvétSeni dosSlo prodlouzenim
hibitovnich zdi o0 10m. Zname tedy rozdil mezi délkami stén hibitova, pfevedeme-li to na
naSe méfitko, musi se rozméry ndkresu 1iSit o 1cm. To znamend, Ze jediny rozmér, ktery
nam bude vyhovovat, je 3 X 4, v pfipadé, ze bychom volili rozmér 1 X 12, tak by byl
hibitov prodlouzen 0 110 m a v pfipadé rozméru 2 X 6 bychom hibitov prodlouzili 0 40 m,

coz neodpovida naSemu zadéani. Nakres tedy bude vypadat nasledovné:

X +10

Obrazek 8: Nakres 2. slovni uilohy

Cervené jsou vyznaéeny ptivodni rozméry hibitova a zelend je zndzornéno jeho rozsiteni.
Cilen¢ jsme tak odlisili kvadraticky ¢len od linedrniho. Kdybychom zde hledali ¢len

absolutni, je to celd plocha, na které se nyni hibitov rozléha.

Z nakresu vidime, ze plivodni délka hibitovnich zdi byla 30 m, v redlu tak maji hibitovni
zdi nyni rozmér 30 X 40 m, pivodni velikost hibitova je znazornéna cCervené, tedy

9 &tvereckd, 1 Etveretek ~ 10 m? a skute€na rozloha byla 900 m?.
Pro ovéteni vysledki vypocteme slovni tlohu klasicky za vyuziti kvadratické rovnice.

Pocetni feSeni

X ...pUvodni délka zdi Sp=x(x+10)
x + 10 ... délka prodlouzené zdi S, = x?
S, = 1200 m? x =?,S, =?

x%4+10x = 1200

x(x +10) = 1200; takto vytknuté x odpovida ndkresu, podle Vietovych vzorcii bychom
priklad rozlozili takto (x — 30)(x +40) =0
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x1:30

xz = _40
S, =30%2 =900
Diskuse

Pti grafickém feSeni se zdporny kotfen nezobrazi, piijdeme na néj az pti algebraickém fesSeni
rovnice. Vzhledem k tomu, ze délka nemiize nabyvat zapornych hodnot, neni pro nas koten

x, = —40 feSenim.

Odpoveéd

Kratsi hibitovni zed' je dlouhda 30 m a delsi méri 40 m. Pivodni rozloha hibitova byla
900 m?2.

Uloha 3

Rodice koupili obdélnikovy pozemek s celkovou rozlohou 110 m?2. Chtéji postavit rodinny
domek ctvercové zdakladny, priléhajici ke dvema stranam pozemku. Na zbylé casti se bude
rozprostirat zahrada tvaru pismene L. Jedna cast bude Siroka 2 m a druhd céast 3 m. Jakou

plochu bude zabirat domek? Jakou bude mit délku venkovni stena?

Slovni tloha opét vede na obecnou kvadratickou rovnici, tentokrat jiz ne tak snadnou, jako

Vv piedchozi tloze.

Stejné jako u ptedchozich slovnich tloh si vS§imneme tvaru a celkové rozlohy pozemku,
jedna se opét o obdélnik s rozlohou 110m?2. Abychom zjistili, jaké ma rozméry, musime je
opét zjistit pomoci vzorce na obsah obdélniku. 110 mizeme rozloZit na nékolik soucinil
dvou ¢isel, 1 X 110m;2 X 55m;5 X 22m;10 X 11 m a jednotlivé rozméry postupné
vylucovat v zavislosti na dalSich informacich ze zadani. Pro tento el si opét udélame

nacrtek do ¢tvercové sité, opét s rozmeéry 1 X 1 cm a métitkem 1ecm ~ 1m.

Vime, ze dim ma obklopovat zahrada tvaru pismene L, z jedné strany 2m a z druh¢ strany
3m, mizeme tedy vylouéit prvni a druhou kombinaci rozmért, nespliuji zadani. Dale ma
dim c¢tvercovou zakladnu, tim nam tedy vypadnou i tfeti mozné rozméry pozemku a
zustavaji pouze rozméry 10 X 11 m. Neznamou délku strany domu si v nédkresu oznac¢ime

X.
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% +2
X %2 2x
+3 3x 6
Obrazek 9: Nacrtek 3. slovni ulohy

v

Cervené je vyznacena zékladna domu, zelené jsou pruhy zahrady pfiléhajici k domu a Zluty
je obdélnik zahrady, ktera k domu nepftiléhd. Srovname-li opét jednotlivé casti se Cleny
algebraické rovnice, Cervené vidime znazornén ¢len kvadraticky, zelené ¢len linearni a

absolutni ¢len je roven celkové plose obdélniku.

Jiz z tohoto obrazku je patrné, ze délka venkovni stény odpovida 8 cm, tedy v realu 8 m a
cel4 zakladna domku ma4 velikost 8 X 8 &tvereckd, pricemz 1 &tveredek odpovida 1 m?, tedy

vysledna plocha ma rozlohu 64 m?2.

V obrazku si jeSté mizeme vyjadfit stranu x a to tak, Ze spojime oba pruhy zahrady do
jednoho SirStho a odstranime Zlutou ¢ast zahrady, kterd ma jasnou plochu, protoZe se
nedotyka domu. Velikost pozemku se nam tak zmensi na 104 m? a obrazek bude vypadat

nasledovné:
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5x
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e |

Obrazek 10: Nacrtek 3. slovni iilohy — upraveny

Po ,,sjednoceni zahrady* snaze vidime, jakou délku ma strana zakladny. Pokud bychom si
sestavili pfislusnou rovnici, tedy x? + 5x = 104, vidime na nacrtku, ze kladny kofen se
zobrazi na strané, ktera vyjadiuje x, tedy x; = 8 a opac¢nou hodnotu zaporného kotene
muzeme najit na strané obdélnika, ktera je sou¢tem nezndmé a znamého rozméru zahrady,

tedy x + 5 a x, = —13. Podrobngji se k tomuto zjisténi vratime pfi odvozovani Vic¢tovych

vzorcu.

Ziskané vysledky si jesté ovéfime pocetné pres kvadratickou rovnici.

Pocetni metoda

Opét 1ze vyuzit vzorec pro vypocet obsahu obdélniku.

a=x+2..1.rozmér pozemku

b=x+3..2.romér pozemku

Sy, = ab =110 m?

x =?

Sd =x2 =?

110 = (x + 2)(x + 3)
110=x?+2x+3x+6

110 = x2 + 5 x + 6 / -6; tady spojime pruhy zahrady, secteme linedrni cleny a prepocteme

celkovou plochu
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104 =x%+5x

104 = x (x + 5); takovato pocetni uprava odpovida nasemu grafickému zndzorneni, pri
pouziti Vietovych vzorcii bychom rovnici rozloZili (x —8)(x + 13) =0

X1 = 8, Xy = —13

S, =8%2 =64

Diskuse

V pocetnim feSeni jsme nalezli i zdporny koten, ktery pro nase feSeni vSak nemé smysl,

jelikoz rozmér nemutize byt zaporny, x, = —13 pro nas neni spravnym fesenim.

Odpovéd

Délka stény bude 8 m. Diim bude zabirat plochu 64 m?.

5.2 Ryze kvadraticka rovnice
2x

Ryze kvadratickou rovnici rozumime netplnou

L 4

kvadratickou rovnici, kde b = 0. Mame tedy na

X mysli rovnici ax?+c¢=0, kde a=#0.
Obrazek 11 zndzorfiuje, jak jednoduSe lze

Obrdzek 1L Ryze kvadratick rovnice, celociselny koren — 7qhazit rovnici 2x2 — 8 = 0. Cervend plocha
znazornuje kvadraticky ¢len, sklada se z osmi ¢tvercti o délce strany x. Pokud rovnici
upravime pfictenim absolutniho ¢lenu k obéma strandm rovnice, dostaneme rovnici
2x% = 8. Z ni miizeme vidét, ¢emu je roven kvadraticky ¢len, tedy jakou plochu zabira.
Absolutni ¢len oznacuje, jaka plocha musi byt odectena, aby byla plocha zabirana ¢tverci
anulovéna. Diky tomu, ze vidime, o jaky geometricky obrazec se jednd, vime, jak spocitat
jeho obsah, ktery je ndm znam. Jednoduse tak zjistime velikost neznamé a vypocteme kofeny
rovnice. Vzhledem k pocetnim operacim, které jsou v piipravach pro konkrétni hodinu
provadény na 1. slovni tloze, neopomeneme ani zdporny kofen. MoZnost grafického

znazornéni jednotlivych cClenit kvadratické rovnice vyuzijeme pozdé€ji pii odvozovani
Vietovych vzorcti a obecného vzorce s diskriminantem x; , = (=b £ Vb?% — 4ac)/2a.

Kvadraticky ¢len, ktery jako jediny v ryze kvadratické rovnici obsahuje neznamou, je dobie
graficky znézornitelny jako ¢tverec o daném obsahu a Vv rovnici ax? + ¢ = 0 je koeficient

a € N\ {0}. Na tomto znazornéni je dobfe ukazano, Ze se jednd o soucin Cisla a jeho

dvojnasobku, tedy x a 2x.
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Pokud bychom méli rovnici, kde a € Q \ {0}, napfiklad tedy rovnici x?/3 —4/5 = 0,
mizeme ji, po algebraické Gipravé na ekvivalentni tvar 5x% — 12 = 0, zobrazit do &tvercové

sité (Cerné) s jednotkou 1cm nasledovné:

5x
. , Na obrazku 12 je wviditelné, Ze koten
N l rovnice x =+/2,4, ktery ma ukonceny
tficetimistny desetinny rozvoj, neni dobfe

Obrazek 12: Ryze kvadraticka rovnice, racionalni koren rozpoznatelna presna hodnota kofenu.
Nacrtek bude neptesny, jelikoz kvadraticky ¢len neni ndsobkem druhé mocniny. Stejné tak
je Spatné patrné plocha, kterou mé byt zndzornén absolutni ¢len, v cervené ploSe neni patrné,
ze je shodnd jako 12 ctverecki ve Ctvercove siti a pokud bychom jej uvedli jako obdélnik

srozméry 1 X 12;2 X 6; 3 X 4, ani z jednoho rozkladu nemizeme zjistit velikost kotene.

Tento typ rovnice je mimo obecny vzorec feSitelny dvéma dalSimi zpusoby, v pfipad¢, Ze
maji koeficienty odli$na znaménka, je to rozklad podle vzorce A2 — B? = (A — B)(A + B),
dale je mozné vyuzit postupu s prictenim absolutniho ¢lenu, odmocnénim a zjisténim kotenu

S vyuzitim vlastnosti absolutni hodnoty.

5.3 HKvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu

Jedna se o rovnici ax? 4+ bx + ¢ = 0, kde ¢ = 0. Kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu
mé tak tvar ax? + bx = 0;a # 0. Ke zndzomnéni lze vyuzit Usecky, nikoli ¢tverce ¢&i
obdélniku. Je to nasledek absence absolutniho Clenu. Podivame-li se blize na koteny této
rovnice, tak vidime, Ze jeden kofen bude vzdy nulovy, coz znamenda, Ze hodnota
kvadratického €lenu je vzdy nulové, znazornit bychom ji museli jako ¢tverec o nulovém
obsahu, coz nelze. Mohli bychom jej tedy zobrazit jako bod, linearni ¢len pak useckou, ktery
z tohoto bodu vychazi. Pro rovnici, kde a = 1, by tento nakres nebyl problémovy, ale
jakmile by se a # 1, dostaneme se do problému. V grafickém zobrazeni by doslo ke sporu
mezi celkovou délkou tiseCky a hodnotou kotent, jelikoz a bodl znazoriiujicich kvadratické

¢leny poctu a by délku tsecky prodlouzila.

jelikoz bychom museli piikladné kvadraticky ¢len 5x? znazornit jako pét teek, které vsak

daji jiz useCku urcité délky, vysledna tiseCka by tak nemeéla velikost druhého nenulového

kotene (za predpokladu b # 0).
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Kvadratickou rovnici bez absolutniho ¢lenu Ize vyfesit snadno pomoci vytykani. Po vytknuti
x Z kvadratického a linearniho ¢lenu zbude dvojélen ax + b, rozklad tedy vypada
x (ax + b) = 0. Podle pravidel souc¢inu musi byt prvni nebo druhy ¢initel roven nule, aby
rovnice byla rovna nule. Z toho plyne, Ze jeden z kofent je vzdy nulovy a druhy kofen je

roven —b/a.

5.4 Obecna kvadraticka rovnice

Pfi odvozovani Vietovych vzorcii a obecného vzorce s diskriminantem, vyuzijeme tieti
uvodni slovni tlohy a také budeme vyuzivat vah, které ndm pomohou zdiiraznit dodrzovani

ekvivalentnich.

5.4.1 Viéetovy vzorce

U odvozeni Vietovych vzorct se vratme k uvodni slovni uloze €. 3 a jejimu grafickému
znazornéni, které vychazi ze sestavené rovnice podle zadani. Kvadraticky ¢len je vyznacen
¢ervené, linearni ¢len zelené a absolutni ¢len modfe. Obrazec je upravovan tak, aby byla
odstranéna prebytecna plocha, tedy aby byl odstranén absolutni ¢len z levé strany a v rovnici
tak byly oddéleny ¢len absolutni od ¢lend obsahujici neznamou. Umozni nam to graficky

zviditelnit kladny kofen rovnice.

[+3]

x+3)(x+2)=110

Obrazek 13: Vietovy vzorce 1
(x+3)(x+2)=110

Jednotlivé Cinitele roznasobime, abychom ziskali hodnotu jednotlivych Clenti.
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x> +2x+3x+6=110

Obrazek 14: Vietovy vzorce 2

x> +3x+2x+6=110/—-6

Aby byly zjistény hodnoty x, musi byt ode¢tena piebyte¢na znama plocha.

x> +5x+6=110 —6

Obrazek 15: Vietovy vzorce 3

x% 4+ 3x+2x =104

Nyni jsou pferovnavany obdélniky obsahujici nezndmou tak, aby strana, kterd znazoriuje
neznamou x, byla osamocena, respektive, abychom tak neznamou vyjadiili jako délku kratsi
strany obdélnika vyjadiujici kvadraticky a linearni €len. Stejné tak jsme preskupili obdélnik
na pravé misce vah, aby si strany odpovidaly jak pocetné, tak graficky. Po zjiSténi poctu
¢tvereCkl na jednotlivych stranach obdélnikli pozname, na jaké Cinitele rozlozit absolutni
Clen, z nichz absolutni hodnota kladného kofenu ma mensi hodnotu, nez absolutni hodnota

kotfenu zaporného.
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x+5

x% 4+ 5x = 104

Obrazek 16: Vietovy vzorce 4

5x...soucet péti pridanych fad ctvercl o strané x

104...celkovy obsah vzniklého obdélnika, vznikne jako soucin délek jednotlivych stran

=
-
o o e e e

x? + 5x = 104

Obrazek 17: Vietovy vzorce 5

Potom je znazornén kladny kofen: x; = 8 jako kratsi délka strany obdélniku. Na obrazku
nalezneme i opa¢nou hodnotu druhého kofenu, a to v podobé druhého rozméru obdélniku,
tedy x, = —13. Aby byla zachovana rovnost, tak musime absolutni ¢len nakonec odecist od
obou stran rovnice, coz znamend, ze jeho hodnota na levé stran¢ rovnice je zaporna.
»Zaporna plocha* tak anuluje kvadraticky a linearni ¢len. Obdélnik se zdpornou hodnotou
vSak nedovedeme znazornit, proto vidime na pravé misce vah zaporny koten jako délku

strany kladné hodnoty, tedy opa¢né hodnoty pro koten x, = —13.

Ulohu dofe$me jesté pocetn&, danou rovnici pomoci ekvivalentnich uprav pievedeme do
anulovaného tvaru. Je tieba prevést absolutni ¢len zpét na levou stranu rovnice. Pro

zachovani rovnovahy, musi byt tato plocha odectena i na levé strané. Vznikne tedy rovnice:

x? + 5x — 104 = 0. Po rozkladu rovnice na soucin dvou &initeld bude rovnice vypadat
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(x + 13) (x — 8) = 0, jeden ¢i druhy ¢initel musi byt roven nule, aby byl sou¢in roven nule,

vysledné kofeny jsou: x; = —13;x, = 8.

Rovnici x? + 2x + 3x + 6 = 110 miZeme vyjadiit jako x% + byx + byx + ¢; = ¢, kde
b;+b,=b a ¢, +c, =c, tedy rovnici x?+ 5x = 104, tedy x2+bx =c a pro
koeficienty plati b; + b, = b ac; + ¢, = c. Vytkneme-li na levé stran¢ kvadratické rovnice
z obou ¢lent x, dostaneme rovnici x(x + b) = ¢, tu pfevedeme do anulovaného tvaru
x(x 4+ b) —c =0, z obou poslednich rovnic vidime, Ze absolutni ¢len je souc¢inem dvou
Cinitell, kde rozdil jejich absolutnich hodnot je roven koeficientu linearniho ¢lenu b. Pro

zjisténi kofenovych Cinitelll x;, x, normované rovnice tedy plati:
X1X, = €; X1 + x5, = —b.

Stémito rovnicemi pak pro rozklad kvadratické rovnice na soudin plati:

x?+ bx+ ¢ = (x —x,)(x — x,). Pro obecnou rovnici musime uvazovat jesté koeficient
kvadratického ¢lenu, pro ktery doposud platilo a = 1, obecné pro kvadratickou rovnici vSak
plati, Ze a # 0, musime vzorce upravit na nasledujici tvar:

C
X1Xo =E;x1+x2 =—E

5.4.2 Obecny vzorec a diskriminant

Nez za¢neme s grafickym odvozovanim obecného vzorce pro kvadratickou rovnici,
ukazeme, jak se graficky zobrazi vzorec (A + B)? = A% + 2AB + B2, ktery stoji za

napadem graficky zobrazit kvadratickou rovnici a odvodit tak jednotlivé vzorce.

a+b

> + 9

ab

Obrdazek 18: Soucinovy vzorec
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Na obrazku 18 je dobfte viditelny rozklad na soucin, ¢len a? bude v kvadratické rovnici
pfedstavovat kvadraticky €len, ¢len 2ab vyuZijeme jako €len linearni a za absolutni ¢len

budeme povazovat b2.

Kvadraticka rovnice, kterou pouzijeme k vysvétleni odvozeni obecného vzorce, musi opét
splnovat podminky, které byly urCeny na zacatku 5. kapitoly. V pribéhu odvozovani
nebudeme provadét zadné diléi vypocty, aby bylo mozné souc¢asné odvozovat obecny vzorec
s koeficienty a, b, c. Z praktického diuvodu nebudeme volit koeficient a = 1, aby nedoslo
k opomenuti jeho zapisu v soucinu ¢i podilu, v matematickém zapise se nasobeni ¢i déleni
¢islem 1 neprojevi.

Soucasné pii odvozovani této konkrétni rovnice lze krok po kroku odvodit i obecny vzorec,
pouzijeme-li rovnici 2x2? + 8x — 24 = 0, koeficienty jsou nasledujici: a = 2,b = 8,
¢ = — 24. Abychom mohli rovnici graficky zndzornit, musi byt absolutni ¢len pficten

k obéma strandm rovnice, po Upravé mame rovnici 2x? + 8x = 24 a miizeme ji zobrazit:

Obrazek 19: Vysveétleni obecného vzorce 1

Cervené je znazornén ¢&len kvadraticky, Zluté ¢len linearni a &len absolutni je modry. Na
pravé stran€ rovnice (pravé misce vah) tak vidime, ¢emu se rovna kvadraticky a linearni ¢len
obsahujici neznamou. Zobrazeni rovnice je opét jednoznacné, kvadraticky Clen se ma
vyskytnout dvakrat, tedy dva ctverce, linearni ¢len navazuje na kvadraticky, tedy musime
pfipojit dva obdélniky, které maji délku jedné strany x a délku druhé strany 4, absolutni ¢len
ma vice moznych celociselnych rozkladd, kde jsou spojeny dva obdélniky nad sebou
2X 12;3%x8; 4x6, avsak pouze rozklad 4 X 6 odpovida nasemu zadani. V obecné
rovnici ax? + bx + ¢ = 0 je na obou stranach ode&ten absolutni ¢len a je vyjadieno, cemu

jsou rovny zbylé dva ¢leny. Po podetni upravé ziskdvame rovnici ax? + bx = —c.
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K dalSimu pocitani je zapotiebi normovaného tvaru rovnice, budeme zjist'ovat hodnotu x,
proto ji celou rovnici vydélime koeficientem absolutniho ¢lenu a dostaneme ekvivalentni

rovnici x? + 8x/2 = 24/2

Obrazek 20: Vysvétleni obecného vzorce 2

Stejnd pocetni operace bude provedena i u obecného tvaru kvadratické rovnice
x?+ bx/a= —c/a. Jedinym vypoétem, ktery byl vtomto kroku proveden, bylo
vydéleni kvadratického €lenu. Stejné tak by upraven pouzity obrazek. Pokud bychom jej
neupravili a byl ponechén plivodni obrazek, neodpovidal by zapsané rovnici a Gprava na

Ctverec by ve Ctvercové siti jiz Ctverec nezobrazila, coz je nasim zamérem.

Obrazek 21: Vysvétleni obecného vzorce 3

Vtéto chvili je na levé strané rovnice vidét podoba srovnici a? + 2ab + b2.
a’ = x?%;2ab = (8/2)x a ¢len b?nam zatim neni znam. Abychom jej zjistili, musi byt
nejdiive vypocitano, ¢emu je rovno b. Linearni ¢len rozdélime na dvé stejné ¢asti. Graficky
jde o ¢ervenou teCkovanou ¢aru v oranzovém poli, pocetné je linearni ¢len vydélen dvéma.
Zaroven ale nesmi byt zapomenuto na to, ze je tam nyni zobrazen dvakrat:
x2+ 8/(2-2)x+ 8/(2-2)x =24/2 cozje x? + 2[8/(2 - 2)x] = 24/2. Stejna pocetni
operace je pouzita opét vobecné rovnici, kterd bude mit nyni tvar:

x4+ 2(b/2a)x = — c/a.
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Obrdazek 22: Vysvétleni obecného vzorce 4

Tento obrazek neni doprovazen zadnymi pocetnimi operacemi, pouze jsme graficky upravili
vyjadieni jednotlivych ¢lenti rovnice, dal§im krokem je doplnéni na ¢tverec. Je nutné se zpét
vratit ke vzorci a? + b? a jeho grafickému znazornéni. Jak bylo v pfedchozim kroku
ukdzano, linearni ¢len byl rozlozen na dvé polovi¢ni ¢asti, ty obklopuji kvadraticky ¢len a

cely obrazec je nyni tieba doplnit do tvaru ¢tverce

Obrazek 23: Vysvétleni obecného vzorce 5

Chybé&jici ¢ast ma znazornit ¢len odpovidajici b? ze zmitiovaného vzorce, diky tomu je vidét,
ze se bude jednat o ctverec a délka jeho strany musi souhlasit s pfilehlymi stranami
sousednich obdélnikli. Délky stén ploch znazornuji linedrni ¢len z kvadratické rovnice.
Délka strany ptilehlé ke kvadratickému ¢lenu ma délku x, druha strana musi mit tedy délku
8/(2 - 2), vzhledem ke vzorci na vypocet obsahu étverce. Obecné se bude jednat o koeficient
b/2a. Znazornéni absolutniho ¢lenu musi mit délku stény 8/(2 - 2) a jeho obsah bude
[8/(2 - 2)]?. V obecné roviné pak bude obsah &tverce znazoriujici absolutni ¢len (b/2a)?
Aby byla zachovana rovnovédha, musi byt absolutni ¢len pfidan i na druhou misku vah.

Rovnice je pak upravena pfi¢tenim absolutniho ¢lenu k obéma stranam rovnice a to pro

zachovéni rovnovahy x2 + 2[8/(2-2)]x + [8/(2-2)]* = 24/2 + [8/(2 - 2)]?.
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Obecna rovnice bude mit po této ekvivalentni tpravé nasledujici tvar

x?+ 2(b/2a)x + (b/2a)*> = (b/2a)* — c/a.

x+ﬂ

Obrdazek 24: Vysvétleni obecného vzorce 6
Na levé strané rovnice je jiz uveden cely vzorec a® + 2ab + b? a kvadraticky troj¢len tak
muize byt rozlozen na (a + b)(a + b). Graficky tomu napomaha vyznaceni linearniho ¢lenu

Vv oranzové ¢asti, tedy b = 8/(2-2) . Po rozkladu tak bude rovnice vypadat nasledovné

[x+ 8/(2-2)][x+8/(2-2)] =24/2+[8/(2"2)].

V obecné rovnici rozklad prob&hne také (x + b/2a)(x + b/2a) = (b/2a)? — c¢/a.

L8
T

X

+

8
.

R

Obrazek 25: Podrobné odvozeni 7

Na obou miskéach vah jsou nyni dva shodné ¢tverce. U levého Ctverce je obsah vyjadien

souc¢inem dvou zavorek, ktery miiZe byt zapsan jako druhd mocnina, jejimz zakladem bude

linearni dvojélen [x + 8/(2-2)]. Na pravé strané zistaneme u souctu obsahii dvou
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absolutnich ¢lenti. Jedna se o znazornény diskriminant, ktery nam urcuje vysledny pocet
feSeni. Po tUpravé tedy mame rovnici: [x+ 8/(2-2)] =[x+ 8/(2-2)]* +24/2.
U obecného vzorce bude provedena stejna tprava:
o) () -5
2a 2a a
Nasledujici Gpravy jiz neni mozné jednoduse graficky znazornit. Z obrazkut Ize pochopit, ze
je hledana délka strany cerveného Ctverce. Dalsi kroky se tykaji vyjadfeni nami hledané

nezname.

Méme tedy rovnici: [x + 8/(2-2)]?> = [8/(2-2)]? + 24/2, ve které je nejprve na pravé
strané umocnén Citatel i jmenovatel zlomku: [x + 8/(2-2)]? = 82/(22%-2%) +24/2.
Opét je provedena stejna operace iU obecného vzorce (x + b/2a)? = b%/2%a? — c/a.
Jesté nez vyjadiime nezndmou x, musime prevést jesté pravou ¢ast rovnice na spoleéného

jmenovatele a to v obou ptipadech. Nase konkrétni rovnice tak bude mit tvar:

(+ 8)2_82—22-2-24
XTo2) T 22.p2

a obecna bude upravena na tvar:

<+b)2_b2—22ac
*Tod) T 22az

Nyni jiz muzeme vyjadiit x, nejprve musi byt obé strany rovnice odmocnény. Konkrétni

rovnice bude po odmocnéni vypadat nasledovné:

| .8 |_ 82 — 22224
T2 T 22.22

obecnou rovnici také odmocnime a pouzijeme absolutni hodnoty, abychom vyjadrtili zaklad

b% — 22ac
= [T

Na pravé stran¢ rovnice mizeme odmocnit jmenovatele a dale zbyva odstranit absolutni

druhé mocniny:

X+

| b
2a

hodnotu:

L8 _+\/82+4-2-24. L _+\/b2—4ac
Xt ™+ 2.2 X T T T 24
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V poslednim kroku vyjadiime samotné x, které nabyvd dvou hodnot, které odli§ime

uvedenim dolnich indexu:

__ 8  ve-22-2:24 b+\/b2—22ac
2T TR 22 2T T T 24

Pii porovnani obou ziskanych vzorct vidime, ze a = 2; b = 8 a ¢ = 24, stejné tak jsme to
vidéli u pivodniho tvaru rovnice 2x2 + 8x + 24 = 0. Byl tedy odvozen obecny vzorec pro

kvadratickou rovnici:

—b + Vb2 — 4ac
Xy, = ; D =b?% - 4ac
’ 2a

a to za pomoci grafického znazornéni, které by mélo zaktim pftibliZit kvadratickou rovnici a
ta by pro n¢ neméla byt jen abstraktnim pojmem. Stejné tak jsou schopni na zaklad¢ jiz
ziskanych zkuSenosti urcit, kolik kofent bude kvadratickd rovnice mit v zavislosti na

diskriminantu D.

Konkrétni rovnici jesté musime dopocitat:

—-8++v64+48 —4+8
x1,2: 2.2 = 2 )

jednotlivé kotfeny budou mit hodnotu x; = 2; x, = —6. Pomoci ziskaného kladného kotene

byl sestaven obrazek ve ctvercové siti, S jehoz pomoci jsme odvodili zéklad vzorce.

Toto je znazornéni kvadratické rovnice grafickym zplisobem, ktery mé zakiim nazorné
priblizit problematiku kvadratické rovnice a moznosti jejiho feSeni. K ptiprave vyuky je
tteba nejen matematickych pojma a postupli, kterym jsme se doposud vénovali, ale
I vyukovych metod a prostiedkd, s jejichz pomoci budeme latku zakim predavat. Vyucovaci

metody, které vyuzijeme v ptipravach, uvedeme v nasledujici kapitole.
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6 Pedagogické prostredky

Do ptiprav jsou zafazeny nékteré z netradi¢nich vyucovacich metod, které vyzaduji vétsi
zakovu interakci, Castéj$i samostatné premysleni oproti klasické frontalni vyuce (napft. pfti
skupinové praci, diskusi, kvizu...) Jsou to metody aktivniho vyucovani, které Sitna popisuje
ve své publikaci nasledovné: ,, Aktivnim ucenim rozumime postupy a procesy, pomoci
kterych zak prijima s aktivnim pricinenim informace a na jejich zaklade si vytvari své viastni
usudky... Formou aktivniho pristupu ziskavani novych informaci si zdci soucasné velmi

efektivné rozvijeji schopnost tzv. kritického mysleni. ** [50]

Také je kladen vétsi diraz na préaci se slovnimi ulohami, které jsou v nynéj$i vyuce
matematiky n¢kdy opomijeny z nedostatku casu. Jak uvadi Hejny: , Déti skoro celou
matematiku samy objevi ve vzdjemnych diskusich...i kdyz ucitel diskusi nerozumi, deti vi,
0 cem mluvi a uciteli to nasledné vysvetli, jen je neprerusovat. Ucitel ma zadat jen ulohy,
organisovat diskusi, ale dat détem cas, aby na své objevy prisly. Kdyz na myslenku prijdou,
Jje to velkym plus pro objevitele i pro vsechny, kteri se na tom podileli i pro ty, kteri objev
Jjen sledovali. “ [51] Na tomto zaklad¢ také funguje vyuka v hodinach vedenych tzv. Hejného
metodou. Mimo to si na slovnich ulohach obecné mohou Zaci ovéfit, ze matematika je

Vv praxi opravdu uplatnitelna a vyuzitelna a nejedna se o pouhé¢ uceni teoretickych poznatkii.

V ptipravach, které budou nasledovat, pouzijeme nékolik riznych vyukovych metod, které
si nejprve struc¢né popiseme, abychom se s nimi seznamili a znali jejich vyhody, nevyhody,
pravidla. Nékteré jsou vhodné pro vykladové hodiny, jiné pro procvi¢ovani a opakovani

nabytych znalosti.

6.1 Motivace

Motivace je dulezitou soucasti pro vzbuzeni zajmu o probiranou latku mezi studenty.

., Motivace je proces zvnitrnéného zditvodnéni potieby uciciho se jedince se ucit.* [50]

Motivaci délime na kratkodobou a dlouhodobou. Spravna motivovanost zaki je dilezita,
pokud je zdk motivovany k uceni, vice se snazi, jeho uceni je efektivnéjsi. Motivaci je
nékolik druhti, my vyuZijeme motivaci, kterd ukazuje uzite¢nost ziskanych znalosti a jejich
praktické vyuziti. V praxi to znamena predkladat zaktim aplikovatelnost a uzite¢nost uciva

VvV bézném zivote. [50]
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6. 2 Skupinova prace

Skupinovou praci mame na mysli metody, které¢ vyuzivaji vrstevnické socialni skupinové
vztahy, pribéh ucebniho procesu nezavisi jen na uciteli, ale také na Zacich a jejich osobni
zodpovédnosti za prabéh uceni. ,, Vyukou ve skupinach rozumime aktivni spolupraci Zakai
rozdelenych do ruzné velkych pracovnich tymu, ve kterych se aktivné, pod vedenim svého

ucitele, uci. “ [50]

Nékteré z téchto metod dale vyuZzijeme, mimo né vSak existuji i dalsi, jako je brainstorming,
role play, snowballing, case study a dalsi. Vyhodou pro ucitele je moznost pracovat
s mens$im poctem zakd, vénovat se jim vice individudlné, klast dobie sméfované dotazy.
Pokud se objevi problém v jedné skupin€, zbytek tfidy miize dale neruSené¢ pracovat, pokud
se objevi stejny problém ve vice skupinach, miize vyvolat mezi skupinami diskusi a problém

tak vytesi spolecné.

6.3 Vyukovy kviz

Vhodnou aktiviza¢ni metodou je vyukovy kviz, ktery miize ozivit hodinu, navodit piijemnou

%

atmosféru a ucitel s jeho pomoci napti¢ celou tiidou procvici s Zaky pozadované znalosti.

., Kviz je souteéz mezi druzstvy (skupinami Zaki), ktery nejcasteji probihd oteviené, formou
verejné soutéze, tvari v tvar. Je velice dilezité, aby byl pripraven zajimavou formou, aby
zaky bavil a vedl je tak k intenzivni Zakovské praci.

Kviz je zabavny zpusob, jak procvicit a zkontrolovat naucenou latku. Kviz nemusi mit velky

rozsah, i mini kviz trvajici nékolik minut miize Zaky vyborné motivovat k praci v hodiné nebo

Jjim pomoci zabavnou formou velmi ucinné shrnout nové poznatky. “ [50]

6.4 Soutéz

Soutéz je dalsi z aktivnich vyucovacich metod, ktera je vyuzita v uvedenych piipravach.
Podle Sitné: ,, Soutez miize ucitel zadat, aby s Zaky zopakoval minulou latku, miize ji vyuZit
Jjako uvodni motivaci, jiny zpuisob reseni problemu apod. Muze ji zaradit v kterékoli casti

hodiny, a to s jasné stanovenym cilem. *“ [50]
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6.5 Diskuse

Diskuse je zakladnim zptsobem komunikace mezi lidmi, zdkiim umozni konzultovat své
vysledky, obh4jit je ptfed svymi spoluzdky ¢i pfijit na to, kde udélali chybu, nechat si
vysvétlit ostatnimi postup fesSeni, ktery nepochopili ¢i se doptat na nejasnosti. Rozviji také
klicové kompetence k u€eni (zvazovani, posuzovani a promySleni ndzord, vyuZzivani
zkuSenosti, sebereflexe...), komunikativni (dodrZzovani v8ech zasad verbalni komunikace) a
socidlni a personalni (dodrzovani pravidel komunikace v socialni skupiné, ztcastnénost,

podpora, pochopeni,...). [50]
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7 Komentar k pripraveé vyuky kvadratickych rovnic

V této kapitole okomentujeme konkrétni ptipravy, ve kterych vyuzijeme tvodni slovni
ulohy, pedagogické prosttedky, grafické zndzornéni kvadratické rovnice a diive uvedené
zdivodnéni odvozeni vzorcl. PfiloZené pfipravy byly pouzity v hodinach, uvedeny
komentai ma piiblizit a odivodnit skladbu hodiny i pouzité vyukové metody. Jednotlivé

podrobné ptipravy a pracovni listy jsou uvedeny v ptilohéch, na které¢ budeme odkazovat.

7.1 Prvni hodina: motivacni

Prvni hodina (viz pfiloha 1) bude vénovana motivaci zakd, vyuzijeme v ni ulohy
z podkapitoly 5. 1, kde je popsano i jejich feseni, ke kterému je tieba zaky smérovat. Jako
vyukova metoda je volena skupinova prace, aby zaci mohli spolupracovat na jednotlivych
slovnich tlohach v pracovnim listé (viz ptiloha 2), diskusi nad zapisem i feSenim slovni

ulohy.

Slovni tlohy jsou uzite¢nym typem matematického zadani problému, ale délavaji studentim
problémy. Toto tvrzeni dokladaji vysledky mezinarodniho testovani PISA 2009, podle nichz
nastal pokles u ¢tenarské gramotnosti a vyzkum TIMSS 2007, ktery u ceskych zakt prokazal
pokles matematické gramotnosti. Mnozi zaci slovni ulohu nepochopi, neuvédomi si, co je
V rovnici neznama a jak ji maji zjistit, nemusi vZdy rozeznat, které¢ udaje jsou jim prospésne,
uzitecné a které nikoli. Ve Skolach je nejspiSe slovnim Ulohdm vénovédno v hodinach
matematiky malo Casu, coZ potvrdilo n€kolik uciteli, se kterymi jsem mluvila v rdmci své
praxe na stifednich Skolach. Diky velkému objemu latky, kterou maji se studenty probrat a
relativné malému poctu hodin vénovanych matematice, které¢ byvaji Casto ,,ukrajovany*
prazdninami, $kolnimi akcemi (exkurze, vylety, besidky, soutéze atp.), vénuji ucitelé Cas

tomu, aby se studenty pocitali konkrétni ptiklady bez kontextu a nutnosti vyhledavani

24

To miiZze mit za nasledek nejen to, ze Zaci nechapou, pro¢ se maji danou latku ucit, ale i to,
ze latku chapou jen povrchné. Nauci se vzorec, ktery vyuziji v pisemné préci, ale dal jej
i S probranou latkou zapomenou, protoze je jiz nebudou dle svého nazoru nikdy potiebovat
a je ¢eka studium dalsiho tematického celku. Na Pfirodovédecké fakulté¢ Univerzity Hradec
Kralové probéhla mezi studenty matematiky vyzkumna sonda, ktera obsahovala 4 ulohy ze
zakladni a stfedni Skoly, jejim vysledkem byla 70 % netspéSnost studentti. V zavéru Kufina

uvadi: ,, Prednaska absolvovand bez porozumeni je zarodkem formalniho pristupu ke

60



vzdeélavani. Student pri pripravé na zkousku nema nékdy cas ucivo hluboce promyslet. “ Tato
mysSlenka je smérovana spiSe na vysokoskolské studenty, ti vSak vyuzivaji béhem studia
zkusenosti, které nabyli jiz diive, tedy na stfedni skole. Znalosti v matematice maji navazny

charakter, je tfeba znat zaklady a souvislosti, aby mohl zak postoupit znalostmi vyse. [54]

Uvodni ulohy vedou na ryze kvadratickou a obecnou kvadratickou rovnici, maji pomoci
zaktim ukézat, Ze kvadratické rovnice maji vyuZiti a neni to jen latka, kterou se musi naucit.
Diky grafickému znazornéni ve Etvercové siti mohou pfijit na jejich feSeni bez znalosti
algoritmu feseni. Bude-li pfi feSeni Gloh vyuzita metoda ,,pokus-omyl“, dosahne se pfi
dodrZeni podminek ze zadéani spravného vysledku. Pokud si zaci nebudou védét rady,
muzeme pouzit pomocnych otazek, které pomohou feSeni nasmérovat spravnym smérem a
zam¢fit se na dulezité prvky ze zadani. Jedna ze skupin znazorni své feseni na tabuli, obhaji

a zdivodni ho pied spoluzaky, ptipadné zodpovi jejich dotazy.

7.2 Druha hodina: odvozeni jednotlivych vzorcu

Druha hodina (viz pfiloha 3) bude vénovana odvozeni algoritmi a vzorcl pro feSeni
neuplnych kvadratickych rovnic (viz podkapitoly 5. 2 a 5. 3) a Vietovych vzorcu (viz
podkapitola 5. 4. 1). Pied odvozenim jednotlivych vzorci je tieba u zaka vytvofit pojmovy
aparat, aby uméli popsat jednotlivé rovnice a znali podminky, které musi byt splnény, aby

se jednalo o kvadratickou rovnici.

Ve druhé casti hodiny odvodime algoritmy pro feSeni neuplnych kvadratickych rovnic,
k ¢emuz Zzaci vyuziji jiz dfive nabytych znalosti zupravy algebraickych vyrazi a
zkontrolujeme feSeni prvni slovni tlohy z ptedchozi hodiny. Viétovy vzorce odvodime za
pomoci prezentace, ve které postupné zaklim promitneme obrazky 13—17, na kterych je
zobrazeno grafické znazornéni tieti slovni tlohy z ptfedchozi hodiny. Pomoci jednotlivych
grafickych uprav, které jsou nasledované pocetnimi upravami, se podaii zobrazit jednotlivé
kofeny, jak jsme jiz popsali v podkapitole 5. 4. 1. Toto odvozeni ma zakiim pomoci
zapamatovat si, jak se kvadraticka rovnice sestavuje a vznik koeficientu linearniho a
absolutniho ¢lenu. Po odvozeni jednotlivych zptsobt feSeni nasleduje vZzdy procviceni dané

metody feSeni, aby si ji Zaci procvicili.
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7.3 Treti hodina: odvozeni obecného vzorce

Po uvodnim shrnuti a zopakovani poznatkt z predchozich hodin za¢neme s Zaky odvozovat
obecny vzorec s diskriminantem pro feSeni obecné kvadratické rovnice (viz ptiloha 4).

Odvozovani bylo podrobn¢ popsano v podkapitole 5. 4. 2.

Odvozeni prob&hne ve dvou fazich. Nejprve budeme provadét ¢astecné vypocty a pracovat
s jejich konkrétnimi vysledky, az poté probereme odvozeni jen se zapisovanim pocetnich
operaci a postupnym nahrazovanim koeficienti pismeny. Po ptredchozich vlastnich
zkuSenostech ze studia i vyuky a rozhovorem s uciteli matematiky na Skolnich praxich,
zakim muze Cinit problém uvédomit si hodnotu ¢iselnych vyrazi a ditvod zépisu pocetnich

operaci bez zapisovani vysledkd.

Pro odvozeni vzorce vyuzijeme obrazki 19-25 a obrazki pro rovnici x? + 4x — 12 =0
uvedenych v pfipravé na hodinu (viz ptiloha 4). V hodiné¢ si Zaci postup odvozovani
nezapisuji, je pro né pfipraven i s piislusnym komentaifem k jednotlivym krokiim a zaroven

jsou vedle sebe uvedeny Upravy v konkrétni a obecné rovnici.

7.4 Ctvrta hodina: procviéovani a opakovani

Posledni vyucovaci hodina (viz ptiloha 5) se bude zabyvat procvi¢ovanim a opakovanim
probraného uciva. Ke zvysSeni zdjmu studentl vyuzijeme rizné metody aktivniho vyucovani,
které tak zakiim umozni zdokonalovat se 1 v nékterych klicovych kompetencich. Jednotlivé
metody a pedagogické prostiedky jsme si jiz popsali v kapitole 6, nyni si uvedeme jejich

konkrétni pouziti.

Pro zacatek hodiny je vhodny vyukovy kviz, je rychly, zapoji celou tfidu a vSichni studenti
si tak zopakuji danou latku. Zaci si ndhodné tahaji otazky, které vzapéti sami zodpovidaji.
Do kvizu jsme zaradili otazky, vztahujici se ke kvadratické rovnici. Jsou to otazky teoretické,
ptaji se na znalosti, které¢ jsou nutné ke zvladnuti dané latky. Tykaji se jak procviceni
zopakovani vzorce, tak moznosti feSeni, poCtu kofenii i pojmového apardtu. Mnohé
odpovédi zaci zvladnou vymyslet na zakladé¢ odvozenych vzorci. Odménou za spravné

zodpovézenou otdzku je bod pro skupinu.

Do soutéZe je na zacatku zapojen vyukovy kviz, nasledovany procvi¢ovanim jednotlivych

ptikladt pocitanych na tabuli. Jednotlivé ptiklady budou zaky voleny samostatné podle
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pismene (vzdy dalsi ptiklad voli skupina, ktera naposledy spravné spocetla piiklad). Pribéh

hodiny s konkrétnimi piiklady a soutézi je uveden v piiloze 5.

Za doméci tikol maji Zaci pfipraveny dvé slovni alohy (viz ptiloha 5, ulohy A, B). Uloha A
je na zjisténi plochy a navazuje tak na llohy motivacni. Je tieba, aby zéci byli schopni urcit
zéakladni informace, které jsou diilezité pro jeji vypocet a zodpoveézeni dotazu. Je nutné, aby
byli schopni sestavit rovnici, vypocitat ji a urcit, ktery z kofenli je moznym feSenim.

Ptipadné také zvoleny koten dale upravit, aby ziskali hledanou odpovéd’.

Slovni uloha B nema grafické feSent, jde o zjiSténi, zda studenti 1 bez nacrtku umi na zaklade

zadanych 0dajl sestavit a vyfesit rovnici a zodpovédét kladenou otazku.

Posledni fazi vyuky je ovéfeni vysledka, tedy kontrolni test, ktery ovéri, zda odlisna vyuka
tohoto tématu, pomohla zaktim 1épe pochopit problematiku. Test se bude skladat ze tii
prikladd, které pokryji vSechny tfi zékladni typy rovnic, a ze slovni tlohy, ktera je analogicka
jako motivac¢ni tloha. Konkrétni podoba testu i se vzorovym feSenim je uvedena v piiloze

6. Timto miizeme pitipravu vyuky kvadratickych rovnic uzaviit.
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8 Vyuka

Vyuku kvadratickych rovnic uvedenymi piipravami jsem realizovala na Ekonomickém
lyceu na Obchodni akademii v Mladé Boleslavi. Jedna se 0 druhy ro¢nik, ve kterém se
nachazi 30 zakl (23 divek a 7 chlapcti). Ttida mi byla zndma z ptfedchoziho Skolniho roku,
kdy jsem tu u¢ila v ramci povinné praxe na SS. Jedna se o Zaky, ktefi jsou temperamentni,
nikdo znich neni zdkem se specidlnimi vzd€lavacimi potfebami ¢i individualnim

vzdelavacim planem.

Pani ucitelka mi vysla vstiic jak pfi vyuce a kontrole vysledki, tak i pti vybéru druhé ttidy,
kde se kvadratické rovnice vyucovaly bez odvozovani, grafického znazornéni ¢i ¢ehokoli
podobného. V pritbéhu jednotlivych hodin byla pani ugitelka ve tiidé piitomna. Zaci obou
tfid veédéli o tom, ze vyuka a testovani je soucasti mé diplomové prace, predem na to byli
piipraveni. Vyuka probihala v obdobi, kdy se ve Skole bézn¢ kvadratické rovnice udi,

neprobehl zadny posun v latce vzhledem k bézné vyuce.

8.1 Motivacni hodina

Prvni hodina probihala ve ¢tvrtek 15. 10. 2015 od 12.45 podle piipravy na motivacni hodinu
(viz ptiloha 1). Ttida je zvykla pracovat hlavné frontdlnim zpisobem, skupinova prace ¢i

aktivni vyu€ovani zde neprobiha.

PRUBEH HODINY

Zaky jsem na za¢atku hodiny rozdélila do deviti skupin podle jejich rozsazeni ve tiidg.
Kazdy dostal pracovni list s motivacnimi slovnimi ulohami (viz pfiloha 2), které bez

problémt pochopili a pustili se do prace.

V priibéhu vypracovavani slovnich uloh jsme s pani ucitelkou prochdzely po tfidé¢ a
pomahaly skupinam, které to potfebovaly, pomocnymi otazkami: ,, Co znaci rozloha? Jak ji
vypocteme? Co zname ze zadani slovni ulohy? Jaky tvar mél a nové bude mit hrbitov? “ Od
zaki nekolikrat zaznéla otazka: ,,Jak mame vyftesit kvadratickou rovnici? To jsme se jeste
neucili.“ Vysvétlila jsem jim tedy slovnég, aby pracovali se ¢tvercovou siti, zkusili si do ni
zadani nakreslit a pracovat s jiz nabytymi znalostmi. Skupinova prace zabrala studentim

25 minut.
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Zbylou ¢ast hodiny jsme vyuzili ke kontrole spravnosti vysledki, ndkresy na tabuli
zakreslovali Zaci, kterym feseni slovni tlohy nedélalo velké problémy, a feseni mohli krok
po kroku odivodnit. Po kazdém néakresu jeSté navrhli zapis rovnice, podle které méli byt

schopni vyfesit ulohu pocetné.

V zavislosti na slovnich tlohach a na diive probranych algebraickych vyrazech jsem jim za
domaéci kol zadala ptiklady (viz ptiloha 1) na feSeni neuplnych kvadratickych rovnic, které

si méli do pfisti hodiny rozmyslet a pokusit se je vyfesit.

HODNOCENI

Zpocatku bylo obtizné udrzovat pozornost zaki nad praci a organizovat jejich skupinovou

praci, na kterou nejsou zvykli.

Ne kazda skupina zvladla vytesit vSechny tlohy samostatné. Nejmensi problémy délala
1. uloha, ve které méli zaci vypocitat rozmér okenni tabule. Zndzornéni osmi shodnych oken
ve Ctvercové siti zvladly vSechny skupiny bez potizi, stejné jako vyc€ist z nich rozmér
okennich tabuli.

vvvvvv

si, ze maji vyuzit vzorec pro vypocet obsahu a rozlozit velikost plochy tak, aby spliiovala
ob¢ zadané podminky. Na zakladé pomocnych otazek vSak na feSeni piisli a zakreslili ho do

¢tvercoveé site.

Pti feSeni tfeti slovni Ulohy si uvédomili ur¢itou analogii s pfedchozi slovni ulohou, diky
tomu ji byli schopni snadno vyftesit. U grafického feseni délalo nékterym problém zakreslit
plochu pro diim a pro zahradu, takze zakreslovali podle rGzného rozloZeni plochy, ale

nakonec spravné zakreslili obdélnik 10 X 11, ktery jako jediny spliioval zadané podminky.

Nakonec pfi predvadéni feSeni na tabuli se objevil problém, ktery ma mnoho zaki, tedy
popsat slovné proces, kterym tlohu vyfesili. Bylo nutné klast dotazy, ale nakonec postup

tekli a zodpovédéli i dotazy svych spoluzakd.

8.2 Uvod do kvadratickych rovnic

Druha hodina se uskute¢nila v pondé€li 19. 10. 2015 od 8.55. na zaklad¢ piipravy na tvod do
kvadratickych rovnic (viz pfiloha 3). Hodina byla vyu¢ovana vykladovou metodou spojenou

s dotazovanim a diskusi o zplsobu fesitelnosti typli kvadratickych rovnic.
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PRUBEH HODINY

Hodinu jsme zah4jili spoleCnym utvafenim pojmi tykajicich se kvadratické rovnice, které

Zaci z Casti znali z pfechozi vyuky, kdy probirali kvadratickou funkci.

Na zéklad€ tvodnich slovnich tloh a pfiklad z domaciho tkolu Zaci odvodili za pouziti
pocetnich Giprav znamych jiz z Gpravy vyrazu feSeni jednotlivych typt kvadratickych rovnic
a odvodili jejich obecné feSeni.

Zbylou cast hodiny jsme vénovali tieti uvodni uloze. Jednotlivé grafické tpravy, které
odpovidaly pocetnim operacim a upravam, zaci vidéli v prezentaci a diky tomu jsme
spolecné odvodili Vietovy vzorce. Tyto vzorce nepochopili vSichni thned, zvladli je vSak

vylozit spoluzaci, kterym to ned¢€lalo problém.

Na procviceni jsme vypocetli jesté druhou tivodni Glohu a za domaci tikol dostali tii ptiklady

na vypocitani.

HODNOCENI

Nekteti zaci v hodiné nespolupracovali, dle pani ucitelky se jednalo o Zzaky, kteii
nespolupracuji ani V jinych hodinach. Debatujici zaky jsem vyvolavala k tabuli, abych
ov¢tila, jak zvladaji probiranou latku. Nektefi védeéli hned jak piiklad fesit, jinym to chvili
trvalo nebo jim poradili spoluzaci. Pfi odvozovani ¢asto pfisli na dalsi krok, ktery byl tieba
udélat a sami objevili i obecné FeSeni. V zavéru hodiny byli zaci schopni uréit relevantni

vysledek v zavislosti na zadané uloze.

8.3 0Odvozeni obecného vzorce

Cilem druhé vykladové hodiny, ktera se konala ve stiedu 21. 10. 2015 od 9.50., bylo odvodit

a probrat obecny vzorec pro feSeni kvadratické rovnice. (viz piiloha 4)

PRUBEH HODINY

Zagatek hodiny byl vénovan kontrole doméciho ukolu. Zaci pii feseni udélali n&kolik chyb,
prvni chybou bylo, Ze po rozkladu troj¢lenu nepolozili zavorky rovny nule, takze zapsali
jako vysledek opacné hodnoty kotent. U druhého ptikladu si zakyné neuvédomila, ktery
Z koeficientli ma byt souctem a ktery souc¢inem. Procvicili jsme tuto znalost tim, Ze jsme
opacnym postupem, tedy roznasobenim dvou zévorek ukéazali fungovani Vietovych vzorct.

Posledni ptiklad byl jiz vypocten bez potizi.
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Zbyla ¢ast hodiny byla vénovana odvozovani obecného vzorce s diskriminantem. Na
pocatku jsem zakGm ukédzala grafické zndzornéni vzorce (a + b)?, ze kterého jsem
vychézela. PokraCovali jsme odvozenim a na jednoduchém ptikladu jsme provedli vyjadieni
x. Tato rovnice se dala vyfteSit i pomoci Vi¢tovych vzorct, proto jsem navazala na piedchozi
vzorec rozepsanim rovnice a poukizanim na podobnost s nim. Zaci méli co nejvice
piipodobnit dany obrazek mnou zobrazenému vzorci, kdyz vime, ze a® = x?, 2ab = 4x ale
b? jesté poradné nezname, aviak by to mél byt absolutni ¢len. Jednoho ze studentli napadlo
rozdélit 4x na dvé Casti a jednu piesunout. To byla ¢ast, na kterou studenti pfisli sami.
Potfebovali jsme dokoncit doplnéni na ¢tverec, k cemuz obrazek vybizel. Diky Etvercové
siti byli studenti schopni doplnit ¢tyfi na obé misky vah. Z obrazku vyplynulo rozlozeni
zobrazené kvadratické rovnice na soucin dvojclenti. V pribéhu zbylych ekvivalentnich

uprav se vyskytly dva problémy.

Prvnim z nich byla snaha o pouziti Vietovych vzorcii na levou stranu rovnice bez ohledu na
to, Ze neni rovna nule, coz si po chvili vétSina Zakli uvédomila. Druhym problémem bylo
spravné odmocnéni zavorek, neuméli pouzit a odstranit absolutni hodnotu, ackoli jsme ji
pouzivali u ryze kvadratické rovnice. Jeden z chapavéjsich studentd byl schopen vysvétlit,
ze druhou mocninu ¢isla i ¢isla jemu opacnému ziskame stejnou hodnotu a proto to musime
zohlednit 1 pfi odmociovani pfi hledani kofenti. Potom se po vSech tpravach objevil hledany

upraveny obecny vzorec. Nebyl zde vSak rozepsany diskriminant a zcela zmizel jmenovatel.

Nasledné jsme na predchozi piiklad navéazali téméf stejnym piikladem, byl roznasoben
dvéma (viz podkapitola 5. 4. 2 a piiloha 5), aby koeficient a # 1. Opét jsme ho zacali feSit
s graficky i pocetné. Dalsi odlisnosti bylo, Ze jsem nedélala ¢aste¢né vypocty, aby se nam
ve vysledné rovnici ukdzal cely vzorec. Toto odvozeni jsem pro né méla pifipravené na
papirech a doplnéné komentafem. Soub&zné s odvozovanim na konkrétnim piikladu zde
bylo odvozeni pomoci proménnych. Pfi tomto odvozovani (ackoli se jednalo o stejny
ptiklad), jsme se zastavili uz nad tim, Ze se Zaci nevyznali ve zlomcich. Bylo pro né& té¢zké
pochopit, jak mohou 4x rozsitit na 2 - 4x/2. Kdyz jsme se s timhle vypotadali, objevil se
dalsi problém po grafickém rozdéleni a doplnéni 4 na ob& misky vah. Ackoli to byla

hodnota 4, byla zapséana jako (8/(2 - 2))2.

Diky témto zastadvkdm nam do konce hodiny zbyvalo 10 minut, a protoze bylo zapotiebi
vénovat dalsi hodinu procvicovani, musela jsem vynechat pocetni ¢ast odvozovani. Zapsala

jsem posledni krok s vyjadienym x; ;. Z4ci tak vidéli, kam se ve vzorci dostaly jednotlivé
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koeficienty rozmisténé v kvadratické rovnici. Tyto Cislice jsme nahradili zpét pismeny a
vySel nam z toho obecny vzorec pro kvadratickou rovnici. Zpod odmocniny jsme vyjadiili
diskriminant a popsali si jeho 3 mozné podoby a jeho vliv na poéet kofentl rovnice. Z4ci Si
uvédomili, Ze po souctu a soucinu raznych ¢isel mohou dostat jak zdporné, tak kladné ¢islo
¢i ptipadné nulu. V zévislosti na hodnot¢ diskriminantu byli schopni urcit pocet kotfenti a

danou fesitelnost v oboru redlnych ¢isel.

Na konci hodiny dostali zaci tabulku s celym odvozenym vzorcem a méli se na ni doma
podivat. Po ukonceni hodiny se zastavili tfistudenti, kterym nebylo jasné zlomkové
vysvétlit takto ve trojici, kterou to opravdu zajimalo, poslouchali a zamysleli se nad tim.

K pochopeni pomohlo ndzorné rozkresleni.

HODNOCENI

V prabéhu kontroly nedavali nékteti zaci pozor, jelikoz si mysleli, ze kol maji spravné, ne
pro vSechny to vsSak platilo. V ¢asti hodiny, kdy jsme provadéli grafické a pocetni upravy
byl ve tfid¢ celkem klid, Zaci se snazili latce porozumét a vzorec odvodit. Jejich pozornost
zacCala upadat pfi Ciselném odvozovani, kdy jsme podruhé odvozovali vzorec bez dil¢ich

vypoctl. Dle slov pani ucitelky bylo toto odvozeni na n€které studenty pfiili$ slozité.

8.4 Procvicovani

Piedposledni hodina se konala ve ctvrtek 22. 10. 2015 od 12.45. Vénovana byla
procvicovani, poditani jednotlivych piikladi.. Zaci byli usazeni v lavicich ve tfech fadach,

¢ehoz jsem pozdéji vyuzila pro rozd€leni tymi pro soutéz.

PRUBEH HODINY

Ihned jsme navazali na pifedchozi hodinu, zopakovali jsme vzorec, ktery se jiz nékteti stihli
naucit zpaméti, vypocetli u tabule ptiklady odliSujici se hlavné hodnotou diskriminantu.
U rovnice, jejiz diskriminant vychdzel zaporny, doslo ve tfidé ke dvéma protichiidnym
nazoram. Velka ¢ast tiidy radila zakyni, aby jej odmocnila, coz se ji nezdalo, mensi ¢ast
ttidy radila, Ze to nelze. Nakonec spravné odlvodnila, ze zéporny diskriminant nelze

odmocnit v mnozing realnych ¢isel. Zbylé priklady zaci vypocetli bez obtizi.
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Nasledovalo procvicovani, které bylo formou soutézi mezi druzstvy tvofené tfemi fadami.
V prvni €asti si zaci tahali otazky, které sméfovaly na kvadratické rovnice. Bez problémi je

béhem péti minut zodpoveédeli a nasbirali tak body.

Ve druhé ¢asti pocitali priklady na probrané typy kvadratické rovnice. S neuplnymi typy
rovnice nebyly problémy, Zaci je rychle vyiesili. U uplnych kvadratickych rovnic néktefi
pouzivali Vietovych vzorct a kofeny tak nasli rychleji, nez ti, ktefi rovnici pocitali pres
obecny vzorec. Zaci vitézné fady byli ohodnoceni malymi jedni¢kami za samostatnou préci.

V zavéru hodiny dostali zaci jesté dvé slovni ulohy na procviceni pied testem.

HODNOCENI

Ve tfid¢ panovala soutéziva ndlada, sousedé v lavicich iza sebou si vzajemné radili a
u tabule se v prubéhu hodiny prostiidali téméf vsSichni zaci. Skupiny byly ve své praci

vyrovnané.

Nutno podotknout, ze v piikladu, kde nebyly kofeny vyjadfitelné racionalnimi ¢isly (viz
ptiloha 5 piiklad g), se ukazala neznalost diive probirané latky. Az na dva zaky méli vsichni

problém ¢aste¢né odmocnit ¢islo pod odmocninou.

8.5 Pisemna prace

Test byl naplanovany na pondéli 26. 10. 2015 od 8.55. Ptitomno bylo 28 z celkové 30 zaku.

Na zac¢atku hodiny jsme v rychlosti zkontrolovali slovni ilohy z domaciho tkolu. Uz tady
se ukazalo, ze nékteii Zaci maji problém spravné pochopit zadani. Ve slovni uloze ,,Z00
Chleby* délalo zaktim problém pochopit, Ze pokud se ohrada zvétsi na vSech stranach,
znamena to, rozsifeni zleva, zprava, shora i zdola. Vzhledem k tomu, Ze pti zvétSeni shora a
zleva vysSla rovnice jinak, ale také ,,hezky*, nepovazovali to za problém. U druhé slovni
ulohy neuméli nékteti sestavit spravné rovnici, s tim vSak pomohli o piestavce spoluzaci,
ktefi jim poradili.

Nisledovala pisemna prace. Zaci pracovali v klidu, m&li povolené kalkulagky, protoze druha
mocnina o zakladu ¢isla od nuly do dvaceti délala nékterym problém. Na pisemnou praci
méli vyhrazeno 15 minut z hodiny. Néktefi byli hotovi jiz po 10 minutach, zbyvajici ¢as
vSak vétSinou veénovali kontrole nebo se vraceli ke slovni tloze. U nikoho jsem
nezaznamenala Zadny pokus o podvadéni. Test sebrala a spravné vysledky ukazala zaktim

na tabuli. V zavéru jsem je pozadala o vyplnéni dotazniku.
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8.6 Celkové zhodnoceni

V pribéhu hodin nebyly s zaky zavazné problémy. Pfi samostatnych ukolech bylo nutné
zajistit, aby ji nebrali jako volnou zabavu. Podatilo se mi docilit toho, aby se ve skupinkach
bavili nad tématem, diskutovali nad feSenim piikladl, slovnich Uloh a vzdjemné si
vysvétlovali feseni. Tridé nedélalo problém piemyslet nad feSenim, ackoli neznali obecny
postup. Jakmile jsem chtéla, aby své znalosti propojili s dfive nabytymi, byl to problém.
Bohuzel to znaci, Ze se Zaci nauc¢i zpaméti danou latku, ktera se prave probira. Nékteti nemaji

zajem latku pochopit, ale jen splnit pozadavky ucitele, aby prosli testem a méli klid.

To mi u této tiidy bohuzel potvrdila i jejich ucitelka matematiky. V rdmci hodin matematiky
nevyucuje jen latku stfedni $koly, ale doucuje i latku zakladni $koly. Zaci byli v poslednich
letech pfijimani na tuto stfedni Skolu bez piijimacich zkousek, coz mélo za nasledek, ze po
pololetnim vysvéd&eni se velka &ast z nich v 9. roéniku ZS piestala tolik zamé&fovat na

studium.

Také tomu nenapomaha to, ze vedeni Skoly poZzaduje, aby nebyl vysoky ubytek zaku, a tak
jsou ucitelé nuceni posunout hodnotici hranici. Nemohou si dovolit mit ve tfidé mnoho zak,

kteti propadaji.

Ve vysledku jsem z jednotlivych hodin méla spise smisené pocity. Zklamani ve mné zistalo
po 3. vyucovaci hoding€, kdy jsem nedokazala zcela odvodit vzorec pro celou tfidu. Stejné
tak bohuzel Cas pracoval proti mné. Od pani ucitelky jsem méla ptivodné 3 vyucovaci
hodiny, Vv jejichz ramci jsem méla vyuku kvadratickych rovnic zvladnout. Kdyz nasledné

.....

hodné pomohlo.

U slovnich tloh nastal u Zakl problém v tom, Ze si ¢asto nedokazali ujasnit, co je vlastné
neznamd. Vzhledem k nedostatku €asu se slovni tllohy ¢asto vynechdvaji a probira se zbyla
latka. Na praktickou aplikaci moc ¢asu nezbyva. Zaci pak nepracuji na tom, aby se snazili
najit uplatnéni dané latky v praxi. Nedaji si k sob& souvislosti a nevyznaji se v textu. Casto
opomijeji napsat odpovéd nebo feSeni ukonéi u caste€né¢ho vypoctu. V tomto piipade
vypocetli koteny kvadratické rovnice a nezjistovali, zda jim kofeny sta¢i k feSeni nebo
potiebuji feseni néjak dopocitat.

V piilohach 7 a 8 jsou uvedeny vybrané pisemné prace zakt obou skupin, které ukazuji
zpusob feseni jednotlivych ptikladi v zavislosti na vyuce. V obou skupinach byly testy
soucasti hodnoceni zaku.
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9 Porovnani obou skupin

Pisemna prace méla za cil ukazat, zda ptipravy vyuky kvadratickych rovnic s grafickym
Znézornénim a aktivnimi metodami vyuky pomohly zZaklim latku 1épe pochopit a naucit se ji

efektivnéji nez klasickou metodou prostého vykladu.

Ob¢ skupiny zaka, které se testovani zGc¢astnily, jsou zaky stejného oboru na stejné skole a
jsou vyu¢ovani podle stejného uéebniho planu a SVP. Jednalo se o tidy se 30 zaky ve véku
16-17 let. V obou tiidach je 20% chlapct. Jsou vyucovani frontalni metodou a vétSina
znalosti je jim predkladdna vykladem. V obou tfidach vyuce kvadratickych rovnic

ptedchazelo probrani kvadratické funkce.

Ttida 2. A byla vyuovana mnou podle pfilozenych ptiprav. Tiida 2. B byla vyucovana
klasickou vyukou, nic nebylo odvozovéano, neprobihaly zde Zadné alternativni metody

vyuky.

Ob¢ oddéleni testu mela stejnou skladbu ptikladi. V obou oddélenich byla snaha o stejnou
uroven obtiznosti. V oddé€leni A ve 3. ptikladu sice zaci pracovali s vétSimi €isly, ale naopak
vV oddé€leni B méli zaci v 1. prikladu kladny absolutni ¢len, coz mélo za nasledek prazdnou
vyslednou mnozinu feSeni a ve druhém ptikladu bylo minus u kvadratického ¢lenu. Slovni
ulohy mayji také stejnou obtiznost. Ani jedna z nich nepracovala s velkymi ¢isly, vysledné
rovnice byly jednoduse rozlozitelné dle Vietovych vzorct a z vypoctenych kotfend museli

studenti v obou ptipadech vybrat nezaporny kofen a dopoéitat vysledné rozméry vyb&hu.

Na pisemnou praci dostali Zaci 15 minut. Cas byl trojndsobkem &asu, ktery jsem k vypoétu
pisemné prace potiebovala ja. Trojnasobny ¢as byl zvolen na zaklad¢é rozhovoru s pani
ucitelkou, ktera méla trojnasobek svého potfebného Casu zjistén jako dostatecny. To se také

na hodiné€ potvrdilo, jelikoz nékteti studenti jiz ke konci odkladali psaci potieby.

9.1 Reseni prikladii a éasté chyby

Diky odli§nym zpiisobtim vyuky doglo i k diferencim v fedeni jednotlivych prikladii. Zaci
2. B castéji vyuzivali obecného vzorce s diskriminantem, ve kterém také délali chyby, spise
tedy v jeho pouziti, dosazovani do né&j. Chyba, ktera se prubézné objevovala nezavisle na
tiidé ¢i oddéleni, bylo nezapsani vysledku mnozinovym zapisem. Objevovalo se to vétSinou
pro celou pisemnou praci, zaci jej nezapisovali viibec. V obou tfidach se nezavisle na sobé

objevila zajimava chyba. Pfi zapisu vyslednych kofent zapisovali vysledek stylem x; # d,
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kde d znaci hodnotu kotene. Snazili se nejspise vyuzit dfive nabytych znalosti z urcovani
podminek feSitelnosti, nulovych bodii pfi feSeni nerovnic a lomenych vyrazi. Zjevné
nepochopili v pfedchozi probirané latce, ze nerovnitko se pouziva pii uréovani podminek

resitelnosti. Objevovaly se samoziejme i pocetni chyby.

9.1.1 P¥iklad 1: ryze kvadraticka rovnice

Ve tfid¢é 2. A byl 1. ptiklad (viz pfiloha 6 pf. 1) feSen pies odmocninu absolutniho ¢lenu
nebo rozklad na vzorec. V zadné z pisemnych praci této tfidy nebyl tento ptiklad fesen pies
obecny vzorec. Mnoho chyb se v tomto piikladu nenachazelo. Ve 4 pisemnych pracich
oddé€leni A zéaci opomnéli pii odmocniovani absolutni hodnoty, takze jim vysSel pouze jeden

koten. Ve skupin¢ B obsahovaly 4 prace odmocninu zéporného ¢isla.

Ve tfidé 2. B zaci fesili prvni ptiklad rozkladem na vzorec, odmocnénim absolutniho ¢lenu
ale vyuzivali 1 obecného vzorce. Oproti 2. A byla chybovost vyssi. V obou skupinach se
nachazely chyby v obecném vzorci, Spatné¢ dosazena konstanta ¢i chyba ve vzorci. Ve
skupiné B Zzaci 3patng aplikovali rozklad podle vzorce, rozkladali a? + b? =
(a + b)(a — b). Objevila se tady také kombinace rozkladu rovnice na soucin zavorek a
zaroven viechny &leny odmociiovali. Zak nejspise vi, jaké poéetni operace ma k dispozici,
ale neumi jich vyuzit ke zjisténi spravného vysledku. Zkombinovali si $patné¢ dvé rizné

metody feSeni, které zcela nepochopili.

9.1.2 Priklad 2: kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu

Z4ky tiidy 2. A byl tento piiklad (viz piiloha 6 pf. 2) feSen pomoci vytykani. Jednalo se
0 nejjednodussi a nejrychlejsi zptisob zjisténi kofent. V obou oddé€lenich se neobjevily
hromadnéjsi chyby, néktefi se nechali zmast minusem pied kvadratickym ¢lenem, mivali

pocetni chybu nebo vymysleli ptikladné odmocninu linearniho ¢lenu.

Ve druhé tiid¢ byl tento piiklad feSen pomoci vytykani, ale také pies obecny vzorec. Jeden
z 74kt odmociioval celou levou stranu rovnice. Castéjsi chyby, které se objevovaly, se tykaly
Spatného vytykani, chyb v obecné rovnici, ale jiné castéjsi chyby tu nebyly. Jednalo se
0 ojedinélé chyby, jako je prikladné Spatny vypocet jednoho z kofent ¢i absence druhého

kofene.
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9.1.3 Priklad 3: kvadraticka rovnice

Zaci méli pevné stanoveno, jak fesit obecnou kvadratickou rovnici (viz piiloha 6 pt. 3). Bylo
nutné ovéfit, zda si pamatuji obecny vzorec s diskriminantem, ktery je nutny pii vypoétech

rovnic i v dal§im tématu kuzeloseéek ve vys$sim ro¢niku.

Ve 2. A se nejcastéji objevovalo opomenuti zapsani minusu pied b ve jmenovateli. Dalsi
Castou chybou bylo $patné dosazeni do vzorce, konkrétné zaci zapominali dopisovat minusy
k zapornym koeficientim, coz vedlo ptikladné Kk zapornému diskriminantu a tedy ke
Spatnému vyfeSeni rovnice. Zajimavou chybou, ktera se v hodinadch pii procvi¢ovani
neukézala, bylo dopisovani nezndmé do vzorce spolecné s koeficienty, diky cemuz piiklad

pravidelné nedopocitali.

Druha tfida na tom byla obdobné. Chyby byly zaky délany v dosazovani do vzorce,
zapominali dopisovat minus at’ pi'i dosazeni nebo ve vzorci. V této tfid¢ byla nékterymi zaky
feSena kvadraticka rovnice jak ptes diskriminant tak pies Vi¢tovy vzorce. Je mozné, Ze tak
byla kontrolovéna spravnost feSeni, nebo byli zmateni zapisem V zadani ,,7este pres obecny
vzorec a diskriminant® a pod pojmem obecny vzorec byly chapany Vietovy vzorce a pod
pojmem diskriminant pravé obecny vzorec s diskriminantem. Zajimavy byl rozptyl
bodového ohodnoceni ptikladu. Az na par vyjimek totiz zéci ziskali maximum bodi nebo

nulu.

9.1.4 Priklad 4: slovni uloha

V obou ttidach slovni uloha (viz piiloha 6 pi. 4) dopadla hiife, neZ predchozi piiklady. Zaci
meli problém s vyhledavanim potfebnych informaci vtextu a mnozi nezapsali, co je

neznama.

2. A byla trida, které slovni uloha ¢inila méné problému diky tomu, Ze jsem s nimi slovni
ulohy procvicila. Zapis neznamé se objevil v nckolika piipadech, bud’ Zzaci vyuzili
klasického zapisu, nebo nacrtku. Ve vétSin€ prikladii vSak zadny zapis nebyl. Bylo hodné
slovnich uloh, kde byla $patné sestavena kvadraticka rovnice. VéEtSinou si zaci neuvédomili,
zda uvedena plocha je nového ¢i starého vybehu. Pokud spravné urcili, ze se jedna o novy
vybéh, rovnici dopocitali. Urcovali, Ze se miZe jednat i o stary vyb¢h a odcitali ¢ast plochy

z vypoctu nového vybéhu, aby dostali rovnost.
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Kdyz uz zaci sprave sestavili a dopocetli rovnici, tak nedofesili slovni tlohu. Neur¢ili, ktery
kofen maji vyuzit a podle n¢j dopocitat nové rozméry vybehu. Pficinou mohlo byt také
nedocteni slovni tlohy a Zaci tak nevédéli, co maji zjistit. Slovni odpovéd’ se objevila jen
u 2 pisemnych praci. U zbylych slovnich uloh, kde by méla odpovéd’ smysl, Zaci zapsali

pouze mnozinovy vysledek bez odpovédi.

Druha tfida méla horsi vysledky. Objevilo se zde 6 praci, ve kterych se Zaci nepokusili slovni
ulohu viibec fesit. Mnozi z zakl nepracovali s jakymkoli ozna¢enim x. Nezapsali jej pomoci
zapisu ani pres nacrtek. Klasickou rovnici §patné sestavila vice jak polovina zaka. Nekteré
rovnice byly ndhodnym souctem ¢isel a neznamé, dalsi studenti pocitali obsah podle vzorce

pro obvod, dalsi zase nedoplnili, Cemu se rovnice rovna.

Pokud méli Zaci sestavenou spravnou rovnici, nedopocitali se do konce. Nékterymi byla
slovni tloha dopoctena k urceni kotend, ale ne vzdy u spravnych. Ptiklad byl obcas feSen
rozkladem, ale vétSinou byl vyuzit obecny vzorec. Plivodni rovnice nebyla vzdy upravena
do anulovaného tvaru. Reseni slovni tilohy se objevilo ve 3 pisemnych pracich, u kterych si

zaci mysleli, ze dopocitali spravné a do konce. Pouze v jednom piipad¢ to byla pravda.

9. 2 Hodnoceni prikladu

Maximalni mozny pocet ziskanych bodu bylo 10, pticemz ptiklady 1 a 2 byly hodnoceny
nejvyse dvéma body, ptiklady 3 a 4 nejvyse tiemi body.

Prvni pfiklad byl hodnocen po pil bodu podle toho, jak daleko se zaci dopocitali: zakladni

uprava, odmocnéni, vyjadieni obou kofenli a mnoZinovy zapis vysledku.

U druhého piikladu bylo hodnoceni obdobné, opét byly jednotlivé kroky ohodnoceny po

pulbodu: vydéleni, rozklad, zapis kotenti a mnozinovy zapis vysledku.

U tretiho piikladu bylo jednim bodem ohodnoceno spravné dosazeni do vzorce. Vypocty,
kter¢ vedly ke zjisténi diskriminantu, byly hodnoceny pilbodem, spravné dopocitani
jednotlivych kotenti byl opét 1 bod (tedy kazdy koten ptil bodu) a mnozinovy zapis, ktery
byl vyzadovan u vSech piikladli krom slovni ulohy, byl opét za ptilbod.

Ve slovni uloze byly body udélovany nejen za vypocty, ale i za formalni soucésti slovni
ulohy, jako je zapis ¢i odpovéd’. Prvni piillbod byl tedy za to, kdyz Zaci zapsali, co je vlastné
x, bylo tak stanoveno po rozmluvé s pani ucitelkou, protoze je to vlastné to jediné, co od

nich ve slovnich tlohé4ch vyzaduje. Bylo jedno, zda nezndmou vyjadii pomoci zapisu nebo
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nacrtkem, muselo byt jasné, ze védi, co vlastn€ pocitaji. Druhy piilbod byl ud€len za spravné
sestaveni vychozi rovnice (x —2)(x +4) =40, resp. (x +2)(x + 3) =42, podle
oddé€leni. Dalsim bodem bylo ohodnoceno spravné vyieSeni rovnice, a to at’ se jednalo
0 feseni pfes obecny vzorec nebo pies Vietovy vzorce. Pokud byly zaky Spatné zapsany
vysledné koteny, dostali alesponi piil bodu za prubéh feseni. Posledni bod byl udélen za
dofeseni slovni tlohy a odpovéd’. Zakem mél byt vybran z kofent ten kladny, podle zadani
jej upravit tak, aby zjistil rozméry nového vybéhu a zapsal odpoveéd’. Zapomnél-li zak zapsat

odpovéd, ale dopocetl rozmeéry, dostal pal bodu.

9.2.1 Vysledky testl ve 2. A
Pisemnad prace J oddéleni | ryze kv. rce | rce bez abs. ¢l. | kv. rce D | slov. Uloha | soucet | bez sl. ul.
2A_A16 A 1,5 2 3 2 8,5 6,5
2A_A08 A 2 2 3 1 8 7
2A _BO02 B 2 2 3 1 8 7
2A_A07 A 2 1 3 2 8 6
2A_A02 A 2 2 3 0,5 7,5 7
2A_A10 A 2 2 3 0,5 7,5 7
2A_BO0O5 B 1,5 2 1 3 7,5 4,5
2A_A15 A 2 2 3 0 7 7
2A_B06 B 2 2 3 0 7 7
2A_A09 A 2 2 1,5 1,5 7 5,5
2A_B04 B 1,5 1,5 3 0,5 6,5 6
2A_A04 A 1,5 1 3 1 6,5 5,5
2A_B07 B 1,5 2 2 1 6,5 5,5
2A_BO3 B 2 2 1 1 6 5
2A_A03 A 2 0,5 3 0 5,5 5,5
2A_A12 A 2 2 1 0 5 5
2A_B09 B 2 1 2 0 5 5
2A_A06 A 0,5 2 1 1,5 5 3,5
2A_A13 A 2 1,5 0 1,5 5 3,5
2A B11 B 0,5 0,5 3 0 4 4
2A_A01 A 1 1,5 1 0 3,5 3,5
2A_ A1l A 1 0,5 1 1 3,5 2,5
2A _BO1 B 1,5 0,5 0 0 2 2
2A_Al14 A 1 0,5 0 0 1,5 1,5
2A_B08 B 0 1 0,5 0 1,5 1,5
2A_A05 A 0 0,5 0,5 0,5 1,5 1
2A_B10 B 0,5 0 0,5 0 1 1
2A B12 B 0 0 0,5 0 0,5 0,5

Tabulka 1: Prrehled bodovych vysledkii ve tride 2. A
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Zobrazena tabulka ukazuje vysledné hodnoceni pisemnych praci ve tfidé¢ 2. A. Oznaceni
pisemné prace obsahuje tfidu, ve které byla prace napséna a za podtrzitkem je uvedeno jeji
odd¢leni a potadové ¢islo. Prace jsou zde sefazeny podle celkového souctu ziskanych bodii.
Zadny ze studentii neziskal maximalni pocet, tedy nemél svou pisemnou préaci zcela spravné
vyfeSenou. Nejvyssi bodovy zisk byl u pisemné prace 2A A16, kde zak dosahl 8,5 bodu.
U 1. prikladu nezapsal mnoZzinové feSeni a u slovni ulohy nedopocital rozméry nového

vybehu a nezapsal odpovéd’.

Zaci usp&sné vyiesili piiklad, pokud ziskali 2 nebo alespoii 1,5 bodu. Ryze kvadratickou
rovnici byli schopni vyfesit, zapomnéli jen zapsat koteny do vysledné mnoziny. Jedna se
067 % uspeSné vyieSenych ptikladi tohoto typu. 22 % pisemnych praci obsahovalo
castecné feSeni, vétSinou zaci zapomnéli na absolutni hodnotu a dostali jen kladny koten, ve
druhé skupiné zaci odmociiovali zdporny absolutni ¢len. Zbylych 11 % nebylo vyfeseno

vubec nebo zcela Spatné.

U kvadratické rovnice bez absolutniho ¢lenu byla uspé&$nost poditana stejné. Usp&iné
vyfeSend rovnice ma oba kofeny, chybi maximalné zapis mnoziny K. Tento piiklad byl
uspésné vytesen z 57 %. U dalsich 4 (14 %) pisemnych praci byly drobnégjsi chyby, naptiklad
zapomenuté znaménko nebo Spatné vyjadieny jeden z kotend. 21 % ptikladt bylo takovych,
ze 7aci napiiklad jen vytnuli konstantu a neznamou a piiklad nedoftesili, nebo jej nedotesili

spravné. Nulu z tohoto ptikladu ziskalo 7% pisemnych praci.

Kvadraticka rovnice byla Gispé$n¢ vytesena z poloviny, tedy 50% praci. U tohoto ptikladu
povazuji za Gspés$né ziskani 2; 2,5 a 3 bodt. 0,5 bodu zaci ztraceli za nezapsani kofenti do
mnoziny a druhd polovina bodu byla strhavdna za pocetni chybu pii dopocitani vysledku.
Dalsich 25 % pisemnych praci obsahovalo feSeni ptikladu ohodnocené 1,5 ¢i 1 bodem a to
za chyby typu Spatného dosazeni, pocetni chyby, které ovlivnily cely ptiklad, chyby ve
vzorci nebo Spatného zptisobu feseni, tedy vyuziti Vietovych vzorca.

cwwvr

obsahovala spravné feseni slovni Ulohy. DalSich 7 % praci obsahovalo feSeni, kde byl
znazornén zapis a byla spravné sestavena a vyieSena kvadraticka rovnice, nebyly vSak
dopocteny rozméry nového vybéhu. 33 % praci obsahovalo spravné sestavenou rovnici, ale
Vv prib¢hu feseni se vyskytla pocetni chyba nebo zde nebyl zadny zapis, ktery by ukazal, ze
by zaci védéli, co pocitaji a co vyjadiuje neznama. U 14% pisemnych praci byla vidét snaha

nakresu obrazku ¢i zapisu. U zbylych 43 % praci byla slovni tloha feSena Spatné.
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Shrneme-li celkové vysledky, mizeme fici, ze kvadratické rovnice se naucilo feSit 46 %
studenttl, tedy ti, ktefi ziskali alespoii 5,5 bodl. Z tohoto hodnoceni vyjimame slovni tlohu,
u které nehodnotime pouze feseni kvadratické rovnice, ale i porozuméni textu, sestaveni
rovnice a dal$i. Mozné maximum ziskanych boda z téchto prikladii je 7 bodd. Odecteme-li
body, které¢ jsou za ,,formality”, tedy za mnozinovy zapis vysledki, dostaneme prave
5,5 bodu. O 22 % pisemnych pracich lze prohlasit, ze byly neuspésné. Prace nemély ani

jeden spravné vypracovany priklad a bodovy zisk tak byl maximalné 1 bod.

9.2.2 \Vysledky testl ve 2. B

Pisemna prace | oddéleni | ryze kv. rce | rce bez abs. €l. | kv. rce D [ slov. Uloha | soucet | bez sl. ul.
2B _B12 B 0,5 2 3 3 8,5 5,5
2B_A03 A 2 2 3 1 8 7
2B_A11l A 2 1 3 1,5 7,5 6
2B_A10 A 2 2 3 0 7 7
2B_A15 A 2 2 3 0 7 7
2B_B09 B 2 2 3 0 7 7
2B_Al4 A 0 2 3 2 7 5
2B_BO03 B 2 1,5 3 0 6,5 6,5
2B_B04 B 1,5 2 3 0 6,5 6,5
2B_BO05 B 0,5 2 3 0,5 6 5,5
2B_A09 A 2 0,5 3 0 5,5 5,5
2B_A07 A 1,5 0,5 2,5 1 5,5 4,5
2B_A12 A 2 0 3 0 5 5
2B_B07 B 0 2 3 0 5 5
2B _B10 B 1 1,5 1,5 1 5 4
2B _BO1 B 0,5 1 3 0 4,5 4,5
2B_B0S8 B 2 2 0 0 4 4
2B_A02 A 1,5 1,5 0,5 0 3,5 3,5
2B_A06 A 0,5 0 3 0 3,5 3,5
2B_A04 A 2 1 0 0 3 3
2B_A13 A 0,5 1 1,5 0 3 3
2B_B06 B 1,5 1,5 0 0 3 3
2B_B11 B 2 0 0,5 0 2,5 2,5
2B_A01 A 0,5 1,5 0 0 2 2
2B_A08 A 2 0 0 0 2 2
2B_B02 B 0,5 0,5 0 0 1 1
2B _B13 B 0,5 0 0 0,5 1 0,5
2B_A05 A 0 0 0 0 0 0

Tabulka 2: Prrehled bodovych vysledkii ve tiidé 2. B
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Tato tabulka ukazuje vysledky tfidy 2. B, kde byla vyuka kvadratickych rovnic vedena
klasickym zptsobem, tj. frontalné. Nejlepsi pisemna prace zde ziskala 8,5 bodi. Nebyla zde
vypocitana ryze kvadraticka rovnice, diky odmocnéni zaporné¢ho diskriminantu. Zbylé
piiklady byly vyfeSeny zcela spravné. V této tidé to byla také pisemna prace, kde byla jako

jedina ze vSech pisemnych praci vyfeSena zcela spravné slovni tloha.

Prvni ptiklad byl vyfeSen u 57 % praci. Prace, ve kterych byl opomenut zapis mnozinového
vysledku, jsou zde zapocteny také, jelikoz formalni zapis vysledku postup feseni piikladu
neovlivni. 33 % praci obsahovalo alesponl ¢astecné feseni prikladu. V této tfidé byly Casté
chyby v dosazeni do vzorce nebo rozklad polynomu a? + b? podle vzorce a? — b2.

11 % praci bylo bez feSeni tohoto ptikladu nebo bylo feSeni zcela chybné.

Uspé&snost u druhého piikladu, tedy u kvadratické rovnice bez absolutniho ¢lenu, &ini 54 %,
vysledkli do mnoziny K, mélo 25 % praci. Jednalo se o chyby $patného vytknuti, Spatného

dosazeni do vzorce ¢i opomenuti druhého koiene.

57 % uspéSnosti dosdhla obecnd kvadratickd rovnice feSend obecnym vzorcem
s diskriminantem. U 7 % praci byl tento ptiklad vyfeSen z ¢asti spravné. U téchto praci se
objevila chyba $patného dosazeni do vzorce, konkrétné bylo opomenuto minus u koeficientu
line4rniho ¢lenu. Zcela $patné byl tento piiklad vytesen u 36 % praci. Nebyl uveden spravny
vzorec, byl §patné uréen koeficient kvadratického ¢lenu nebo byl priklad feSen pies Vietovy

vzorce, za coz dostali alespon ptl bodu.

U slovni tlohy zaznamenala plny pocet bodu jedna jedina prace. V jedné dalsi praci byla
sestavena a vyfesena spravna kvadraticka rovnice, ale Spatn¢ dopocitany vysledné rozméry
vybéhu. 15 % praci mélo spravné znazornéné ¢i zapsané x, sestavenou vyslednou rovnici a
¢astecné vyteSeno, nedopocitali vSak kotfeny. V dalSich 7 % praci se objevil alespon zapis
slovni tlohy, avSak 71 % praci neobsahovalo spravnou myslenku nebo byla tato tloha zcela
bez feseni.

Celkoveé lze ftici, ze 36 % praci bylo uspéSnych, opomineme-li slovni ulohu. Zcela
neuspesnych praci bylo 18 %. V tomto piipad¢ opét nezapocitavame do vysledkii body ze
slovni tlohy, které byly v této tfidé ve vétSin€ piipadl nulové. Zbylé pisemné prace mély

alesponi jeden spravné vyreseny piiklad.
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9.3 Zhodnoceni vyzkumné sondy

V ramci své vyzkumné sondy jsem chtéla poukazat na to, ze grafické znazornéni kvadratické

rovnice by mélo pomoci studentiim pochopit a 1épe fesit kvadratické rovnice.

Bodové hodnoceni rovnic

II II II II -I hhls .
7 6 5 4 3 2 1 0

Hrce2.A Hrce2. B

O B N W b U1 O N

Graf 1: Porovndni bodovych vysledkii - rovnice

Prvni graf zobrazuje porovnani vysledki pisemnych praci obou tfid bez slovnich tloh. Osa
x zobrazuje pocet ziskanych boda, osa y zaznamenava pocet studenti, ktefi tento pocet bod
dosahli. Nutno podotknout, ze pisemné prace jsou pro potieby grafu matematicky

zaokrouhlovany.

Pfi porovnavani uspésnosti feseni jednotlivych ptikladd jsem zmiflovala, Ze pisemnou préci
povazuji za uspésn¢ zpracovanou, pokud V hodnoceni dosahla alespoii 5,5 bodl. Podivame-
li se na graf 1, tak vidime, ze tfida 2. A ma 13 takovychto pisemnych praci a tfida 2. B 10.
U praci prumérnych, za které miizeme oznacit prace, které ziskaly bodové ohodnoceni mezi
5-2,5 body, ¢inil rozdil 4 pisemnych praci, ve prospéch tfidy 2. B. U netspésnych praci,
tedy u téch, které ziskaly 2 body a mén¢ je ve tiidé 2. A o 2 pisemné prace vice.

vvvvvv

ttech praci, coz je 10 %. Jednotlivé rovnice byly feSeny riiznymi zplisoby, coz miize byt
zpusobeno v zavislosti na vyuce. Rovnice pisemnych praci ve tfid¢ 2. A byly feSeny z velké
¢asti co nejjednodussim zplsobem tak, jak jim latka byla vysvétlena, aby neztraceli Cas
s obecnym vzorcem U jednoduchych piikladi. To povazuji za Caste¢ny uspéch. Zaci
nerezignovali na riizna feSeni a nenaucili se jen to jedno univerzalni. Ve tfid¢ 2. Bseiuryze

kvadratickych rovnic objevovalo Casto feSeni pies obecny vzorec.
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Nyni se podivame na celkové zhodnoceni pisemnych praci na nasledujicim grafu.

Celkové vysledky
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Graf 2: Porovnani celkovych vysledkii

Graf 2 znazoriuje pocet pisemnych praci, které byly obodovany danym poctem bodi. Na
0se x je zanesen pocet bodu, na ose y je pocet pisemnych praci. Tento graf zobrazuje bodové

ohodnoceni v¢etné slovni tlohy.

Za zdatilou praci povazujeme takovou, ktera dosahla alespon 8 bodli, musela byt prokazana
znalost feSeni kvadratickych rovnic i slovni tlohy. Zminény pocet bodu dovoluje jeden
nezdafily leh¢i priklad nebo nékolik drobnéjsich chyb, jako je tfeba nedopocteni slovni
Podivame-li se na to z druhé strany, za netispé$nou praci mizeme povazovat praci, ktera

nedosahla vice jak tfech bodi. Nebyl tedy spravné vypocten vice jak jeden ptiklad.

Ani v celkovém pohledu neni mozné prohlasit, ze mé pfipravy byly prokazatelné lepsi nez
frontalni vyuka. Tfida 2. A byla lepsi o tfi prace, coz neni dostateny rozdil, ktery by

potvrzoval vyhodu vyuky pomoci grafického zndzornéni a odvozeni jednotlivych vzorct.

CasteCné prokazatelné je lepSi porozuméni slovnim uloham. Ve tfidé 2. B bylo zatazeni
slovnich uloh do vyuky a procvicovani normalni vzhledem k ostatnim probiranym

tematickym celkiim.
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Slovni uloha
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Graf 3: Porovnani ziskanych bodii - slovni tiloha

Jak je vidét v grafu, provazani vyuky se slovnimi tilohami alespon ¢aste¢né pomohlo zakim,
aby byli schopni sestavit spravnou kvadratickou rovnici podle zadani. Tato rovnice byla
zapsana Vv 15 z 28 pisemnych pracich ze tfidy 2. A. Ve tiid¢ 2. B tato rovnice byla sestavena
v 8 pracich. Rozdil je tedy 7 praci, coz je 25 % ze vSech pisemnych praci jedné ttidy.
Grafické znazornéni pomohlo zadkovské predstavivosti. Alesponi polovina tfidy byla schopna
zacit spravné fesit slovni tlohu. Bohuzel mnozi nezvladli dopocitat kvadratickou rovnici a

i ti, ktefi ji dopocitali, tak nedopocitali pozadované udaje.

Se slovnimi ulohami jsou obecné problémy. Zaci nejsou zvykli s nimi pracovat, nevi, které
informace jsou pro né podstatné, jak sestavit zapis, rovnici a piipadné ze maji dofesit néco

dal8iho kromé hlavni rovnice.
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10 Dotaznik

V zavéru svého piisobeni ve tifidé jsem zakiim rozdala dotaznik (viz ptiloha 7), ktery mél
zjistit, jak oni sami vidi pfinos vyukové metody s grafickym znazornénim, zda jim pomohlo

k pochopeni latky a k propojeni znalosti.

Dotaznik byl anonymni a skladal se ze sedmi uzavienych otazek, z nichz pét se vztahovalo
ke zptisobu vyuky. Vyplnilo jej celkem 30 studenti druhého ro¢niku, z nichZ bylo 7 chlapct
a 23 divek.

Otazka ¢ 2: Bavi vdas matematika?

Bavi vas matematika? Cetnost Udaje v %
Ano 3 10
Spise ano 11 38
SpiSe ne 7 24
Ne 8 28

Tabulka 3: Oblibenost matematiky

10%

® ano

spise ano

38% spise ne
(]
= ne

24%

Graf 4: Oblibenost matematiky

Z uvedeného grafu nelze rozhodnout, zda je matematika na Obchodni akademii v oboru
ekonomické lyceum oblibena ¢i naopak. Znatelny rozdil je mezi jednoznacnymi odpovédmi
,»ano“ a ,ne“. V tomto piipadé¢ ¢ini rozdil 10% ve prospéch neoblibenosti matematiky.
U méné€ rozhodnych studenti naopak ptevladd nazor, ze je matematika bavi a je jejich
oblibenym pfedmétem. Zavérem je mozné fict, Ze u rozhodnych studenti matematika na

oblibenosti ztraci a u méné¢ rozhodnych naopak ziskava.
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Otazka ¢ 3.: Bylo pro Vas pii pocitani uvodnich slovnich uloh nazornéjsi pouZit pro

nakres miizku neZ ndakres bez pouZiti mrizky?

Byl nazornéjsi nakres v mriZce neZ bez ni? Cetnost Udaje v %
Ano 2 7
SpiSe ano 7 23
SpiSe ne 5 17
Ne 16 53
Tabulka 4: Vyuziti ¢tvercové site pro ndkres
7%
23% = ano
spiSe ano
spiSe ne
53% P
= ne

17%

Graf 5: Vyuziti étvercové sité pro nakres

Z odpovédi na zminénou otazku vyplyva, ze je pro studenty minimalné ze zacatku vyuky
matouci pouziti miizky. Tento ndzor je umocnén nadpoloviéni vétSinou rozhodné odpoveédi
,he“. Naopak pro velmi malo studentl je pouziti miizky jasnym piinosem k pochopeni
slovnich uloh. Skoro ¢tvrtina studenti v mfizce urcity pfinos vidi a je mozné, ze po delsi

dob¢ vyuky pomoci grafickych prvkl by tento nazor mohl silit.

Otazka ¢ 4: Pomohlo Vam grafické znazornéni k lepSimu pochopeni kvadratickych

rovnic?
T e s g Cotmost | Ut %
Ano 0 0
SpiSe ano 8 27
SpiSe ne 6 20
Ne 16 53

Tabulka 5: Grafické zndzornéni
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Graf 6. Grafické zndzornéni

Grafické znazornéni je obvykle nejlepsi cestou k lepSimu pochopeni probirané latky, které
Vtomto piipadé¢ nebylo potvrzeno. Vice nez 70 % respondentli neshledavd piinos
v grafickém znazornéni kvadratickych rovnic. Pouze 27 % studentd se ptiklani k ur€itému
piinosu grafického znazornéni k pochopeni kvadratickych rovnic. Nikdo si v§ak nemysli, Ze
grafické znadzornéni ma jasny a viditelny piinos. Jako kazda nova technika mtze byt novy

zpusob vyuky pro zaky nejasny, nezvykly a ¢astecné matouci.

Otazka ¢. 5: Jak si pamatujete Viétovy vzorce?

Zpisob zapamatovani Viétovych vzorci Cetnost Udaje v %
1. Nemusim si pamatovat vzorec, odvodim si ho z grafické 3 10
podoby.
2. Lépe si je predstavim diky grafickému znézornéni. 1 4
3. Pamatuji si je diky roznasobeni zavorek. 13 45
4. Vzorce se musim ucit zpaméti. 12 41
Tabulka 6. Zpiisob zapamatovani Viétovych vzorcii
10%
4%

4% "1

2

3

n4

45%

Graf 7. Zpiisob zapamatovani Vietovych vzorcii
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Vyhodnoceni zpiisobu zapamatovani Vietovych vzorct vyplyva ze zptisobu vyuky, jakym
se studenti latku u¢i. Nej€astéji na tyto vzorce pfichazi prave rozndsobenim zévorek a prave
podle toho si ji studenti zapamatuji. Jinou metodu uz studenti k zapamatovani obvykle
nemaji a tak pfichazi na fadu pamatovani zpaméti. Oproti témto dvéma zptisobum je graficka

podoba v mensiné a studenti davaji prednost klasickému odvozeni vzorce ¢i uéeni zpaméti.

Otazka ¢. 6: Je pro Vis obecny vzorec kvadratické rovnice srozumitelnéjsi po nazorném

odvozeni?

Je pro Vas obecny vzorec kvadratické rovnice

L e R f Cetnost | Udaje v %
srozumitelnéjsi po nazorném odvozeni? L °

Ano 4 13
SpiSe ano 8 27
Spise ne 7 23
Ne 11 37

Tabulka 7: Srozumitelnost obecného vzorce

= ano
spise ano
27% spie ne

m ne

23%

Graf 8: Srozumitelnost obecného vzorce

Z odpovédi je vidét, Ze ndzorné odvozovani neni pro studenty v tomto konkrétnim piipadé
velkym pfinosem, co se tyce jeho srozumitelnosti. Tyto odpovédi koresponduji s predchozi
otazkou, kde pouze 10 % studentii shledavalo pfinos v odvozeni vzorce pomoci grafického
znazornéni. V piipad€ srozumitelnosti vzorce je to jiz 30% studenti, pro které je lepsi na
pochopeni grafické znazornéni. Urcity vliv na vysledek ma i uciteliiv zptsob vyuky a obsah

vykladu.
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Otazka ¢ 7: Je pro Vis lepsi, piijdete-li na FeSeni zadanych problémit sami, nez kdyZ je

vysledek sdélen ucitelem?

Je pro Vs lepsi, prijdete-li na reSeni zadanych

v f
problémii sami, nez kdyzZ je vysledek sdélen ucitelem? Cetnost Udaje v %

Ano 3 10
SpiSe ano 8 27
SpiSe ne 11 36
Ne 8 27

Tabulka 8: Zpiisob ziskdni vzorce

10%

= ano

27% spiSe ano

spise ne

= ne

36%

Graf 9: Zpiisob ziskdni vzorce

Z tohoto grafu vyplyva skutenost o snaze studentli badat a samostatné pfemyslet. VétSina
respondentli by uvitala pouhé ptedloZeni feSeni daného problému. Pouze 37 % studentl
rozhodné odpovida kladn€ v otazce zpisobu feseni problému. Zbylych 63 % studentl nema
chut’ fesit problémy sami. Toto zjiSténi navazuje i na otdzku zplisobu zapamatovani

Vietovych vzorct, které si vice jak 40 % respondentii u¢i zpaméti.
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11 Shrnuti praktické ¢asti

Béhem svého tydenniho praktikovani na skole jsem mluvila s uciteli matematiky, abych
zjistila, jak je pfedmét vyucovan, které vyukové metody se pouzivaji, jaké znalosti zaci maji

ze zakladni Skoly 1 jak se jim dafi dosahovat poZadovanych znalosti na stfedni Skole.

Kvili poklesu poctu studentii, ktefi mifi na stiedni Skoly, byly zavedeny pozadavky
pfi pfijimacich zkouskach. Jednim z nich bylo upusténi od pfijimacich zkousek, nebo byly
pozadavky na uspéSnost stazeny na minimum. To méa za nasledek, ze mnozi studenti
zéakladnich Skol v devaté tfid€ ve druhém pololeti jiz neusiluji o dobré studijni vysledky, aby
uspesné zvladli pfijimaci zkousky na zvolenou Skolu. Stejné tak se danou latku uci z testu
na test. U zakd to znamena nepropojeni nabytych znalosti s dalsi probiranou latkou.
Jednoduse se zpaméti a bez propojeni informaci nau¢i pozadované vzorce a informace, aby
zvladnuli test na konci probiraného tématu, a nasledné jsou informace vypustény z hlavy.
Na stiedni $kole se pak musi uéitelé pii vyuce zabyvat latkou zakladni $koly namisto jejiho
kratkého shrnuti na zacatku Skolniho roku. Nasledkem je €asté doucovani této latky uciteli
v dob¢, kdy by méli vyucovat stfedoSkolska témata. Kdyz se k tomu ptipocte fakt, ze pocet
planovanych hodin vénovanych matematice je snizen cca 0 20 hodin v dusledku statnich
svatkl, prazdnin, exkursi a neptedvidanych akci, konci ucitelé zcela pochopitelné u klasické
frontalni vyuky, ktera jim ponechava uréitym zptisobem kontrolu nad probranou latkou. Zak
je tedy navykly na rezim vykladu, shrnujicitho zapisu, procviceni vzorovych ptiklada,
vypracovani testu a znovu takto postupovat pii jiné probirané latce. Na ulohy souvisejici

S praxi, jiné formy vyuky proto nezlistdva moc mista a prostoru.

Zaci, které jsem méla moznost uéit, nejsou zvykli moc &asto samostatng uvazovat, i kdyz
jejich pani ucitelka ma snahu je ptimét ke spolupraci a samostatnému mysleni. Pokud by tito
zaci byli vice zvykli pracovat samostatné, vice pfemyslet a pomahat si vzajemn¢, mohly mit
mé piipravy vétsi aspéch.

Nékteré ¢asti vykladu mohly byt i Z mé strany jasnéj$i a napiiklad odvozeni obecného vzorce
by si dle mého uvézeni zaslouzilo o hodinu vice, coZz v§ak nebylo mozné kvuli poctu
vyucovacich hodin, ktery mi byl vénovan na probrani latky. Na druhou stranu nejsem
zkusenym pedagogem, piipravy byly zaméteny spiSe na zdatnéjsi zaky, pro ostatni mohly
byt hiife pochopitelné a nejasné.

V praktické ¢asti je poukdzano na fakt, ze graficka stranka kvadratické rovnice mize zakiim

v

pomoci pii jejim pochopeni, pro zaky by méla byt rovnice konkrétnéjsi, zietelné;si, jasnéjsi.
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Stejn¢ tak by mélo pomoci vyuziti slovnich tloh, které vedly jak na graficky zpisob
znazornéni, tak mély zakim ucivo propojit s realitou. Slovni ulohy jsou tu nejen proto, aby
prokazaly zakovo matematické porozuméni dané latce a schopnost jejiho praktického

vyuziti, ale i S cilem propojit matematické poznatky s realitou.

Dale jsou v praktické ¢asti pouzity nékteré alternativni metody vyucovani, které jsou urCeny
K prohloubeni Klicovych kompetenci z RVP pro Gymnazia. Prohlubuje se kompetence
komunikativni, socialni a personalni v diskusi a skupinové praci, dale kompetence k uceni a
k feseni problémi a to hlavné ze slovnich tloh, kde jsou Zakiim ptedkladany problémové
situace. Utvaii se schopnost obhajit si sviij nazor, stejné tak vyslechnout a akceptovat nazor
odlisny.

Odliseni raznych zpisobt feseni u jednotlivych rovnic prohlubuje u Zakl pfemysleni, jelikoz
je nuti uvédomit si, ktery typ rovnice pocitaji a jaky zpisob fesSeni je nejefektivnéjsi.
Odvozovani vzorce vyzaduje, aby zaci zapojili logické uvazovani. Je Zadouci, aby si

uvédomili vztahy mezi jednotlivymi ¢leny kvadratické rovnice.

Nevyhodou popsanych alternativnich zpiisobll vyuky je delsi doba probirdni jedné latky.
Déle trva, nez zéci pfijdou na feSeni, at’ konkrétni ¢i obecné. Je nutné piekonat zakovu

nechut’ a nejistotu k aktivni praci.

Klasickd frontdlni vyuka mé& vyhodu vtom, Ze je pro ucitele relativné¢ jednoduché
predstoupit pied tfidu s vykladem latky a nevyzadovat od zaki velkou miru interakce. Zak
sdm neni nucen moc premyslet, pokud nechce. Vzorce a postupy jsou mu piedkladany jako
hotové, které je schopen se naucit a zautomatizovanymi postupy tesit piiklady. To umoziuje
celkem rychly postup probiranou latkou. Je mozné diky ni u¢ivo strukturované uspotadat a

roz€lenit do jednotlivych témat.

Nevyhodou frontdlni vyuky je, Ze zdci nejsou nuceni samostatné myslet a uvazovat.
Nepropojuji si informace z jednotlivych tematickych celkii dohromady a to ma za nasledek

neaspéch v souhrnnych testech.

| v diplomové praci jsou k nalezeni pasaze, které jsou urceny k frontalni vyuce. Na druhou
stranu bychom m¢li zaky motivovat Kk uceni, a proto jim byl nabidnut jiny pohled na latku,
ve které meli propojit téma s realnymi situacemi. Z toho divodu je idealni zkombinovat obé

metody vyuky, 0 coZ jsem se ve svych pfipravach snazila.
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Zaver

Ve své diplomové praci jsem se zabyvala algebraickymi rovnicemi. Teoreticka ¢ast uvadi
pohled do historie na vyvoj algebraickych rovnic a na jejich zplisoby feSeni, ve kterych lze
hledat inspiraci i pro nyné&j$i vyuku, a to hlavné z divodu nazornosti. Tteti kapitola je
veénovana fesitelnosti algebraickych rovnic Vv zavislosti na jejich stupni a popisu zptisobu
feSeni.

V praktické ¢asti jsem se snazila uvést jiny pohled na vyuku kvadratickych rovnic pomoci
jejich grafického znazornéni. Tento zpusob vyuky do jisté miry vychazi ze snahy co nejvice
piibliZit problematiku z4kiim tak, aby byla i na prvni pohled srozumitelna a ptehledna. Uzce
souvisi s historickym vyvojem rovnic. Z pohledu Ramcového vzdélavaciho programu jsem
se snazila do vyuky zapojit co nejvice aktivnich vyucovacich metod, naptiklad vyukovy
kviz, diskusi, skupinovou praci. Pro vyuku rovnic jsem vyuZila rovnoramennych vah, které

jsou vhodné pro znazornéni ekvivalentnich tprav.

Vyzkumna sonda, kterou jsem provedla, neprokazala oproti klasické frontdlni metodée
v kratkém casovém tuseku lepsi studijni vysledky. Pro zaky by metoda s aktivni vyukou
méla byt zabavnéjsi, aktivnéj$i, vice rozvijejici jejich klicové kompetence, mezi které patii
primarné logické mysleni a uvazovani. Mezi zaky bylo vidét nadSent, které plyne z odlisného
zpusobu uceni, nez jaky zazivaji v béznych hodinach. Na druhou stranu jsem zaznamenala
I znudéni jinych Zakl, Ze nemohou jen sedét a opisovat si priklady z tabule. Aby se zaci
naucili pracovat aktivnimi metodami, muselo by se snimi timto zplisobem pracovat

pravidelné.

Tento zplisob vykladu je dal$im z mnoha, kter¢ jsou jiz uzivany, a neni vhodny pro vSechny
zaky. Urcitym omezenim je nemoznost zobrazeni zaporného kofenu nebo interpretace

kotenti raciondlnich, poptipad¢ iracionélnich.

Cilem prace bylo seznamit ¢tenate s vyukou kvadratickych rovnic, zalozeném predevsim na
grafickém znazornéni a ové&fit jeji vyuziti. Jsem rada, Ze jsem v praxi vidéla, jak se podle
nich uci a ze tato metoda neni vhodna pro studenty kazdého studijniho oboru. Diky teoretické
Casti jsem si upevnila své znalosti o algebraickych rovnicich a historie mé obohatila mnoha

zajimavostmi.
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Piiloha 1

Roé€nik: Druhy

Datum: 15. 10. 2015 (6. vyucovaci hodina)

Tematicky okruh: Kvadratické rovnice

Téma hodiny: 1. hodina: Uvod do kvadratickych rovnic (motivace)
Ocekavané vystupy

v RVP:

Ocekavané vystupy

v SVP

Zak vyiesi slovni ulohy vedouci na kvadratickou rovnici a své
feSeni zdlvodni.

Vychov. vzdél. strategie: Skupinova prace, diskuse

Kompetence: Komunikativni, k feSeni problému

Skolni vystup:

Pomucky: Pracovni listy: Uvodni slovni alohy
Pribéh hodiny:
Uvod hodiny (0.00-0.05):

Rozdéleni zaku do jednotlivych skupin, rozdani pracovnich listu a sdéleni pokynii k praci.
Na lavici nebude nic, kromé pracovnich listit a psacich potieb, nic jiného pro danou praci
neni tieba.

Skupinova prace na zadanych slovnich ulohach (0.05-0.25):

v v

Zéci pracuji na zadanych slovnich tlohach. Ugitel mezi nimi prochazi, priib&zné kontroluje
jejich praci. Pokud nékdo potiebuje pomoci, navede ho jednoduchou otazkou, aby si
uvédomil souvislost, nesmi mu vSak podat instruktaz, jak dany problém vyftesit. Skupinka
na to musi pfijit sama, ptipadné od svych spoluzaki z jiné skupinky.

Je-li to mozné, ucitel vyuzije ke zndzornéni feSeni interaktivni tabuli, kde si zobrazi
¢tvercovou sit’ a zaci do ni mohou sva feSeni zakreslovat. Pokud ne, vyuziji klasickou tabuli,
kde je tfeba grafické zndzornéni zakreslit pomoci ctvercové sité, kterou ucitel miize
promitnout, ma-li k dispozici dataprojektor (pfipadné€ i meotar), nebo ji predkresli na tabuli,
zaci do ni obrazek zakresli. Posledni moZznosti je nechat na Zacich, aby zakreslili obrazek
sami pomoci ¢tvercove site.

Diskuse nad feSenimi (0.25-0.43):

Diskuse nad vysledky samostatné prace by méla byt hlavné mezi zéky. Ucitel zde funguje
predevsim jako moderator a ptipadny ,,nahlodavac*, zda je feSeni opravdu spravné. Klade
podnécujici dotazy.
Jedna ze skupinek pijde zakreslit své feSeni na tabuli a popisuje pfi tom, jak na feseni pfisla.
Je tfeba, aby u toho pouzila zapis, kde uvede nezndmou a k jakym zménam viici ni doslo.
Dotazy:

e Jak jste zakreslili zadani slovni ulohy? Jako obdélnik, jehoz obsah zname a ktery

spliuje zadané podminky.
o Kde se vam zobrazilo x? x je velikost kratsi strany zobrazeného obdélniku.



e Jak jste zapsali matematicky zadani tlohy? (S jakymi problémy jste se u zapisu
potykali?) Meél by odpovidat matematickému zapisu u reseni slovnich uloh.

e Nenarazili jste pii hledani feSeni na dvé mozné odpovedi? Nekoho mohlo
napadnout, predevsim u 1. slovni ulohy, Ze odmocnina z 1 je 1, ale miize vyjit i -1.

Zaveér hodiny (0.43-0.45):

V zéavéru hodiny je tfeba, aby ncktery z zaka shrnul, co jsme v hodiné udélali. Je celkem
jisté, ze se nestihne vSe probrat v rdmci jedné vyucovaci hodiny. Je dilezité, aby si zaci
pfinesli pracovni listy na dal$i hodinu, kdy se bude ze za¢atku hodiny pokracovat v diskusi
a navaze se dal§f ¢asti — zobecnénim. Zaci dostanou také zadani domaciho ukolu, ve kterém
jde o vypocet netuplnych kvadratickych rovnic, které maji Zaci na zdkladé predchoziho studia
algebraickych vyrazl vypodist.

Domaci ukol:
a) x2—9=0 d 7x2-70=0 a) 9x2+91x=0 d) x2—-567x=0
b) 2x2+162=0 &) 5x2=0 b) x2+8x=10 e) 56x% = 28x

c) 2x2—242=0 f) 3x2+93=0 c) —x2+423x=0 f) 7x2—49x=0

Slovni ulohy:

1. Rodinny domek ma celkem 8 stejnych ¢tvercovych oken. Jaky rozmér musi mit
sklenéné okenni tabulky, kdyZ vime, Ze okna zabiraji celkem 8m??

X X X X X X X X
X
X X X X X X X X
X
X ...rozmér sklenéné tabulky \/ﬁ =1
8x - x = 8m? x| = 1
8x?2 =8 Xpp = *1
x2=1

Sklenéné okenni tabule musi mit rozméry 1 X 1 metr.




2.V malé vesni¢ce nedaleko Mladé Boleslavi se nachazel maly ¢tvercovy hibitov. Kvuli
jeho kapacité bylo nutné hibitov zvétsit. Zastupitelé obce rozhodli, Ze hibitov
prodlouzi o 10m. Po prodlouZeni bude mit hibitov rozlohu 1200m2. Jaka bude délka
hibitovnich zdi?

X ...pUvodni délka zdi

X +10
x+ 10
S =1200m?
X
S =x(x+10)
x =?

x% 4+ 10x = 1200

x(x + 10) = 1200

x, =30m;

x, = —40 m, nenires.sl.ulohy

Kratsi hibitovni zed’ je dlouha 30m a del$i méfi 40m.

3. Rodice koupili obdélnikovy pozemek s celkovou rozlohou 110m?. Cht&ji postavit
rodinny domek ctvercové zakladny, pfiléhajici ke dvéma stranam pozemku. Na zbylé
¢asti se bude rozprostirat zahrada tvaru pismene L. Jedna ¢ast bude Siroka 2m a druha
¢ast 3m. Jakou plochu bude zabirat domek? Jakou bude mit délku venkovni sténa?

a=x+2..1.rozmér pozemku

b=x+3..2.romér pozemku

S =ab =110m?

110 = (x + 2)(x + 3)

110 =x2+2x+3x+6

110 = x? 4+ 5x + 6 / -6; pierovndni ploch a prepocet plochy
104 = x% + 5x

104 = x(x +5)

x; =8;x, =—13

Délka stény bude 8m. Diim bude zabirat plochu 64m?.



+3

X1

+2

+5




Piiloha 2

Na pracovnim listé jsou pro Vas nachystany tfi slovni ulohy. Ve skupinkach je popotadé
vypracujte.
Zadani se pokuste zakreslit do ¢tvercové sité. Vzpomeiite si na vzorec pro vypocet obsahu

plochy, pomlize vam. Neni zatim tfeba, abyste néco matematicky zapisovali. Zamyslete se.
Ve skupin¢ diskutujte, jak byste feSeni obhajili.

Jakmile budete mit ulohy vyfeSeny, pokuste se zadani i feSeni zapsat matematicky.
Uvédomte si, jaké matematické operace provadite.

1. Rodinny domek ma celkem 8 stejnych ¢tvercovych oken. Jaky rozmér musi mit
sklenéné okenni tabulky, kdyZ vime, Ze okna zabiraji celkem 8m??




2. 'V malé vesnicce nedaleko Mladé Boleslavi se nachézel maly ¢tvercovy hibitov. Kvuli
jeho kapacité bylo nutné hibitov zvétsit. Zastupitelé obce rozhodli, Ze hibitov
prodlouzi o 10m. Po prodlouZeni bude mit hibitov rozlohu 1200m2. Jaka bude délka
hibitovnich zdi?




3. Rodice koupili obdélnikovy pozemek s celkovou rozlohou 110m?. Chtéji postavit
rodinny domek ¢tvercové zékladny, ptiléhajici ke dvéma strandm pozemku. Na zbylé
¢asti se bude rozprostirat zahrada tvaru pismene L. Jedna ¢ast bude Sirokd 2m a druha
¢ast 3m. Jakou plochu bude zabirat domek? Jakou bude mit délku venkovni sténa?




Piiloha 3

Roénik:

Datum:
Tematicky okruh:
Téma hodiny:

Ocekavané vystupy
v RVP:

Ocekavané vystupy
v SVP

Skolni vystup:

Vychov. vzdél.
strategie:

Kompetence:
Pomuiicky:

Pribéh hodiny:

Druhy

19. 10. 2015 (2. vyucovaci hodina)

Kvadratické rovnice

1. hodina: Uvod do kvadratickych rovnic

7.4k rozklada mnoho¢leny na souéin vytykanim a uZzitim vzorct,
aplikuje tuto dovednost pfi feSeni rovnic a nerovnic.

74k rozliSuje ekvivalentni a neekvivalentni Gpravy.

74k rozlisi Gplnou a netiplnou kvadratickou rovnici, rozhodne

0 metodé feseni.

74k uvede vztahy mezi kofeny a koeficienty kvadratické rovnice a
pouzije je pii feSeni uloh.

74k pievede kvadraticky trojélen na souéin linearnich &initeld.
74k rozliSuje upravy rovnic na ekvivalentni a neekvivalentni.

7.4k vypoéte netplnou kvadratickou rovnici a vypoéte kvadratickou
rovnici pomoci Viétovych vzorcu.

Skupinova prace, diskuse

Komunikativni, k feSeni problémi
Pracovni listy: Uvodni slovni ulohy

Uvod hodiny (0.00-0.03):

Strucné zopakovani, co jsme délali predchozi hodinu. Vénovali jsme se slovnim uloham
vedoucim na kvadratickou rovnici. Videli jsme, Ze kvadratickou rovnici lze vyresit i pomoci
selského rozumu a neni k tomu v mnohych pripadech tieba slozity matematicky aparat.

Pojmy (0.03-0.07):

Je zapotiebi vytvorit pojmovy aparat, popsat jednotlivé Cleny kvadratické rovnice. Co plati
pro jednotlivé koeficienty, aby kvadraticka rovnice ztistala kvadratickou a nezménila se na
linearni rovnici ¢ rovnost. Zaci by méli na vétsinu véci pfijit sami, pojmy pro né nejsou

ey

zcela neznamé, bud’ je pouziji intuitivné, nebo se s nimi setkali jiz diive.

Kvadraticka rovnice

Obecna kvadraticka rovnice:
absolutni ¢len

r

kvadratickv €len /—@-l' bx "@: 0;a+#0

X ..neznama; a,b,c ...koeficienty

a =0 - ax? = 0 - nejedna se o kvadratickou rovnici, ale o linearni



Neuplné kvadratické rovnice (0.07-0.25):
Ryze kvadraticka rovnice:

l b=0-bx=0-ax*4+c=0

8x2=8 vxZ=1~ x| =Vl ~x=+1

2 c 2 c Cc Cc
X4 +—=0"» x4 = ——n» le: —— A2 x12=i —_—
a a a ’ a

Rovnice, kde b = 0, ndm vypadne linearni ¢len. Navaznost na slovni uilohu ¢. 1.

Jak byste ji fesili? Nac je tfeba si dat pozor? Co absolutni hodnota — jak do toho zapada?
Jaké ¢islo jsme museli umocnit, abychom dostali €/5?

Odmocnina je vidy kladné cislo, avsak piivodni cislo, které muselo byt umocnéno, mohlo
byt kladné i zaporné, proto je treba uzit absolutni hodnotu k nalezeni obou korenii rovnice.

g x2-9=0 i) 2x2—-242=0 k) 5x% =
h) 2x2+162 =0 j) 7x%2—70=0 ) 3x2+93=0

Kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu:

c=0-ax’+bx=0

b b b
x2+—x=0'v‘x<x+—>=0 "~ oxy =050, = ——
a a a

Rovnice, kde ¢ = 0, nam vypadne absolutni ¢len. Napadne nékoho, jak lze tuto rovnici
znazornit? (usecka) Jak byste ji resili? Co miizeme rici o korenech?

Aby se soucin rovnal nule, musi byt alesporn jeden z cinitelii roven nule. V tomto pripadé
bude jeden z korenii roven nule, druhy bude roven —bla.

g) 9x2+91x=0 i) —x2+23x=0 k) 56x% = 28x
h) x24+8x=0 j) x2-567x=0 ) 7x2—49x=0

Vietovy vzorce (0.25-0.42):

Viétovy vzorce vyzaduji navrat k motivaéni slovni tloze &. 3. Zaci se snazi sami vyjadfit
hledané x, upravuji dany obrazec tak, aby odstranili pfebytecnou plochu a zbylou zobrazili
tak, aby Slo vyjadrit jejich hodnotu. Musi vidét, Ze konstanta u line4drniho ¢lenu je souctem
a absolutni ¢len je souc¢inem délky stén obdélnika. Navazani na ptiklad ze slovnich uloh.



x2+2x+3x+6=110

(x+3)(x+2)=110
x>+3x+2x+6=110/—-6

6 je soucinem pridanych hodnot k x. Abychom zjistili hodnoty x, musime se zbavit
prebytecné znamé plochy

x2+5x4+6=1108 — 6

x% +3x+2x =104

Nyni prerovname obdélniky obsahujici neznamou tak, aby strana, ktera znazornuje x byla
osamocena, respektive, abychom ji tak vyjadrili.

10



5x...soucet pridanych ctvercii k X?

104...celkovy obsah vzniklého obdélnika, vznikne jako soucin délek jednotlivych stran

=
[y
PR R ———

x%2 +5x = 104

Potom je videét jeden z korenii: x; = 8. Je to jak kratsi délka strany obdélniku, tak i cislo,
kterée musime doplnit do rovnice, aby platila rovnost. Druha velikost strany obdélniku znaci
opacnou hodnotu xz,V tomto pripadé je x, = —13.

Danou rovnici jiz pomoci tprav pfevedeme do anulovaného tvaru. Zaci vidi, Ze proto, aby
na pravé stran¢ byla miska vah prazdna, je tfeba odecist plochu 104, vpravo nam zmizi, ale
aby zlstala rovnovaha zachovana, musime tuto plochu odecist 1 na levé strané, proto nam
vznikne ,,z&pornad plocha® na levé strané vah, ktera anuluje plochu vyjadienou pomoci
kvadratického a linearniho €lenu. Vznikne nam tedy rovnice: x2 + 5x — 104 = 0. Kosticky
na obrazku ukazuji, absolutni ¢len jako soucin dvou délek (z nichz 1 musi byt zdporna,
abychom dostali plochu, kterd ndm zajisti anulovani levé strany) a linedrni ¢len je jejich
souétem. Rozklad na soucin tak bude vypadat (x + 13)(x — 8) = 0; a vysledné kofeny:
x; =—13;x, = 8.

Nasledné pak vyjadiime obecné zndzornéni Vietovych vzorct:

c b
X1Xo =a;x1+x2 = _E

11



Procviceni na dalSich ptikladech. Je nutné, aby si Zaci uvédomili, Ze ne vSechny rovnice lze

vvvvvv

se to povést. Pro nazornost staci, aby si Zaci uvédomili, ze ,,opacny* koeficient linearniho
¢lenu je souctem a absolutni ¢len soucinem kotenil rovnice.

Na domaci procviceni:
x2—x—6=0 2x%2—22x+36=0 3x2+30x+72=0
Zaveér hodiny (0.42-0.45):

Z4ci shrnou, jak fesime jednotlivé typy neuplné kvadratické a zopakuji Viétovy vzorce a
jejich princip.

12



Pfiloha 4

Roénik:

Datum:
Tematicky okruh:
Téma hodiny:

Ocekavané vystupy
vV RVP:

Ocekavané vystupy
v SVP

Skolni vystup:
Vychov. vzdél. strategie:
Kompetence:
Pomiicky:
Pribéh hodiny:
Uvod hodiny (0.00-0.10):

Druhy

21. 10. (3. vyucovaci hodina)

Kvadratické rovnice

3. hodina: Odvozeni vzorct

74k rozklada mnohoéleny na souéin vytykanim a uZitim
vzorci, aplikuje tuto dovednost pfi feSeni rovnic a nerovnic.
74k rozliduje ekvivalentni a neekvivalentni upravy.

7.4k rozlisi uplnou a neuplnou kvadratickou rovnici, rozhodne
o metodé feSeni.

7.4k zna vzorec pro feseni Giplné kvadratické rovnice, umi
rozhodnout o poctu feSeni na zaklad¢ hodnoty diskriminantu.
Zak uvede vztahy mezi kofeny a koeficienty kvadratické
rovnice a pouZzije je pii feSeni uloh.

Zak prevede kvadraticky trojélen na soucin linearnich ¢initeld.
74k rozliSuje upravy rovnic na ekvivalentni a neekvivalentni.

Diskuse, ,,vyklad*
Komunikativni, k feSeni problémi

Pracovni listy: Uvodni slovni tlohy

Shrnuti, co jsme udélali minulou hodinu, kontrola zadanych prikladi.

Odvozovani (0.05-0.40):

Odvozeni obecného vzorce. Jednotlivé kroky odvozuji zaci. Pfipadné chyby by méli odhalit

sami.

Jesté pied odvozovanim sezndmime s zaky s grafickym znazornénim vzorce (a + b)? =

a’? + 2ab + b?. V prib&hu odvozeni se s nim pracuje a moc zaki s grafickym vyjadienim

do styku nepfislo.

a+b

> + 9

ab

Mgéjme pro zadatek rovnici x? + 4x — 12 = 0 Pouzijeme opét vahy, aby ndm byly Gipravy
jasnéjsi, proto tedy polozime opét proménné rovnu obsahu:

13



(a + b)? = a? + 2ab + b?. Jedna se o kvadratickou rovnici, kdyZ jsme probirali Vietovy
vzorce, zbavovali jsme se piebytecné plochy. Ted’ musime ud¢€lat krok zpét, abychom se
dostali ke kofenlim rovnice.

g

Ted’, kdyz jsme rozdélili kombinovanou ¢ast na dvé poloviny, je trochu piesuneme,
upravime na ¢tverec:

Nyni méme &astené upravenou rovnici x? + 2 - 2x = 12, ted’ jesté doplnime na &tverec.
Diky ctvereckim vidime délku hran plochy, kterou mame doplnit, abychom ziskali plny
Ctverec.

14



Na levé strané rovnice jsme se dostali ke tvaru a? + 2ab + b?,kde a = x; b = 2. Diky nému
muzeme kvadratickou rovnici upravit nasledovné:

X’ +4x+4=16

(x+2)2 =16
lx + 2| =16
x+2=+/16
951,2=_2i\/1_6
X1, =—214
X, =2;%x, =—6

Tim jsme dostali oba kofeny rovnice. Pro kontrolu provedeme zkousku.

Stejny postup provedeme nyni jesté jednou, aniz bychom néco zkracovali ¢i prubézné
pocitali. Docilime tim tak toho, ze v zadvéru budeme moci dana ¢isla nahradit konstantami a
vznikne nam tak obecny vzorec pro vypocet kotfend kvadratické rovnice.

15



2x%24+8x—24=0
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Jednotlivé snimky jsou provdzdany s Kroky Vv tabulce a jsou popsdny nize. Takto upravenou
tabulku s konkrétnimi kroky miizeme rozdat Zakiim, aby pro né bylo jednodussi sledovat

zmeny. Od 7. kroku se jednad jiz o pocetni upravy, které lze jen Spatné graficky zndzornit.

1 2x248x—24=0 ax’+bx+c=0
8 24 b ¢
2 x’+=-x——=0 x’+—-x+—=0
2 2 a a
3 x2+ﬁx—ﬁ=0 x2+ﬂx+—=0
22 2 2-a a
xz+ﬁx+<i)2_(i)z_ﬁ o p el
4 2 2 2:2) 2 x2+—x+(—) _<_> ¢
‘a 2a 2a a
=0
5 xz+ﬁx+<i)2=(i)2 24 xz+ﬁx+(£)2:<£>2_
-2 22 22 2 2-a 2a 2a
6 (x+ 8\ _ 8 24 (x+£)2=£_5
22 4-.22 2 2a 4a?2 a
, <x+i>2=82+4-2-24 (x+£)2=b2—4ac
2:2 422 2a 4q2
8 |x+i= 82+4-2-24 |x+i|= b2 — 4ac
2-2 / 422 2a 4q?
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o L8 _  VEraa L b b
S R 22 T T T 2a
1 B 8 +\/82+4-2-24 B b+\/b2—4ac
0 Y12 =75 * 22 T
—b +Vb?% — 4ac
1 —-8++v64+48 —4+8 X1 = > ; D
1 X1 = : = a
22 2 ,
= b* —4ac
_—b+m
1 1= 2a
x1=2;x2=—6
2 b — VB dac
x2=
2a

Abychom vypocetli velikost kotfenti, musime si rovnici upravit. Aby zak mél veétsi

predstavu, o tom, co se v rovnici déje, vypoc¢teme nejprve vzorec z konkrétni zadané
rovnice a to tak, aniz bychom d¢lali né¢jaké mezi-vypocty. Analogicky k tomuto postupu
pak odvodime obecny vzorec pro feSeni kvadratické rovnice.

1.
2.
3.

9.

10.
11.

Napiseme si tplnou kvadratickou rovnici.

Vyd¢lime celou rovnici koeficientem a, abychom nezjistovali nasobek x.

Musime se dopracovat k doplnéni rovnice na ctverec, abychom se dostali ke vzorci

(a + b)?. Rozd&lime tedy linearni ¢len na polovic, objevi se nam ted’ dva stejné
polovi¢ni linearni ¢leny.

Podle koeficientu b, u linearniho ¢lenu, vytvofime podle zminovaného vzorce ¢len
"b2", musime jej ale jak pficist, tak i odegist, aby se nAm nezménila hodnota rovnice,
vzhledem k vaham — musime stejny Ctverec ptidat na ob¢ strany, aby vaha ziistala
zachovana.

Prevedeme prebytek rovnice (a + b)? na druhou misku vah, aby byly vyrovnany.
Upravime levou stranu na zakladni tvar vzorce, na druhé stran€ rovnice rozepiseme
umocnéni.

Pfevedeme pravou stranu na spoleéného jmenovatele. Opét nic nepocitdme, jen piSeme
pocetni operace.

Dal8im krokem je odstranéni 2. mocniny. Levou stranu rovnice umistime do absolutni
hodnoty, vzhledem k tomu, Ze odmocnina je vzdy kladna, ¢islo, které jsme vSak
pfedtim umocnili, mohlo byt jak kladné tak zaporné.

Odstranime absolutni hodnotu.

Osamostatnime x, pfevedeme zbylé ¢iselné hodnoty na pravou stranu.

Ptevedeme zlomky na stejného jmenovatele a hodnotu kofene x jiz snadno vypocteme
ze ziskaného vzorce.

Cast vzorce, ktera se nachazi pod odmocninou, se nazyva Diskriminant. Podle néj uréime,
kolik kofent (riznych hodnot nezndmé x) dana rovnice ma. Pokud bude D>0, rovnice
bude mit 2 kotfeny, bude-li D=0, ziskame jeden dvojnasobny koten a je-li D<0, neni mozné
jej odmocnin, vzhledem k tomu, Ze zaporna ¢isla nelze v oboru realnych ¢isel odmocnit.

Zavér hodiny (0.40-0.45): Shrnuti vychazejici od Zakd, dotazy, ¢emu nerozumi.
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Ptiloha 5
Roénik:
Datum:
Tematicky okruh:
Téma hodiny:

Ocekavané vystupy
vV RVP:

Ocekavané vystupy
v SVP

Skolni vystup:

Vychov. vzdél. strategie:
Kompetence:
Pomucky:

Pribéh hodiny:

Uvod hodiny (0.00-0.10):

Druhy

22.10. 2015 (6. vyucovaci hodina)

Kvadratické rovnice

4. hodina: Procvicovani piikladl

74k rozklada mnohoéleny na souéin vytykanim a uZitim
vzorci, aplikuje tuto dovednost pfi feSeni rovnic a nerovnic.
74k rozliduje ekvivalentni a neekvivalentni upravy.

74k rozlisi uplnou a netplnou kvadratickou rovnici, rozhodne
o metodé feseni.

74k zna vzorec pro feSeni uplné kvadratické rovnice, umi
rozhodnout o poctu feSeni na zéklad¢ hodnoty diskriminantu.
74k uvede vztahy mezi kofeny a koeficienty kvadratické
rovnice a pouzije je pti feseni uloh.

74k prevede kvadraticky trojélen na souéin linearnich ¢initeld.
7.4k rozliuje upravy rovnic na ekvivalentni a neekvivalentni.
74k vypoéte kterykoli typ kvadratické rovnice, umi popsat jeji
¢leny, vyslovit podminky, které pro kvadratickou rovnici plati
a umi své znalosti vyuzit pifi feSeni kvadratické rovnice.

Kviz; Prace ve dvojicich

Komunikativni, k feSeni problému

Listecky s otazkami; karticky s piiklady

Hodina zaméfena na procvicovani jednotlivych ptikladi a pojmi. Zaci jsou podle tad
rozdé¢leni do skupin, kdy se kazdé skupina snazi ziskat co nejvice bodii zodpovidanim otazek
a vypoctem piikladi. V zavéru vitéznd skupina obdrzi 1 za praci v hoding.

Zaci jednotlivé odpovidaji na otdzky tykajici se kvadratickych rovnic, kterou si vytdhnou.
Spravné odpovédi se jim zapocitavaji jako body do skupin rozdélenych po radach.

e Jak zjistit diskriminant?

e Co je to diskriminant?

e Jak vypocteme kotfeny kvadratické

rovnice?

e Jaké feSeni bude mit rovnice s D<0?

e Co plati pro diskriminant, ma-li
rovnice dvoundsobny koten?

e Jaky je diskriminant, nema-li rovnice

Jaké mame typy kvadratické rovnice?
Jak se jmenuje ¢len ax??

Jak se jmenuje ¢len bx?

Jak se jmenuje ¢len c?

Jak se jmenuje rovnice, které schazi
linearni ¢len?

Jak se jmenuje rovnice, které chybi c?
Co plati pro a?

Kolik feSeni ma rovnice s D=07?
Kolik kotenit mé rovnice s D>0?
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zadné teSeni?

Kdy ma rovnice dva odlisné koteny?
Ktery ¢len rovnice je absolutni?
Ktery ¢len rovnice je kvadraticky?
Ktery Clen rovnice je linearni?

Jak vyftesite kvadratickou rovnici bez
absolutniho ¢lenu?

Jak vyftesite ryze kvadratickou
rovnici?



Pfiklady (0.10-0.40):

Procviceni jednotlivych ptikladii: prace ve dvojicich/skupinach v lavicich. 1 student
z kazdé tady jde pocitat ptiklady k tabuli. Ten, ktery ma prvni spravny vysledek, ziskava

bod pro sviij tym. 2 studenti se schovaji za kridla tabule, tFeti musi psat doprostred.

., prostredni “ student neni vZdy ze stejné rady, je nutné je prostridat.

a) 3x2—-8x+4=0 g)
b) x2+7x+10=0 h)
c) x2—10x+28=0 i)
d) x?+x-1=0 )
e) x2+x+1=0 k)
f) 2x2—8x+8=0 )]

DU + shrnuti (0.40-0.45):

A. Obdélnikovy vybéh pro surikaty v Zoo Chleby md byt zvétsen o 72 m? tak, Ze na

vSech strandch se jeho velikost zvétsi o stejnou hodnotu. Jaké budou nové rozmery

x2+6x—21=0 m) —3x2 = —15x
x>—x—-90=0

x24121=0

x>+6x=0

x> —16x =0

—x2—-81=0

vybehu? Pivodni rozmer byl 9 X 5 m.

Pro zakresleni této slovni tlohy muzeme vyuzit ¢tvercovou sit. Pfi vhodném zvoleni

jednotky (1¢tveretek ~ 1m?) lze jednoduse zakreslit ptivodni vybéh, jehoZ rozméry jsou

zadany, podle toho také snadno urci ptivodni velikost plochy, nasledné ze vSech stran ptidaji

stejny podet ¢tvereckl tak, aby piidana hodnota odpovidala zadanym 72m?2. Zobrazi tak

pocet metri, ktery musi pfipojit z kazdé strany. Nové rozméery oznacime indexem n.

X

F
A 4
O
(43 ]
=
=]
i8]
F
3
v

I+x

X ... zvétSeni

a, =9+ 2x
b, =5+ 2x
S, =9-5+72

S, =a, b,

Obrazek 26: Nacrtek slovni ulohy A
9+2x)(5+2x)=9-5+72

x24+7x—-18=0

x+9)x—-2)=0

x1 :2;x2 = _9

a,=9+2:-2=13m
b,=5+2-2=9m

Odpovéd: Vybéh pro surikaty byl zvétsen o 2 m, nové rozmery budou 9 X 13 m.

20



Druhé slovni uloha nema grafické feseni, jde o zjiSténi, zda studenti umi na zaklad¢ zadanych

udajii sestavit a vytesit rovnici a zodpovédét kladenou otazku.

B. Vedouci pavilonu dravcu slibila Zakiim za pomoc pri uklidu odménu 18 vstupenek. Po
tydnu se k nim pridali jesté 4 Zaci a tak na kazdého pripadlo o 6 vstupenek méné. Kolik

Zakii se piivodné na uklid hlasilo?
vstupenek celkem ... 18
pocet zaka ... x

18
vstupenky na zaka ... =

18
+ 4 Zaci ... 7 6 vstupenek

18 18 (x+6)(x—2)=0

X4 =—6; x, =2
x2 + 4x-12 = 0 1 2

Odpoveéd’: Na uklid se pitvodneé hlasili 2 Zaci.

Z4ci vlastnimi slovy shrnou, co jsme probrali a procviéili. Pisti hodinu bude pisemna prace,
kde se objevi vSechny typy kvadratické rovnice a slovni uloha obdobna tém, které¢ byly
v hodinach & DU.
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Ptiloha 6

Pisemna prace

Na pisemnou praci maji zaci 15 minut, coz je dostatecny ¢as na vypocet piikladi. Zastoupeny
jsou vSechny typy kvadratické rovnice. Vzhledem ke 2. mocnin¢, kterou si zaci z paméti
nepamatuji (i kdyz neni pouzit zaklad ptesahujici 20, a tyto mocniny se zaci ucili zpaméti), maji
povoleno povolit kalkulacky.

A
Vypoctéte:
1. 3x2-363=0
x2-121=0 |x] =11
x? =121 X1, =1L K = {-11;11}
2 body
2. —2x*+26x=0
x2—=13x=0 x; =0,x, =13; K = {0;13}
x(x—13)=0
2 body
3. x% —19x + 78 = 0 Reste pi‘es obecny vzorec a D.
V/ _ 19+7 26
_ 19 + V192 — 4.1.78 X, = — 22 _ 13
1.2 2.1 2 2
19 ++/361 — 312 x2:19_7:E:6
xllz = 2 2 2
K =1{6;13
19 + V49 ¢ }
2=y
197
X12 = >
3 body

4. Ctvercovy vybéh pro fretky ma byt piebudovan. Musi byt na severu zkracen o 2 m
a na zapadé prodlouZen o 4 m. Fretky ted’ budou mit k dispozici vybéh s rozlohou
40 m?. Jaké rozméry bude mit novy vybéh? Reste pres kvadratickou rovnici.

X ...pavodni délka stény

a=x—2..zkracena sténa

b =x+ 4 ..prodlouzena sténa

(x—2)(x+4) =40 x+8)(x—6)=0
x2+2x—8=40 X, =-8x,=6
x24+2x—-48=0 a=4m;b=12m

Nové rozméry vybéhu budou 4 X 10 m.
3 body
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Vypoctéte:
1. 2x*+242=0
x2+121=0 nelze; K = @
x?=-121
2 body
2. —4x*—-20x=0
x4+ 5x=0 x, = 0;x, = —5;K = {-5;0}
x(x+5)=0
2 body
3. x% + 3x — 18 = 0 Reste pies obecny vzorec a D.
— 2 _ _ -34+9 6
‘s = 31J3214.1.( 18) G=———=o=3
-3+V9+72 x2=_3_9=_12=_6
X172 = > 2 2
~3+ VBT o)
2=y
-3+9
X1,2 = )
3 body

4. Panda ¢ervena se v ZOO dockala zvétSeni svého ¢tvercového vybéhu. Byl
rozsiien o 2 m a prodlouZen o 3 m. Nové maji pandy 42 m? k dovadéni. Jaké
rozméry ma novy vybéh? Reste pres kvadratickou rovnici.

X ...ptivodni délka stény

a=x+2..1l.prodlouzena sténa

b =x+ 3..2.prodlouzena sténa

(x+2)(x+3)=142 x+9)x—-4)=0
x2+5x +6 =42 X, =—-9x,=4
x> +5x—36=0 a=6mb=7m

Panda cervena ma nyni vybéh o rozmérech 6 X 7 m.
3 body

Po pisemné praci zaci dostali jeste kratky dotaznik tykajici se ptedchozich hodin.
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Priloha 7

Dotaznik

Rada bych Vias pozadala o vyplnéni dotazniku vztahujiciho se k pfedchozim hodinam
matematiky, které jsme spolu méli. Jednalo se o jiné pojeti vykladu kvadratickych rovnic, které
Vam mélo pomoci k jejich lepSimu pochopeni. Odpovézte prosim na nésledujici otazky, které

mi pomohou zhodnotit a vylepsit nasledujici hodiny.
Velice Vam dékuji.
Lenka Vailkova

1. Jaké je VaSe pohlavi?

a. Muz b. Zena
2. Bavi Vas matematika?

a. Ano C. SpiSe ne

b. Spise ano d. Ne

3. Bylo pro Vas pii pocitani uvodnich slovnich tiloh ndzornéjsi pouzit pro nakres miizku
nez nakres bez pouziti miizky?

a. Ano C. SpiSe ne
b. Spise ano d. Ne
4. Pomohlo Vam grafické znazornéni k lepSimu pochopeni kvadratickych rovnic?
a. Ano C. Spise ne
b. Spise ano d. Ne

5. Jak si pamatujete Vietovy vzorce?
O Nemusim si pamatovat vzorec, odvodim si ho z grafické podoby.
O Lépe si je predstavim diky grafickému znazornéni.
O Pamatuji si je diky roznasobovani zavorek.
O Vzorce se musim uéit zpaméti.
6. Je pro Vas obecny vzorec kvadratické rovnice srozumitelnéjsi po ndzorném odvozeni?
a. Ano C. SpiSe ne
b. Spise ano d. Ne
7. Je pro Vas lepsi, pfijdete-1i na feSeni zadanych problému sami, nez kdyz je vysledek
sdélen ucitelem?
a. Ano C. SpiSe ne
b. Spise ano d. Ne
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Pfiloha &

Vypoctéte:
. 3x-363=0 /3

R el

2. =2x24+26x=0

Ix by +13)=Q
2O %= (> K:{Ollz}éb

3. x? = 19x + 78 = 0 Reste pres obecny vzorec a D,
,_‘T“' _i ,“ \t
Al = D--boe

ST 3

| H —"
' Lo 1T ] D>© Q\Q@ﬁa\mo\ndmgc\
At Bg g X il
M K=4 6133 &

1y \ 44 4. Ctvercovy vybéh pro fretky ma byt piebudovan. Musi byt na
X| g _T—A severu zkracen 0 2m a na zépade prodlouzen o 4 m. Fretky
G+ m ted” budou mit k dispozici vybéh s rozlohou 40 m?. Jaké

XA\"\

7 rozméry bude mit novy vybeh? Reste pres kvadratickou
rovnici.
e Ar 2 s G N
e R Gl Bl ok 13&%
> 26 s
X’l’% xt9 1 1% -8 = ka2 7
¥a= 1 i ¥ 1Y
M Bnaka. x4y dx= NG
o i \QE X1+ 0 =k =0y, o \/z
i Lo 0 BT AL 18) Xé-fz%l
g V2. 7 e
i Vi Grez y e
ol Ry i 2
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Piiloha 8:

A
Vypoctéte:
] P b (i35t
AN - 125 —
e =
.ty D= o4 > -363) 66 vy
b t;-se} D-k»56 Aras ‘“ e
L=5-Mm e
2. —2x2 +26x =0 L3 .
a=-2 D=bZltac A4 1::33'__@
A=06 . BEaeli21g0 T AT
Al B alP6 *1,z=<-262-t}1‘; ,._.T:o
O\, bSOy Nedem..32.n
3. x2—19x + 78 = 0 Reste pres obecny vzorec a D.
o= A D= bl—wac *111_,’94-7.:5":75

! D =(~191%-v-1-3¢ 9 >
é: qz;q D -Bet-31254G

1—4’3_- i’_l. A k=§é/'7§
Jé demge e e e RS e :
! it AT i3 ‘
e R

4, Ctvercovy vybéh pro fretky ma byt pfebudovan. Musi byt na

severu zkracen o 2m a na zapadé prodlouzen o 4 m. Fretky

ted’ budou mit k dispozici vybéh s rozlohou 40 m?. Jaké
rozméry bude mit novy vybéh? Reste pres kvadratickou

rovnici.
o b bl e i
= bp D= b Yac YL Deaperp

A=l 4
&=~ P (-2 Yy oy Lz-2 %

e
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