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Matematické zaklady zobrazovacich metod pro radiologické asistenty

Abstrakt

Téma bakalaiské prace reagovalo na zjisténi, ze v soucasnosti neni k dispozici vhodny
edukacni text obsahujici matematické zaklady pro edukaci radiologickych asistentii
a dalsich pribuznych obort. Bakalaiska prace obsahuje vybrané okruhy matematiky, které
je nutné znat pro pochopeni fyzikalnich zakladi zobrazovacich metod. Formulace téchto
okruhii je pfiméfena potiebam budoucich absolvent uvedenych studijnich obort.

Cile bakalatské prace byly nasledujici:

e Cl  Vytvofeni u¢ebniho textu a ptikladovych ilustraci obsahujicich zaklady
matematiky, které jsou potiebné k co nejuplnéjsimu pochopeni fyzikalnich popist
zobrazovacich metod.

e (C2  Sestaveni testu, ktery bude pouzit k ovéfeni znalosti matematiky studentti
oboru Radiologicky asistent ¢i jeho absolventl, a nasledné statistické vyjadieni
urovné znalosti.

Na zakladé cilt byly sestaveny hypotézy:

e H1  Aplikaci teorie kurikularniho procesu lze popsat strukturu matematickych
zakladl zobrazovacich metod pro radiologické asistenty.

e H2a Komparaci mnozinovych struktur matematiky se slozkami profilu
radiologického asistenta lze popsat jednotlivé strukturni urovné matematickych
zakladu pro radiologické asistenty.

e H2b Zhlediska potieb a mozZnosti radiologickych asistenti lze vybrat
prikladové ilustrace z oblasti funkci, diferencialniho poctu, integralniho poctu
a poctu vektorového.

e H3  Znalosti respondentli v oblasti vymezenych matematickych zékladt
zobrazovacich metod budou mit rozdéleni blizké rozdéleni normalnimu.

S ohledem na kurikularni proces byl sestaven vyukovy text spole¢né s pfikladovymi
ilustracemi. Tento krok vedl ke splnéni cile C1. Poté byl sestaven single-choice test o 20
otazkach ke zjisténi trovné znalosti matematiky napfi¢ oborem Radiologicky asistent.
Tento krok vedl ke splnéni cile C2. Tento test byl nasledné rozSifen pomoci online
formulafe mezi radiologické asistenty a studenty tohoto oboru. Vzhledem kvyse
uvedenym splnénym cilim bylo mozno potvrdit hypotézy H1 i H2a a H2b. Vysledky

testu byly statisticky vyjadieny v praktické casti bakalaiské prace. Potvrdilo se, ze



empirické rozdéleni odpovédi testu je blizké normalnimu rozdéleni. Timto krokem byla
potvrzena také hypotéza H3.

Ptinosy bakalatské prace lze spatfovat v roviné praktické (konstrukce edukacniho textu
ovéteného testovym Setfenim) a v roviné teoretické (ovétreni aplikace teorie kurikularniho

procesu).

Klic¢ova slova
Radiologickd matematika; kurikularni proces; mnoziny; funkce; diferencidlni pocet;

integralni pocet; vektorovy pocet; analyticka geometrie



Elementary mathematics of imaging methods for radiology assistants

Abstract

The topic of the bachelor's thesis responded to the finding that there is currently no
suitable educational text containing mathematical foundations for the education of
radiological assistants and other related fields. The bachelor thesis contains selected areas
of mathematics that are necessary to know to understand the physical foundations of
imaging methods. The formulation of these areas is appropriate to the needs of future

graduates of these fields of study.

The goals of the bachelor thesis were the following:

e G1 Creation of an educational text and examples containing elementary
mathematics that are essential to fully understand physical principles of
imaging methods.

e G2 Compilation of a test that will be used to verify the knowledge of
mathematics of radiological assistance field students and its graduates,
followed by a statistical expression of knowledge level.

Based on the goals, the following hypotheses were made:

e H1 By application of a curricular process a structure of elementary
mathematics of imaging methods for radiological assistants can be described.

e H2a By comparing mathematical structures with components of a radiological
assistant’s profile, individual structural levels of elementary mathematics for
radiological assistants can be described.

e H2b According to needs and abilities of radiological assistants, examples of
functions, differentiation, integration, and vectors can be chosen.

e H3 Respondent’s knowledge of the defined mathematical foundations of
imaging methods will have a distribution close to the normal distribution.

With regard to the curricular process, a teaching text was compiled together with example
illustrations. This step led to the fulfillment of goal G1. Then, a single-choice test of 20
questions was compiled to determine the level of mathematics knowledge across the field
of radiological assistance. This step led to the achievement of goal G2. This test was
subsequently extended using an online form among radiological assistants and students
in this field. Given the above objectives, hypotheses H1, H2a and H2b could be

confirmed. The test results were statistically expressed in the practical part of the bachelor



thesis. It was confirmed that the empirical distribution of test responses is close to the
normal distribution. Hypothesis H3 was also confirmed by this step.

The benefits of the bachelor's thesis can be seen in the practical level (construction of
an educational text verified by a test survey) and in the theoretical level (verification of
the application of the theory of the curricular process).

Key words
Radiology mathematics; curricular process; sets; functions; differentiation; integration;

vectors; analytic geometry
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Uvod

Obsahem této bakalaiské prace je pfedevsim edukacni text popisujici zaklady matematiky
vhodn¢ formulované pro studenty radiologické asistence. Text obsahujici tuto
elementarni matematiku v soucasné dobé neni k dispozici. Prace uvadi matematické
znalosti, jez jsou elementarni pro pochopeni fyzikalnich zakladt t¥i hlavnich slozek
profilu radiologického asistenta: radiodiagnostiky, radioterapie a nuklearni mediciny.
Diferencidlni ¢i integralni pocet je soucasti fady fyzikdlnich vzorci, také mnoho
fyzikalnich veli¢in je veli¢inami vektorovymi (rychlost, zrychleni, ...). Matematika je
tedy podstatnou ¢asti aplikované fyziky pro radiologické asistenty. Pii absenci
matematickych znalosti mize dojit k problémim s edukaci aplikované fyziky, ptipadné

Kk aplnému nepochopeni fyzikalnich zaklada radiologie studenty.

Pii tvorb¢ teoretické ¢asti bakalaiské prace bude snahou podat vybranou matematiku co
nejsrozumitelnéji spole¢né se fadou ilustracnich ptikladli a obrazkd, aby byl text
edukacéné pritazlivy. Prakticka ¢ast se bude zabyvat aktualni urovni znalosti respondentti
v oblasti aplikované fyziky pro radiologické asistenty. Vysledky testu, jenz byl polozen
respondentim, vypovidaji nejen o znalostech, ale i o vhodnosti a urovni zpracovani

edukacniho textu.

Matematika bude formulovana takovym stylem, aby mohla fungovat jako u¢ebni material
pro studenty radiologické asistence. Tento edukacni text by mél slouZit jako soucast

projektového kurikula.

Vychozimi teoriemi aplikovaného kvantitativniho vyzkumu, o némZz podava zpravu
predloZzend bakalafskd prace, jsou teorie kurikuldrniho procesu a védecky systém

matematiky elementarné sdélitelny studentiim radiologické asistence.



1 Teoreticka ¢ast

1.1 Kurikularni proces

., Kurikulum, tj. souhrn znalosti, které si ma osvojit clen dané spolecnosti, je soucasti
kultury spolecnosti, odrazi uroven jejiho rozvoje i potieby zivota. Kultura je svet
vytvoreny clovekem pro cloveka, odrazi celkovy stav spolecnosti, je Zivotnim prostorem

kazdého jednotlivce. * (Mandk et al. 2008, s. 13)
Variantni formy kurikula

Samotny kurikularni proces se sklada z 5 po sobé jdoucich variantnich forem kurikula:
konceptualni kurikulum, zamyslené kurikulum, projektové kurikulum, implementované
kurikulum a dosazené kurikulum. Konceptualni kurikulum je koncepci toho, co ma byt
obsahem vzdélavani. Zamyslené kurikulum pojednava o planovanych cilech a obsahu
vzdélavani v uebnicich ¢i ucebnich osnovach. Projektové kurikulum a castecné
i implementované kurikulum (tzv. implementované kurikulum 1) je obsah vzdélavani
prezentovany subjektim edukace — projektova a realizacni forma. Implementované
kurikulum 2 se zabyva ucivem, jez si subjekty edukace skute¢né osvojily. Zamétuje se
na seberealizaci edukanta. Koneéné¢ dosaZené kurikulum je obsahem vzdélavani

fungujiciho na stran¢ subjektd edukace (Zaskodny 2015).
Transformace v didaktické komunikaci

Zaroveti je kurikularni proces sledem vstupti a vystupi transformaci T* az T°. Oba sledy
se prolinaji a jsou velmi podstatnymi pro teorii didaktické komunikace a kurikuldrniho

procesu. Zaskodny (2021 s. 193-194) uvadi schéma transformaci:

,, Transformace T* (vstup — wistup) — Komunikacni transformace
Vstup TL: Védecky systém fyziky — Vystup T': Sdélitelny védecky systém fyziky jako

konceptudlni kurikulum

Transformace T2 (vstup — vystup) — Obsahovd transformace
Vstup T2: Sdélitelny védecky systém fyziky jako konceptudlni kurikulum — Vystup T%
Didakticky systém fyziky a jeho ucivo jako zamyslené kurikulum
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Transformace T3 (vstup — vystup) — Kurikuldrni transformace
Vstup T3: Didakticky systém fyziky a jeho ucivo jako zamyslené kurikulum — Vystup T®:
Vyukovy projekt fyziky a jeho ucebnice a pripravenost ucitele na vyuku jako projektové

kurikulum a implementované kurikulum 1

Transformace T# (vstup — vystup) — Edukacni transformace
Vstup T4: Vyukovy projekt fiziky a jeho ucebnice a pripravenost ucitele na vyuku jako
projektové kurikulum a implementované kurikulum 1 — Vystup T*: Vysledky vyuky

fyziky jako implementované kurikulum 2

Transformace T° (vstup — vystup) — Aplikacni transformace
Vstup T°: Vysledky vyuky fyziky jako implementované kurikulum 2 — Vystup T°:
Aplikovatelné vysledky vyuky fyziky jako dosazené kurikulum “.

Fuze variantnich forem kurikula a transformaci

Védecky systém
LT
Konceptualni kurikulum

L T?

Zamyslené kurikulum
LT

Projektové kurikulum a implementované kurikulum 1
LT
Implementované kurikulum 2

LT

DosaZené kurikulum

Manak et al. (2008, s. 14) definuje kurikulum jako

,,obsah vzdeélant (ucivo) v sirsim slova smyslu a proces jeho osvojovani, tj. jako veskerou
zkuSenost Zaka (uciciho se), kterou ziskava ve Skolskem (vzdeldvacim) prostiedi,

I3

a cinnosti, které jsou spojeny s jeho osvojovanim a hodnocenim.

Kurikularni proces tedy klade diiraz i na celkové vysledky edukace — nesousttedi se pouze

na obsah uciva a jeho prednes, ale 1 na zkuSenost subjektti edukace a jejich seberealizaci.

1.2  MnoZiny

Mnozina je souborem libovolnych prvki. Tyto prvky jsou sice riizné, ale maji spolecnou
urcitou vlastnost. Mnozina je dana tehdy, pokud jsme schopni rozeznat, zda do ni dany
prvek patfi ¢i ne, zda ma nebo nemé onu vlastnost. Mlize také nastat situace, ze mnozina
nema zadny prvek — pak ji nazyvame prazdnou mnozinou a zna¢ime ji @ (Vosicky 2004).
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K oznaceni mnoziny pouzijeme velké pismeno, pro znaceni prvkii mnoziny pouzijeme
mald pismena abecedy. Zapis mnoziny bude tedy vypadat nasledovné:

A ={a;b;c;d, ..} (Cermak a Cervinkova 2007).
Ke grafickému znazornéni mnozin pouzivame Vennovy mnozinové diagramy (tab. 1):

Tabulka 1 - Vennovy mnozinové diagramy

Inkluze
. A je podmnozinou B pravé tehdy, kdyz kazdy prvek
mnozin ) ) .
mnoziny A je zarovei prvkem mnoziny B. @ B Jneve
ACB
Rovnost . ) .
Mnoziny A a B jsou si rovny pravé tehdy, kdyz
mnozin ) .
vSechny prvky mnozin A, B jsou tytéz.
A=B
Ostra inkluze Mnozina A je vlastni podmnozinou mnoziny
mnozin B, jestlize A je podmnozinou B a pfitom se mnoZzina @ B
AcB A nerovna mnozin¢ B.
Sjednoceni ) _ . )
Sjednoceni mnozin A, B je tvofeno vSemi prvky,
mnozin ) _
které patii alespon do jedné mnoziny.
AUB
Prinik ) ) _ .
Prtiinik mnozin A a B je tvofen vSemi prvky, které
mnozin . .
patii do mnoziny A a zaroven do mnoziny B. .
ANnB
Rozdil
mnozin Rozdil mnozin A a B je tvofen vS§emi prvky, které
A —Bnebo | patfi do mnoziny A a zaroven nepatfi do mnoziny B.
A/B

Zdroj: podle Cermdka a Cervinkové (2007) vytvoril autor, obrazky vytvoril autor
Existuje nékolik mnoZin, které nazyvame &iselnymi obory. Ciselné obory pouzivame
nasledujici:

e obor pfirozenych ¢isel N - N = {1;2; 3; 4; 5; ... },

e obor nezapornych celych ¢isel No — Ny = {0; 1; 2; 3; ... },

e oborcelych¢iselZ > Z ={...;-3;-2;-1;0;1;2; 3; ... },

e obor racionalnich ¢isel Q,
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e obor redlnych ¢isel R

e a obor komplexnich ¢isel C (Vosicky 2004).
Piirozend Cisla
Tuto mnozinu znacime velkym pismenem N. Prvky mnoziny jsou nésledujici:
N ={1;2;3;4;5;..}. Je nutno zduraznit, Ze 0 nepatii do prvkd mnozZiny pfirozenych
¢isel. Obor nezapornych celych ¢isel No se od oboru pfirozenych &isel lisi pravé tim,
ze 0 do jeho vyctu prvka patii. Mnozinu nezapornych celych cisel zapisujeme takto:
Ny = {0;1;2;3;4;5, ... }. (Vosicky 2004; Cermak a Cervinkova 2007).
S pfirozenymi ¢isly jsme schopni provadét operace. Nasledujici véty (tab. 2) ukazuji,
co plati pfi operacich se tfemi prvky mnoziny N.

Tabulka 2 - Operace s p¥irozenymi Cisly

Soucet a + b je pfirozené
S¢itani .
Véty o uzavienosti cislo.
Nésobeni Soucin a - b je ptirozené Cislo.
Scitani a+b=b+a
Véty o komutativnosti
Nésobeni ab=b-a
Séitani (a+b)+c=a+(b+c)
Véty o asociativnosti
Nasobeni (a*b)-c=a-(b-c)
Véta o neutralnosti Cislo 1 vzhledem k nasobeni a-l=a
Véta o Nasobeni vzhledem
o . a-(b+c)=ab+ac
distributivnosti ke scitani

Zdroj: podle Cermdka a Cervinkové (2007) vytvoril autor

Cela Cisla

Mnozina celych Cisel je zpravidla znacena velkym pismenem Z. Ke kazdému celému
&islu existuje pravé jedno &islo, které nazyvame ¢islem opaénym. Cislo opané miizeme
najit podle tohoto vzorce: a+ (—a) = 0. Cisla a a —a jsou tedy &isly navzajem

opaénymi (Cermék a Cervinkova 2007).
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Stejné jako pro ptirozend Cisla existuji véty tykajici se operaci pravé s touto mnozinou
prvka (tab. 3). Ve vétach vztahujicich se na celd Cisla najdeme jesté o dvé véty navic

oproti t¢ém uvedenym v tabulce 2 (Busek a Calda 2008).

Tabulka 3 - Operace s celymi ¢&isly

Scitani Soucet a + b je celé ¢islo.
Véty o uzavienosti Nasobeni Soucin a - b je celé cislo.
Odcitani Rozdil a — b je celé ¢islo.
Scitani a+b=b+a
Véty o komutativnosti
Nasobeni ab=b-a
S¢itani (a+b)+c=a+(b+0)
Véty o asociativnosti
Nasobeni (a-b)-c=a-(b-c)
Cislo 0 vzhledem ke séitani O+a=a
Véty o neutralnosti
Cislo 1 vzhledem k nasobeni l-a=a
Véta o distributivnosti | Nasobeni vzhledem ke s¢itani a(b+c)=ab+ac

Zdroj: podle Buska a Caldy (2008) vytvoril autor

Sudé ¢islo je kazdé celé Cislo, které je délitelné 2. Obecné je sudé Cislo mozné zapsat
a=2k;keZ Cislo, jez neni délitelné dvéma, nazyvime tedy ¢&islem lichym
a zapisujeme ho nasledujicim zptisobem: a = 2k + 1 nebo také a =2k —-1;k € Z

(Vosicky 2004).
Racionalni ¢isla
Mnozina racionalnich ¢isel Q je mnozinou vSech ¢isel, které miizeme zapsat ve tvaru
zlomku g. Prvek p patfi do mnoziny celych ¢isel a nazyvame ho Ccitatelem. Druhy

prvek q patii do Cisel celych vyjma 0 a jedna se o jmenovatel. VSechna racionalni ¢isla

tedy lze zapsat souhrnné: S ; P,q € Z;q # 0 (Vosicky 2004).

Pro operace sracionalnimi Cisly plati také jisté véty jako v tabulce 2 ¢i 3. Oproti

pfedchazejicim uvedenym ¢iselnym obortim se ale objevuje véta o uzavienosti souvisejici

s délenim, jez je uvedena spolecné s ostatnimi vétami nize v tabulce 4.
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Tabulka 4 - Operace s raciondlnimi &isly

distributivnosti

Scitani Soucet a + b je raciondlni.
Nasobeni Soucin a - b je racionalni.
Véty o uzavi‘enosti Odc¢itani Rozdil a—b je racionélni.
Podil %, kde b # 0, je racionalni
Déleni
cislo.
Scitani at+b=b+a
Véty o komutativnosti
Nésobeni ab=b-a
S¢itani (a+b)+c=a+(b+0)
Véty o asociativnosti
Nasobeni (a-b)-c=a-(b-c)
Cislo 0 vzhledem
Ot+ta=a
ke sc¢itani
Véty o neutralnosti
Cislo 1 vzhledem
la=a
k nasobeni
Nésobeni
Véta o
vzhledem a(b+c)=ab+ac

ke scitani

Zdroj: podle Buska a Caldy (2008) vytvoril autor

Vzhledem Kk obsahu nasledujicich kapitol je také vhodné uvést zakladni operace

se zlomky pro g # 0; s # 0, které uvadi Cermak a Cervinkova (2007):

T S + gr
p, r_pstar
q s qs
p 1T ps—qr
q s gs

15
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Redlna Cisla
Mnozinu realnych ¢isel R tvoii ¢isla racionalni a ¢isla iracionalni. Iracionalni ¢isla jsou

¢isla majici nekone¢ny a neperiodicky desetinny rozvoj jako napt. Ludolfovo Cislo ,

jez ma prave nekonecny neperiodicky desetinny rozvoj (Busek a Calda 2008).

Realna cisla miizeme definovat takto: jedna se o ¢isla oznacujici velikost usecek
(pfi zvoleni vhodné jednotkové usecky), nulu a ¢isla k nim opacnd. DalSimi ptiklady

realnych ¢isel mnohou byt odmocniny nebo také hodnoty goniometrickych funkci:

napf. v2,/5 nebo sin45° = g . Véty uvedené v Tabulce 4 plati nejen pro operace

s racionalnimi ¢isly, ale také pro &isla realna (Cermak a Cervinkova 2007).

Pro pouziti iraciondlniho ¢isla v praxi je nutno ho zaokrouhlit. BuSek a Calda (2008,

s. 30) uvadi nasledujici pravidlo pro zaokrouhlovani:

., Cislo zaokrouhlime na misto daného Fddu tak, Ze vynechame vSechny cislice, které jsou
vpravo od Ccislice na misté daného 7adu, a je-li prvni zvynechanych Ccislic
a) mensSi mez 5, pak  vsechny  pomnechané  Cislice  se  nemeéni,
b) rovna nebo vétsi nez 5, pak k Cislu tvorenému ponechanymi Cislicemi pricteme jednu

Jjednotku nejmensiho ponechaného radu “.

Jak jiZ bylo feceno, mezi realna Cisla patii i odmocniny. Druha odmocnina z a je takové
¢islo x, pro které plati x2 = a, kde x a a jsou realna nezaporna ¢isla. Druhou odmocninu
tedy zapiseme takto: va = x. V tomto piipadé a nazyvame odmocnéncem &i zakladem

odmocniny a znak v je odmocnitko (Cermék a Cervinkova 2007).

Dilezitou operaci, jez se Casto pouziva v praxi, je usmérnéni zlomku. Usmérnéni
zlomku provadime v tom ptipade, Ze se ve jmenovateli vyskytuje odmocnina. Tento stav
zlomku je pro vypocet nezadouci. Nejprve je ale nutné se seznamit s témito vztahy

nezapornych redlnych Cisel a a b:
Va-b =+a-Vb, \/E Va
—=—;b#0,
b b
a-Vb=+az-b,

(Cermak a Cervinkova, 2007).
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Pro usmérnéni zlomku vyuzijeme jeho vynasobeni s jinym vhodnym zlomkem.
Houska et al. (1991, s. 33-34) uvadi nasledujici ilustracni priklady. Pro tyto ilustra¢ni
piiklady je ale nutno si zapamatovat dalsi vztah, a to: (a — b) - (a + b) = a? — b2
,, Upravte na zlomky s celociselnym jmenovatelem tyto vyrazy:
4 -
a) E,
1
b) Nt
Reseni:

4 v vy v/
a) Zlomek 7 rozsiFime cislem /5. Dostaneme:

V5 V55 V25 5

4 _ 4V _ 45 _avE_ 4
=— =25,

b) Uzijeme vzorce (a — b) - (a + b) = a*? — b2. Zlomek ﬁ rozsirime \'5 + 1.

Dostaneme:

1 V5+1 _ WB+1 5+
V5-1  (V5-1)-(V5+1)  (V/3)2-12 4

= (5+D)"

Kromé druhé odmocniny se ve vypoctech objevuje naptiklad i tFeti odmocnina. Tieti
odmocninu zna¢ime Va = x, kde plati x> = a. a a x jsou v tomto pfipadé nezaporna

realna cisla. Nasledujici vyrazy se pouZzivaji pro pocitani se tfeti odmocninou:
3 3 3
Vab = 3/a-Vb
3 3
aVb = Y a3b

3
3g=£;b¢0
b~

(Busek a Calda 2008)

Stejn¢ jako u druhé odmocniny lze provést usmérnéni zlomku vtom piipade,
ze se ve jmenovateli nachazi tfeti odmocnina. Postup je v podstaté totozny — je nutno

vynasobit zlomek jinym vhodnym zlomkem. Ptiklad uvadi Busek a Calda (2008):

Usmérnéte zlomek:

2 Y3 2:33 233

2
Vo V3 V3 V3 3
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Na ciselné ose pravé jeden bod znazoriiuje jedno redlné Cislo. Absolutni hodnota
realného Cisla |a| udava jeho vzdalenost od pocatku Ciselné osy (obr. 1). Absolutni

hodnotu mizeme dle Vosického (2004) definovat nasledovné:

proa=>0jelal =a,proa <0 jelal =—a.
| | |
1 | 1
: \/J 0 R/J 2
| |al

Obrazek 1 — Absolutni hodnota redlného cisla a,
zdroj:http://kdm.karlin.mff.cuni.cz/diplomky/vladimira_pavlicova_bp/Absolut
ni_hodnota_realneho_cisla.php

Vosicky (2004) také uvadi urcité vyroky, jez plati pro realna Cisla a a b:
lal = 0; |-a| = lal; lal = a; |al = —a;

lal

la- bl =lal-|bl; la+b| < |al + |bl;pro b # 0 je |3| = o

Mnoziny realnych ¢isel mizeme znazornit jako ptimky, polopfimky ¢i Gsecky. Krajni
body tsecky nebo pocatecni bod poloptimky do mnoziny muize patfit, ale také nemusi.
Tyto mnoziny realnych Cisel nazyvame intervaly a jsme schopni je graficky zobrazit
(tab. 5). Pokud lze interval zndzornit iseckou (jednd se tedy o intervaly omezené),
tak s ohledem na naleZitost bodi do intervald mluvime o intervalech otevienych,
polouzavienych a uzavienych. V tom ptipad€¢, ze interval znalime poloptimkou
¢i pfimkou, se jednd o intervaly neomezené, v piipadé¢ znaceni piimkou dokonce
o interval oboustranné neomezeny. Pro zpis neomezenych intervall také nove zavadime

dva znaky: oo (nekone¢no) a —oco (minus nekonec¢no) (Busek a Calda 2008).

Tabulka 5 - Intervaly

Zapis )
Zapis
charakteristické | Znazornéni na realné ose Nazev intervalu
) intervalu
vlastnosti
a<x<bh (a; b) - @ o— Uzavieny interval
a b
Polouzavteny interval
a<x<bh (a; b) S, o — (zleva otevieny
a b o
a zprava uzavieny)
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Polouzavteny interval
a<x<bhb (a;b) —® S (zleva uzavieny
a b .
a zprava otevieny)
a<x<b (a; b) O S Otevieny interval
a b
x=a (a;0) | —o Intervaly neomezené
a
x>a (a; oo) o Zprava
a
xsa (—%; a) o Intervaly neomezené
a
x<a (—0; a) S Zleva
a
Sam tento interval je Interval oboustranné
X €ER (—00; )
realnou osou neomezeny

Zdroj: podle Buska a Caldy (2008) vytvoril autor, obrazky vytvoril autor

Komplexni Cisla

Mnozinu C komplexnich ¢isel bylo nutné zavést z toho divodu, Ze v R neni moZné

odmocniovat zaporna Cisla, avSak vypocty s €isly jako je v—1 se ukdzaly jako velmi

uzite¢né. MnoZzinu komplexnich ¢isel C definujeme jako mnoZinu vSech usporadanych

dvojic z = [a; b]. V tomto zapisu a znaéi redlnou ¢ast a b ¢ast imaginarni, a i b jsou

realnymi &isly. Komplexni &islo zapisujeme jako z (Bylinski 1990; Cermak

a Cervinkova 2007).

Vosicky (2004, s. 18) definuje operace se dvéma komplexnimi Cisly a = [aq; a,]

ab = [by; by]:

,, Fovnost dvou komplexnich cisel [a,; a,] = [by; b;] = a4 = by; a, = by,

soucet dvou komplexnich cisel [aq; a,] + [by; by] = [ay + by; ay + by,

soucin dvou komplexnich cisel [a,; a,] - [by; by] = [a1b; — azby; a;b, + azby]

a podil dvou komplexnich cisel % = [

a1b1+a2b2 . azbl—albz

)

b2 +b? b?+b2
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Uspotadané dvojice lze znazornit graficky pomoci Gaussovy roviny (obr. 2), kde
z = [0; 0] zna¢i pocatek 0 kartézské soustavy souradnic Oxy. Obrazy ¢isel z = [a; 0] jsou
viechny body osy x, osa y obsahuje obrazy ¢&isel z = [0; b] (Cermék a Cervinkova 2007).

Zobrazeni komplexnich ¢isel v kartézské soustavé souradnic vypada nasledovngé:

Y Z = [4; 7]
7 ...................... "Zl
6
5 z, = [0; 3]
4
Z,83
- 2 Z3 = [—6, 0]
Z3 0 1
8765432-1],12345678x z, = [-3; =5].
2
3
-4
Z g -5
-6
-7

Obrazek 2 — Zobrazeni uspovddanych dvojic,
zdroj: vytvoril autor

Velmi dulezitym prvkem mnoziny C je imaginarni ¢islo i =v—1 = [0;1]. Pro
imaginarni &islo plati: i2 =i-i = —1. Komplexni ¢isla nezapisujeme pouze jako
uspotfadané dvojice, ale zapisujeme je 1 ve tvaru algebraickém: z = a; + a, - i. Pro dvé
komplexni ¢islaz; =a+b-iaz, =c +d -idefinujeme:
(a+b-D)+(c+d-iD)=(@xc)+i-(b+d),
(a+b-i)-(c+d-i)=ac+ bci+ adi + bdi? = (ac — bd) + i - (bc + ad)
(Cermék a Cervinkova 2007; Hahn 1994).
Sdruzenym ¢islem K ¢islu z =a + b i je Cislo Z=a — b - i. Sdruzené Cislo Z ¢teme
.,z s pruhem®. Pro soucet a soucin libovolnych z a Z plati dle Cermaka a Cervinkové
(2007) tyto vyroky:
z+zZ=(@@+b-i))+(a—b-i) = 2a,
z:Z=(a+b-i)-(a—b-i) =a?+ b2
Také je potieba definovat pojem opaé¢né Cislo Kk ¢islu z a to Cislo —z=—a—b-i.

Po zavedeni pojmu sdruzené a opacné cCislo muzeme provadét odCitani a déleni

komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru pomoci téchto dvou ¢isel. Pfi odc¢itani dvou
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komplexnich ¢isel pficteme k prvnimu ¢&islu ¢islo opacné k druhému Cislu:

v ’ v 4 e vr —
Z; — 2y = 71 + (—2,). Déleni provedeme tak, Ze zlomek = rozsifime Cislem 7
Z2

(Cermak a Cervinkova 2007).

Pro nalezeni absolutni hodnoty komplexniho Cisla pouzijeme jeho sdruzené cislo

nasledovné: |z| = Vz -z = Va? + b? (Kaiika 2010).

Komplexni ¢isla lze vyjadiit i ve tvaru goniometrickém: z = |z| - (cos ¢ + i * sin @);
a b

P4 € (0; 2m). Uhel ¢ znaéi argument komplexniho &isla (Cermak

cosp = sing =

|z|’

a Cervinkova 2007; Katika 2010). Grafické znazornéni je popsano na obrazku 3.

Moivreova véta je operace, pomoci které mizeme provést umocnéni komplexniho ¢isla

¢islem n € N. Tato véta zni:
a™ = |a|"(cosng + i - sinng)

(Vosicky 2004).

I
I
I
1
|
|
I

P
0| ——2 X
da
Obrazek 3 - Goniometricky tvar komplexniho Cisla,
zdroj: podle Vosického (2004) vytvoril autor

1.3  Funkce
Funkce a jejich vlastnosti

Cermak a Cervinkova (2007, s. 62) uvadi tuto definici pojmu funkce:

., Necht jsou dany dvé neprazdné mnoziny redalnych cisel A a B. Priradime-li kazdému

cislu x € A podle nejakého predpisu prave jedno cislo y € B (které oznacime y = f(x)

a nazveme funkéni hodnota), pak mnozZina f vSech usporadanych dvojic [x; f(x)]

se nazyvd redlnd funkce redlné proménné. Zapisujeme f:y = f(x) .

Velmi dilezitymi vyrazy, jeZz pouzivame v souvislosti s popisem funkce, jsou defini¢ni
obor funkce a obor hodnot funkce. Defini¢ni obor funkce f je mnozinou realnych ¢isel,
kterym je ptifazeno realné Cislo funkci f. Ve vyse uvedené definici funkce je definicnim
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oborem mnozina A. Defini¢ni obor zapisujeme jako D(f). Obor hodnot funkce f, jenz
je znacen jako H(f), je mnozinou vSech redlnych cisel, ktera ziskame pravé timto
pfifazenim prvkll mnoziny defini¢niho oboru. V definici funkce se jedna o mnozinu B

(Beranek et al. 2007; Cermék a Cervinkova 2007).

Zavislost y na x je Casto velmi vyhodné zobrazit pomoci grafii. K vytvoreni grafu funkce
se vyuziva zakresleni mnoziny vSech bodl roviny, jejichz soufadnice jsou [x, f(x)].
Klasicky na vodorovnou osu (0osu x) vynaSime proménnou x a na osu svislou (osu y)
vynasime funkéni hodnoty (Hughes-Hallet 1980; Vosicky 2004). Na obrazku 4 nize

muzeme vidét naptiklad graf funkce y = ix.

10 8 6 4 2 4 6 8 10

Obrazek 4 - Graf funkce 1/4x,
zdroj: https://saylordotorg.github.io/text_intermediate-
algebra/s05-02-linear-functions-and-their-gra.html

Inverzni funkce g (neboli také f~1) k funkci f je funkci, jejiz grafické zobrazeni
Vv kartézské soustave souradnic je soumérné k zobrazeni funkce f podle piimky o rovnici

x =y (obr. 5 a 6) (Beranek et al. 2007; Bauer et al., 2015).

34 Ill'tl\ 3
24 ll"'-.\
\
N
1 Y
\
\\ .
1 2 3 2 1
Obrazek 5 - Inverzni funkce I, Obrazek 6 - Inverzni funkce 11,
zdroj:http://ibmathstuff.wikidot.com/inv zdroj:http://ibmathstuff.wikidot.com/inv
erse-function erse-function
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Zjednodusen¢ lze fici, ze u inverzni funkce je ,,otoceni* ptifazovani — tedy kazdému cislu
y podle ptedpisu ptitadime pravé jedno ¢islo x. Pro lepsi predstavu lze uvést tuto
vlastnost navzajem inverznich funkci f a g: D(g) =H(f) a H(g) =D(f)
(Beranek et al. 2007).

Dale existuji takzvané sloZené funkce. Petraskova a Zmeskalova (2005, s. 48) uvadi tuto
definici:

,, Necht jsou dany funkce f, g. Funkci h takovou, Ze D(h) = {x € D(g); g(x) € D(f)};
h(x) = f(g(x)), nazyvame slozenim funkci g, f (v tomto poradi) a oznacujeme g o f.

Funkci g nazyvame vnitini, funkci f nazyvame vnéjsi, funkci h nazyvame sloZenou

Sfunkci .

Piikladem slozené funkce miize byt h: y = Vx2 + 1, kde vnitini funkci je g:u = x2 + 1

a funkci vnéjsi je f:y = vu. Dalsi slozenou funkci je napiiklad h:y = sin 3x, u které je

vnitini funkci g: u = 3x a vné&jsi funkei f: y = sinu (Vosicky 2004).

Pojmy, které je nutno znat, jsou periodicnost, lichost, sudost a omezenost funkce. Jedna

se o vlastnosti funkci, které¢ budou popsany nize.

Funkce je periodicka, pokud existuje ¢islo p > 0 a pro kazdé k € Z plati, ze pokud je
funkce definovana v bod¢ x, je definovana i v bodech x + kp a pro vSechna x € D(f)
plati: f(x) = f(x + kp). Ptiklady periodické funkce mohou byt naptiklad sinus ¢i
kosinus, které maji zakladni periodu (nejmensi periodu) p = 2m (obr. 7) (Vosicky 2004).

An -3n 2n -1n) 0 n 2n 3n An

e
+ Zakladni perioda

]

Obrdzek 7 - Perioda funkce sinus, zdroj: podle Vosického (2004) vytvoril autor
Funkce je sud4, pokud f(x) = f(—x). Piikladem sudé funkce mize byt f:y = x2.
Pokud za x dosadime 2 a (—2), funkéni hodnota y bude v obou piipadech
stejna: f(2) = f(—2). Graf sudé funkce je soumérny podle osy y a je uveden
na obrazku 9 (Hughes-Hallet 1980; Vosicky 2004).
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Obrazek 9 - Graf funkce x na druhou, zdroj: vytvoril autor

Pro lichou funkci plati f(—x) = —f(x). Funkei lichou je naptiklad f:y = x3. Graf
lichych funkci je vzdy symetricky podle pocatku soustavy soufadnic (obr. 8)
(Hughes-Hallet 1980; Bauer et al. 2015).
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34

Obrazek 8 - Graf funkce x na ti‘eti, zdroj: vytvoril autor

Funkce muze byt také omezena. Existuji funkce omezené zdola, shora anebo omezené

zdola i shora (obr. 10). Strnad (2013b) definuje jednotlivé omezenosti takto:
, Necht f je dana funkce a M podmnozina jejiho definicniho oboru D (f):

e Funkce f se nazyva funkce zdola omezend na mnoziné M, pravé kdyz existuje
c¢islo d € R takoveé, Ze pro vsechna x € M jef (x) = d.

e Funkce f se nazyvd funkce shora omezend na mnoziné M, prave kdyz existuje
c¢islo h € R takove, ze pro vsechnax € M je f(x) < h.

e Funkce f se nazyva omezend, pokud je soucasné omezend shora i zdola *.

y Funkce
Y Funkce St
5 4+
+ 3+
3 24
2 14
Omezeni zdola x
— N : —x 5 4 10 1 4 5
54 3210 12 3 4 5 Omezeni shora
-1 2
2 3l
3 4
4 54
5
Obrazek 10 - Grafy funkci omezenych zdola nebo shora,
zdroj: http://www.x-idea.cz/matematicke-funkce/
Polynomické funkce
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Dle Vosického (2004) Ize polynomickou funkci obecné vyjadiit ve tvaru
fry=B(x) =ax"+a,_1x"1+-+a;x+a, kdeneN,xeRaa,,.., ay €ER.
Mezi vyznamné polynomické funkce patii funkce konstantni, linedrni a kvadraticka

(Zagkodny 2018).

Obecny zapis linearni funkce je f: y = ax + b, kde a; b € R. Grafy téchto funkci budou
vzdy ptimkou, ktera je riznob&zna s osou y (tzn. pro jedno x existuje pouze jedno
pfifazené y — toto plati pro vSechny funkce). Linearni funkce mize byt rostouci, klesajici
nebo nerostouci a neklesajici. Pokud je funkce nerostouci a neklesajici, nazyvame
ji konstantni funkei (Vosicky 2004). Obecné grafy linearnich funkei jsou uvedeny nize
na obrazcich 11, 12 a 13.

[0:b] | y=b

0 X

Obrazek 12 - Graf konstantni funkce pro a=0, tedy y=b,
zdroj: podle Cerméka a Cervinkové (2007) vytvoril autor

y

y=ax+b y=ax+b

[0;b] [0:b]

oJ[ ‘ ! ’ X | oj[ ‘ ' ‘ Tx

Obrazek 11 - Graf linedrni funkce pro a>0, Obrdzek 13 - Graf linedrni funkce pro a<0),
zdroj: podle Cermaka a Cervinkové (2007) vytvoril zdroj: podle Cermdka a Cervinkové (2007)
autor vytvoril autor

Obecny zapis kvadratické funkce je f:y=ax*+bx+c, kde a€R-{0}
(. a je nenulové realné ¢islo) a b; ¢ € R. Pokud by a bylo rovno 0, vznikla by funkce
fiy=0x*+bx+c=bx+c a jednalo by se tedy o linearni funkci. Grafem
kvadratické funkce je parabola, jejiz osa je rovnobézna s osou y. Vrchol paraboly V je
pruseéikem jeji osy a samotnou parabolou (Vosicky 2004; Cermak a Cervinkova 2007).

Pro ilustraci paraboly budou vloZeny obrazky 14 a 15.
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'y T
o 1y v
1 : y=ax 2+bx+c :
! I
- I 'I
: I y=ax"2+bx+c
+ |
: |
- _— I
1 \j/ X - —t— >
| |
L_o_ > |
\% I
|
Obrazek 14 - Graf kvadratické funkce pro a>0, Obrzek 15 - Graf kvadratické funkce pro a<0,
zdroj: podle Cermdka a Cervinkové (2007) vytvoril — zdroj: podle Cermdka a Cervinkové (2007) vytvoril
autor autor

Exponencialni a logaritmicka funkce

Exponencialni funkci definujeme predpisem f:y = a*, kde a >0, a# 1 a x ER.
Jejim grafem je exponenciala neboli exponencialni kiivka. Exponencidlni ktivka protina
0su y v bodé [0; 1]. Na obrazku 17 mizeme vidét grafy dvou exponencialnich funkci.
Graf funkce f:y = 0,52 ukazuje, jak vypada tvar kfivky pro takovéto a: 0 < a < 1.
Druhy graf znazoriuje funkci f:y = 2* a ilustruje tak tvar exponencialy pro a > 1

(Vosicky 2004; Bauer et al. 2015).

Logaritmy jsou funkénimi hodnotami logaritmické funkce. Logaritmus definujeme
takto: y = log, x = x = a”. Napiiklad log;, 100 = 2, protoze 10? = 100 (logaritmus
se zdkladem 10, tedy log, x, je dekadickym logaritmem, ktery lze znacit také pouze jako
log x). Ptedpis logaritmické funkce je tedy f:y = log, x proa > 0; a # 1. Logaritmicka
funkce se zakladem a je inverzni k exponencialni funkci se stejnym zakladem a. Graf
logaritmické funkce nazyvadme logaritmickou kiivkou (obr. 16) (VoSicky 2004;
Bauer et al. 2015).

y=2,
Obrazek 16 - Grt;fy exponencidlni a
0 M logaritmické funkce se stejnym
Obrdzek 17 - Grafy dvou exponencidglnich funkci, zdkladem pro a>1, 2droj:
zdroj:https://en.wikipedia.org/wiki/Exponential_fu https://www.sfu.ca/math-
nction#/media/File:Exponenciala_priklad.png coursenotes/Math%20157%20Course%?2

ONotes/sec_Logarithms.html
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Eulerovo cdislo e je konstantou s ptfibliznou hodnotou e = 2,718. Logaritmus se

zakladem e je nazyvan pfirozenym logaritmem a zapisuje se log, x nebo zkracené In x

(Vosicky 2004; Strnad 2013a).
Goniometrické funkce

Hlavnimi goniometrickymi funkcemi, jez je nutno zndt, jsou sinus, kosinus, tangens

a kotangens. Objasnime si také urcité vztahy mezi nimi.

Zékladnimi goniometrickymi funkcemi jsou sinus a cosinus. Pomoci téchto zékladnich

funkei definujeme funkce tangens a kotangens takto:

sinx Cosx

= cotgx = —
tgx o5 x pro cosx # 0 g Sinx

pro sinx # 0

(Bauer et al. 2015).

x byva nazyvéano argumentem goniometrické funkce, a to plati pro vSechny ¢tyti uvedené

goniometrické funkce (Cermék a Cervinkova 2007).

Funkce sinus a kosinus jsou funkcemi periodickymi s periodou rovnou 2. V tabulce 6

podle Vosického (2004) budou uvedeny vybrané vlastnosti téchto dvou funkci.

Tabulka 6 - Vlastnosti funkce sinus a kosinus

Vlastnosti Sinus (sin x) Kosinus (cos x)
Defini¢ni obor X ER X ER
Obor hodnot y€e(—1;1) y €(—1;1)
_ Licha Suda
Sudost, lichost
sin(—x) = —sinx cos(—x) = cosx
Omezena v celém defini¢nim Omezend v celém defini¢nim
Omezenost i i
oboru zdola i shora oboru zdola i shora
Zakladni perioda 2m Zakladni perioda 21
Periodi¢nost sinx = sin(x + 2kmn), cosx = cos(x + 2km),
kdek € Z kdek € Z

Zdroj: podle Vosického (2004) vytvoril autor
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Nyni budou uvedeny grafy funkci sinus a kosinus (obr. 18) pro lepsi pfedstavu téchto

zminénych vlastnosti.

y=sin(x)

#2n -1 Y

24

3

y=cos(x)

Obrazek 18 - Grafy funkci sinus (plnd édra) a kosinus (¢drkované), zdroj: vytvoril autor

Funkce tangens a kotangens jsou tedy odvozeny od funkci sinus a kosinus podle vyse

uvedenych definic. Vlastnosti budou shrnuty v tabulce 7 podle Vosického (2004). Budou

také uvedeny grafy téchto dvou funkci (obr. 19).

Tabulka 7 - Vlastnosti funkce tangens a kotangens

Vlastnosti

Tangens (tg x)

Kotangens (cotg x)

Defini¢ni obor

xeR—{(2k+1)%};keZ

xER—{Zk%};kEZ

Obor hodnot YyER Yy ER

) Licha Licha

Sudost, lichost
tg(—x) = —tgx cotg(—x) = —cotgx
Funkce neni omezena ani zdola, | Funkce neni omezena ani zdola,
Omezenost . .
ani shora ani shora

Periodi¢nost Zakladni perioda Zakladni perioda

Zdroj: podle Vosického (2004) vytvoril autor

4 4

w

y=tg(x)

-2.5m

£2n

-1.5n “1n -0.5n 0 0.5n

2n 2.5m

y=cotg(x)

Obrazek 19 - Grafy funkci tangens (plnd édara) a kotangens (¢arkované), zdroj: vytvoril autor
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Jak lze vidét v grafech, ob¢ tyto funkce nejsou spojité. Znamena to tedy, Ze funkce nejsou

definovany pro vSechna x. Funkce tangens neni definovana pro x = (2k + 1) g, kde

k € Z a funkce kotangens neni definovana pro x = 2k g, kde k € Z (Vosicky 2004).

Nyni budou uvedeny vzorce podle Cermaka a Cervinkové (2007), kde zminim vzajemné

vztahy goniometrickych funkci a vybrané operace s nimi.

Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi:

tgx—Sinx sin®x + cos?x =1
cosx tgx-cotgx =1
cos x
cotgx = —
sin x

Vztahy pro soucet a rozdil argumenti:
sin(x +y) =sinx-cosy t cosx - siny
cos(x £ y) =cosx-cosy+sinx-siny
V/ztahy pro dvojnasobny argument:
sin2x = 2 -sinx ' cosx
cos 2x = cos? x — sin x

Linedarné lomend funkce

Linearni lomena funkce je kazda funkce y = % na mnoziné R — {— %}, kde a,b,c,d
jsou readlna ¢isla, ¢ # 0 a ad — bc # 0. Definicni oborem linearné lomené funkce
je D(f)=R-— {— %} Grafem linearné lomené funkce je hyperbola (Odvarko 2008).

Existuji pfimky, jez vymezuji hyperbolu, a ty nazyvame asymptotami. Asymptoty jsou

dvé€, ztoho jedna je rovnobéZznd s 0sou x a druhd s osou y. Asymptoty se protinaji
ve stiedu hyperboly S, jez ma soufadnice S [—%;%] (Vosicky 2004; Cermak

a Cervinkova 2007). Vosicky (2004, s. 37) uvadi tento postup sestrojeni grafu linearné

lomené funkce (obr. 20):

29



2x-5 .,
,,Graf funkce f:y = % se sestroji takto:

D(f)=R—{1}
Upravou:
2x — 5 _2(x—1)—3

3
po— ey_Wayzz—maS[l;Z]

)/ =

Asymptoty: x = 1;y = 2

Priiseciky s osami:
5 5
y = 0—>x=—...X(—;0)

x=0-y=5..Y(0;5)"

A x=1

-3 -2.5 -2 -15 -1 fO.Sf]i 0.5 i 15 2725 3 35 4 45 5 55 6

-2
-3
-4 4
-5

Obrazek 20 - Graf funkce y=(2x-5)/(x-1),
zdroj: podle VoSického (2004) vytvoril autor

Neprfima umérnost je také linearn¢ lomenou funkci. Obecné ji zapisujeme jako

y = S, kde k € R — {0}. Je tomu tam v piipad€, Ze v zapisu linearné lomené funkce

y= Z;CIZ je a=0 a d=0. Grafy dvou téchto funkci jsou uvedeny na obrazku 21

(Odvarko 2008; Cermak a Cervinkova 2007).

y

24
y:j;x

y=-1/x

Obrazek 21 - Grafy nepiimé imérnosti; plnou carou graf
funkce y=1/x, tedy pro k>0; édarkované graf funkce y= -1/x,
tedy pro k<0,
zdroj: podle Odvarka (1993) vytvoril autor

30



1.4  Diferencidalni pocet
Pted tim, nez bude vysvétlena samotna podstata diferencidlniho poctu, je tieba si objasnit

pojmy spojitost a limita funkce.
Spojitost funkce

Spojitost funkce je definovana pomoci bodu a € R a jeho okoli (tzv. § —okoli)
(obr. 22). Okoli bodu (a — §; a + &) je otevienym intervalem, kde § je kladnym realnym
¢islem. Stiedem okoli je tedy bod a a polomérem okoli § (delta). Okoli bodu se dale
rozliSuje na levé § —okoli bodu a (a — §;a) a pravé § —okoli bodu a (a;a + §). Okoli
bodu f(a) nazyvame & —okolim, kde € (epsilon) je kladnym realnym ¢islem. Toto okoli
lze tedy zapsat otevienym intervalem (f(a) —¢;f(a)+¢) (Hruby a Kubat 2008;

.

Cermak 2004).

E : x

Obrazek 22 - Okoli bodu a a f(a),
zdroj:https://cs.wikipedia.org/wiki/Limita_funkce#/m
edia/Soubor:Limit.png, upravil autor

Hruby a Kubat (2008, s. 26) tedy definuji spojitost funkce.

., Funkce f je spojitda v bodé a, jestlize k libovolné zvolenému okoli bodu f(a) existuje
takové okoli bodu a, Ze pro vsechna x Z tohoto okoli bodu a patii hodnoty f(x) do
zvoleného okoli bodu f(a) “.

Limita funkce
Limitu funkce definuje Cermak (2004, s. 7) takto:
, Funkce y = f(x) ma v bodé a limitu L, jestlize:

1. je definovana pro x Z néjakého okoli bodu a,

2. ke kazdéemu (libovolné malému) cislu € > 0 existuje takové cislo § > 0, Ze pro
vSechna x # a 7 8§ —okoli bodu a ndlezi odpovidajici funkcni hodnoty f(x) do
& —okoli bodu L*.
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Limitu funkce zapisujeme jako lim f(x) =L a ¢&teme: limita f(x) pro x jdouci
x—-a
(blizici se) k a je rovna L (Vosicky 2004).

Limitu si lze dobfe vysvétlit a piedstavit pomoci ptikladii podle Cermaka (2004, s. 7), jez

budou uvedeny dale v textu.

Piiklad 1:

Urci limitu: lim1(3x7 —x%2+41)
x——

lim(Bx" —x?2+1)=3(-1)"—-(-1)?+1=-3-1+1=-3

x——1

Piiklad 2 (obr. 2):

3_,2
Urci limitu: lim 252515 (obr. 23)
X“+x

x—+00 X2+x-5
1 5 1 5
3
Caoxits o P(2-3+3) 2%t
lim ——— = lim = lim x
T ey U T A W
X x? X x?
1 5
(2%t 2-0+0
=limx'-lim|———%|=40——— =402 =+
X—+00 X—+ 00 1 5 1 + O - O
1+-——=
X x
Y=(2X"3-x"2+5)/(x"2+X-5)
50 ¢
7110 75} 0 % 110 1}5 2:0
sol
Obrazek 23 - Graf funkce 7 prikladu 2, zdroj: vytvoril autor
Pro ptesnéjsi vysvétleni ptikladu 2 je nutné uvést tyto vybrané limity:
1 1 lim sinx neexistuje
lim — = —o0 lim—-=20 X—>00
x—-0_ X X—00 X
lim sinx neexistuje
1 . 1 X——00
lim — = 4o lim —=0
x-04 X x——00 X

lim cos x neexistuje

X—00

1
lim—=0;,neN
x—o0o xN
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lim cosx neexistuje lim cotgx = —0 . gx

X——00 x—0_ lim—=1
x>0 X

lim tgx = o0

x>0y lim cotgx = oo
x—04
lim tgx = —oo ;
sinx
"2, lim—— =1
x-0 X

(Cermak 2004).

Derivace funkce jedné proménné
Pilecka (2004, s. 25) uvadi definici derivace funkce jedné proménné:

,,Derivace funkce y podle nezavisle proménné x je limita poméru prirustkii funkce

a jejtho argumentu, blizi-li se priristek argumentu bez omezeni nule “.

Derivaci funkce zapisujeme Y~ lim £ = lim M (Pilecka 2004).
dx  Ax—0A4Ax Ax—>0

Derivace funkce f byva zapisovana riiznymi zpisoby a to jako v, f (x) nebo df (x)
VSechny tyto zapisy ¢teme stejné: derivace funkce y podle x.

Derivaci funkce lze vyuzit pro rizné vypocty, naptiklad pro nalezeni te€ny ke grafu

funkce v jejim libovolném bodé (Cermak 2004).

f(x:i+AX)

f(x:)

0 Xi+AX X

Obrazek 24 - Grafické zobrazeni derivace - nalezeni tecny,
zdroj: podle Pilecké (2004) a Cermdka (2004) vytvoril autor

Na obrazku 24 miZeme vidét teénu t, jez se dotyka grafu funkce v bodé T [xq; f (x1)].
Dale je na obrazku se¢na s, ktera je uréena bodem T a bodem S [x; + Ax; f(x; + Ax)].

@ je smérovy thel seény a a smérovy uhel te¢ny (Cermak 2004).

derivaci funkci (tab. 8).
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Tabulka 8 - Derivace elementdrnich funkci

Derivace Podminky platnosti
Funkce y = f(x)
funkce f vzorce
Konstantni funkce fiyv=k y =0 k €R
Lineéarni funkce fiy=x y =1 x €R
fiy =x" y =n-x"1! XER,NEN
Kvadraticka funkce _
fry=k-x" |y =k-n-x"1 xak€RneN
Exponencialni funkce | f:y = a* y =a*-lna X€ER
Exponencialni funkce .
fry=e¢e”* y =e”* X ER
se zakladem e
. 1
fry=log,x y = x € (0; 00)
o, x-lna
Logaritmicka funkce 1
fry=Inx y =-— XER
X
Sinus fiy =sinx y =cosx x €ER
Kosinus fiy =cosx y = —sinx X€ER
. 1 n ™
Tangens fiy=tgx y = oy xe((Zk—l)E;(2k+1)E)
. 1
Kotangens fry=cotgx | y =—— x € (km; (k + 1)m)
sin? x

Zdroj: podle Cermdka (2004) a Pilecké (2004) vytvoril autor

Dale je nutno védét, jak derivovat soucet, rozdil, soucin a podil funkei. Tyto vzorce

plati pro funkce f a g majici derivaci na urcité mnoziné M.

(F) £ g(x) =f(x)+ g k),

(f)-g@) = f()gl) + f)g (),

(G -

(Vosicky 2004; Dosla a Liska 2014).

’

_f()g) - fo)g'(x)

g*(x)

Derivovat lze také funkce sloZené. Slozenou funkei f(g(x)) derivujeme takto:

fgt)=f(9())-g'x)

(Hruby a Kubat 2008).
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Pro lepsi orientaci v této definici bude uveden piiklad podle Vosického (2004) pravé

derivace slozené funkce, v tomto piipad¢ funkce f:y = cos
y = (cos4x)’ - = (—sin4x) -4 = —4sin4x

Lze také urcit vyssi derivace funkci. Postup vypoctu druhé derivace je jednoduchy —
zderivujeme derivaci prvni. Nize bude rozebran ptiklad urceni druhé derivace funkce

(znatime y’") z publikace Cerméka (2004).

Urci derivaci funkce y = Inx pro x > 0.

1
S
y x X
, —2 1
y'=-1G")=-3

Derivace funkce o vice proménnych

Parcialni derivace vyuzivame pro vypocty s funkcemi o vice proménnych. RozliSujeme

parcialni derivace podle jednotlivych proménnych. Derivujeme vzdy pouze vzhledem

: . . s . d ‘. « v ¥ s oy
K jedné proménné. Parcialni derivace é udava rychlost zmény f pii zménach veliciny x.

Pokud parcialn¢ derivujeme podle proménné x, pak y povazujeme za Konstantu.
Geometricky lze toto popsat tak, Ze studujeme kiivku, jeZ vznikne na fezu grafu funkce

z = f(x,y) rovinou y (obr. 25) (Matik 2014-2019b).

ROVINA X=2 ROVINA Y=-2

/./— 3D GRAF: s .\

FX.Y)
FIX.Y)

. X r 30
1%
T %
[
T o
I3
&
4
s, N 7 1
T~ =S < 0
2 A > =4
) \’ % /\ =) %
[ T~ < a2
\ B 7
X 2 ~.X -3
y -4

Obrazek 25 - Parcidlni derivace funkce f'v bodé [2,—2] jsou derivace
kiivek vzniklych na fezech rovinami x=2 a y=—2,
zdroj:http://user.mendelu.cz/marik/wiki/am/slidy/derivace/index_h.html

35



Kurfirst (2017a) uvadi ptiklady pro vypocet parcialnich derivaci % a Z—£ funkce

f(x,y) = x? + x — y. Vysledky maji byt nasledujici: 2x + 1 a —1. Nyni si popiSeme

postup, jak se dostat k t¢émto vysledkim.

of
—=2x+1-0=2x+1
ox

Proménnou x tedy klasicky zderivujeme a y je povazovana za konstantu, derivace

y je tedy rovna 0.

0
—f=o+0—1=—1
ay

V tomto pifpadé je konstantou x, a tedy i x2. Proménnou y tentokrat derivujeme podle

vzorce derivace linearni funkce f'(x) = 1, kde pouze misto x pouzijeme y.

S pojmem parcialni derivace tzce souvisi tuplny diferencial. Uplného integralu
vyuzivame také u funkce vice proménnych (Ize ale vyuzit i u funkce jedné proménné).
Pro funkce vice proménnych jde teoreticky o vypocet, kde urcujeme tecnou rovinu
Vv urcitém bodé¢ k trojdimenzionalnimu grafu funkce. Jedna se o ptiristek na te€né roviné
vzhledem k pravé tomuto bodu — my tedy aproximujeme v okoli tohoto bodu graf funkce
te€nou rovinou (Kurdnovd a Vondra 2008). Vzorec, podle kterého pocitdme uplny

diferencial, vypada néasledovne:

d d
FGay) ~ Fxorvo) + %(xo,yo) ht % (x0r¥0) "

Prakticky 1ze uplného diferencidlu vyuzivat k odhadu hodnoty sloZitych funkei o dvou
proménnych (Isibalo 2017). Podle Isibalo (2017) lze vypocitat piibliznou hodnotu

(tzv. aproximovat) funkce f(x,y) = /2,952 + 4,022,
x=295y=402->x,=3; y,=4

h=x—-—xy>h=-005k=y—y,—- k=002

1
f(x0,¥0) = /xé +y2 =2 +y2)z2—>+/32+42=5

X 3

of
i 1 — -
(2 +y2)z Vxe+ys VA4

axo

1 _1 3
=§-(x§+y§)2-2x= 3
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af 1 y 4 _ 4

L eypToay= 5 =
ay, 2 - JxZ+y2 V32 +42 5

oy =54 ( 5)+4 2 _ 3 2 _2500-15+8 2493

Fey)~5+5\=100) 75 00~ ° " To0 125 500 ~ 500

V2,952 + 4,022 = 2493 2493 _ 4,986
500 ' 500
Pokud si zaddme tuto odmocninu do kalkulacky, ziskdme hodnotu 4,986271152.
Muzeme tedy vidét, ze ve vysledcich je pouze mirny rozdil.
Pribéh funkce

Velmi podstatnym vyuzitim derivaci je zji§tovani prubéhu funkci. Pomoci prvni a druhé
derivace urcujeme, zda je funkce rostouci, ¢i klesajici, jeji lokalni minimum a maximum
a také konvexnost a konkdvnost funkce. Pokud je funkce konvexni nebo konkavni, Ize

vypoétem také najit inflexni bod (Cermék 2004).

Rostouci a klesajici funkce

Pokud je funkce spojita v uréitém uzavieném intervalu (a; b) a ma derivaci f'(x) pro

kazdé x € (a; b), pak plati:

a) funkce je na (a; b) rostouci, pokud jeji derivace f'(x) > 0, tedy je kladna,
b) funkce je na (a; b) Kklesajici, pokud jeji derivace f'(x) < 0, tedy je zaporna

(Hruby a Kubat 2008; Vosicky 2004).

Jako neklesajici se oznacuje funkce, kde f'(x) = 0. Pro nerostouci funkci plati

f'(x) < 0 (Cermék 2004).

Extrémy funkce

Lokalni maximum funkce lezi v bod¢, v jehoZ bezprostiednim okoli funkce nejprve roste
a potom klesa. Pro lokalni minimum je to opacné, nejprve funkce v okoli bodu klesa

a vzapéti roste (Pileckd 2004).

Podle Bauera et al. (2015) Ize definovat lokalni extrémy pomoci derivaci takto: pokud ma

funkce f(x) v bodé x, lokalni extrém a zaroven existuje f"(x,), potom f“(x,) = 0.

Derivace funkce v bodé¢ a, jez je lokalnim extrémem, je rovna nule nebo derivace

neexistuje. Pokud plati f'(xy) = 0, bod x, se nazyva staciondrnim bodem. Tento bod
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vSak muze i nemusi byt lokdlnim extrémem. Pro prokazéani extrému je nutno provéfit
i § —okoli bodu x, nebo pouzit druhé derivace (Cermak 2004). Pokud chceme prokazat

lokalni extrém pomoci druhé derivace, plati podle Vosického (2004, s. 117) toto:

,, Ma-li funkce f(x) v bodé x, hodnotu derivace f'(x,) = 0 a existuje druhd derivace
[ (x0), pak

1) Je-li f(xy) > 0, ma funkce f v bodé x, lokdlni minimum
2) Je-li f”(xq) <0, ma funkce f v bodeé x, lokdlni maximum

3) Je-li f"(xy) = 0, nelze o existenci extrému rozhodnout pomoci druhé derivace “.

Déle jsou zavedeny pojmy jako globalni extrémy — globalni minimum a globalni
maximum. Globalnim extrémem vyjadiime extrémy v celém defini¢nim oboru funkce,
a ne pouze V okoli jednoho bodu. Vypoctem je lze zjistit urenim lokalnich extrému
funkce v {(a; b) ahodnot f (a) a f (b). Poté porovname extrémy s hodnotami f'(a) a f (b),
vybereme znich to nejmensi, ev. nejvétsi, a to je globalnim extrémem. (Hruby

a Kubat 2008; Vogicky 2004).

Konvexnost a konkavnost funkce

Podle Cermaka (2004, s. 25) Ize konvexnost a konkavnost funkce definovat:

., Necht je dana funkce f(x), ktera je definovana na intervalu {(a; b). Necht jsou dany tri
body této funkce Alxy; f(x)], Blxy; f(x2)], Clxs; f(x3)] pro x4, x,, x3 zintervalu
(a; b), pro které plati x;, < x, < x3. Necht body A a C urcuji primku. Potom:

o Lezi-li jakykoliv bod B pod kazdou takovou primkou AC nebo na této primce, pak
Fikame, Ze funkce f(x) je konvexni na intervalu (a; b).

o Lezi-li jakykoliv bod B nad kazdou takovou primkou AC nebo na této primce, pak
Fikame, ze funkce f(x) je konkdavni na intervalu {a; b).

o Lezi-li jakykoliv bod B pod kazdou takovou primkou AC, pak vikame, Ze funkce
f(x) je ryze konvexni na intervalu {a; b)(obr. 26).

o Lezi-li jakykoliv bod B nad kazdou takovou primkou AC, pak Fikame, Ze funkce
f(x) je ryze konkavni na intervalu (a; b) (obr. 27) “.
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B
y (%) Y —C
/ AL
‘ /C
N -
B
0 X 0 X
Obrazek 26 - Konvexni funkce, Obrazek 27 - Kvonkdvm' funkce,
zdroj: podle Cermdka (2004) zdroj: podle Cermaka (2004)
vytvoril autor vytvoril autor

U spojité funkce f(x), pro kterou lze vypocitat druhou derivaci, jsme schopni urcit jeji

konvexnost ¢i konkdvnost praveé podle hodnoty druhé derivace.

e Funkce je na (a; b) konvexni, pokud je f”'(x) = 0.
e Funkce je na (a; b) ryze konvexni, pokud je f”"(x) > 0.
e Funkce je na (a; b) konkavni, pokud je f”'(x) < 0.

e Funkce je na (a; b) ryze konkavni, pokud je f(x) <0
(Cermék 2004).
Inflexni bod

Inflexnim bodem se oznacuje bod x4 € (a;b) funkce f(x), jez je definovana
na intervalu {(a; b), pokud v intervalu (a; x,) je funkce konkavni (konvexni) a v intervalu
(x0; b) je konvexni (konkavni). Jedna se tedy o bod, kde se konvexnost funkce méni

v konkavnost nebo naopak. Pro inflexni bod x, plati £ (x,) = 0 (Cermak 2004).
Tayloritv a Maclaurinitv rozvoj funkce

Pomoci tzv. Taylorova polynomu jsme schopni nahradit jakoukoliv libovolnou
matematickou funkci pravé timto polynomem (Kurfiirst 2017b). Maftik (2007-2012)

uvadi definici Taylorova polynomu:

., Necht' n € N je prirozené cislo a f funkce, kterd je definovand v bodé x, € R a ma zde

vsechny derivace do 7adu n vcetne. Polynom

f (19!50) (x — x5) + f ;To)

(n)
(x —x0)%+ -+ fn—(lx())(x — xo)"

To(x) = f(xo) +

se nazyva Tayloritv polynom stupné n funkce f v bodé x,. Bod x, se nazyva stred

Taylorova polynomu .
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Maclauriniiv polynom je specialnim typem Taylorova polynomu. Pro Maclaurintv

polynom plati, Ze x, = 0 (Maiik 2007-2012).

Na vzorci Taylorova polynomu, mizeme vidét, Ze ve jmenovatelich jednotlivych Clent
jsou vyrazy 1!, 2!, ...n!. Jedna se o faktorialy. Pro pfipomenuti, co je vlastn¢ faktorial,

si definujeme, jaké maji tyto faktoridly hodnotu.

ol=1 3!1=3-2:-1=6
1'=1 4!=4-3-2-1=24
21=2-1=2 5/!=5-4-3-2-1=120

nn=n-n-1))-n-2)-m-3) - n—4)-..-4-3-2-1
(Vogicky 2004)

Nedvéd (2019) ukazuje, jak vypadaji jednotlivé polynomy funkce sin(x) v bodé¢ x = 0.
Na obrazku 28 jsou zobrazeny polynomy prvniho az sedmého fadu, tedy

T, (x), Ty(x), ..., T7(x).

-2

-3+

-44

=54

Obrazek 28 - Vybrané Taylorovy polynomy pro funkci y=sin(x),
zdroj:http://84.242.77.122/ _uc%282ebnice_CS/Matematicka_anal
yza/Diferencialni_pocet/Tayloruv_rozvoj/index.htm

Diferencialni rovnice

Diferencialni rovnice jsou rovnice, kde figuruje neznama funkce a jeji derivace.
Diferencialni rovnice miZzeme najit naptiklad v téch ptipadech, ve kterych rychlost riistu

nebo poklesu veli¢iny souvisi s jeji velikosti. Jednad se mimo jiné o tepelnou vyménu nebo
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o datovani pomoci uhliku, jeZz vyuZiva rozpadu radioaktivniho uhliku **C na stabilni

uhlik 2C. Oby&ejnou diferencialni rovnici prvniho fadu zapisujeme

Yy =oxy),
kde ¢ (fi) je funkce dvou proménnych (Maiik 2014-2019a).

Reseni diferencidlni rovnice je nekonecné¢ mnoho, proto pouzivame tzv. obecné FeSent,
které spoc€iva v pouziti konstanty C. Napiiklad obecnym feSenim rovnice y” = 2xy je

y = Ce**, kde C € R (Maiik 2014-2019a).

Partikularnim FeSenim rovnice mame na mysli vyjadifeni jedné libovolné funkce
splitujici diferencialni rovnici. Partikularnim feSenim pravé rovnice y* = 2xy muze byt

naptiklad y = 5e*” (Matik 2014-2019a).

1.5 Integralni pocet

Integralni pocet byl zaveden za tim ¢elem, abychom mohli spocitat plochu pod grafem
funkce nebo plochu jakéhokoliv rovinného obrazce pomoci nekone¢né mnoho malych
obdélnik, jelikoz je nemozné ji ptimo urcit. Obdélnikil je nekone¢né mnoho, setkavame

se tedy s pojmem ,,nekone¢né velky* (Dosla a Liska 2014).

Tento vypocet pomoci nekonecné mnoha obdélniku si nyni popiseme. Funkce f je
nezaporna a omezena na intervalu (a; b) a v tomto intervalu také spojita. Snazime se najit
obsah plochy P (,,podgraf*). Plocha P je ohrani¢ena grafem funkce f, 0S0u x a ptfimkami
x = aax = b (obr. 29). Pro pfesny vypocet jsou potieba obdélniky co nejuzsi — tak uzké,
az se méni v usecky. Pocitame tedy s nekone¢né mnoha usekami. (Dosla a Liska

2014).

0 a b X

Obrazek 29 - Plocha P — ,,podgraf™,
zdroj: podle Doslé a Lisky (2014) vytvoril autor
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Vosicky (2004, s. 122) popisuje, jak byl odvozen integralni pocet pomoci nekone¢né

mnoha obdélniku.

. Interval (a; b) rozdélime na n intervalii délek d,, d,, ..., d,. Pro kazdy takovyto interval
uvazujeme soucin jeho délky d; s minimem m; funkce na tomto intervalu a soucin jeho

délky d; s maximem M; na daném intervalu ...*.

f(x) fx)

»
»

di b a di b
Obrazek 30 - Dolni integrdlni soucet, Obrazek 31 - Horni integrdlni soucet,
zdroj:https://cs.wikipedia.org/wiki/Riemann%C5%AF zdroj:https://cs.wikipedia.org/wiki/Riemann%C5%AF
v_integr%C3%A11, upravil autor podle Vosického v_integr%6C3%A1l, upravil autor podle Vosického
(2004) (2004)

Dostaneme tedy dolni integralni soucet (obr. 30) a horni integralni soucet (obr. 31). Tyto
hodnoty udavaji hledany obsah obrazce. Podrobnéji bude tato problematika popsana

Vv kapitole o urcitém integralu (VoSicky 2004).

Pro takzvanou primitivni funkci F plati rovnost F'(x) = f(x), kde F a f jsou funkce
definované na otevieném intervalu / a vSechna x € J. Tuto skuteCnost Cteme tak, Ze

funkce F je primitivni funkci k funkci f (Hruby a Kubat 2008).

Neur¢ity integral funkce f je mnozina vSech primitivnich funkei k funkci f. Neurcity
integral obecné zapisujeme [ f(x) dx = F(x) + C, kde C € R je integraéni konstantou.
Symbol [ je integraénim znakem, x je integraéni proménna a funkce f je v tomto piipadé
nazyvana integrandem. Vypocet k urCeni neurcitého integrdlu nazyvame integraci
funkce f (Vosicky 2004). Pro urychleni integrace je vhodné znat tyto zakladni odvozené

vzorce (tab. 9):
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Tabulka 9 - Vzorce pro neurdity integral
Vzorec Podminky platnosti vzorce
desz X €E€R
fdx=x+C X €ER
L
fx”dx= +C neN;x ER
n+1
X TH
fxr dx = +C r€R—{-1};x € (0; )
r+1
1
f;dx=ln|x|+C x € R — {0}
fexdx=e"+C x €R
ax
fa"dx=—+c a € (0;0)—{1}x €R
Ina
fsinxdx=—cosx+C x€ER
jcosxdx=sinx+C X ER
fld—t+C e(1k1k>kEZ
o2 x x=1gx X —§n+ n,§n+ T);
1
_['2 dx = —cotgx + C x € (km; m+ kn);k€Z
sin? x

Zdroj: podle Hrubého a Kubata (1997) a Vosického (2004) vytvoril autor

Pro vypodty jsou také zasadni tyto véty (Cermak 2004):

[rr £ g dx= [ £ dxt [ g ax,

fc-f(x)chf(x)dx.

Dosla a Liska (2014) ndm ukazuji, jak integrovat funkci y = x> a funkci y = Py

fx3dx—£+6
T4

2x—5%77

f ! d—lf 2 d—11|2 5|+ C
x—_5 X—an .
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Existuji dvé hojné pouzivané metody pro integraci funkce, a to metoda per partes

a metoda integrace substituci.

Metoda per partes (neboli integrace po  Castech) vyuziva  vzorce
[uvdx =uv— [uv dx. Tato metoda je pouzivéna v piipadg, ze k u” Ize snadno
nalézt u (Pileckd 2004). Nize uvedeny piiklad ilustruje, jak se pravé tato metoda vyuziva

K vypoctu.

fxzexdx=ex-x2—2fex-xdx=ex-x2—2[xex—f1-exdx]=

= e¥x? — 2[xe* — e* + C] = x%e* — 2xe* + 2e* — 2C =

=(x*-2x+2)e*+(;

Per partes 1 Per partes 2
e U =e¥ou=e* o U =e*->u=¢e*
o v=x?->v =2 e v=x-ov =1
(Vosicky 2004)

Druhou metodou je substitué¢ni metoda (neboli metoda nahrazeni), ktera je zalozena na
principu zavedeni nové proménné pro zjednoduseni integrace funkce. Metoda substituce
je odvozena od vzorce pro vypocet derivace slozené funkce. Vysledkem mnoha
provedenych krok pifi Upravé vzorce platného pravé pro sloZenou funkci je
[f(gx) g’ (x)dx = [ f(t) dt, kde t = g(x). Hleddme tedy vhodné t (Hruby
a Kubat 2008; Cermak 2004).

Uspésny vypocet zavisi na tfech krocich:

1. , prevedeni vSech velicin v piivodni proménné x na veliciny v nové proménné t,
2. vypocet integralu v nové promenné t,

3. vyjadreni vysledku v pitvodni promenné x .

(Pilecka 2004, s. 37).
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Pokud se budeme drzet téchto krokl, bude na§ vypocet vypadat stejné jako vypocet

Vosického (2004, s. 122).

,» Substitucni metodou urcete [ sin(3x + 1) dx

Substituce: 3x + 1 = t derivovanim: 3 dx = dt - dx = %

(s e dt 1o _ 1 _ 1 )
Pak: [ sin(3x + 1) dx = [ sint 3—3fsmt dt = —zcost+C=—zcos(3x+1)+C*"

Se zaklady teorie urcitého integralu jsme se jiz setkali na zaCatku této kapitoly,
ato s obsahem plochy pod grafem omezeném ,,ze vSech 4 stran, tedy tentokrat pracujeme
s ur¢itou ¢asti grafu v intervalu (a; b) (obr. 32). Znamena to, Ze zkoumame uréity integral
funkce f od a do b.

AY

- f(x)

=Y

a b

Obrazek 32 - Urcity integral,
zdroj:https://cs.wikipedia.org/w
iki/Integr%eC3%A1l, upravil
autor

Ur¢ity integral zapisujeme jako f: f(x) dx a jedna se pravé o limitu dolniho a horniho
integralniho souctu. a je dolni mezi a b horni mezi integralu, f(x) je integrandem

a [ integraénim znaménkem. Pro vypodty pouzivime Newtonova-Leibnizova vzorce:

f; f(x) dx = F(b) — F(a) = [F(x)]2 (Vosicky 2004). Ptiklad uvadi Pilecka (2004):

2 2
de_x3 22 137

YAEIS T3 T3 T3
1 1

Podle Newtonova-Leibnizova vzorce tedy plati:

ff(x)dxzo

a b
Z)ff(x)dx=—Zlff(x)dx

(Pilecka 2004).
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Aplikaci integralniho poctu jsme schopni najit odpovédi na spousty otazek. Vybér toho,

na co lze integrace vyuzit, bude uveden v tabulce 10.

Tabulka 10 - Aplikace integrdlniho poétu

Co lze spocitat Vzorec Obrazek
y
Obsah b y=Ff(x)
kiivocarého S = f f(x) dx /
lichobézniku a s
Obsah
0 a b X
rovinného
y
obrazce Obsah
b
obrazce
| s= 1w - geoldx
ohranic¢eného
a
2 grafy
0
Objem b
rotaéniho V=nm f f?(x) dx /
t€lesa a
Obsah
vy b 0
plaste
Q = anf(x) 1+ f(x)dx
rotacniho
a
t€lesa
Draha t,
ptimocarého s = f v(t) dt
FyZlkélni pOhybU ty
aplikace b
Prace A= f F(x) dx
a

Zdroj: Podle Vosického (2004) vytvoril autor, obrazky podle Vosického (2004) vytvoril autor
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1.6  Vektorovy pocet

Pro zavedeni pojmu vektor je nutné se seznamit s tim, co je orientovana usecka.
Orientovana usecka (obr. 33) je Gsecka, ktera ma pocatecni a koncovy bod. Zalezi tedy
na poradi téchto bodd, tj. jeden z nich je vzdy pocateéni a druhy koncovy, a nelze je
zaménit. Pokud je poc¢ate¢nim bodem A a koncovym bodem B, pak je orientovana tiseCka
AB uréena usporadanou dvojici [4; B]. Tuto orientovanou usecku zapisujeme jako AB

(Vosicky 2004; Cermak a Cervinkova 2007).

A

Obrdazek 33 - Orientovand usecka AB,
zdroj:https://sk.wikipedia.org/wiki/Vekt
or_(matematika)
Vektor je mnozinou vSech orientovanych Gsecek, které maji stejnou velikost a maji stejny
smér, tedy jsou rovnobézné. Vektory zapisujeme pomoci malych pismen se Sipkou.
Nejcéastéji vektory zapisujeme jako U, ¥ nebo w (Kodandrle a Bogek 1995; Cermak

a Cervinkova 2007).

Vektor definujeme pomoci soufadnic, a to takto: U = (uq;uy), ev. U = (uq; uy; us),
pokud vektor existuje v prostoru (kromé os x a y zavadime novou osu z). Pokud je vektor
uren orientovanou useckou AB, jeho soufadnice ziskdme vypocty u; = b; —ay,
u, = b, — a,, uz = b; — a; (Kocandrle a Boc¢ek 1995).

Velikost vektoru 7 neboli délka orientované tisecky AB se zapisuje |i| = |4B]|. Velikost
vektoru u = (uq;uy; us3) se vypocita jako |u| = \/m (Vosicky 2004; Cermak
a Cervinkova 2007).

Operace s vektory

S vektory (napf. U = (uq; Uy uz) a U = (vq;V,;v3)) lze provadét spoustu operaci

(tab. 11),

Tabulka 11 - Vybrané operace s vektory

Operace Vzorec

&l

Soucet vektoru + U= (uy + v Uy + vy Uz + U3)

cl
U
Il

Rozdil vektori Uy — Vg3 Uy — Uy Uz — V3)

k-nasobek vektoru k- = (kuy; kuy; kug)
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Skalarni soudin vektort UV = (UyVg; UpVy; Uz V3)

Vektorovy soudin UXV = (UpV3 — Volsz; UsVy — Vglly; UgVy — ViUy)

Zdroj: Podle Vosického (2004) a Cermdk a Cervinkové (2007) vytvoril autor

Pokud skalarni soucin dvou nenulovych vektori je roven nule, znamena to, Ze tyto dva

vektory jsou navzajem kolmé: ¥ = 0 - 4 L ¥. Pro dva nenulové vektory také plati

cos @ = % Jsme tedy schopni zjistit thel mezi dvéma vektory pomoci skaldrniho

soudinu a jejich velikosti (Cermak a Cervinkova 2007).

Vektorovy soudin lze spocitat pouze pro vektory v prostoru. Pomoci vektorového
soudinu Ize snadno najit vektor kolmy ke dvéma vektorim: w = U X v ->w LU; W L U
(obr. 34). Velikost vektoru w (|w| = |u|-|v|-sing) odpovida velikosti plochy
rovnobé&zniku, jenZ je uréen vektory U a v, proto je vektorovy soucin vyuzivan pravé pro

vypocet obsahu rovnobézniku.

Obrdazek 34 - Vektorovy soucin
pro vektory a a b,
zdroj:https://en.wikipedia.org/
wiki/Cross_product

Vosicky (2004) uvadi pomicku k lep§imu zapamatovani vzoreCku pro vypocet

vektorového soucinu (tab. 12).

Tabulka 12 - Pomiicka k vektorovému soulinu

17 U2 \ U3\ U1\ uz
v V2 V3 V1 Vo
W=1uXxX7v UaV3- UsV1- U1Va-

Zdroj: podle Vosického (2004) vytvoril autor

SmiSeny soucin tii vektoril je definovan pouze pro prostorové vektory. Pokud vektory
lezi pouze v jedné roving, vysledek vektorového soucinu bude 0. SmiSeny vektor je

obvykle znagen jako [u, U, w] a
[U,7,W] = (Uxv) W

(Koc¢andrle a Bocek 1995; Kuben a Rackova 2014).
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Pomoci smiSeného soucinu jsme schopni urc€it objem libovolného rovnobéznosténu, jenz
je urden pravé tfemi vektory U, ¥, W se stejnym pocate¢nim bodem: V = |u X V| - W

(obr. 35) (Koc¢andrle a Boc¢ek 1995; Krynicky 2020).

Obrazek 35 - Rovnobéinostén uréeny vektory u, v a w,
zdroj:https://math.libretexts.org/Bookshelves/Calculus/B
00k%3A_Vector_Calculus_(Corral)/01%3A_Vectors_in_

Euclidean_Space/1.04%3A_Cross_Product

Specialni definované vektory

Tzv. jednotkovym vektorem je vektor, pro n&z plati |u] = 1. Nulovy vektor

0 = (0;0;0) je urCeny nulovou orientovanou useCkou. Opaé&ny vektor k vektoru
U =B —A je vektor —u = A — B. Opacny vektor k vektoru u = (uq;uy;us3) je tedy

—U = (—uy; —Uy; —u3) (Ko¢andrle a Botek 1995; Cermak a Cervinkova 2007).

Takzvany polohovy vektor ma pocateéni bod v pocatku soustavy soufadnic (tedy

v bodé 0[0; 0; 0]) a konec v ur¢itém daném bodé A (Rusiak 2007).

Alx.v.z)

. x

z

Obrazek 36 - Polohovy vektor v prostoru,
zdroj:https://cnx.org/contents/MymQBhVV@
175.8:0pcQShR1@7/Position-vector

Existuji také jednotkové vektory souradnicovych 0s. Jedna se o jednotkové vektory,

tzn. jejich velikost je rovna 1, a zaroven ,,lezi“ na osach x, y, z soustavy soufadnic. Tyto

-

vektory typicky oznacujeme jako 7, j a k. Vektor T patii k ose x, j k ose y a k k ose z
(obr. 37).
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Podle jejich polohy vypadaji soufadnice nasledovné: y

1= (1,0;0),

j=1(0;1,0),

T — . . \

k = (0;0;1). // i 1(1,0,0)
Jakykoliv vektor z prostoru Ize vyjadfit jako z
U = uyi; Upj; uzk (Kuben a Ratkova 2014). Obrdzek 31 - Jednotkové vektory

souradnicovych os,
zdroj:http://mathonline.wikidot.com/sta

Vektorova funkce, jeji derivace a integrace ndard-unit-vectors

Vektorova funkce je funkce, jejimiz proménnymi jsou realna ¢isla a hodnotami jsou
vektory. Podstata derivace vektorové funkce je v derivaci jednotlivych slozek funkce.
Derivace vektorové funkce vyjadiuje miru zmény polohového vektoru napiiklad za
urCity ¢as. Zména drahy za urcity Cas (tj. rychlost) je pouze jednou ze situaci, kde lze
pouzit vektorové rovnice. Derivujeme tedy vektor drahy 7 podle &asu t (obr. 38)

(Zindulka 2004, Green et al. 2008).

R [xy:
e xy:z]

0[0:0,0]

K X
z

Obrazek 38 - Znazornéni drdahy (vektor r) v
soustavé souiadnic, zdroj: vytvoril autor

Je dana vektorova funkce 7(t) = x(t)T + y(t)] + z(t)E. Takto ji zderivujeme:
#(6) = (O + y(O] + z(0)k.

Touto derivaci tedy zjistime vektor rychlosti a spocitdnim velikosti tohoto vektoru

ziskame skalarni (tedy bez informace o sméru) velikost rychlosti (Green et al. 2008).

Stejné tak mizeme urcit vektor zrychleni pomoci druhé derivace této funkce podle casu,

zrychleni je totiz ur€eno zménou rychlosti (prvni derivace drahy) za urcity cCas:
#(6) = x(OT+ 7O + Z2(Dk.
(Green et al. 2008)
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Znacky v podobé¢ jedné nebo dvou tecek jsou specidlnim zna¢enim prvni a druhé derivace

podle ¢asu. Toto znaceni zavedl Isaac Newton (West 2012-2015).

Integrace vektorové funkce se také provadi pomoci integrace jejich jednotlivych
slozek — toto plati pro neurcity i urCity integral. Integrace je ,,opakem® derivace, proto
ji mizeme vyuzit k prechodu od zrychleni nebo rychlosti k draze (kolektiv CK12 Math
2020; Dawkins 2020).

f?a)dt=J}(0ch?+]}(0dtf+fzﬁjdt§+?

b b b b
_fF“)dt:ufx“)dt?+J3“0‘”j+ﬂfZ“)th

(Dawkins 2020)

1.7 Analyticka geometrie

Analytickd geometrie uisecky

Existuje Gsec¢ka AB, kde Alaq;a,]| a B[by; by]. Pomoci soufadnic téchto bodl jsme

schopni urcit stied tsecky.

_ ﬂ a1+b1 . a2+b2
§ =2 tedy 5 | 2]

2 )

(Vosicky 2004)

Délku usecky AB lze také zjistit. Vypocitame ji stejné, jako kdybychom urcovali velikost

. r 4 W =
orientované usecky AB.

|AB| = \/(by — a1)? + (b, — a3)?
(Vosicky 2004)
Analyticka geometrie piimky

Pomoci parametrické rovnice piimky jsme schopni ur€it jakykoliv bod, ktery lezi na
této ptimce. Piimka p je urena bodem Alay; a,] a smérovym vektorem U = (uy;uUy)
(obr. 39). Pravé pomoci bodu A a vektoru # miizeme najit soufadnice libovolného

bodu X[x; y].

X=A+tu
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Proménnd t € R je nazyvana parametrem. Pokud parametrickou rovnici piimky

rozepiSeme podle jednotlivych soutadnic, bude vypadat takto:
p: x=a4+t-u,
y=aQ +t-u,

(Koc¢andrle a Bo¢ek 1995).

—1 A

Obrdzek 39 -OPi"imka p urcend bodem)il a vektorem u,

zdroj: podle Vosického (2004) vytvoril autor
Pfimku lze vyjadrit také obecnou rovnici piimky. Tuto pfimku ur¢ime pomoci jednoho
bodu leziciho na pfimce a normalového vektoru piimky (obr. 40). Normalovy vektor je
kolmy ke smérovému vektoru pfimky. Pokud je normalovy vektor # = (a;b), pak
smérovy vektor miizeme vyjadiit jako U = (—b; a) nebo U = (b; —a). Plati 7 - u = 0,
pokud jsou tyto dva vektory skute¢n¢ kolmé (Kocandrle a Bocek 1995;
Cermék a Cervinkova 2007).

p:ax + by +c
y >
U
e
A 3 P
_ \ Y >
§ n
0 X

Obrazek 40 - Primka p uréend bodem
A a normdlovym vektorem n, zdroj:
podle Vosického (2004) vytvoril autor

V obecné rovnici piimky miizeme najit soufadnice libovolného bodu X|[x; y] leZiciho
na piimce p. Koeficienty a, b a ¢ jsou realnymi ¢isly, pro kterd musi platit [a; b] # [0; 0].
Kazda ptfimka mé nekone¢né¢ mnoho obecnych rovnic. Rlizné rovnice pro jednu piimku
muzeme ziskat vynasobenim jedné rovnice libovolnymi nenulovymi Cisly. Je snaha
zapsat rovnici ve tvaru, kde |a|, |b| a |c| jsou co nejmensimi moznymi ¢isly. Dvé piimky
jsou rovnobézné, je-li normélovy vektor jedné pfimky nasobkem normalového vektoru

ptimky druhé (Kocandrle a Bogek 1995; Cermék a Cervinkova 2007).
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Pii vyjadieni obecné rovnice pro y, pokud je b # 0, ziskdme smérnicovy tvar piimky

Ty kx +
. —_ — —_—_— . —
p'y bx b p'y X q'

Cislo k je smémici p¥imky, pro kterou plati k = tga (obr. 41). Uhel a je uhlem mezi
pifimkou p a osou x. Piimky jsou rovnobézné v tom piipad¢€, Ze jsou ob¢ rovnobézné
sosou y (to plati pro b = 0) nebo jsou ob¢ riiznobézné¢ s 0SOU y a maji stejnou

smérnici k (Kocandrle a Bocek 1995; Vosicky 2004).

YT p
a
k=tgu0 X

Obrazek 41 - Smérnice piimky alfa,
zdroj: podle Vosického (2004) vytvoril autor

Piimka, ktera je kolma k pifimce o k # 0, ma smérnici k" = —% (Kocandrle a Bocek
1995).

Pokud piimka vytinana ose x a y useky p # 0aq # 0 (obr. 42), jsme schopni pro piimku

zapsat usekovou rovnici

Xy
—+==1
P q
(Cermak a Cervinkova 2007).
Y
[0:q][ P
ql
[p;0]
L__Y_JO X
lpl

Obriazek 42 - Usek p¥imky, zdroj: podle
Cermdka a Cervinkové (2007) vytvoFil autor

Pro ur¢eni odchylky dvou piimek musime znit normalové vektory obou piimek

n; = (aq; b)) an, = (ay; by). Tuto odchylku spo¢itdme vzorcem
laja; + byb,|
&+ 03 a3 + 3

(Cermak a Cervinkova 2007).

cosa =
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Analyticka geometrie roviny
Rovina miize byt v prostoru jednozna¢n¢ urcena:

a) tfemi riznymi body, které nelezi na jedné ptimce,
b) dvéma riznobéznymi pfimkami,
€) dvéma riznymi rovnob&znymi ptimkami nebo

d) pitimkou a bodem, ktery na ni neleZi (Cermak a Cervinkova 2007).
Parametrickou rovnici roviny lze zapsat souhrnné jako
X=A+tu+sv,

kde t, s € R jsou parametry. Parametricka rovnice roviny p (r6) obsahuje informace
0 bodu Alay; a,; as] leziciho v roviné a o dvou nenulovych riznobéznych vektorech
U = (ug;uy; uz) av = (vq; Vy; v3) uréujicich rovinu p. Parametrickou rovnici roviny lze

také takto rozepsat:
p:x=a;+t-u +s-v,
y=a;+t-u,+s-v,
z=azt+t-uz3+s-v;
(Vosicky 2004).
Cermak a Cervinkova (2007, s. 166) uvadi dali moZnost zapisu roviny:

., Vyloucenim parametrii z parametrickych rovnic roviny p dostaneme tzv. obecnou

rovnici roviny
p:ax+by+cz+d=0,

kde x, y, z jsou souradnice libovolného bodu roviny p a koeficienty a, b, ¢, d jsou redlna

c¢isla, pro néz plati alespoi jedna z nerovnosti a # 0,b # 0,c # 0.

Koeficienty a, b, ¢ jsou soufadnicemi normalového vektoru roviny 7 = (a; b; ¢). Téchto

normalovych vektori roviny p je nekoneéné mnoho (Cermék a Cervinkova 2007).

Stejné jako pro obecnou rovnici roviny plati, Ze rovina ma nekone¢né¢ mnoho obecnych

rovnic (Cermék a Cervinkovéa 2007).
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Analytickd geometrie kuZelosecek

KuZelosecky jsou prinikem rotacni kuzelové plochy a roviny. Mezi kuZelosecky patii

kruznice, elipsa, parabola a hyperbola (obr. 43) (Kocandrle a Bocek 1995).

Obrazek 43 - A-parabola, B-elipsa a kruZnice, C-hyperbola,
zdroj:https://cs.wikipedia.org/wiki/Ku%C5%BEelose%C4%8Dka

KruzZnice

Pro kruznici mame definovanou stfedovou rovnici kruznice. Pokud pro tuto rovnici

plati, Ze jeji stfed je S[0; 0] a polomér je r, sttedova rovnice zni

(Cermak a Cervinkova 2007).

V této rovnici jsou x a y soufadnicemi libovolného bodu X[x; y] leziciho na kruznici.
Vyse uvedend rovnice ale plati pouze pro kruznice, jejichz stied je zaroven pocatkem
soustavy soufadnic. Pokud tato podminka neplati, stfed kruznice oznacujeme jako

S[m; n] (obr. 44). Pro tento stied plati rovnice
(x—m)?+(y—n)?=r?
(Kocandrle a Bo¢ek 1995).
Po upravé stiedové rovnice ziskame obecnou rovnici kruznice
x2+y?—2mx—2ny+p =0,

kde p = m? + n? —r2.

Obrazek 44 - KruZnice k,
zdroj: podle Bocka a Koncandrleho (1995) vytvoril autor
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Elipsa

Podle Koc¢andrleho a Boc¢ka (1995, s. 156) definujeme elipsu (obr. 45) takto:

., V roviné jsou dany dva body E,F. MnoZina vsech bodii X roviny, pro které se soucet
|XE| + |XF| vzddlenosti bodu X od bodii E, F rovna danému cislu vétsimu nez |EF|, se

nazyva elipsa. Body E a F se nazyvaji ohniska elipsy “.
y

1 92
i X

_ AIF_
b 9
a ]

O L X
Obrazek 45 - Elipsa,
zdroj: podle Vosického (2004) vytvoril autor

Stted elipsy S definujeme soufadnicemi S[m;n]. Libovolny bod leZici na elipse

oznaCujeme jako X[x; y] a a, b jsou tzv. poloosami (Vosicky 2004).

Nasledujici vzorec je zapisem elipsy pomoci stiedové rovnice elipsy podle Vosického
(2004):

(c-m? G-m?_

o % 1.

Tato rovnice plati pro elipsu jako na obrazku 7. Pokud je ale osa elipsy 0; rovnobézna
S osou y (tj. elipsa pfipomind vejce), sttedova rovnice je mirn¢ odlisna.

(c-m? G-m?_

b2 a? 1

(Vosicky 2004)

2 2
Pro elipsu se stiedem S[0;0] lze zapsat stfedovou rovnici jako x—2+y—= 1,
a b2

2 2 - .
ev. = + 2 = 1 (Cermak a Cervinkové 2007).
b a
Parabola

Parabolu popisujeme pomoci vrcholové rovnice paraboly (tab. 13). Tato rovnice je ale

velmi rozdilné pro riizné paraboly (Cermék a Cervinkovéa 2007).
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Obrazek 46 - Parabola,
zdroj: podle Cermdka a Cervinkové
(2007) vytvoril autor

Na obrazku 46 muZzeme vidét parabolu s ohniskem F. Dale se zde objevuje Fidici pfimka

d. V je vrcholem paraboly a p je tzv. parametrem (Vogicky 2004; Cermak a Cervinkova
2007).

Tabulka 13 - Paraboly a jejich vrcholové rovnice

Graf paraboly Podminky Vrcholova rovnice paraboly
Y]
V[0;0];2p >0
2
__P P y* = 2px
d:x = —E, F[E,O]
V[0;0];2p >0
2
_Pb, P, Y =—2px
d:x —E, F[—E,O]
V[0;0];2p >0
2
__P [k X" =2py
d.y = —E, F[O'E]
V[0;0];2p >0
2
_P o P x* = —2py
dy —E, F[O,—E]

Zdroj: podle Cermdka a Cervinkové (2007) vytvoril autor, obrdzky vytvoril podle Cermdka a Cervinkové (2007)
autor
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Pro parabolu s vrcholem V[m; n] nahradime ve vzorcich x a y.
x=>(x-—m); y-(y—n)
(Vosicky 2004)
Hyperbola

Graf hyperboly je ilustrovan na obrazku 47.

0

Obrdzek 47 - Hyperbola I,
zdroj:https://cs.wikipedia.org/wiki/Hyperbola

Pro takovouto hyperbolu o stfedu S[m;n], kde X[x; y] je libovolny bod leZici na kiivce

hyperboly, existuje stiedova rovnice hyperboly

_Gmm? G-mt

b2 a? 1

(Vosicky 2004).
V tomto ptipadé 1ze asymptoty hyperboly (na obrazku 9 znacené p, a p,) obecné zapsat
jakoy —n =+ % (x — m) (Vosicky 2004).
Pro tvar hyperboly, jenZ je uveden na obrazku 48, pozivame stfedovou rovnici

(x-m? G-m?_

a? b2 1

a asymptoty zapisujeme jako y —n = ig(x —m). V pfipad¢, ze je stfed hyperboly

S[0; 0], dochazi k dosazeni ¢isla 0 za m a n. Tim je vzorec zjednodusen (VoSicky 2004;

Cermak a Cervinkova 2007).

Obrazek 48 - Hyperbola 1, zdroj:https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbola
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2 Cile prace a hypotézy

Cile této prace jsou:

Cl  Vytvoreni ucebniho textu a ptikladovych ilustraci obsahujicich zéklady
matematiky, které jsou potfebné k co netipln€jsSimu pochopeni fyzikalnich popist
zobrazovacich metod.

C2  Sestaveni testu, ktery bude pouzit k ovéteni znalosti matematiky studentd
oboru Radiologicky asistent ¢i jeho absolventl, a nasledné statistické vyjadieni

arovné znalosti.

Prace také pracuje s hypotézami:

H1  Aplikaci teorie kurikularniho procesu Ize popsat strukturu matematickych
zakladl zobrazovacich metod pro radiologické asistenty.

H2a Komparaci mnozinovych struktur matematiky se slozkami profilu
radiologického asistenta lze popsat jednotlivé strukturni irovné matematickych
zakladu pro radiologické asistenty.

H2b  Z hlediska potiecb a moznosti radiologickych asistent lze vybrat
prikladové ilustrace z oblasti funkci, diferencialniho poctu, integralniho poctu
a poctu vektorového.

H3  Znalosti respondentll v oblasti vymezenych matematickych zaklada

zobrazovacich metod budou mit rozdéleni blizké rozdéleni normalnimu.

3 Metodika

Metodiku této prace je mozné shrnout do 4 krok:

1) Analyza soucasného védeckého poznani v okruhu matematiky pro radiology.

2) Vytvoreni edukaéniho textu a ptikladovych ilustraci na zakladé analyzy

soucasného védeckého systému, z hlediska teorie kurikuldrniho procesu vytvoteni
slozky projektového kurikula.
e Pouzité okruhy matematiky pro projektové kurikulum:
a) Systém elementarnich funkci
b) Diferencialni pocet
c) Integralni pocet
d) Vektorovy pocet

e) Analytickd geometrie
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e Zhlediska teorie kurikuldarniho procesu budou pouzity nasledujici
variantni formy kurikula:

a) Konceptualni  kurikulum  (védecky systém  matematiky
elementarné sdélitelny studentiim radiologické asistence)

b) Zamyslené kurikulum (pfizpisobeni sdélitelného systému
matematiky potfebam a moznostem student radiologické
asistence)

c) Projektové kurikulum (promitnuti struktury zamysleného kurikula
na strukturu edukaéniho textu jako vyrazné slozky projektového
kurikula)

d) Implementované kurikulum 1 (ptiprava predkladatele bakalaiské
prace na zkoumani pfimétenosti vytvorené¢ho edukacniho textu
vytvofenim edukacniho testu, ktery svou strukturou odrazi
strukturu edukacniho textu)

e) Implementované kurikulum 2  (seznameni respondentd
s edukac¢nim textem a ndaslednd aplikace edukacniho testu se
statistickym vyhodnocenim vysledki)

3) Vytvofeni testu pro zjisténi Grovné znalosti radiologickych asistentii a studenti
radiologické asistence.
4) Statistické vyjadieni vysledku testu a jejich porovnani s normalnim rozdélenim.
e Pouzité statistické metody:

a) Formulace statistického Setieni

b) Skalovani

c) Elementarni statistické zpracovani

d) Neparametrické testovani

4  Vysledky

Aplikovany kvantitativni vyzkum, o némz podava zpravu ptredlozena bakalatska prace,
se v oblasti aplikace statistickych analyz zaméfil na porovnani rozloZeni Cetnosti znalosti
matematiky u radiologickych asistentdi a studentd oboru radiologické asistence
Snormalnim rozdélenim. V této oblasti jde o potvrzeni ¢i vyvraceni hypotézy
H3: Znalosti respondentil v oblasti vymezenych matematickych zakladt zobrazovacich

metod budou mit rozdé€leni blizké rozdéleni normalnimu.
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4.1 Statistické vyhodnoceni testu

Tato Cast bakalaiské prace bude statisticky vyjadfovat Groven znalosti matematiky
v ramci aplikované fyziky pro radiologickou asistenci. Hlavni otazkou, jez ma byt
zodpovézena v této Casti vyzkumu, je, zda lze nahradit rozlozeni odpovédi testu
normalnim Gaussovskym rozd€lenim. Pfi potvrzeni tohoto ptedpokladu bude mozné
pfijmout hypotézu H3: Znalosti respondentti v oblasti vymezenych matematickych
zakladl zobrazovacich metod budou mit rozdéleni blizké rozdéleni normélnimu. Vhodné

statistické metody a postupy budou pouzity k potvrzeni ¢i zamitnuti této hypotézy.
Formulace statistického Setieni

e Hromadny nahodny jev: urovenn znalosti vybranych matematickych zakladt
u radiologickych asistentl a studenti oboru Radiologicky asistent a Radiologicka
asistence.

o Statisticka jednotka: radiologicky asistent ¢i student radiologické asistence.

e Statisticky znak: tiroven znalosti vybranych matematickych zakladi.

e Zékladni statisticky soubor: radiologicti asistenti ¢i studenti radiologické
asistence.

e Vybeérovy statisticky soubor: 37 radiologickych asistentti ¢i studentti radiologické

asistence, ktefi vyplnili test.
(Zaskodny a Zaskodna 2016)

Grafické zobrazeni odpovédi testu

Pocet spravnych odpovédi respondent(

20

15

10
: |
1 3

5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37

Poradové Cislo respondenta

Pocet spravnych odpovédi

Obrazek 49 - Grafické zobrazeni poctu spravnych odpovédi respondentii, zdroj: vytvoril autor dle
vlastniho vyzkumu
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Pocet respondenti

Vék respondent(

19 20 21 22 23

Vék

| |
24 27

|
38 46

Obrazek 50 - Grafické zobrazeni véku respondentii, zdroj: vytvoril autor dle viastniho vyzkumu

Skdalovani

Vzhledem k po¢tu respondentd a intervalu spravnych odpovédi testu (4; 18) bylo pouZito

kvantitativné metrické Skalovani a zvolené skaly jsou (—oo;6); (7;9); (10;12);

(13; 15); (16; ) (Zaskodny a Zaskodna 2016).

Elementdarni statistické zpracovani

V tabulce 14 jsou uvedeny zakladni vypocty pro statistické zpracovani.

Tabulka 14 - Elementdrni statistické zpracovani

X; n; M/n Z Mg | xemg | xFemg | xemg | KT

1 3 0,08 0,08 3 3 3 3

2 8 0,22 0,30 16 32 64 128

3 11 0,30 0,60 33 99 297 891

4 9 0,24 0,84 36 144 576 2304

5 6 0,16 1 30 150 750 3750
Z 37 Z 1 Z 118 428 Z 1690 Z 7076

Zdroj: vytvoril autor dle viastniho vyzkumu a Zaskodného a Zaskodné (2016)

X, = (—0;6); x; =(7;9); x3 =(10;12); x, = (13;15); x5 = (16; o)
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Grafické vyjadieni (obr. 51, 52 a 53)

12 0,35
10 0,3
3 0,25
- c 0,2
< 6 ~
< 0,15
4 0,1
2 0,05
0 0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Xi Xi
Obrazek 51 — Graf empirického rozdéleni absolutnich Obrazek 52 — Graf empirického rozdéleni relativnich
Cetnosti, zdroj: vytvoril autor dle vilastniho vyzkumu Cetnosti, zdroj: vytvoril autor dle vlastniho vyzkumu
1,2
1
0,8
<
= 0,6
N
0,4
0,2
0
1 2 3 4 5
X:

Obrazek 53 — Graf empirického rozdéleni kumulativnich
Cetnosti, zdroj: vytvoril autor dle vilastniho vyzkumu

Empirické parametry

Empirické parametry popisuji povahu statistického souboru (ZaSkodny a Zaskodna
2016).

Obecné momenty O,
, s 1
Vztah pro obecny moment r-tého fadu: 0,.(x) = - Y nx;

1 3x1+8X2+11X3+9X4+6X5
01(x) = ~Xnx; = 37

= 3,19

Obecny moment 0, je vazenym aritmetickym primérem (Zaskodny a Zaskodna 2016).
Aritmeticky prumér z prvka skaly se rovna 3,19; tj aritmeticky prumér z hodnot

statistického znaku je 10,57.

1 3x148%22+11x324+9%42+6x52

0,(x) ==Y nx? = = 11,57
n 37
1 3x14+8x23+11x33+9x43 +6x53

03(x) =-% nx} = - = 45,68
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1 4 _ 3x1+8x2*+11x3%+9x4*+6x5*
0,(x) = ;Z nx; = = = 191,24

(Zaskodny a Zaskodna 2016)
Centralni momenty C,.:
Vztah pro centralni moment r-tého fadu: C,.(x) = %Z n;(x; — 0¢)"
C2(x) ==X n;(x; — 01)? = 0, — 0% = 11,57 — 3,19% = 1,39
Centralni moment C, je empiricky rozptyl.
C3(x) = %z n;(x; — 0,)% = 05 — 30,0, + 203 = 45,68 — 3 x 11,57 X 3,19 +
+2 % 3,193 = —-0,12
C4(x) = 2 n;(x; = 01)* = 0, — 4030, + 60,07 — 307 =

=191,24 — 4 x 45,68 X 3,12+ 6 X 11,57 x 3,122 — 3 x 3,12* = 12,64
(Zaskodny a Zaskodna 2016)

Odmocnénim empirického rozptylu ziskdme smérodatnou odchylku S,., jez ukazuje,

jakou vypovédni hodnotu ma aritmeticky pramér (Zaskodny a Zaskodna 2016).

S, =,C;=+139=1,18

Pokud je varia¢ni koeficient V v intervalu (0,2; 0,9), mizeme piedpokladat, ze vysledné
rozloZeni bude blizké Gaussové kiivce. Variacni koeficient v procentech udava, kolik
procent z aritmetického priméru tvoii smérodatnd odchylka (ZaSkodny a Zaskodna

2016).

S 1,18
V=>="—-=0,38
01 3,12

3% %100 = 38 %
04

Normované momenty N,

xi—01)r

Vztah pro normovany moment r-tého fadu: N,.(x) = }; % X ( S

Cs -0,12
N; = = = —0,07
37 /G 1,39xy139 ’
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Normovany moment N3 je koeficient Sikmosti. V tomto piipad€ je koeficient zaporny
a to znaci, ze prvky Skaly lezici vpravo od aritmetického priméru maji vyssi Cetnosti.
Graf empirického rozdéleni absolutnich cetnosti je tedy zeSikmen doprava

(Zaskodny a Zaskodna 2016).

_ Ca_ 1264 _ 6,54

T c2T 1,392

Ny

Normovany moment N, je koeficient SpicCatosti. Tzv. exces porovnavd normované
normalni rozdéleni s konkrétnim empirickym rozd€lenim. Kladny exces ukazuje
na Spicatost vétsi nez u normovaného normalniho rozdéleni. Idealni koeficient Spicatosti

ma hodnotu 3 (Zaskodny a Zaskodna 2016).
Exces: Ny —3 =6,54 -3 = 3,54

(Zaskodny a Zaskodna 2016)
Neparametrické testovani

V tabulce 15 jsou uvedeny podstatné veli¢iny pro neparametrické testovani.

Tabulka 15 - Potifebné vysledky deskriptivni statistiky

Absolutni ¢etnost n; ,Useka® relativni Eetnosti n;
3 0,08
8 0,22
11 0,30
9 0,24
6 0,16

Zdroj: vytvoril autor dle viastniho vyzkumu a Zaskodného a Zaskodné (2016)

0, =3,19; S, =1,18
Intervalové rozdéleni Cetnosti (tab. 16)

Tabulka 16 - Intervalové rozdéleni Eetnosti

X; Interval n;
1 (—0; 6) 3
2 (7;9) 8
3 (10;12) 11

65



4 (13;15) 9
5 (16; ) 6

Zdroj: vytvoril autor dle viastniho vyzkumu a Zaskodného a Zaskodné (2016)

Vypocet normovanych hodnot u;

Normované¢ hodnoty u; jsou hodnoty pro horni mez x; ptislusného intervalu

intervalového rozdéleni etnosti (Zaskodny a Zaskodna 2016).

u; = xi;01 (x; = 1,5; x, = 2,5; x3 = 3,5; x, = 4,5; x5 = ©)

X

x1—01 1,5—3,19

Uy = Sy - 1,18 =-143

2y = xzs—xo1 _ 2,51‘—131;19 — 058

u; = x35_xOl _ 3,51‘—131;19 ~ 026

2, = x45—xo1 _ 4,51,—13519 — 111

Us = ’“55;01 = °°1‘—f819 = (Zazkodny a Zagkodna 2016)

Prechod od integraci k Laplaceovym funkcim

Laplaceovy funkce jsou distribu¢nimi funkcemi normovaného normalniho rozdé€leni

(Zaskodny a Zaskodna 2016).
15 -1,43
p1=J__px)dx=[__"p(u)du=F(-143)
2,5 -0,58
p2 = [7 p() dx = [ p(u) du = F(—0,58) — F(—1,43)
3,5 0,26
ps = [, p(x) dx = [0 p(u) du = F(0,26) — F(—0,58)

4,5 1,11
Ps = f3,5 p(x) dx = f0,26 p(u) du = F(l,ll) - F(O,26)

Ps = [ ,p(x) dx = [, p(u) du = F(e) = F(1,11) = 1 = F(1,11)

(Zaskodny a Zaskodna 2016)
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Vypocet zavedenych ploch p; pod normovanym normalnim rozdélenim
p1=F(-143)=1-F(1,43) =1-0,923 64 = 0,08
p2 = F(—0,58) —F(—-1,43) =1—-F(0,58) —1 - F(1,43) =
=(1-0,71904) — (1 —0,92364) = 0,28096 — 0,07636 = 0,20
p3 = F(0,26) — F(—0,58) = F(0,26) — 1 — F(0,58) = 0,602 57 — (1 — 0,71904) =
= 0,32
ps = F(1,11) — F(0,26) = 0,866 50 — 0,60257 = 0,26
ps=1-F(1,11) =1-0,86650 = 0,13

(Zaskodny a Zaskodna 2016)
Tabulkovy zapis dosud vypocitanych udaji (s doplnénim np; pro rozsah n = 37)

Znalost hodnot p; a np; (tab. 17) jiz umoziuje pouziti tzv. y?-testu dobré shody. y?-test
dobré shody oznacujeme také jako test normality a jeho cilem je urc€it, zda urcité rozdéleni

je blizké rozdéleni normovanému normélnimu (Gaussovskému) (Zaskodny a Zaskodna

2016).

Tabulka 17 - Vypocditané udaje s doplnénim npi

X; Interval n; u; F(u;) pi np;
1 (—o0; 6) 3 -1,43 0,08 0,08 2,96
2 (7;9) 8 -0,58 0,28 0,20 7,40
3 (10;12) 11 0,26 0,60 0,32 11,84
4 (13;15) 9 1,11 0,87 0,26 9,62
5 (16; ) 6 00 1 0,13 4,81

Zdroj: vytvoril autor dle viastniho vyzkumu a Zaskodného a Zaskodné (2016)
;L y 2
Vypocet xexp

ngp je experimentalni hodnotou y?-testu dobré shody. K vypo&tu podle vzorce

uvedeného niZze pouzijeme hodnot v tabulce 18 (Zaskodny a Zaskodna 2016).

XZ _ vk (ni—npy)*
exp i=1 np;
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Tabulka 18 - Experimentdlni hodnoty pro jednotliva xi

X; n; np; (n; — np;)*
o

1 3 2,96 0

2 8 7,40 0,05

3 11 11,84 0,08

2 9 9,62 0,04

5 6 4,81 0,3

Zdroj: vytvoril autor dle viastniho vyzkumu a Zaskodného a Zaskodné (2016)

L 2
Xoxp = é;l% =0+ 0,05 + 0,08 + 0,04 + 0,3 = 0,47

(Zaskodny a Zaskodna 2016)
Nalezeni y?2,,,

Pro nalezeni yZ,, uZijeme k, které oznacuje pocet intervaldl intervalového rozdéleni
¢etnosti. Dale je ve vzorci uvedeno r, jez znaci pocet teoretickych parametrii normalniho

rozdéleni. Jako hladinu vyznamnosti volime a = 0,05 (Zaskodny a Zaskodna 2016).

2 — .2
Xteor = Xk-r—-1

Hladina statistické vyznamnosti « = 0,05
x5 =5,99

(Zaskodny a Zaskodna 2016)
Prijeti hypotézy H3

Pokud experimentalni hodnota )(fxp nepatii do kritického intervalu W, je mozné

empirické rozdéleni nahradit normalnim rozdélenim (na hlading statistické vyznamnosti

a = 0,05) (Zaskodny a Zaskodna 2016).
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X2 = 0,47; xZor = 5,99

Xéxp < Xieor
W = (Xfeor(0,05); ) = (5,99; )
Xep €W
(Zaskodny a Zaskodna 2016)

Na hladiné statistické vyznamnosti ¢ = 0,05 lze empirické rozdéleni cetnosti u zkoumani
znalosti radiologické matematiky nahradit normalnim rozdélenim (Gaussovou kiivkou).

To znamena, Ze lze ptijmou hypotézu H3 (Zaskodny a Zaskodna 2016).
Ptijeti hypotéz H1, H2a, H2b

Ptijeti hypotézy H3 ukdazalo, Ze vytvofeny edukacni text je pfiméfeny potiebdm
a moznostem studentil radiologické asistence — aplikabilita teorie kurikularniho procesu
byla potvrzena (mohla byt ptijata hypotéza H1). Vyhodnoceni vysledka edukacniho testu
ukazalo, ze komparace matematickych struktur se strukturami slozek profilu
radiologického asistenta vedla v oblasti textové 1 piikladové k vysledkiim optimélnim pro

studium radiologické asistence (mohly byt pfijaty hypotézy H2a, H2b).

5 Diskuze

5.1 Vybrana edukacni teorie
Vybranou edukacni teorii byla teorie kurikularniho procesu. Kurikularni proces se sklada

Z péti variantnich forem kurikula.
Konceptualni kurikulum je konceptem toho, co by mélo vzdélavani obsahovat.

ZamySlené kurikulum jiZ pojednava o planovaném obsahu uciva a osnov. Jedna se
o feSeni problémul pfiméfené moznostem a potfebam adresati edukace. Pro tuto praci
jsem se inspirovala osnovou Zaskodného (2018) o matematickychokruzich, které je nutno

znat 1 pro edukaci radiologickeé fyziky.
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1) Systém elementarnich funkeci:

3)
b)
c)
d)
€)
f)

¢iselné mnoziny,

polynomické funkce,

goniometrické funkce,

exponencialni a logaritmické funkce, Eulerovo ¢islo,
linearné lomena funkce,

vlastnosti funkci.

2) Diferencialni pocet:

a)
b)
c)
d)
e)

limita funkce, spojitost funkce,

definice derivace funkce jedné proménné, derivace elementarnich funkei,
derivace soucinu a podilu funkci, derivace slozené funkce,

funkce vice proménnych, parcialni derivace, tplny diferencial,

pribéh funkce, Tayloriv a Maclauriniiv rozvoj funkce, diferencialni

rovnice.

3) Integralni pocet:

a)

b)
c)
d)
e)

plocha omezend jednoduchym grafem funkce a geometricky vypocet
velikosti plochy,

neurcity integral a primitivni funkce, urcity integral,

integrace elementarnich funkci,

integrace per partes, integrace substituci,

vypocty ploch, objemt a délek kiivek uZitim integralniho poctu.

4) Vektorovy pocet:

a)

b)
c)
d)
e)

definice vektoru, soufadnice a velikost vektoru, jednotkovy, opaény
a nulovy vektor,

operace s vektory,

polohovy vektor, jednotkové vektory soufadnicovych os,

vektorova funkce a jeji derivace, derivace polohového vektoru podle ¢asu,
vektorova funkce a jeji integrace, integrace vektorové funkce zrychleni

a vektorové funkce rychlosti podle ¢asu.

5) Analyticka geometrie:

a)
b)

analyticka geometrie pfimky,

analyticka geometrie kuzelosecek.
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Projektové kurikulum je vtomto piipadé edukaéni text. Jde o obsah matematiky
promitnuty piedevsim do ucebniho textu a podloZzeny maticovym modelem — Vv hlavni

diagonale matice jsou v linedrnim sledu obvykle umistény kapitoly ucebnice.

Implementované kurikulum 1 je obsah matematiky promitnuty do pfipravy na

zprostiedkovani poznatkd obsazenych v projektovém kurikulu.

Implementované kurikulum 2 odrazi osvojeny obsah vyuky matematiky adresaty

Vv prubehu vyuky.
DosaZené kurikulum je obsahem vzdélavani fungujiciho na strané subjektti edukace.
Jednotlivé ¢asti této bakalaiské prace naplituji rizné variantni formy kurikula:

e ucebni text je zprostiedkovan adresatim (implementované kurikulum - 1),

e vytvoien edukacni test v alternativni podobé (implementované kurikulum-2),

e edukacni test polozen adresatim edukace (implementované kurikulum-2),

o vysledky aplikace testu zpracovany statistickymi metodami (ovéfovani
projektového kurikula),

e vyzkumny cil splnén v piipadé Gaussovské distribuce vysledki testu

(verifikované projektové kurikulum).

5.2 Vysledky statistického zpracovdni testu

Pomoci pouzitych statistickych postupt bylo zjisténo, ze empirické rozdéleni odpoveédi
testu 1ze nahradit normalnim rozdélenim. Vzhledem k epidemiologické situaci bylo nutné
testy spoleéné s upravenym edukacénim textem rozeslat online — mohlo tedy dojit ke
zkresleni vysledkt. Pokud bychom vSak vysledky povazovali za stoprocentné validni,
vypovidaly by o tom, Ze matematické znalosti respondentii maji gaussovské rozdéleni.
Skutecnosti, ktera také mohla zasadné ovlivnit vysledky, mize byt doba studovani
edukacéniho textu pfed vyplnénim testu. Tuto dobu nebylo totiz mozné sjednotit z divodu

distan¢niho testovani.

Z pohledu vyhrad, spojenych s epidemiologickou situaci, je mozné pfipustit, Ze
navazujici vyzkumy by mohly vyzkumny projekt verifikovat také ve formé prezen¢nich

aplikaci.

Lze konstatovat, ze distancni podoba vyzkumného projektu vedla k potvrzeni

vyzkumnych hypotéz v operacionalizované podobé, tj. zkoumdni souvislosti mezi
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5 vyzkumnymi proménnymi ,variantni formy kurikula®, ,,znalosti respondenti®,
,»mnozinové struktury matematiky®, ,struktura slozek studia radiologické asistence®,
Ltypy teoretickych rozdéleni®. Uvedenych 5 vyzkumnych proménnych bylo soucésti

implikovanych vazeb v ramci formulaci jednotlivych hypotéz.

Hypotéza H1 zkoumala vazby mezi vyzkumnymi proménnymi ,variantni formy

kurikula* a ,,mnozinov¢ struktury matematiky*.

Hypotézy H2a a H2b zkoumaly vazby mezi vyzkumnymi proménnymi ,,mnozinové

struktury matematiky* a ,,struktura slozek studia radiologické asistence*.

Hypotéza H3 zkoumala vazby mezi vyzkumnymi proménnymi ,,znalosti respondentt

a ,,typy teoretickych rozdéleni®.

6 Zavér

V ptedlozené bakalatské praci bylo pomoci kurikularniho procesu popsano nékolik
elementarnich okruhli matematiky, které byly vybrdny vzhledem k moznostem
a potifebam radiologické asistence a také vzhledem ke struktute aplikované fyziky pro
radiologickou asistenci. Tyto okruhy byly shrnuty do edukaéniho textu a ptikladovych
ilustraci. Dle tohoto edukacniho textu byl vytvofen modifikovany edukacni text, jenz byl
poskytnut studentiim radiologické asistence a radiologickym asistentim spolecné
s testem, ktery respondenti po prostudovani edukacniho textu vyplnili. Nasledné byla

zkoumana uroveil matematickych znalosti respondenti.

6.1 Zhodnoceni splnéni cilit a hypotéz
Cile:

e Cl  Vytvofeni ucebniho textu a ptikladovych ilustraci obsahujicich zaklady
matematiky, které jsou potfebné k co netipln€jsSimu pochopeni fyzikalnich popist
zobrazovacich metod.

o Cil CI byl splnén vytvofenim edukacniho textu (viz kap. 1.2-1.7)
a sestavenim piikladovych ilustraci (viz ptilohy).

e C2 Sestaveni testu, ktery bude pouzit k ovéfeni znalosti matematiky studentt
oboru Radiologicky asistent ¢i jeho absolventl, a nésledné statistické vyjadieni
urovné znalosti.

o Tento cil byl naplnén. Byl sestaven test o 20 otazkach, ktery byl nasledné

poloZen respondentiim (viz ptilohy).
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Hypotézy:

H1  Aplikaci teorie kurikularniho procesu Ize popsat strukturu matematickych
zakladl zobrazovacich metod pro radiologické asistenty.
o Tuto hypotézu lze ptijmout. K popisu struktury bylo vyuzito kurikularniho
procesu.
H2a Komparaci mnozinovych struktur matematiky se slozkami profilu
radiologického asistenta lze popsat jednotlivé strukturni tirovné matematickych
zakladu pro radiologické asistenty.
o Hypotézu H2a je mozné také ptijmout z divodu sepsani edukacniho textu
(viz kap. 1.2-1.7).
H2b Zhlediska potieb a moznosti radiologickych asistenti lze vybrat
ptikladové ilustrace z oblasti funkei, diferencidlniho poctu, integralniho poctu
a poctu vektorového.
o Mizeme pfijmout i hypotézu H2b. Vybrané ptikladové ilustrace jsou
uvedeny v piilohach.
H3  Znalosti respondentil v oblasti vymezenych matematickych zakladl
zobrazovacich metod budou mit rozdéleni blizké rozdéleni normalnimu.
o Vzhledem k vysledku statistického zpracovani testu (viz 4.1) lze pfijmout
1 hypotézu H3. Neparametrické testovani totiZ ukazalo na skutecnost, Ze
rozdéleni Cetnosti odpovédi je blizkd normdlnimu Gaussovskému

rozdeéleni.

V bakalatské praci je uveden edukacni text, ktery obsahuje elementarni matematiku pro

radiologickou asistenci, spole¢né s piikladovymi ilustracemi. Tyto Casti byly vytvoreny

pomoci kurikuldrniho procesu analyzou soucasného védeckého systému. Védecky systém

matematiky elementarné sdélitelny radiologické asistenci (uvedeny v teoretické casti

bakalaiské prace) by mohl slouzit pro budouci lektory matematiky v ramci radiologické

asistence. Edukacni text a test (viz Ptilohy) by mohly byt pouZity jako navod pro vyklad

v ramci konkrétni prezencni nebo distan¢ni vyuky radiologické asistence.
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9 Prilohy
9.1 Prikladové ilustrace

Funkce

Piiklad 1 (ur¢eni hodnoty funkce podle uré¢itého x)

Je dana funkce f:y = 4 \;—E Urcete f(xy), je-li

Vx
a)xo = 4, b)xO:g
Reseni:
) f() =2+ 8= 2-01 1o,
% g2 B
2 2 R

_2-22V2+42v2 2 1 V2' VB
T2 vz V2 VB 2

(Kolisko 2011)

Priklad 2 (sudost a lichost funkce)

Rozhodnéte, zde je dand funkce suda nebo lichd ve svém definicnim oboru.

2_1 2_1
a)fry ==, b)g:y =5 +1
Reseni:

Z-1
a) fiy ==

D(f) =R — {0}, pro kazdé x € D(f): —x € D(f)

2 _ 2 _
e x)_(x) 1 _ X 1

—X X

f(x) = —f(—x) — funkce f je licha (graf je soumérny podle pocatku)
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2

x“-1
—+1

xX*+2

b)g:y =

D(g) = R; pro kazdé x € D(g): —x € D(g)

(—0)?*-1  x*-1

-~ 1=——"11
(—x)* + 2 x* +2

g(=x) =

g(x) = g(—x) — funkce g je sudd (graf je soumérny podle osy y)

(Kolisko 2011)

2 2
Obrazek 54 - Graf funkce 7 piikladu 2 a), Obrazek 55 - Graf funkce 7 p¥ikladu 2 b),
zdroj: vytvoril autor zdroj: vytvoril autor

Piiklad 3 (inverzni funkce)

Je déna funkce f:y = 2% — 2. Urcete inverzni funkci f~1 k funkci f a urcete jeji

definicni obor a obor hodnot.
Reseni:

D(f)=R; H(f) = (=2;+c0)
ffhix=2Y-2
x+2=2Y>y=log,(x+2);x+2>0
D(f™) = (=2; +0); H(f™) =R

(Kolisko 2011)

6% f
ad
2 £
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7

Obrazek 56 - Grafy funkci z piikladu 3, zdroj: vytvoril autor
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Limita funkce
Priklad 4 (vlastni limita funkce v bod¢)
Vypoditejte limitu funkce ii_r))%(Zx3 — 3x?% + x).
Reseni:
ii_r)rzz(Zx3—3x2+x)=2-23—3-22+2=16—12+2=6
(Kolisko 2011)

Priklad 5 (nevlastni limita funkce v bod¢)

e g . 2
Vypocitejte limitu funkce chl_r)r(% (— F)

Reseni:

iy () = -2 = (55) -
s\ xt) T e T o) T

Pozn. limi4 =4
x—-0X
(Kolisko 2011)

Piiklad 6 (limita funkce v nevlastnim bod¢)

Vypocitejte limitu funkce lia_n (x3 —x? 4+ 2x — 1).
X—+o00

ReSeni:
lim (=32 + 26— 1) = lim |x3(1- 2+ 2 1))
xiToo x x x N x—lll-noo x x3  x3 x3)|

1 2 1
= lim x3- lim (1——+———)= limx3-(1-0+0-0) =

X—+00 X—+0o0
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-10 4

Obrazek 57 - Graf funkce z piikladu 6,
zdroj: vytvoril autor

(Kolisko 2011)
Diferencialni pocet
Piiklad 7 (prvni a druha derivace)
Vypocitejte prvni a druhou derivaci funkce f:y = x° — 4x* + 7x? + 5.
Reseni:
y =5x*—16x3 + 14x
y” =20x3 —48x% + 14
(Kolisko 2011)

Piiklad 8 (derivace slozené funkce)

1

Urcete derivaci slozené funkce f:y =

X241
Reseni:
1 X
y = (x? + 1)‘1/2 ‘= ——(x2 + 1)‘3/2 2 = —
| ] 2 Jx2+1)3

(Vosicky 2004)
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Piiklad 9 (parcialni derivace)
Najdéte derivace funkce z(x,y) = x* + xy + y3.

Reseni:

0 x4+ 1-y+0=2x+
Se = Xt Lly+0=2x+y

aZ—0+ 1+ 3y?
dy x Y

(Marik 2006)
Priklad 10 (vySetfovani prabéhu funkce)
VySetiete pritbéh funkce f:y = x* — 4x3 + 4x? a nacrtnéte jeji graf.
Reseni:
e Urcime definicni obor funkce: D(f) = R

e Vysetrime spojitost funkce: Funkce f je spojitda v R

e Urc¢ime intervaly monotonnosti a extrémy funkce:
y = 4x3 —12x? + 8x
Odtud plyne: 4x3 — 12x? + 8x > 0 ... funkce roste
> 0 ... funkce klesa
Upravou: 4x(x — 2)(x — 1) > 0 ... funkce roste
< 0 ... funkce klesa

Jiny postup: Nutna podminka pro extrém f’(xy) = 0 je splnéna pro 0; 1; 2. Snadno
overime postacujici podminku v téchto bodech pomoci druhé derivace funkce

y” =12x% — 24x + 8.

Tedy: y(0) =8 > 0 —» minimum [0; 0], y"(1) = —4 < 0 - maximum [1; 1],
y”(2) =8> 0 - minimum [2; 0]
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e Jypocteme hodnoty funkce ve vyznacnych bodech a urcime dalsi viastnosti

funkce:
Priseciky s osou x (y = 0): x* — 4x3 + 4x2 = 0 > P4[0; 0] a P,[2; 0]
Priiseciky sosouy (x =0):y=0-x =0 - P4[0; 0]

Funkce neni periodickd, nent suda (nebot x* — 4x3 + 4x? #
# (—x)* — 4(—x)3 + 4(—x)?), neni lichd (nebot x* — 4x3 + 4x? #
# —[(—x)* — 4(—x)3 + 4(—x)?]), je spojita v R, je omezend zdola, neni omezend
shora, nent prosta.

o Sestrojime graf funkce f:

A
71

o1
MAX[1:1]

, MINI:D) N/ MINE2i0] .
3 2 10 1 2 3 4 5 &

24

Obrdazek 58 - Graf funkce z piikladu 10,
zdroj: podle VoSického (2004) vytvoril autor

(Vosicky 2014)
Integralni pocet
Priklad 11 (primitivni funkce)

x*—4x?
x242x "

Vypocitejte primitivni funkci k funkci f:y =

ReSeni:

jx‘*—llx2 4 fxz(xz—él) D = fx(x—Z)(x+2) dx=f(x2 ) dx =

x% + 2x - x(x+2) X+ 2
3

X
=——-x*+C
3 X

(Kolisko 2011)
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Piiklad 12 (metoda per partes)
Integrujte metodou per partes [ x - e* dx.
Reseni:

fx-ex dx=x-ex—fex dx =x-e*—e*=e*(x—1)+C

(Kolisko 2011)
Priklad 13 (substitu¢ni metoda)
Vypocitejte substitucni metodou funkci [ cos 3x dx.
Reseni:
fcosSx dx =%fcost dt=%sint+C =%-sin3x+C

Substituce: t = 3x

dt =3 dx
dx = z dt
3
(Kolisko 2011)
Priklad 14 (urcity integral)
Vypoditejte f_zl(x3 + 3x2 +4) dx.
Reseni:

4

2 x4 2 2
j(x3+3x2+4)dx=lj—x3+4xl =I—23+4-2—

B l(_1)4

1 3
Z —(—1)3+4-(—1)l=4—8+8—Z—1+4=6—

4

(Kolisko 2011)

87



Vektorovy pocet
Priklad 15 (vlastnosti dvou vektort, operace s vektory)

Pro vektory u = (2; —3), ¥ = (3; 5) urci: a) velikost vektori, b) zda jsou si tyto vektory
rovny, ¢) soucet vektorii, d) rozdil vektorii, €) opacné vektory, f) 3u,29, Q) skaldrni

soucin vektoru, W) uhel, ktery sviraji tyto vektory.
Reseni:

a) [i] = {22+ (=3)? = V13; |3| = V32 + 57 = V34
b) 2+3a-3#5)>uU+7v
Ou+v=w=(52)
diu—-v=27=(-1,-8)

e) —u = (=2;3); =V = (=3;-5)

f) 31 = (6;—9); V27 = (3V2;5V2)

Qi - B=2-3+(=3)-5=-9

h)cosgp = ——= \/1_3:?/§_) @ ~ 115°32’
(Cermék a Cervinkova 2007)
Priklad 16 (vektorovy soucin)
Pro vektory @ = (1;3; —1), b = (2; 4; 5) wypocitejte vektorovy soucin @ X b.
ReSeni:
Gxb=35-(-1)4(-1):2-1-51-4—3-2) = (19; =7; —2)

(Kocandrle a Bocek 1995)
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Priklad 17 (vyznam derivace)

Urcete okamzZitou rychlost a okamZzité zrychleni pohybu v case t, jehoz draha je dana

vztahem: s = s, +v0t+%gt2
ReSeni:
) 1
V=S =0+v0+§-2gt—>v=vo+gt

a=v' =0+g—->a=g

(Hesteric 2008-2021)
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9.2 Edukacni text jako podklad k testu, ktery byl poskytnut respondentiim
Vazeni,
nasledujici text obsahuje teorii, jiZ je potieba znat k uspésnému zodpovézeni otazek testu.

Kapitoly tohoto textu jsou nasledujici:

e mnoziny,

o funkce,

e diferencialni pocet,
e integralni pocet,

e vektorovy pocet.

V textu naleznete odstavce, které jsou odliSeny od okolniho textu Zlutou barvou pisma.
Znamena to, ze znalost téchto odstavci neni ovéfovana v testu a tyto poznatky jsou

uvedeny pouze z divodu ucelenosti textu.

Velmi vadm dé&kuji za podileni se na praktické c¢asti mé bakalarské prace,

Barbora Jelinkova.
MnoZiny

MnoZina je souborem navzijem odliSitelnych prvkid. Prvky mnoZziny maji obvykle
minimalné jednu stejnou ur€itou vlastnost. V mnoziné se nevyskytuje jeden stejny prvek
dvakrat. MnoZiny obecné znac¢ime velkymi pismeny a jejich prvky pismeny malymi.
Zapis mnoziny muze tedy vypadat takto: A = {a;b;c}. Nezalezi na porfadi prvki
V mnoziné, proto miZeme mnozinu zapsat i jako A = {c;b;a}. Mnozina, ktera
neobsahuje prvek zadny, je mnozinou takzvané prazdnou a znaCime ji @

(Bauer et al. 2015).

Existuji ustalené¢ definované mnoziny, které jinak nazyvame ciselnymi obory. Mezi
¢iselné obory patii obor piirozenych ¢&isel, nezapornych celych cisel, celych ¢isel,

racionalnich c¢isel, redlnych ¢isel a komplexnich ¢isel (VoSicky 2004).

Do oboru prirozenych ¢isel patii vsechna kladna cela cisla. Obor ptirozenych cisel
zna¢ime N a zapisujeme ho jako N = {1;2;3;...}. Existuje také obor nezapornych
celych ¢isel, kde najdeme prvky oboru piirozenych ¢isel spolecné s nulou. Tento obor
vypada nasledovné: N, = {0;1; 2; 3, ... } (Houska 1991; Karka 2010).
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Dalsim oborem je obor celych ¢isel Z = {...; —3; —2; —1; 0; 1; 2; 3; ... }. Pro kazdé celé
¢islo a existuje ¢islo jemu opacné (—a) a soucet dvou navzajem opacnych cCisel je nula,

tedy a + (—a) = 0. Cislo opaéné nule je nula (Houska 1991; Busek a Calda 2008).

Oborem racionalnich ¢isel Q nazyvame mnozinu vSech Cisel, jez obsahuje vSechna ¢isla

zapsatelna ve tvaru zlomku g, kde p je ¢islo celé a g Cislo celé nenulové. Pojem racionalni

¢islo v zdkladnim tvaru znaci takové raciondlni cislo, kde jsou p a q nesoudélna.
, ; . wr 4 I, . . . vr
Zlomkem v zakladnim tvaru je naptiklad = Racionalni ¢isla lze také zapisovat jako ¢isla

desetinné s konecnym rozvojem ¢i s nekonecnym periodickym rozvojem (Vosicky 2004;

Cermék a Cervinkova 2007).

Sjednocenim raciondlnich a iraciondlnich ¢isel je obor redlnych ¢isel R. Je tedy nutné
definovat, co jsou ¢isla iracionalni — tato ¢isla nemaji ukonceny desetinny rozvoj a nemaji
periodu. Ptiklady iracionalnich ¢isel mizou byt napiiklad v/3 nebo m (Cermak
a Cervinkova 2007; Kaiika 2010).

Iracionalnimi &isly jsou tedy i odmocniny. Pro druhou odmocninu va plati, ze x? = a,
kde a je ¢islo realné a x nezaporné. Existuji nasledujici pravidla pro kazda dvé realna

nezaporna Cisla a, b:

Va-b =+a-b, \/E Va
—=—prob+#0
b b
a.\/E:,/az.b,
(Busek a Calda 2008).

w7 4 . . . v 47 3 w7 v roow
Dalsi vyznamnou odmocninou je odmocnina tfeti y/a. V tomto piipadé plati, ze x3 = a,

kde a a x jsou nezapornymi Cisly. Pro dvé realna nezaporna ¢isla plati tato pravidla:
Va-b=3a- b, \/a Va
b

=—mprob # 0
3 %p
a-\Vb=1a3 b,

(Cermék a Cervinkova 2007).

Pro rizné vypocty je nezadouci odmocnina ve jmenovateli. Proto provedeme usmérnéni
zlomku, které je moZné po seznameni s vySe zminénymi pravidly pro odmocniny. Princip
usmérnéni zlomku spociva v rozsifeni jinym vhodnym zlomkem. Tyto ilustracni ptiklady

usmérnéni zlomku uvadi Busek a Calda (2008):
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6 6:V2 62
a)ﬁ_\/?-\/?_ 5 = 32,
, 1_L.W_W_E

GTEVE VT 2

Pfi znazornéni realnych cisel na Ciselné ose absolutni hodnota realné¢ho cisla znaci
vzdalenost jeho obrazu od pocatku pravé Ciselné osy. Vosicky (2004) uvadi definici

absolutni hodnoty realného ¢isla:
proa = 0jelal =a,proa <0jelal =—a.

Pro znazornéni mnozin realnych ¢isel na ¢iselné ose lze vyuzit ptimek, polopiimek nebo
usecek. Tato zndzornéni nazyvame intervaly. Symbol e na ¢iselné ose znaci to, ze dany
prvek do intervalu patfi. Naopak pokud se vyskytuje na Ciselné ose o, znamena

to, Ze dany prvek do intervalu nepatfi.

Intervaly lze zapsat jak graficky, tak i pomoci zavorek, kde kulatd zavorka ( znaci,
ze prvek do intervalu nepatfi a je pouze hranicnim bodem intervalu, a hranatou zavorku
(ma u sebe prvek, jenz do intervalu patii. V ptipadé racionalnich ¢isel je nutno zacit
pouZivat znaky oo a —oo, tj. nekonecno a minus nekone¢no. V nasledujici tabulce jsou

uvedeny nékteré vybrané definice urcitych obecnych intervala (Busek a Calda 2008).

Vybrana zndzornéni intervalii

Omezenost |  Zapis 5 .
) ] Znazornéni na realné ose Nazev intervalu
intervalu | intervalu
(a; b) _.—._b Uzavieny interval
a
Omezené Polouzavfteny interval (zleva
. (a; b) —e O o o
intervaly a b uzavieny a zprava otevieny)
(a; b) o S Otevieny interval
a b
Neomezené | (@ ) —: Zprava neomezeny interval
intervaly (=05 a) © Zleva neomezeny interval
a

Zdroj: podle Buska a Caldy (2008) vytvoril autor

Jako posledni ciselny obor bude uveden obor komplexnich ¢isel C. Obecny tvar
komplexniho ¢isla je tento: z = a + bi, kde a a b jsou redlnymi Cisly a pro imaginarni

¢islo i plati rovnice i2 = —1. a v tomto piipadé nazyvame redlnou ¢asti komplexniho
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Cisla z a imaginarni ¢asti je b (Katika 2010). Komplexni ¢isla jsou diilezita z toho diivodu,
ze v oboru redlnych cisel nelze odmociiovat zdporna Cisla, avSak vypocty s Cisly jako
naptiklad V=1 jsou &asto velmi uZite¢né. Vyse uvedeny tvar komplexniho ¢&isla
z =a+ bi je tvarem algebraickym. Tento zplsob zédpisu lze nahradit také zapisem
pomoci uspofadané dvojice realnych ¢isel z = [a; b]. Uspofadané dvojice lze zobrazit
v Gaussové roving, kde z = [0; 0] je pocatkem soustavy soufadnic. Pravé imaginarni
Cislo lze zapsat jako i = [0;1]. Pro rychlé vypoéty s komplexnimi ¢&isly je dobré
si zapamatovat nasledujici rovnice:

=i i*t=1

i2=-1 (Cermak a Cervinkova 2007).

Funkce

Funkce a jejich vlastnosti

Cermak a Cervinkova (2007) uvadi tuto definici pojmu funkce:

Necht jsou dany dvé neprazdné mnoziny redlnych cisel A a B. Priradime-li kazdému
¢islu x € A podle néjakého predpisu prave jedno cislo y € B (které oznacime y = f(x)
a nazveme funkcni hodnota), pak mnozina f vsech usporadanych dvojic [x; f (x)]

se nazyvd redlna funkce redlné proménné. Zapisujeme f:y = f(x).

Velmi dulezitymi vyrazy, jez pouzivame v souvislosti s popisem funkce, jsou defini¢ni
obor funkce a obor hodnot funkce. Defini¢ni obor funkce f je mnozinou realnych ¢isel,
kterym je ptifazeno realné Cislo funkci f. Ve vyse uvedené definici funkce je defini¢nim
oborem mnozina A. Defini¢ni obor zapisujeme jako D(f). Obor hodnot funkce f, jenz
je znacen jako H(f), je mnozinou vSech redlnych cisel, kterd ziskdme praveé timto
pfifazenim prvkli mnoziny defini¢niho oboru. V definici funkce se jedna o mnozinu B

(Beranek et al. 2007; Cermék a Cervinkova 2007).
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Zavislost y na x je Casto velmi vyhodné zobrazit pomoci grafii. K vytvoteni grafu funkce
se vyuziva zakresleni mnoziny vSech bodu roviny, jejichz soufadnice jsou [x, f(x)].
Klasicky na vodorovnou osu (0osu x) vynasime proménnou x a na osu svislou (osu y)
vynasime funk¢éni hodnoty (Hughes-Hallet 1980; Vosicky 2004). Na obrazku nize

muzeme vidét napiiklad graf funkce y = ix.

W
T T T

Graf funkce y=1/4x, zdroj:
https://saylordotorg.github.io/text_intermediate-
algebra/s05-02-linear-functions-and-their-gra.html

Inverzni funkce g (neboli také f~1) k funkci f je funkci, jejiz grafické zobrazeni
Vv kartézské soustaveé soutfadnic je soumérné k zobrazeni funkce f podle ptimky o rovnici

x = y (Beranek et al. 2007; Bauer et al., 2015).

3 0 'a,‘ 3
2 Il"'-.‘

\

N\
1 AN

\\
N
1 2 3 2 1
Inverzni funkce I, zdroj: Inverzni funkce 11, zdroj:
http://ibmathstuff.wikidot.com/inverse- http://ibmathstuff.wikidot.com/inverse-
function function

Zjednodusené lze fici, Ze u inverzni funkce je ,,oto¢eno* ptifazovani — tedy kazdému ¢islu
y podle predpisu pfifadime pravé jedno Cislo x. Pro lepsi predstavu lze uvést tuto
vlastnost navzajem inverznich funkci f a g: D(g) =H(f) a H(g) =D(f)
(Beranek et al. 2007).

Déle existuji takzvané sloZené funkce. PetraSkova a Zmeskalova (2005) uvadi tuto

definici:
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Necht jsou dany funkce f, g. Funkci h takovou, ze D(h) = {x € D(g); g(x) € D(f)};
h(x) = f(g(x)), nazyvame sloZenim funkci g, f (v tomto poradi) a oznacujeme g o f.
Funkci g nazyvame vnitini, funkci f nazyvame vnéjsi, funkci h nazyvame slozenou

funkci.

Ptikladem sloZené funkce miize byt h: y = Vx2 + 1, kde vnitni funkci je g:u = x2 + 1

a funkci vn&jsi je f:y = vu. Dalsi slozenou funkci je napiiklad h:y = sin 3x, u které je

vnitini funkci g: u = 3x a vnéjsi funkci f:y = sinu (Vosicky 2004).

Pojmy, které je nutno znat, jsou periodi¢nost, lichost, sudost a omezenost funkce. Jedna

se o vlastnosti funkci, které budou popsany nize.

Funkce je periodicka, pokud existuje ¢islo p > 0 a pro kazdé k € Z plati, Ze pokud je
funkce definovana v bodé¢ x, je definovana i v bodech x + kp, a pro vSechna x € D(f)
plati: f(x) = f(x + kp). Piiklady periodické funkce mohou byt napiiklad sinus ¢i

kosinus, které maji zdkladni periodu (nejmensi periodu) p = 2 (Vosicky 2004).

e
+ Zakladni perioda

|
~

Perioda funkce sinus, zdroj: podle Vosického (2004) vytvoril autor
Funkce je suda, pokud f(x) = f(—x). Piikladem sudé funkce mize byt f:y = x2.
Pokud za x dosadime 2 a (—2), funkéni hodnota y bude v obou piipadech
stejna: f(2) = f(—2). Graf sudé funkce je soumérny podle osy y (Hughes-Hallet 1980;
Vosicky 2004).

Graf funkce x na druhou, zdroj: vytvoril autor
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Pro lichou funkci plati f(—x) = —f(x). Funkei lichou je napiiklad f:y = x3. Graf
lichych funkci je vzdy symetricky podle pocatku soustavy soufadnic

(Hughes-Hallet 1980; Bauer et al. 2015).

Funkce mutze byt také omezena. Existuji funkce omezené zdola, shora anebo omezené

zdola i shora. Strnad (2013) definuje jednotlivé omezenosti takto:
Necht f je dana funkce a M podmnozina jejiho definicniho oboru D(f):

e Funkce f se nazyva funkce zdola omezena na mnoziné M, pravé kdyz existuje

241

34

Graf funkce x na treti, zdroj: vytvoFil autor
cislo d € R takove, ze pro vsechnax € M jef(x) > d.
e Funkce f se nazyva funkce shora omezend na mnoziné M, pravé kdyz existuje
c¢islo h € R takové, ze pro vsechnax € M je f(x) < h.

e Funkce f se nazyva omezend, pokud je soucasné omezend shora i zdola.
y

Funkce

y Funkce 5t
5 4+
4 3+
3 24
2 1+
Omezeni zdola
. ) ) ——x 5 4 101 i s %
-5 -4 -3 -2 -1_]0 1 2 3 4 5 ) Omezeni shora
2 3l
-3 4
4 5+
5

Grafy funkci omezenych zdola nebo shora, zdroj: http://www.x-
idea.cz/matematicke-funkce/

Polynomickeé funkce

Dle Vosického (2004) Ize polynomickou funkci obecné vyjadiit ve tvaru
fry=P(x) =ax"+a,_1x" 1+ +a;x+a, kdeneN,x€eERaa,,.., ay €ER.
Mezi vyznamné polynomické funkce patfi funkce konstantni, linedrni a kvadraticka

(Zaskodny 2018).
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Obecny zapis linearni funkce je f: y = ax + b, kde a; b € R. Grafy téchto funkci budou
vzdy ptimkou, ktera je riznob&zna s osou y (tzn. pro jedno x existuje pouze jedno
pfifazené y — toto plati pro vSechny funkce). Linearni funkce mize byt rostouci, klesajici
nebo nerostouci a neklesajici. Pokud je funkce nerostouci a neklesajici, nazyvame

Ji konstantni funkei (Vosicky 2004). Obecné grafy linearnich funkci jsou uvedeny nize.

Iy

[0:0] | y=b

Graf konstantni funkce pro a=0, tedy y=b, zdroj: podle
Cermdka a Cervinkové (2007) vytvoril autor

J‘r y \} y
e
- v=ax+h

LY : ty v
: y=ax"2+bx+c T 7T :
’ |
: w y=ax"2+bx+c
i \
I
I I
0 . i | | | i
1 I
I
I
|
Graf kvadratické funkce pro a>0, zdroj: podle Graf kvadratické funkce pro a<0, zdroj: podle Cermdka
Cermdka a Cervinkové (2007) vytvoril autor a Cervinkové (2007) vytvoril autor

Obecny zapis kvadratické funkce je f:y=ax®?+bx+c, kde a € R — {0}
(tj. a je nenulové realné ¢islo) a b; ¢ € R. Pokud by a bylo rovno 0, vznikla by funkce
f:y=0x24+bx+c=bx+c a jednalo by se tedy o linedrni funkci. Grafem
kvadratické funkce je parabola, jejiz osa je rovnobézna s osou y. Vrchol paraboly V je
priseéikem jeji osy a samotnou parabolou (Vosicky 2004; Cermak a Cervinkova 2007).

Pro ilustraci paraboly budou vloZeny obecné grafy kvadratickych funkei.
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Exponencialni a logaritmicka funkce

Exponencialni funkci definujeme ptedpisem f:y = a*, kde a >0, a# 1 a x €ER.
Jejim grafem je exponencidla neboli exponencialni kiivka. Exponencialni kiivka protina
0su y Vv bodé [0; 1]. Na obrazku mizeme vidét grafy dvou exponencialnich funkci. Graf
funkce f:y = 0,52 ukazuje, jak vypada tvar kiivky pro takovéto a: 0 < a < 1. Druhy
graf znazoriuje funkci f:y = 2* a ilustruje tak tvar exponencidly pro a > 1

(Vosicky 2004; Bauer et al. 2015).

0 X

Grafy dvou exponencialnich funkci, zdroj:
https://en.wikipedia.org/wiki/Exponential_function#/media/File:Exponenciala_priklad.png

Logaritmy jsou funkénimi hodnotami logaritmické funkce. Logaritmus definujeme
takto: y = log, x = x = a”. Napiiklad log;, 100 = 2, protoze 10? = 100 (logaritmus
se zdkladem 10, tedy log, x, je dekadickym logaritmem, ktery lze znacit také pouze jako
log x). Ptedpis logaritmické funkce je tedy f:y = log, x pro a > 0; a # 1. Logaritmicka
funkce se zakladem a je inverzni k exponencialni funkci se stejnym zakladem a. Graf

logaritmické funkce nazyvame logaritmickou kiivkou (Vosicky 2004; Bauer et al. 2015).

Grafy exponencialni a logaritmické funkce se stejnym zakladem pro
a>1, zdroj: https://www.sfu.ca/math-
coursenotes/Math%20157%20Course%20Notes/sec_Logarithms.html

Eulerovo cdislo e je konstantou s pfibliznou hodnotou e = 2,718. Logaritmus se

zakladem e je nazyvan ptirozenym logaritmem a zapisuje se log, x nebo zkracené In x

(Vosicky 2004; Strnad 2013).
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Goniometrické funkce

Hlavnimi goniometrickymi funkcemi, jez je nutno znat, jsou sinus, kosinus, tangens

a kotangens. Objasnime si také urCité vztahy mezi nimi.

Zékladnimi goniometrickymi funkcemi jsou sinus a cosinus. Pomoci téchto zékladnich

funkci definujeme funkce tangens a kotangens takto:

sinx COS X

= cotgx = —
tgx o5 x pro cosx = 0 g Sin x

pro sinx # 0

(Bauer et al. 2015).

x byva nazyvéano argumentem goniometrické funkce, a to plati pro vSechny ¢tyti uvedené

goniometrické funkce (Cermék a Cervinkovéa 2007).

Funkce sinus a kosinus jsou funkcemi periodickymi s periodou rovnou 2m. V tabulce

podle Vosického (2004) budou uvedeny vybrané vlastnosti téchto dvou funkci.

Vlastnosti funkce sinus a kosinus

Vlastnosti Sinus (sin x) Kosinus (cos x)
Defini¢ni obor XER XER
Obor hodnot y €(-1;1) y €(-1;1)
_ Licha Suda
Sudost, lichost
sin(—x) = —sinx cos(—x) = cosx
Omezena v celém defini¢nim Omezena v celém defini¢nim
Omezenost ) ]
oboru zdola i shora oboru zdola i shora
Zakladni perioda 2m Zakladni perioda 27
Periodi¢nost sinx = sin(x + 2kmn), cos x = cos(x + 2km),
kde k € Z kde k € Z

Zdroj: podle Vosického (2004) vytvoril autor
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Nyni budou uvedeny grafy funkei sinus a kosinus pro lepsi predstavu téchto zminénych

vlastnosti.

1+ y=sin(x)

-3t #2n -1 Y n 2n 3rt

T y=cos(X)

24

Grafy funkci sinus (plnad c¢ara) a kosinus (Carkované), zdroj: vytvoril autor

Funkce tangens a kotangens jsou tedy odvozeny od funkci sinus a kosinus podle vyse
uvedenych definic. Vlastnosti budou shrnuty v tabulce podle Vosického (2004). Budou
také uvedeny grafy téchto dvou funkei.

Vlastnosti funkce tangens a kotangens

Vlastnosti Tangens (tg x) Kotangens (cotg x)

Defini¢ni obor

xeR—{(2k+1)%};keZ

xER—{Zk%};kEZ

Obor hodnot YyER Yy ER
) Licha Licha
Sudost, lichost
tg(—x) = —tgx cotg(—x) = —cotgx
Funkce neni omezena ani zdola, | Funkce neni omezena ani zdola,
Omezenost . .
ani shora ani shora
Periodi¢nost Zakladni perioda Zakladni perioda
Zdroj: podle Vosického (2004) vytvoril autor
4 4
3 y=tg(x)
24
14
—2.:5n —2:n -1.:5!'\ —1:r| —O.:5r| 0 O.:SH n 1.:5r| 2n 2.gn g
14
21 y=cotg(x)
-3 4
44

Grafy funkci tangens (plna cara) a kotangens (Carkované), zdroj: vytvoril autor

Jak 1ze vidét v grafech, obé tyto funkce nejsou spojité. Znamena to tedy, Ze funkce nejsou

definovany pro vSechna x. Funkce tangens neni definovana pro x = (2k + 1) g, kde

k € Z a funkce kotangens neni definovana pro x = 2k g, kde k € Z (Vosicky 2004).
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Nyni budou uvedeny vzorce podle Cermaka a Cervinkové (2007), kde zminim vzajemné

vztahy goniometrickych funkci a vybrané operace s nimi.

Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi:

tgx = sin x sin®x + cos*x =1
cosx tgx-cotgx =1
cos x
cotgx = —
sin x

Vztahy pro soucet a rozdil argumentii:
sin(x +y) =sinx-cosy + cosx - siny
cos(x +y) =cosx-cosy + sinx -siny
Vztahy pro dvojnasobny argument:
sin2x = 2 -sinx - cosx cos 2x = cos? x — sin? x

Linedrné lomenda funkce

Linearni lomenou funkci je kazda funkce y = % na mnoziné R — {— %}, kde a,b,c,d
jsou realna ¢isla, ¢ # 0 a ad — bc # 0. Definicnim oborem linedrné lomené funkce je
D(f) =R — {— %} Grafem linearn¢ lomené funkce je hyperbola (Odvarko 2008).

Existuji pfimky, jez vymezuji hyperbolu, a ty nazyvame asymptotami. Asymptoty jsou

dvé, z toho jedna je rovnobéZna s 0sou x a druhd s osou y. Asymptoty se protinaji
ve stfedu hyperboly S, jez ma soufadnice S [—%;%] (Vosicky 2004; Cermak

a Cervinkova 2007). Vosicky (2004) uvadi tento postup sestrojeni grafu linearné lomené

funkece:

2x-5 y
Graf funkce f:y = % se sestroji takto:

D(f) =R —{1}
U pravou.
2x — 5 2(x—1) =3 m
y = = > y=2- - S[1; 2]

-1 7T T x-1

U

Asymptoty: x = 1;y = 2
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Priiseciky s osami:

5

x=0-y=5..Y(0;5)

x=1

W oA\ » o
—t——

ol aETA Y2
1 .

-3 -25 -2 -15 -1 -0.5107 0.5 1 15 2725 3 35 4 45 5 55 6

-2
-4 1
.
Graf funkce y=(2x-5)/(x-1), zdroj: podle Vosického (2004)
vytvoril autor
Neprima umérnost je také linearné lomenou funkci. Obecné ji zapisujeme jako

y = S, kde k € R — {0}. Je tomu tak v ptipadé, Ze v zdpisu linearné lomené funkce

y=2"jea =0ad = 0 (Odvarko 2008; Cermak a Cervinkova 2007).
27 y=1/x
™ y= -1/

Grafy nepiimé umérnosti; plnou carou graf funkce y=1/x, tedy pro k>0, ¢arkované graf funkce y=-1/x, tedy pro
k<0, zdroj: podle Odvarka (1993) vytvoril autor

Diferencialni pocet

Predtim, neZ bude vysvétlena samotné podstata diferencialniho poctu, je tfeba si objasnit

pojmy spojitost a limita funkce.
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Spojitost funkce je definovana pomoci bodu a € R a jeho okoli (tzv. § —okoli). Okoli
bodu f(a) nazyvame € —okolim. Funkce je spojita v bod¢ a, pokud pro x z okoli bodu

a existuji hodnoty f(x) z okoli bodu f(a). (Hruby a Kubat 2008; Cermak 2004).

y

—

fa) -

‘a ! X

Okoli bodu a a f(a), zdroj:
https://cs.wikipedia.org/wiki/Limita_funkce#/
media/Soubor:Limit.png, upraveno autorem

Limitu funkce definuje Cermak (2004) takto:
funkce y = f(x) ma v bode a limitu L, jestlize:
e je definovana pro x Z néjakého okoli bodu a,
o ke kazdému (libovolne malému) cislu € > 0 existuje takové cislo § > 0, ze pro
vSechna x # a 7 § —okoli bodu a nalezi odpovidajici funkcni hodnoty f(x) do
& —okoli bodu L.

Limitu funkce zapisujeme jako }ciiré f(x) =L a c¢teme: limita f(x) pro x jdouci
(blizici se) k a je rovna L (Vosicky 2004).

Limitu si Ize dobie vysvétlit a piedstavit pomoci piikladi, jez budou uvedeny déle v textu.
Priklad 1:

Urci limitu: lim1(3x7 —x%+1)
x—>—

lim(B3x” —x*+1)=3(-1)"-(-1)*+1=-3-1+1=-3

x—->—1

(Cermak 2004).

Piiklad 2:

g . 2x3-x245
Urci limitu: lim ————
x—+00 X“+x-5
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1 5 1 5
3
2 —xtts_ F(2-3+5) 27xtsE
lim —————= lim = lim x| ——+
(—) s
X x?2 x  x?
1 5
li T A b0 2200 oy
= lim x- lim =40——— =402 =+
x—+00 xX—+00 1 5 1+40—-0
} x2
(Cermak 2004).
1 Y=(2XA3-X"2+5)/(X"2+X-5)
50+
0 ; 110 1:5 2:0 i’
-50 4
Graf funkce z prikiadu 2, zdroj: vytvoril autor
Pro ptesnéjsi vysvétleni prikladu 2 je nutné uvést tyto vybrané limity:
1 lim sinx neexistuje lim cotgx = —0
lim — = —oo X—00 x—0_
x—0_X
lim sinx neexistuje _
1 x——00 lim cotgx = o
lim — = +oo x—04
x—-04 X . . .
lim cos x neexistuje
X—00
1 . sinx
lim—=0 ) o lim =
x—>00 X lim cos x neexistuje x>0 X
X——00
lim 1=0 lim tgx = oo I tgx 1
——00 T m-— =
x X x-"/), X=0 x
1
2+
(Cermék 2004).

Pilecka (2004) uvadi definici derivace funkce jedné proménné:

Derivace funkce y podle nezavisle proménné x je limita poméru priristki funkce

a jejtho argumentu, blizi-li se pririistek argumentu bez omezeni nule.

Derivaci funkce zapisujeme Y= lim £ = lim M (Pilecka 2004).
dx  Ax—0Ax Ax—>0
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Derivace funkce f byvé zapisovana riznymi zptsoby, a to jako y , f '(x),Z—z nebo %.
Vsechny tyto zapisy ¢teme stejné: derivace funkce y podle x.

Derivaci funkce lze vyuzit pro rizné vypocty, napiiklad pro nalezeni teény ke grafu

funkce Vv jejim libovolném bodé (Cermék 2004).

f(x:i+AX)

f(x:)

0

Grafické zobrazeni derivace - nalezeni tecny, zdroj:
podle Pilecké (2004) a Cermdka (2004) vytvoFil autor

Na obrazku mizeme vidét teCnu t, jez se dotyka grafu funkce v bodé T [x;; f (x,)]. Dale
je na obrazku se¢na s, ktera je uréena bodem T a bodem S [x; + Ax; f(x; + Ax)].

@ je smérovy tihel seény a @ smérovy thel te¢ny (Cerméak 2004).

derivaci funkci.

Derivace elementarnich funkci

Derivace Podminky platnosti
Funkce y=f(x)
funkce f vzorce
Konstantni funkce fiy=k y =0 k€eR
Linearni funkce fiy=x y =1 X €ER
fry=x" y =n-x"1 XER;MEN
Kvadraticka funkce _
fiy=k-x" |y =k-n-x"! xak€R;neN
Exponencialni funkce | f:y =a* y =a*-lna X€ER
Exponencialni funkce ,
fry=e* y =e* X €R
se zakladem e
. 1
fry=log,x| y = 1 x € (0; )
Logaritmicka funkce * 1n ¢
f:y=Inx y == X ER
X
Sinus fiy =sinx y =cosx x €ER




Kosinus fiy=cosx | y =-—sinx x €ER
. 1 n n
Tangens fry=tgx y = g xE((Zk—l)E;(2k+1)§)
, 1
Kotangens fry=cotgx | y =—— x € (km; (k + 1)m)
sin? x

Zdroj: podle Cermdka (2004) a Pilecké (2004) vytvoFil autor

Déle je nutno veédét, jak derivovat soucet, rozdil, soucin a podil funkei. Tyto vzorce

plati pro funkce f a g majici derivaci na urcit¢ mnoziné M.
(f)+g@®) =f(x) £ g’ (),
(f) - g®) =g + f)g (x),

(f (x)) _f)g(x) — fFG)g' ()
gx) g*(x)

(Vosicky 2004; Doslé a Liska 2014).

Derivovat lze také funkee sloZené. Slozenou funkei f(g(x)) derivujeme takto:

fla®)=£(gt) g’
(Hruby a Kubat 2008).

Pro lepsi orientaci v této definici bude uveden ptiklad podle Vosického (2004) prave

derivace slozené funkce, v tomto ptipad¢ funkce f:y = cos
y" = (cos4x) - = (—sin4x) -4 = —4sin4x

Lze také urcit vyssi derivace funkci. Postup vypoctu druhé derivace je jednoduchy —
zderivujeme derivaci prvni. Nize bude rozebran ptiklad urceni druhé derivace funkce

(zna¢ime y’") z publikace Cerméka (2004).

Urci derivaci funkce y = Inx pro x > 0.
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Parcialni derivace vyuzivame pro vypocty s funkcemi o vice proménnych. Rozlisujeme

parcialni derivace podle jednotlivych proménnych. Derivujeme vzdy pouze vzhledem k
C . ot g a ., y v o
jedné proménné. Parcialni derivace é udéava rychlost zmény f pfi zmenach veliCiny x.

Pokud parcialn¢ derivujeme podle proménné x, pak y povazujeme za konstantu.

ROVINA X=2 ROVINA Y=-2
o | 3D GRAF: ~
> >
-~ -
= o,
Y A\ x r 30
I L PN
T ]
s *
T 0
T S
<0
/‘/ %

Parcialni derivace funkce fv bode [2,—2] jsou derivace krivek
vzniklych na rezech rovinami x=2 a y=—2, zdroj:
http://user.mendelu.cz/marik/wiki/am/slidy/derivace/index_h.html

Geometricky lze toto popsat tak, Ze studujeme kiivku, jez vznikne na fezu grafu funkce

z = f(x,y) rovinou y (Maiik 2014-2019).

Kurfiirst (2017a) uvadi ptiklady pro vypocet parcialnich derivaci % a a; funkce f(x,y) =

ay
x% + x —y. Vysledky maji byt nasledujici: 2x + 1 a —1. Nyni si popiSeme postup, jak

se dostat k témto vysledktim.

of
—=2x+1-0=2x+1
0x

Proménnou x tedy klasicky zderivujeme a y je povazovana za konstantu, derivace

y je tedy rovna 0.

9
—f=0+0—1=—1
ay

V tomto piipadé je konstantou x, a tedy i x2. Proménnou y tentokrat derivujeme podle

vzorce derivace linearni funkce f'(x) = 1, kde pouze misto x pouzijeme y.

Velmi podstatnym vyuzitim derivaci je zjiStovani pribéhu funkei. Pomoci prvni a druhé
derivace urcujeme, zda je funkce rostouci ¢i klesajici, jeji lokalni minimum a maximum
a také konvexnost a konkavnost funkce. Pokud je funkce konvexni nebo konkévni, Ize

vypoétem také najit inflexni bod (Cerméak 2004).

Rostouci a klesajici funkce
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Pokud je funkce spojita v ur¢itém uzavieném intervalu (a; b) a ma derivaci f'(x) pro

kazdé x € (a; b), pak plati:

c) funkce je na (a; b) rostouci, pokud jeji derivace f'(x) > 0, tedy je kladna,
d) funkce je na (a; b) klesajici, pokud jeji derivace f'(x) < 0, tedy je zaporna

(Hruby a Kubét 2008; Vosicky 2004).

Jako neklesajici se oznacuje funkce, kde f’(x) = 0. Pro nerostouci funkci plati

f'(x) < 0 (Cermak 2004).

Extrémy funkce

Lokalni maximum funkce lezi v bod¢, v jehoZ bezprostiednim okoli funkce nejprve roste
a potom klesa. Pro lokdlni minimum je to opacné, nejprve funkce v okoli bodu klesa
a vzapéti roste (Pilecka 2004). Podle Bauera et al. (2015) Ize definovat lokalni extrémy

pomoci derivaci takto: pokud ma funkce f (x) v bodé x,, lokalni extrém a zaroven existuje
f'(x0), potom f"(xo) = 0.

Derivace funkce v bod¢ a, jenz je lokalnim extrémem, je rovna nule nebo derivace
neexistuje. Pokud plati f'(xy) = 0, bod x, se nazyva stacionarnim bodem. Tento bod
vSak muize i nemusi byt lokdlnim extrémem. Pro prokazani extrému je nutno provéfit
i § —okoli bodu x, nebo pouzit druhé derivace (Cermak 2004). Pokud chceme prokazat

lokalni extrém pomoci druhé derivace, plati podle Vosického (2004) toto:

Ma-li funkce f(x) v bodeé x, hodnotu derivace f'(x,) = 0 a existuje druhd derivace
f7(x0), pak

1) Je-li f”(xy) > 0, ma funkce f v bodé x, lokdalni minimum
2) Je-li f”"(xq) <0, ma funkce f v bodeé x, lokdlni maximum

3) Je-li f”(xq) = 0, nelze 0 existenci extrému rozhodnout pomoci druhé derivace.

Dale jsou zavedeny pojmy jako globalni extrémy — globalni minimum a globalni
maximum. Globalnim extrémem vyjadiime extrémy v celém definiénim oboru funkce,
a ne pouze Vv okoli jednoho bodu. Vypoctem je lze zjistit uréenim lokdlnich extrému
funkce v (a; b) ahodnot f(a) a f(b). Poté porovname extrémy s hodnotami f(a) a f (b),
vybereme znich to nejmens$i, ev. nejvétsi, a to je globalnim extrémem. (Hruby

a Kubat 2008; Vosicky 2004).
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Konvexnost a konkavnost funkce

Podle Cermaka (2004) lze konvexnost a konkavnost funkce definovat:

Necht je dana funkce f(x), kterd je definovana na intervalu {a; b). Necht jsou dany tii
b()(j}’ fét()l/ilﬂkc(f A[Xl,f(xl)], B[Xz,f(Xz)], C[X3,f(X3)] prO X1, X2, X3 VA |nterva|u

(a; b), pro které plati x; < x, < x3. Necht body A a C urcuji primku. Potom:

o Lezi-li jakykoliv bod B pod kazdou takovou primkou AC nebo na této primce,
pak rikame, Ze funkce f (x) je konvexni na intervalu {a; b).
o Lezi-li jakykoliv bod B nad kazdou takovou primkou AC nebo na této primce,
pak rikame, zZe funkce f(x) je konkavni na intervalu (a; b).
e Lezi-li jakykoliv bod B pod kazdou takovou primkou AC, pak rikame, Ze funkce
f(x) je ryze konvexni na intervalu {a; b).
o Lezi-li jakykoliv bod B nad kazdou takovou primkou AC, pak rikame, Ze funkce

f(x) je ryze konkavni na intervalu {a; b).

y S f(x) y B c
C A
A
B f(x)
0 X 0 X
Konvexni funkce, zdroj: podle lgonka:vnifunkce, ZdI’OJ; : podle
Cermdka (2004) vytvoril autor Cermdka (2004) vytvoril autor

U spojité funkce f(x), pro kterou lze vypocitat druhou derivaci, jsme schopni urc€it jeji

konvexnost ¢i konkévnost pravé podle hodnoty druhé derivace.

e Funkce je na (a; b) konvexni, pokud je f(x) = 0.
e Funkce je na (a; b) ryze konvexni, pokud je f"(x) > 0.
e Funkce je na (a; b) konkavni, pokud je f”'(x) < 0.
e Funkce je na (a; b) ryze konkavni, pokud je f(x) <0

(Cermak 2004).
Inflexni bod

Inflexnim bodem se oznacuje bod x, € (a;b) funkce f(x), jez je definovana na

intervalu (a; b), pokud v intervalu (a; x,) je funkce konkavni (konvexni) a v intervalu
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(xo; b) je konvexni (konkavni). Jedna se tedy o bod, kde se konvexnost funkce méni

v konkavnost nebo naopak. Pro inflexni bod x, plati f"(xy) = 0 (Cermak 2004).
Integralni pocet

Integralni pocet byl zaveden za tim ucelem, abychom mohli spo¢itat plochu pod grafem
funkce nebo plochu jakéhokoliv rovinného obrazce pomoci nekone¢né mnoha malych
obdélnikd, jelikoz je nemozné ji ptimo uréit. Obdélniki je nekone¢né mnoho, setkavame

se tedy s pojmem ,,nekonecné velky* (Dosla a Liska 2014).

Tento vypocet pomoci nekonecné mnoha obdélniku si nyni popiseme. Funkce f je
nezaporna a omezena na intervalu (a; b) a v tomto intervalu také spojita. Snazime se najit
obsah plochy P (,,podgraf*). Plocha P je ohrani¢ena grafem funkce f, 0Sou x a pfimkami
x = a ax = b. Pro pfesny vypocet jsou potieba obdélniky co nejuzsi — tak tzké, az se
meéni v usecky. Pocitame tedy s nekone¢né mnoha tuse¢kami. (Dosla a Liska 2014).

y

0 a b X

Plocha P - "podgraf”, zdroj: podle Doslé a
Lisky (2014) vytvoril autor

Vosicky (2004) popisuje, jak byl odvozen integralni pocet pomoci nekonecné¢ mnoha

obdélniku:

interval {a; b) rozdélime na n intervalii délek d,, d,, ..., d,,. Pro kazdy takovyto interval
uvazujeme soucin jeho délky d; s minimem m; funkce na tomto intervalu a soucin jeho
délky d; s maximem M; na daném intervalu.

ffx) flx)

di . .. . Horni integralni soucet, zdroj:
Dolni integrdini soucet, zdroj: _ https://cs.wikipedia.org/wiki/Riemann%C5%AFv_inte
https://cs.wikipedia.org/wiki/Riemann%C5%AFv_inte gro%C3%ALl, upravil autor podle Vosického (2004)

gr%eC3%AL1l, upravil autor podie Vosického (2004)

110



Dostaneme tedy dolni integralni soucet a horni integralni soucet. Tyto hodnoty udavaji
hledany obsah obrazce. Podrobné&ji bude tato problematika popsana v kapitole o ur¢itém

integralu (Vosicky 2004).

Pro takzvanou primitivni funkci F plati rovnost F'(x) = f(x), kde F a f jsou funkce
definované na otevieném intervalu J/ a vSechna x € J. Tuto skute¢nost ¢teme tak, ze

funkce F je primitivni funkci k funkci f (Hruby a Kubat 2008).

Neurdity integral funkce f je mnozina vS§ech primitivnich funkci k funkci f. Neurcity
integral obecné zapisujeme [ f(x) dx = F(x) + C, kde C € R je integraéni konstantou.
Symbol [ je integraénim znakem, x je integraéni proménna a funkce f je v tomto piipadé
nazyvéna integrandem. Vypocet k ur€eni neurcitého integrdlu nazyvame integraci
funkce f (Vosicky 2004). Pro urychleni integrace je vhodné znat tyto zakladni odvozené

VZorce:

Vzorce pro neurcity integral

Vzorec Podminky platnosti vzorce
desz x €ER
fdx=x+C X ER
le+1
fxndx: +C neN;x €ER
n+1
xr+1
jxrdx= +C reR—{-1}x € (0;»)
r+1
1
j;dx=ln|x|+C x € R — {0}
jexdx=ex+C X ER
ax
jaxdx=—+C a € (0;0)—{1};x €ER
Ina
fsinxdxz—cosx+C X ER
fcosx dx =sinx + C X ER
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1 1 1
dx =t C - . .
J.coszx X gx + xE( 2n+kn,2n+kn),kEZ

1
J. —— dx = —cotgx +C x € (km; m+ kn);k € Z
sin? x

Zdroj: podle Hrubého a Kubata (1997) a Vosického (2004) vytvoril autor

Pro vypoéty jsou také zasadni tyto véty (Cermak 2004):

[ir £ g dx= [ £ dxt [ g ax,

fc-f(x) = cff(x) dx.
Dosl4 a Liska (2014) nam ukazuji, jak integrovat funkci y = x3 a funkci y = _le—s:

4

fx3dx—x—+C
T4

j 1 d—lj 2 d—11|2 5|+ C
2x—5 F T ax—5 T '

Existuji dv€ hojné pouzivané metody pro integraci funkce, a to metoda per partes

a metoda integrace substituci.

Metoda per partes (neboli integrace po  Castech) vyuziva  vzorce
[uvdx =uv— [uv dx. Tato metoda je pouzivana v ptipadg, ze k u” lze snadno
nalézt u (Pileck4 2004). NiZe uvedeny ptiklad ilustruje, jak se prave tato metoda vyuziva

K vypoctu.

jxzexdx=ex-x2—2fex-xdx=ex-x2—Z[xex—fl-exdx]=

= e¥x? — 2[xe* — e* + C] = x%e* — 2xe* + 2e* — 2C =

= (x*—2x +2)e* + (,

Per partes 1 Per partes 2
e U =e¥osu=e¢e* e U =e¥osu=e¢e*
e v=x’->5v =2 e v=x-v =1
(Vosicky 2004)
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Druhou metodou je substitu¢ni metoda (neboli metoda nahrazeni), ktera je zaloZzena na
principu zavedeni nové proménné pro zjednoduseni integrace funkce. Metoda substituce
je odvozena od vzorce pro vypolet derivace slozené funkce. Vysledkem mnoha
provedenych kroki pifi upravé vzorce platného pravé pro slozenou funkci je
[f(g(x) g’ (x)dx = [ f(t) dt, kde t = g(x). Hleddme tedy vhodné t (Hruby
a Kubat 2008; Cermak 2004). Uspé&$ny vypodet zavisi na tiech krocich:

1) prevedeni vsech velicin v pitvodni promenné x na veliciny v nové proménné t,
2) vypocet integrdlu v nové promeénné t,

3) wvyjadreni vysledku v piivodni proménné x
(Pilecka 2004).

Pokud se budeme drzet téchto krokl, bude nas vypocet vypadat stejné jako vypocet
Vosického (2004):

substitucni metodou urcete [ sin(3x + 1) dx

Substituce: 3x + 1 = t derivovanim: 3 dx = dt » dx = %

Pak: [sin(3x + 1) dx = [ sint %=§fsint dt = —%cost+C = —%cos(3x+1)+C

Se zaklady teorie urcitého integralu jsme se jiz setkali na zaatku této kapitoly,
atos obsahem plochy pod grafem omezeném ,,ze vSech 4 stran®, tedy tentokrat pracujeme
surCitou C¢asti grafu vintervalu (a;b). Znamena to, Zze zkoumame urdity integral

funkce f od a do b.
AY

- f(x)

a b'x
Urcity integral, zdroj:
https://cs.wikipedia.org/wiki/IntegréeC3%All,
upravil autor

Ur¢ity integral zapisujeme jako f: f(x) dx a jedna se pravé o limitu dolniho a horniho
integralniho souctu. a je dolni mezi a b horni mezi integralu, f(x) je integrandem

a [ integratnim znaménkem. Pro vypolty pouzivame Newtonova-Leibnizova vzorce:

[7 () dx = F(b) — F(a) = [F(x)15 (Vosicky 2004). Piiklad uvadi Pilecka (2004);

113



2 32

de_x 22 137
YEIS T3 T3 T3

1 1

Aplikaci integralniho po¢tu jsme schopni najit odpovédi na spousty otazek. Vybér toho,

na co lze integrace vyuzit, bude uveden v tabulce.

Aplikace integralniho poctu

Co lIze spocitat Vzorec Obrazek
y
Obsah b y=f(x)
ktivocarého S = f f(x)dx /
lichob&zniku a s
Obsah
0 a b X
rovinného
y
obrazce Obsah
obrazce ?
| s=[rw-geiax
ohranic¢eného
a
2 grafy
0
Objem b
rotaéniho V=nm J f2(x) dx /
t€lesa a
Obsah
145t 2 °
plasté
- Q=27Tff(x)w/1+f'(x) dx
rota¢niho
a
t€lesa
Draha ty
ptimocarého s = J v(t) dt
aplikace b
Prace A= f F(x) dx
a

Zdroj: Podle Vosického (2004) vytvoril autor, obrazky podle Vosického (2004) vytvoril autor

114



Vektorovy pocet

Pro zavedeni pojmu vektor je nutné se seznamit s tim, co je orientovana usecka.
Orientovana usecka je usecka, ktera ma pocatecni a koncovy bod. Zalezi tedy na poradi
téchto bodd, tj. jeden z nich je vzdy pocatecni a druhy koncovy a nelze je zaménit. Pokud
je pocateénim bodem A a koncovym bodem B, pak je orientovana usecka AB urcena
uspofadanou dvojici [A; B]. Tuto orientovanou usecku zapisujeme jako AB (Vosicky

2004; Cermak a Cervinkova 2007).

A

Orientovana usecka AB, zdroj:
https://sk.wikipedia.org/wiki/Vektor_(matematika)

Vektor je mnozinou vSech orientovanych tGisecek, které maji stejnou velikost a maji stejny
smér, tedy jsou rovnobézné. Vektory zapisujeme pomoci malych pismen se Sipkou.
Nejcéastéji vektory zapisujeme jako U, ¥ nebo w (Kodandrle a Bogek 1995; Cermak

a Cervinkova 2007).

Vektor definujeme pomoci soufadnic, a to takto: U = (uq;uy), ev. U = (ug; Uy us)
pokud vektor existuje v prostoru (kromé os x a y zavadime novou osu z). Pokud je vektor
uren orientovanou useckou AB, jeho soufadnice ziskdme vypocty u; = b; —ay,

u, = b, — a,, uz = b; — as (Kocandrle a Boc¢ek 1995).

Velikost vektoru z neboli délka orientované tisecky AB se zapisuje |i| = |4B]|. Velikost
vektoru i = (uy; uy; uz) se vypodita jako || = /u? + u2 + u? (Vosicky 2004; Cermak
a Cervinkova 2007).

Tzv. jednotkovym vektorem je vektor pro ng&z plati |u| = 1. Nulovy vektor

6 = (0; 0; 0) je uréeny nulovou orientovanou use¢kou. Opaénym vektorem k vektoru
U =B — A je vektor =1 = A — B. Opacny vektor k vektoru i = (uq; uy; us) je tedy
—U = (—uy; —Uy; —u3z) (Ko¢andrle a Botek 1995; Cermak a Cervinkova 2007).

S vektory (napf. U = (Uy; Uy U3) @V = (Vq; V,; V3)) lze provadét spoustu operaci.

Vybrané operace s vektory

Operace Vzorec
Soucdet vektoriu U+ V= (uy + vy Uy + vy uz + v3)
Rozdil vektori U—V = (U — Uy Uy — Vy; Uz — V3)




k-nasobek vektoru k- = (kuy; kuy; kug)

Skalarni soudin vektort UV = (UyVg; UpVy; Uz V3)

VektOI‘OV)'f soucin '17, X 1_7) = (qug — VU3, U3V — V3Uq; U4V — vluZ)

Zdroj: Podle Vosického (2004) a Cermdk a Cervinkové (2007) vytvoril autor

Pokud skalarni soucin dvou nenulovych vektori je roven nule, znamena to, Ze tyto dva

vektory jsou navzajem kolmé: - ¥ = 0 - 4 L ¥. Pro dva nenulové vektory také plati

cos @ = % Jsme tedy schopni zjistit thel mezi dvéma vektory pomoci skalarniho

soucinu a jejich velikosti (Cermak a Cervinkova 2007).

Vektorovy soudin lze spocitat pouze pro vektory v prostoru. Pomoci vektorového
sou¢inu Ize snadno najit vektor kolmy ke dvéma vektorim: W = u X v - w L u; w L v.
Velikost vektoru w (|w| = |u]| - |v] - sin @) odpovida velikosti plochy rovnobé&zniku, jenz
je uréen vektory U a U, proto je vektorovy soudin vyuzivan pravé pro vypocet obsahu

rovnobézniku.

Vektorovy soucin pro vektory a a b, zdroj:
https://en.wikipedia.org/wiki/Cross_product

Takzvany polohovy vektor ma pocateéni bod v pocatku soustavy soufadnic (tedy

v bodé 0[0; 0; 0]) a konec v ur¢itém daném bodé A (Rusiak 2007).

y
Alxy.2)

y x

z

Polohovy vektor v prostoru, zdroj:
https://cnx.org/contents/MymQBhVV@175.8:0pcQShR1@7/Position-vector

Existuji také jednotkové vektory souradnicovych 0s. Jedna se o jednotkové vektory,

tzn. jejich velikost je rovna 1, a zaroven ,,lezi* na osach x, y, z soustavy souradnic. Tyto

vektory typicky oznadujeme jako 7, J a k. Vektor 7 patii k ose x, 7k ose y a k k 0se z.
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Podle jejich polohy soufadnice vypadaji nasledovné:

7= (1;0;0), 7=1(0;1;0), k = (0;0;1)

y

//' i 7(1,0,0)

r4

Jednotkové vektory souradnicovych os, zdroj:
http://mathonline.wikidot.com/standard-unit-vectors

Jakykoliv vektor z prostoru lze vyjadfit jako U = uqi; u,j; usk (Kuben a Rackova 2014).

Vektorova funkce je funkce, jejimiz proménnymi jsou realna ¢isla a hodnotami jsou
vektory. Podstata derivace vektorové funkce je v derivaci jednotlivych slozek funkce.
Derivace vektorové funkce vyjadfuje miru zmény polohového vektoru napiiklad
za urCity ¢as. Zména drahy za urcity Cas (tj. rychlost) je pouze jednou ze situaci, kde 1ze
pouzit vektorové rovnice. Derivujeme tedy vektor drahy 7 podle €asu t (Zindulka 2004,
Green et al. 2008).

R o
- [xy:Z]

0[0;0:0]

z

Zndzornéni drahy (vektor r) v soustavé
souradnic, zdroj: vytvoril autor

Je dana vektorova funkce 7(t) = x(t)T + y(t)] + z(t)E. Takto ji zderivujeme:
#(6) = (O + y(O] + z(0)k.

Touto derivaci tedy zjistime vektor rychlosti a spocitanim velikosti tohoto vektoru

ziskame skalarni (tedy bez informace o sméru) velikost rychlosti (Green et al. 2008).
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Stejné tak muzeme urcit vektor zrychleni pomoci druhé derivace této funkce podle casu,

zrychleni je totiz uréeno zménou rychlosti (prvni derivace drahy) za urcity cas:

#(6) = (OT+ 7O + Z(Dk.
(Green et al. 2008)

Znacky v podobé¢ jedné nebo dvou tecek jsou specidlnim zna¢enim prvni a druhé derivace

podle ¢asu. Toto znaceni zavedl Isaac Newton (West 2012-2015).

Integrace vektorové funkce se také provadi pomoci integrace jejich jednotlivych
slozek — toto plati pro neurcity i urcity integral. Integrace je ,,opakem® derivace, proto
ji mizeme vyuzit K pfechodu od zrychleni nebo rychlosti k draze (kolektiv CK12
Math 2020; Dawkins 2020).

f?(t) dt=fx(t) dt?+jy(t) dtf+jz(t) dtk +¢

b b b b
f?(t) dt = fx(t) dti’+fy(t) dtj+fz(t) dtk
a a a a
(Dawkins 2020)
9.3 Test
Vazeni,

tento test slouzi ke zjisténi Gtrovné matematickych znalosti (budoucich) radiologickych
asistentek/asistenti. Kazda otdzka ma pouze jednu spravnou odpovéd’. Test je plné

anonymni.

1) Do které mnoziny ¢isel patii imaginarni ¢islo 1?

a) piirozena Cisla,
b) cela ¢isla,
C) realna Cisla,

d) komplexni ¢isla.
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2) Defini¢ni obor funkce popisuje:

a) jakych hodnot y nabyva funkce,
b) jakych hodnot x nabyva funkce,
C) zda je funkce omezena shora,

d) zda je funkce omezena zdola.

3) Vyberte, ktery graf je grafem exponencialni funkce.

5 A
e
I |
1 I
o\ 2t/
NI /o
— |
2 10 12 a
i
a) 21
Zdroj: vytvoril autor
A
24
L
1 9 2 >
b) 1

Zdroj: vytvoril autor

4) Které tvrzeni neplati pro funkci sinus?

a) H(f) =R,
b) funkce sinus je periodicka,
c) funkce sinus je spojita,

d) funkce sinus je omezena.
5) Piiblizna hodnota Eulerova ¢isla je:

a) 2,718
b) 3,140
c) 8,319
d) -273,15

\
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Zdroj: vytvoril autor
.
at
21
1.}
3 2 1 0 1 2
d) T

Zdroj: vytvoril autor



6) Derivaci funkce y podle x zapisujeme jako:

a) x’,

b) &

dx’
c) f(x),
d) Iny.

7) Derivace funkce y = x™ se rovna:

a) x2n,
b) n-x,
n-1

c) n-x"1,

d) 0.
8) Jakou vlastnost grafu funkce nelze najit pomoci derivace funkce?

a) inflexni bod,
b) rist nebo pokles,
€) konvexnost nebo konkavnost,

d) nejmensi periodu.

9) Zderivuijte funkci y = 4 - x2.

a) y' =0,
b) y = 8x,
) ¥y =x
d y =4-x*

10) Lokélni minimum je:

a) bod, v jehoz okoli funkce nejprve klesa a poté roste,
b) bod, v jehoZz okoli funkce nejprve roste a poté klesa,
c) interval, v jehoz okoli funkce nejprve klesa a poté roste,

d) interval, v jehoz okoli funkce nejprve roste a poté klesa.
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11) Pomoci integralniho poctu pocitame:

a) smérnici teény ke grafu funkce,
b) lokalni extrémy,
c) obsah plochy pod grafem funkce,

d) periodi¢nost funkce.
12) Geometricka podstata integralniho poctu spociva v:

a) soufadnicich hrani¢nich bodt funkce vymezené uréitym intervalem,
b) whlu mezi te¢nou grafu a osou x,
€) nekone¢né mnoha Gseckach,

d) co nejmensich rovnostrannych trojuhelnicich.
13) Integrujte funkci y = x®.

a) [x6dx=6"x5,
7

6 =X
b) [x®dx=7=
¢) [xbdx=7-x7,

6 gy =2
d [x®dx==

14) Podstatou integra¢ni metody per partes je:

a) integrace po Castech, kde zavadime novou proménnou t,
b) integrace po ¢astech, kde volime vhodné funkce u” a v,
€) metoda nahrazeni, kde zavadime novou proménnou ¢,

d) metoda nahrazeni, kde volime vhodné funkce u” a v.
15) Urcity integral 1ze zapsat jako:
b
a) [, f()dx =[F(x)]G =F(a) - F(b) =P,

b) [f(x)dx=F(x)=P,
¢) [f(x)dx=F(x)+C=P,

d) J, f@) dx = [Fx)]s = F(b) ~ F(a) = P.
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16) Urcete soutadnice vektoru U uréeného orientovanou useckou AB pro Al4;2]

aB[3;7].

a) u=(7,9),
b) i =(-1,5),
¢) u=(1-5),

d) u=(12;14).
17) Pomoci derivace vektoru jsme schopni ,,pfejit*:

a) od drahy k rychlosti,
b) od zrychleni k draze,
c) od rychlosti k draze,
d) od zrychleni k rychlosti.

18) Vektor o soufadnicich (0; 0; 1) je vektorem:

a) nulovym,
b) jednotkovym na ose x, 4l

c) jednotkovym na ose y,

d) jednotkovym na ose z. i
. . . . , ,'il B t B t o t t ‘13 t t t t t >
19) Ur¢ete souiadnice vektoru U z obrazku. P N t Ty 1% 9

?) = (-4 -36) Jo~I
b) u=(12;8), <1

C) ﬂ’ — (6; _2)’ Obrazek k 19. otazce, zdroj: vytvoril autor

d) u=(10;-6).
20) Pomoci vektorového soucinu vektorli U a v uréime:

a) zda jsou tyto vektory navzajem kolmé,
b) jaky je opacny vektor k témto vektortim,
c) soucet velikosti obou vektord,

d) vektor kolmy na oba tyto vektory.
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Nakonec vés poprosim o zodpovézeni zdvérecné otazky.

21) Kolik je Vam let?

Velmi vam dékuji za vyplnéni testu, a tedy podileni se na vyzkumu, jenz bude soucasti

mé bakalatské prace.

Barbora Jelinkova.
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