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Uvod

Soucasnd spolecnost se da charakterizovat jako informacni spolecnost. Informace je
totiz hlavnim hybatelem soucasné doby. S tim pfrichazi stéle vétsi naroky na jeji zpra-
covani. Zvétsuji se pozadavky na mnozstvi informace nutné ke zpracovani. Je potieba
tickd narocnost zpracovani informace. Nosic¢i informace jsou fyzikalni systémy, zpusoby
zachézeni s informacemi jsou tedy podiizeny fyzikalnim zakontm. O tom se zminuje jiz
Rolf Landauer svym vyrokem: ”information is physical”. Diky tlaku na tsporu ener-
gie a samotné zefektivnéni prace s informacemi jsme nuceni pracovat se stale mensimi
nosici informace. Stalym zmensovanim se dostavame az k objektiim z mikrosvéta. Ma-
nipulace s informaci koédovanou do téchto objektu se tidi zakony kvantové mechaniky.
Tyto zakony jsou velmi odlisné od zakonu klasického svéta, jez muzeme pozorovat
svymi smysly. Popisem zakonitosti, jimiz se tato tak zvana kvantova informace tidi,
se zabyva kvantova teorie informace. Ta stoji na pomezi mezi kvantovou mechani-
kou a klasickou teorif informace a vedla k objeveni novych modelu pocitacu (kvantové
pocitace). Stimulovala také objev novych zpusobu komunikace (kvantovd komunikace),
kam napiiklad patii kvantova teleportace [I] nebo kvantova kryptografie [2] a dalsi.

Jednim ze zdkladnich nastroju kvantové informatiky je kvantova provazanost. Je
to vlastnost slozenych kvantovych objektu a je dusledkem kvantového principu super-
pozice a kvantového popisu téchto objektu. Z matematického pohledu stavovy vektor
popisuje provazany stav, pokud ho nelze zapsat jako produkt stavovych vektoru jed-
notlivych podsystému. V opaéném pripadé se jednad o separabilni stav. Z méné abs-
traktniho thlu pohledu je provazanost synonymum pro korelace, jez nelze vysvétlit
v ramci lokalné-realistické teorie [3]. Tato definice provazanosti se vztahuje na ¢isté
stavy, jez obsahuji veskerou dostupnou informaci. Cisté stavy jsou idealizaci, protoze
v praxi mame vzdy v dusledku nedokonalosti k dispozici mensi informaci a spravny
popis pak poskytuji tzv. smiSené stavy. Kvantova provazanost smisenych stavu je de-
finovana jako nemoznost pripravit dany provazany smisSeny stav jen pomoci lokalnich
operaci a klasické komunikace. Kvantova provazanost hraje dulezitou roli pii testech
tzv. kvantové nelokality, jakou je napfiklad naruseni Bellovych nerovnosti [4], a v apli-
kacich jako tfeba kvantova teleportace ¢i nékteré protokoly pro kvantovou distribuci
klice [4].

Pojem kvantové provazanosti lze zobecnit na vice nez dva kvantové systémy. Zatimco
u dvou systému je situace jednoduchd, jsou bud'to provézané nebo separabilni, u tif
kvantovych systému rozlisujeme nékolik typu kvantové provazanosti. Nejcastéji se v
praxi vyuzivaji stavy skute¢né multipartitné provazané [5], jez nejde vytvorit smésova-
nim stavi separabilnich vzhledem k nékterému bipartitnimu déleni [6]. Tyto stavy
vykazujici novy typ kvantové provazanosti jsou zdkladem jednocestného kvantového
pocitani [7] ¢i sdileni kvantového tajemstvi [g].

Jednou ze zajimavych vlastnosti kvantové provazanosti je vztah mezi globalnim
stavem a jeho redukcemi. Cisté provézané stavy jsou charakteristické tim, ze ackoliv



globalni stav je ¢isty a mame o ném tedy veskerou informaci, neobsahuje veskerou do-
stupnou informaci o jeho ¢astech, nebot lokalni stavy podsystému jsou smisené. Toto
chovéani provazanych stavi bylo inspiraci pro mnoho otazek o vztahu mezi globdlnim
kvantovym stavem a jeho redukcemi. Jednou z aktudlnich otazek, jez je v tomto
kontextu analyzovana, je, zda-li muzeme usuzovat néco o vlastnostech neznamého
slozeného kvantového systému pouze ze znalosti jeho casti. Jako piiklad situace, kdy
tomu tak skutecné je, muzeme uvést cisté bipartitni stavy, kde smisenost redukovanych
matic hustoty implikuje pritomnost kvantové provazanosti. Podobné je tomu i u vétsich
systému. Pokud je néjaky bipartitni redukovany stav kvantové provazany, pak musi
byt provazany vzhledem k prislusnému déleni i kazdy globalni stav, jehoz ¢asti dany
bipartitni stav je. Existuji ale také separabilni bipartitni stavy, jez jsou slucitelné pouze
s provazanymi globalnimi stavy. Navic z nékterych separabilnich redukovanych stavi
dokonce ptimo plyne skuteéna multipartitni provazanost globalniho stavu, jehoz jsou
soucasti.

V této bakalarské praci se zabyvame pravé poslednim typem stavu. Kontkrétné se
zabyvame stavem navrznym v clanku [9], ktery je skutecné multipartitné provézany,
pricemz tato vlastnost jde ukazat z jeho redukovanych stavu, jez jsou separabilni.

Pro tento stav odvozujeme schéma pro jeho experimentalni pripravu. Protoze re-
dukované separabilni stavy lezi blizko mnoziny provazanych stavi, uvazujeme stav [9]
s optimalni piimési bilého Sumu tak, aby byl demonstrovany efekt co nejzietelnéjsi.
Podle schématu byl stav pfipraven experimentalné pomoci linearné-optického obvodu
a my jsme se podileli na vyhodnoceni experimentédlnich dat. Prace je strukturovana
nasledovné. V Kapitole 1 se podrobnéji podivame na kvantovou provazanost a kvan-
tové systémy, s nimiz pracujeme. V Kapitole 2 ukazeme hlavni zpusoby jak oveérit,
zda je dany kvantovy stav separabilni ¢i obsahuje urcity typ provazanosti. Kapitola
3 se vénuje vztahu mezi globalnim stavem a jeho redukcemi, kde se také podrobnéji
podivame na nékteré vlastnosti studovaného stavu. V posledni Kapitole 4 pak uvedeme
vysledky analyzy experimentélni ptipravy studovaného stavu.
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Kapitola 1

Kvantova provazanost

Pojem kvantové provazanosti do svéta kvantové fyziky poprvé zavedl Erwin Schro-
dinger v ¢lanku [10]. Jesté diive se kvantova provazanost objevuje v praci Einsteina,
Podolskyho a Rosena [I1] v souvislosti s diskuzi o tuplnosti kvantové mechaniky. Od
té doby se kvantova provazanost stala nedilnou soucasti kvantového svéta a je jednou
do prozkoumévani taju kvantové provazanosti, vylozime zaklady formalismu kvantové
mechaniky.

1.1 Zakladni formalismus

Na rozdil od klasické fyziky jsou stavy kvantového systému popsany vektorem ze
separabilniho komplexniho Hilbertova prostoru. Hilbertuv prostor je uplny linedarni vek-
torovy prostor se skalarnim soucinem. Uplnost je zde brana vzhledem ke vzdalenosti
indukované skaldrnim soucinem, linearita prostoru je potieba pro zaruceni principu
superpozice. Prostor potiebuje byt komplexni, protoze v kvantové fyzice relativni faze
mezi vektory v superpozici hraje vyznamnou roli. Pokud je prostor navic i separa-
bilni, muzeme pracovat se spoc¢etnou ortogonalni bazi. Kazdému kvantovému systému
prislusi urcity stavovy prostor H. Danému systému ve stavovém prostoru odpovida
jednorozmérny podprostor v H, tj. paprsek.

Kvantovy systém muzeme popsat pomoci stavového vektoru |¢) z H. Stavové vek-
tory obsahuji veskerou dostupnou informaci o daném systému. O stavech systému po-
psanych pomoci stavovych vektorii mluvime jako o éistych stavech. Cisty stav je idea-
lizace, v dusledku ruznych nedokonalosti experimentalnich zafizeni a interakei systému
s okolim nemame veskerou dostupnou informaci o stavu studovaného systému. O téchto
stavech mluvime jako o smiSenych stavech. Jsou popsany pomoci matice hustoty p, coz
je pozitivni semidefinitni hermitovsky operator, tzv. p > 0 a p = p* s jednotkovou
stopou, tj. Tr (p) = 1. Matici hustoty muzeme obecné zapsat ve tvaru

P:Zpi|¢i><¢i|,

kde p; jsou pravdépodobnosti, s nimiz se dany systém nachazi ve stavu [i);).

Pokud pracujeme se systémem, jez je slozeny z vice podsystému se stavovymi pro-
story Hi,Ho,...,H,, stavovy prostor celého systému je tenzorovym soucinem stavovych
prostoru jednotlivych podsystémi

H=H1QHsR® ... ®H,,.
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Nejjednodussim kvantovym systémem je tzv. kvantovy bit, téz zvany qubit. Stavovy
prostor jednoho qubitu je H = C? s bdzovymi stavy |0) a |1). Qubit Ize realizovat po-
moci horizontalni a vertikalni polarizace fotonu ¢i pomoci prostorovych stupni volnosti
fotonu.

1.2 Bipartitni kvantova provazanost

O systémech slozenych ze dvou ¢ésti, naptiklad dvou qubitu, mluvime jako o bipar-
titnich systémech [12]. Tyto systémy jsou nejjednodussimi systémy, u nichz pozorujeme
kvantovou provazanost. Bipartitni systém muze byt pouze separabilni nebo provazany.
Separabilni bipartitni stavy lze zapsat ve tvaru

PAB = meﬁi) & p%), (1.1)

kde 0 < p;, <1, > . p; = 1 jsou pravdépodobnosti a pa, resp. pg, je matice hustoty
podsystému A, resp. B.

1.3 Multipartitni kvantova provazanost

Pokud je systém slozen z vice jak dvou ¢éasti, mluvime jiz o multipartitnich systé-
mech. Protoze se v praci dale zabyvame tripartitnim systémem, budeme se jiz pii
vysvétlovani multipartitni provazanosti vénovat pouze tfem kvantovym systémum ozna-
covanym jako A,B a C'. Tento piipad je také nejjednodussim ptrikladem multipartitniho
systému.

Rozdéleni stavu podle separability se s pribyvajicim poc¢tem podsystému kompli-
kuje. Tripartitni stavy rozdélujeme do péti t7id separability [13]. Pii tomto rozdéleni
hraje dulezitou roli déleni t¥i kvantovych systému do dvou ¢asti, kdy nam vznikaji tii
mozna déleni a to A|BC, B|AC a C|AB. Vzhledem k témto délenim pak rozlisujeme
nasledujici ttidy separability.

1. Uplné neseparabilni stavy
Tyto stavy jsou provazané vzhledem ke vSem tfem délenim.

2. Jedno-qubitove biseparabilni stavy
Trida téchto stavu se da jednoduse také popsat jako trida stavu separabilnich
vzhledem k jednomu déleni a provazanych vzhledem ke zbylym dvéma délenim.
Tyto stavy se tedy daji zapsat v jednom z téchto tvartu v zavislosti na tom, vuci
kterému déleni jsou separabilni:

pase = Y pif'y @ P (1.2)
nebo ' 4

PBlAC = Zpip%) ® PX)C (1.3)
nebo ‘ A

PC|AB = Zpip(é) ® P%g' (1.4)

12



Obrazek 1.1: Znazornéni rozdéleni mnoziny vsech tripartitnich kvantovych systému (A)
na jednotlivé tiidy separability. Bilou oblast vypliuji uiplné neseparabilni stavy. Stavy
v barevnych oblastech pak spadaji postupné do tiidy jedno-qubitové biseparabilnich
(2), dvou-qubitove biseparabilnich (3), t¥i-qubitové biseparabilnich (4) a iplné sepa-
rabilnich stavi (5). Déle jsou tripartitni kvantové systémy rozdéleny také na skutecné
multipartitni (C) a biseparabilni stavy (B).

3. Dvou-qubitove biseparabilni stavy

Dvou-qubitové biseparabilni stavy jsou separabilni vzhledem ke dvéma délenim.
Stav patiici do této tiidy muze byt separabilni vzhledem k déleni A — (BC)
a B — (AC), ale je provazany vzhledem k déleni C' — (AB).

. Tri-qubitove biseparabilni stavy

Do tiidy téchto stavi patii stavy, jez jdou zapsat pomoci vztahu (1.2)), (1.3)
a (|1.4]), ale nelze je zapsat pomoci vztahu

PABC = ZPZPX) ® Pg) ® 08)7 (1.5)

kde py), j = A,B,C je stav jednoho podsystému.

. Uplné separabilni stavy
Stavy patiici do této tiidy lze zapsat ve tvaru (|1.5]).

V praxi se nejcastéji vyuzivaji jen urcité uplné neseparabilni stavy, tzv. skutecné
multipartitné provazané stavy. Toto oznaceni pochézi z jiného rozdéleni tripartitnich
systému do dvou skupin. Déleni je opét podle separability. Prvni skupina obsahuje bis-
eparabilni stavy [14], [15], které se daji zapsat jako smés stavu separabilnich vzhledem
k jednotlivym délenim, tj.

PAse = pLpajBe + P2pBlAC + PsPCiAB; (1.6)
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kde p;, i = 1,2,3 jsou pravdépodobnosti smésovani stavu separabilnich vzhledem k jed-
notlivym délenim. Druhou skupinou jsou pak stavy, jez nelze zapsat ve tvaru .
Nazyvame je skutecné multipartitné provazané. Podivame-li se na tiidu uplné nesepa-
rabilnich stavi, najdeme zde stavy biseparabilni, ale také stavy skutecné multipartitné
provazané. Rozdéleni kvantovych stavii do jednotlivych tiid separability i do obou
skupin je graficky znazornéno na Obrazku
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Kapitola 2

Kritéria kvantové provazanosti

Rozhodnout o separabilité daného stavu nam pomahaji tzv. kritéria separability.
Podle toho, jak stav splni ruzna kritéria, muzeme usuzovat o jeho separabilité. Co se
tyce provazanosti, dokazeme casto pouze usoudit na piitomnost urcitého typu provaza-
nosti ve stavu. Mezi nejcastéji pouzivana kritéria separability patii kritérium Peréze
a Horodeckych, svédek provazanosti a Bellovy nerovnosti. Prvni dvé moznosti si po-
drobnéji rozebereme, protoze je nasledné pouzijeme pii analyze studovaného stavu.

2.1 Kritérium Peréze-Horodeckych

Prvnim kritériem, jez si rozebereme, je kritérium separability Peréze-Horodeckijch,
téz oznacované jako PPT kritérium ¢i Kritérium pozitivity castecné transpozice. Mys-
lenka tohoto kritéria vzesla od A. Peréze [16]. Zjistil, ze separabilni stavy si zachovavaji
pozitivitu i po ¢dstecné transpozici. Operace ¢astecné transpozice pres prvni podsystém
A je pro stav pap definovana predpisem

(pTA)ij,kl = <ij’PTA‘kl> = (kjlplil) = prja-

Povedeme-li tuto ¢astecnou transpozici na separabilnim stavu, t;.
T . _
pil =Y piny @py
i

zjistime, Ze protoze matice hustoty po transpozici je opét matice hustoty, je pﬁ‘}_; > 0.
Tim Perez vytvofil nutnou podminku separability: Je-li pap separabilni, pak pi‘j‘g > 0.
Obracené tvrzeni vSak obecné neplati. Je to také podminka postacujici [17] pro systémy
typu qubit-qubit a qubit-qutrit (systém s dimenzi Hilbertova prostoru o velikosti 3).
Kritérium céastecné transpozice lze snadno zobecnit i na systém tii kvantovych
bitu, kde je stale nutnou, nikoliv vSak postacujici podminkou pro separabilitu. Je
to z duvodu existence PPT provazanych stavi, tedy provazanych stavu s pozitivni
castecnou transpozici. Nicméné i zde mohou PPT stavy hrat vyznamnou roli a to pii
detekei skuteéné multipartitné provazanych stavii. Rekneme, ze dany stav papc je PPT

vzhledem k déleni A|BC' a piSeme pi@TC, jestlize

T
PA%C > 0.

V analogii s biseparabilnimi stavy (1.6) muzeme definovat i PPT smési [15] ve tvaru

phbe = piphlie + p2phiae + Pspeiis. (2.1)
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Obrazek 2.1: Zndzornéni mnoziny vsech tii kvantovych systému (A) rozdélenych na
skuteéné multipartitné provazané stavy (D) a PPT smeési (C). Mnozina stavu ve tvaru
PPT smeési se dale déli na stavy s pozitivni ¢asteénou transpozici vuéi jednotlivym
délenim (B).

Zobrazeni téchto nové zavedenych mnozin je na Obrazku 2.1. PPT stavy se takto
podrobné zabyvame, protoze jsou jednoduseji detekovatelné nez separabilni stavy a je
tedy vyhodnéjsi s nimi pracovat.

V préci studujeme tripartitni systém slozeny z qubitu. Pfi jeho bipartitnim déleni
vznika systém typu 2 x 4, na néjz PPT kritérium neni stavéno. Pti analyze jeho dvou-
qubitovych redukei jiz bude mozno PPT kritérium pouzit, ale pro ovéreni provazanosti
celku je potteba jiné kritérium, které je vysvétleno v nasledujici sekci.

2.2 Svédek provazanosti

Druhym zpusobem jak detekovat provazanost je pomoci tzv. svédek provdzanosti.
Tento pojem zavedl do svéta kvantové fyziky B. M. Terhal [19]. Jedna se o hermitovsky
operator W, jez ma alespon jedno negativni vlastni ¢islo a Tr(W) = 1. Pokud méame
separabilni stav popsany pomoci p*?, pak Tr(p***W) > 0 pro kazdy takovy stav. Je-li
tedy Tr(pW) < 0, pak je stav p provazany. Svédci provazanosti jsou métitelné veliciny,
takze jsou vyuzivani pro zjistovan{ provdzanosti v experimentech. Pro kazdy provazany
stav existuje svédek provazanosti, jez jej detekuje. Problém ovSem muze nastat pii jeho
nalezeni.

Rozlisujeme nékolik typu svédku provazanosti a to nerozlozitelné, rozlozitelné a tiplné
rozlozitelné. Druhy a tieti typ svédka si rozebereme podrobnéji, protoze jsou dulezité
pro analyzu studovaného stavu. Nerozlozitelny svédek provazanosti se od nich lisi
nékolika zasadnimi vécmi. Jednou z nich je jeho detekce provézanych stavi s pozitivni
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¢astecénou transpozici, tj. PPT provazanych stavi. Navic tento svédek nelze zapsat jako
soucet dvou semidefinitnich matic.

2.2.1 Rozlozitelny svédek provazanosti

Rozlozitelny svédek provazanosti se da zapsat ve tvaru
Wap = aP + (1 —a) Q™,

kde 0 < a <1 apro P a (@ plati P,Q > 0. Tento svédek dokaze detekovat pouze
provézané stavy, které nejsou PPT provazané [18]. Pouzivéa se pro detekci bipartitni
provazanosti.

2.2.2 ijlné rozlozitelny svédek provazanosti

Pri rozhodovani o multipartitni provdzanosti se pouzivaji iplné rozlozitelni svédci
provézanosti [I5]. Méjme M jako podmnozinu mnoziny vSech podsystému a M jeji
doplnék. Uplné rozlozitelného svédka provazanosti pak muzeme zapsat jako

W:PM-l—Qz\y,

kde Pp;,Qn > 0. Toto plati pro vSechny mozné podmnoziny M. Pokud timto svédkem
zapusobime na PPT smés zapsanou ve tvaru (2.1f), vyjde nam Tr (pﬁggW) > 0. Z toho
vyplyvé, ze pokud pro néjaky stav plati Tr (pW) < 0, pak je tento stav skutecéné
multipartitné provazany.
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Kapitola 3

Globalni vlastnosti plynouci z
redukovanych stavu

V této praci se zabyvame tim, zda se lze dozvédét néco o vlastnostech neznamého
stavu celku pouze na zakladé znalosti jeho ¢asti. Presnéji se jedna o to, ze mame
k dispozici pouze redukované stavy a zajima nas, zda z nich lze zjistit néjakou vlast-
nost globalniho stavu celého systému. Tento problém se objevuje v mnoha tlohéch
kvantové teorie informace. Piikladem je tzv. kvantovy margindlni problém [20]. V
ném v terminech spekter zjistujeme, jaké globélni stavy jsou slucitelné s danymi
redukovanymi stavy. Redukované stavy jsou slucitelné s cistym globalnim stavem,
pouze pokud maji stejna spektra. Dalsim prikladem jsou kritéria separability pro
spinové stlaceni [6] nebo existence rozsiteni kvantovych stava [2I]. V neposlednim
fadé se s diskutovanym problémem setkavame pti vypoctu nékterych meér kvantové
provézanosti. Konkrétné jde o tzv. ”"squashed entanglement”[22], pti jehoz vypoétu
optimalizujeme pfes vSechna rozsiteni daného stavu pap, tj. pres vSechny stavy papg
takové, ze Trg (paBr) = paB.

Studium naseho stavu by se dalo brat jako specialni pripad kvantového marginalniho
problému. OvSem je zde jedna zasadni odlisnost, tento globalni stav je znamy. Oveétu-
jeme, na ném zda jde ze specidlnich redukci ukazat na skutecnou multipartitni provaza-
nost globédlniho stavu.

Pokud bipartitni redukovany stav tripartitniho systému ma urcitou vlastnost, ja-
kou muze byt treba kvantova provazanost, pak ji obsahuje i globdlni stav. To zna-
mend, ze pokud je pap provazané, pak je provazané i papc vzhledem k délenim
A|BC a B|AC. Provéazanost ¢ésti je pouze postacujici podminkou k provazanosti celku.
Muzeme totiz najit separabilni redukované stavy, jez jsou ¢astmi globalnich stavu, které
jsou provazané vzhledem k odpovidajicim délenim. Obecné z lokélnich stavi nelze usou-
dit na pritomnost kvantové provazanosti. Muze to byt v dusledku jejich slucitelnosti
s vice riiznymi globalnimi stavy. Dobrym pifkladem je stav pap = 1]00)(00]+[11)(11].
Tento stav muze byt redukovanym stavem jak stavu p = 1]000)(000| + £|111)(111] tak
také stavu |GHZ) = —=(]000) 4 [111)) [23]. Prvni jmenovany stav patii do tfidy tplné
separabilnich stavu a ({ uhy naopak do tfidy skutecné multipartitné provazanych stavu.

Zcela obecné tedy muzeme s jistotou tvrdit pouze nésledujici. Z provazanych redu-
kovanych stavu plyne urcity typ provazanosti globalniho stavu, s nimz jsou slucitelné.
Najdeme vsak separabilni redukované stavy, z nichz také plyne provézanost globalniho
stavu. Ve specialnich ptipadech z nich plyne piimo skuteé¢nd multipartitni provéazanost.
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Kapitola 4

Studium zadaného stavu

V predkladané praci se vénujeme vytvoteni teoretického zédkladu potitebného pro ex-
perimentalni realizaci stavu tii kvantovych bitu, jehoz skute¢nou multipartitni kvanto-
vou provazanost 1ze potvrdit pouze z jeho separabilnich dvouqubitovych redukeci. Prvni
piiklad tohoto stavu byl nalezen v préci [5]. Tento stav v8ak neni piili§ robustni a proto
zde uvazujeme odolnéjsi stav nalezeny v praci [9]. Jedna se o stav slozeny ze ti{ qubitu,
jez ma tvar

2 1, - -
0=§|€><£|+§!W><W|, (4.1)

kde
€) = %(ei§|001> + 7751010 — [100)) + \/§|111) (4.2)
W) = i(|011> +1101) + [110)) (4.3)

V3

Uvedeny stav ma separabilni redukované stavy, z nichz vyplyva skutecnd multipartitni
provazanost celého stavu.

4.1 Vlastnosti teoretického stavu

Stav byl nalezen pomoci tzv. semidefinitniho programu (SDP) o dvou krocich.
Ptesny popis postupu prace je popsan v ¢lanku [9], zde je uvedena pouze zjednodusend
verze. Nejprve se zvoli nahodny stav pg, na ktery se aplikuje kritérium pro PPT smési
vyuzivajici pouze jeho redukei. Za timto ucelem je nutné resit SDP ve tvaru

min  Tr(Wpy),

W, P, Qum
s vazbami
Tr(W) =1,
W = Z w?j’ﬂaf‘ ® af ® 102 ¢ permutace
ij
a

W= Py+Q:¥, Qu,Py>0.

Timto zpusobem je pro stav py nalezen optimalni rozlozitelny svédek provazanosti pro
vechna bipartitn{ délenf M|M. Pokud je Tr(Wpy) < 0, pak py je skuteéné multipar-
titné provazany stav. Prvni vazba tykajici se stopy tohoto svédka provazanosti maxi-
malizuje toleranci detekce provazanosti na bily Sum. Druha vazba zarucuje, ze svédek
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provazanosti obsahuje pouze bipartitni korelace a skute¢nou multipartitni provazanost
detekujeme pouze z dvouqubitovych redukci. Je potieba ukazat, ze nas stav je skutecné
multipartitné provazany, pouze z jeho dvouqubitovych redukci. Tato druha vazba
je doplinkem k puvodnimu problému PPT smési a je jednim z hlavnich rysu tohoto
zpusobu hledani danych stavu.

Ve druhém kroku hledéni stavu se urci stav, ktery pro svédka provazanosti W
z prviniho kroku ma negativni hodnotu s nejvétsi absolutni hodnotou. Navic je zde
pozadavek na separabilitu dvouqubitovych redukei, coz je mozné zformulovat jako jed-
noduchy SDP. Hleda se tedy

min Tr(Wp)
P

tak, aby
p=0, Tr(p)=1

a pro vSechny 4,5 plati ,05? > 0, kde pg, i,j = A,B,C jsou dvouqubitové redukce stavu
p po Castecné transpozici.

Tim ziskame stav p jakozto vysledek druhého kroku a zaroven vstupni parametr
prvniho kroku pfi dalsi iteraci. Kdyz nékterd z iteraci da ve druhém kroku negativni
hodnotu, ziskali jsme stav, jez mé separabilni dvouqubitové redukce, z nichz plyne
provazanost celku. Stav nalezeny pii vétsim poctu iteraci vykazuje vétsi odolnost vuci
pridavani bilého Sumu pii zachovani potfebnych vlastnosti.

Prave tolerance stavu k bilému sumu je velmi dulezitou vlastnosti pro jeho expe-
rimentalni pripravu. Pii experimentech totiz neni mozné vzdy zcela presné pripravit
dany stav at jiz z divodu nedokonalosti experimentalnich zaiizeni ¢ kvili interakci
stavu s okolim.

Studovany stav je co se tyce bilého sumu dosti robustni, jak bylo ukézano v praci [9].
Provazanost stavu lze najit pouze z jeho dvouqubitovych redukei az do 13.7% pridaného
bilého Sumu a skuteénd multipartitni provdzanost se zachovava az do pridani 28.6%
bilého Sumu.

Prvni véci, jiz jsem u stavu studovala, byla jeho vlastni ¢isla a vlastni ¢isla jeho
dvouqubitovych redukeci po ¢astecné transpozici. Z tvaru stavu o a diky ortogonalité
vektorti |€) a |W) plyne, Ze tento stav ma pouze dvé nenulovd vlastni &fsla % a %
Nachézi se tedy blizko hranice mnoziny kvantovych stavu. Vlastni ¢isla redukovanych
stavu po Castecné transpozici pz;j‘g, prC a piAc jsou stejna a jsou rovna 0.0037, 0.0549,
0.3667 a 0.5747. Tyto stavy se nachazi blizko hranice mnoziny provazanych stavu.
Obe tyto skute¢nosti mohou pii experimentu délat problémy, ale diky robustnosti vuci
pridanému bilému Sumu stavu jsou snadno opravitelné tim, ze ptripravime stav, ktery
je smeési puvodniho stavu a bilého Sumu, tj.

(1-p),

1, (4.4)

p(p) = po +
kde 0 < p <1 a o je stav z rovnice (4.1) a 1 je jednotkovd matice o velikosti 8 x 8.

P11 vhodné volbé smésovaciho parametru p dojde k posunu vyse zminovanych stavu od
hranice pii zachovani vlastnosti globalniho stavu.

4.2 Navrh logického obvodu

Dalsim krokem pfi préci se stavem (4.1]) bylo najit logicky obvod, podle kterého by
bylo mozno experimentalné pripravit stav o dany v rovnici (4.1]). Tento tikol mél pouze
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Obrazek 4.1: Schéma logického obvodu pro stav |).
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Obrazek 4.2: Schéma logického obvodu pro stav [W).

o

L

dvé podminky a témi byl co nejjednodussi obvod vychazejici ze zékladnich stavu |1)
a |0) a pouziti Toffoliho brény, jez se nachézi v laboratoti na Katedre optiky.

Protoze stav je konvexni smésf stavii |£) a |[W) uvedenych v rovnicich , resp.
, Ize jej pripravit ndhodnym stiiddnim piipravy stavu |£) s pravdépodobnosti %
a stavu |W) s pravdépodobnosti % Ptislusné logické obvody pro piipravu stavu [€),
resp. |IW), lze nalézt na Obrazku 4.1, resp. 4.2. Kromé lokalnich unitarnich transfor-
maci U;, V; a Hj, obsahuji také dvouqubitovou operaci kontrolované negace (CNOT)
realizujici transformaci

|00) — |00), |01) — |O1)

|10) — [11), |11) — |10),

kde prvni qubit se nazyva kontrolni a druhy cilovy. Obvody obsahuji dale tfiqubitovou
operaci nazvanou Toffoliho brana, ktera realizuje transformaci

000) — |000),  |100) — |100

) ) )
001) — |001), [101) — |101)
010) — 010),  |110) — |111)
011) — [011),  [111) — [110).

Explicitni tvar vSech pouzitych operaci se nachézi v Priloze.

4.3 Analyza experimentalnich dat

Schémata na Obrazcich 4.1 a 4.2 poslouzila jako zdklad experimentalni realizace
stavu (4.1)). Po pfizpusobeni schémat experimentalni aparatufe vyuzivané na Katedie
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optiky byl navrzen a postaven Mgr. M. Micudou, PhD. a Mgr. R. Starkem linearné
opticky obvod realizujici piipravu stavu (4.1)). Jako nosice jednotlivych qubiti byly
vyuzity ortogonalné polarizované pary fotonu generované v procesu spontani sestupné
frekvencni konverze v nelinedrnim krystalu cerpaném laserovou diodou. Qubity A a B
byly kédovany do prostorového, resp. polariza¢niho, stupné volnosti signalniho fotonu,
zatimco qubit C' byl kédovan do polariza¢niho stupné volnosti jalového fotonu.

Jadrem experimentalnfho zaifzen{ pro piipravu obou stavi [€) a |W) byla modifi-
kovana tzv. Fredkinova brana [24]. Uvedend zafizeni jsou pravdépodobnostni a pracuji
v koincidenc¢ni bazi, kdy je uspéch operace ohldsen detekci koincidenci na ptislusnych
detektorech. Na obou pfipravenych stavech |£) a |[W) bylo provedeno t¥iqubitové to-
mografické méfen{ zalozené na méreni Sesti bazovych stavu [0), |1), [+), |—), |R) a |L)
na kazdém qubitu na vystupu, ¢imz byly obdrzeny relativni frekvence. Relativni frek-
vence cilového stavu byly obdrzeny smichanim relativnich frekvenci stavii |€), |W)
a jednotkové matice v pocitaci s prislusnymi vahami a stav byl zrekonstruovan pomoci
estimacniho algoritmu maximalni vérohodnosti. Pro stanoveni statistické neurcitosti
pouzitych veli¢in byla vyuzita standardni Monte Carlo simulace.

U zrealizované experimentaln{ matice hustoty (= pespp) jsem jako prvnf zjistovala,
zda jeji dvouqubitové redukce jsou separabilni. To jsem ovérovala pomoci PPT kriteria,
protoze v tomto pripadé je PPT kritérium nutnou a postacujici podminkou separability.
Vlastni ¢isla dvouqubitovych redukei experimentalniho stavu jsou uvedena v Tabulce
4.1.

Tabulka 4.1: Nejmensi vlastni ¢isla dvouqubitovych redukci experimentalniho stavu
Peapp SP =1 (= Oeap)-

Ty Tp Ta
JAB 9pC OAC

-0.0091 | -0.0229 | 0.0044

7 Tabulky 4.1 je vidét, ze prvni dvé nejmensi vlastni ¢isla jsou slabé negativni
a tedy redukované matice hustoty o4 a opc jsou provazané. Tento problém lze
vytesit priddnim vhodného mnozstvi bilého Sumu tak, aby byla nejmensi vlastni ¢isla
kladna a dostatecné vzdalend od nuly, takze ptislusné redukované stavy jsou separa-
bilni. Sou¢asné musi byt mnozstvi pridaného sumu dostatecné malé na to, aby globalni
stav stale obsahoval skute¢nou multipartitni kvantovou provazanost zjistitelnou z dvou-
qubitovych redukovanych stavu.

K tomu je nutné pro experimentdlni stav pe,p, nalézt uplné rozlozitelného svédka
provazanosti pracujiciho pouze na dvouqubitovych redukovanych maticich hustoty. To-
hoto svédka lze nalézt pouzitim SDP, ktery je mozné vytvorit modifikaci programu
PPTMIXER uvedeném v cldanku [I5] a dostupném z [25]. Uvedenou modifikaci pro-
gramu provedl Mgr. J. Provaznik a ja jsem jej nasledné pouzila pro hledani vyse
zminéného svédka provazanosti.

Analyzou vlastnich hodnot redukovanych matic hustoty po Cdstecné transpozici
a stfednich hodnot nalezeného svédka provézanosti pro experimentalni matice hustoty
Pexpp S TUznymi hodnotami p byla nalezena optimalni hodnota p = 0.868. Pro tuto
hodnotu jsme pak obdrzeli minimalni vlastni hodnoty shrnuté v nasledujici Tabulce
4.2.

Pro sttedni hodnotu svédka provazanosti jsme obdrzeli nasledujici hodnotu

Te(Wpihs) = (~3£2) - 10°%,
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Tabulka 4.2: Nejmensi vlastni ¢isla dvouqubitovych redukei experimentalniho stavu po
pridani 13.2% bilého sumu (p = 0.868), véetné odchylky.

ik AB BC AC
min [eig (peTj;pﬁjkﬂ 102 [ 24407 .9+06|21+06

Diky negativité této stopy je mozné soudit, ze experimentélni stav v sobé nese skutecnou
multipartitni provazanost. Experiment tedy ukazal, ze dany teoreticky stav lze pripravit
a zachovat pozadovanou vlastnost, jiz je skute¢na multipartitni provazanost vyplyvajici
ze separabilnich dvouqubitovych redukovanych stavi. Cilovy stav byl ptfipraven s fide-

. . i 12 172\ /2 ?
litou o velikosti F' = < Tr (pexpppmp) = 0.939 £+ 0.008.
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Z.aver

Cilem této bakalaiské prace bylo ovérit moznost urceni skuteéné multipartitni
provazanosti stavu ze separability jeho redukci. K tomu byl experimentalné vytvoren
stav s témito vlastnostmi. Analyza vytvoreného stavu dokazala skute¢nou multipartitni
provazanost pouze z jeho dvouqubitovych separabilnich redukei.

Problematice vyvozovani zavéru o vlastnostech globédlniho stavu ze znalosti absence
vlastnosti u jeho redukci bych se rada i naddle vénovala, ale v kontextu gaussovskych
stavu.
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Priloha

Stav |£):

T
0y — v, U, H, | ut

P P
102 Oo—1Y .,

Obrézek 4.3: Schéma logického obvodu pro stav |£).

Pro piipravu stavu |£) je potfeba kromé dvou operaci kontrolované negace a Tof-
foliho brany také provést nékolik operaci spojenych se Schmidtovym rozkladem. Ten
bylo nutné udeélat, protoze jednim z pozadavku na logické obvody bylo, aby vychazely
z co nejjednodussich stavu. Operdtory pouzité pii Schmidtové rozkladu jsou postupné:

S1 —S2
VB == ( ) )
S2 51
a  a
— | ¢~ c+
Us=|b bi);
C_— C+

ac_ N ac4
Ue = \éﬁe’g <s1b((l:>—b+) 82b+(2+—b+)> ’

s1(b——by)  s2(b——by)

kde s1,89,a,b4+ a c4 maji tvar
a=v6—14i(3vV2+V3),

by =5+ 1/53 + 4V/6,
2 =106 + 8v/6 & 101/53 + 4v/6

94+ /53 + 46
S1,2 = 18 .
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Po Toffoliho brané byly pouzity jesté tii operace véetné operace kontrolované notace,
jimiz bylo docileno pottebného tvaru [£). Zbylé dvé operace maji tvar

= ()

c

L/

Obrézek 4.4: Schéma logického obvodu pro stav |[W).

Logické obvod pro stav |W) je jiz mnohem jednodussi. Kromé Toffoliho brany
a jedné operace kontrolované negace jsou zde pouzity pouze tii dalsi operace, jez
vSechny souvisi se Schmidtovym rozkladem. Tyto operace se daji zapsat ve tvaru

\/3+\/5 _\/3—\/5
VA _ 6 6

3-v5 \/3+x/5

a
1 1
vy [V VS
\/572\/5 o \/5+2\/3
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