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potvrdit pouze ze separabilńıch redukovaných
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Úvod

Současná společnost se dá charakterizovat jako informačńı společnost. Informace je
totiž hlavńım hybatelem současné doby. S t́ım přicháźı stále větš́ı nároky na jej́ı zpra-
cováńı. Zvětšuj́ı se požadavky na množstv́ı informace nutné ke zpracováńı. Je potřeba
práci s ńı neustále zrychlovat a udělat ji bezpečněǰśı. Ruku v ruce s t́ım jde i energe-
tická náročnost zpracováńı informace. Nosiči informace jsou fyzikálńı systémy, zp̊usoby
zacházeńı s informacemi jsou tedy podř́ızeny fyzikálńım zákon̊um. O tom se zmiňuje již
Rolf Landauer svým výrokem: ”information is physical”. Dı́ky tlaku na úsporu ener-
gie a samotné zefektivněńı práce s informacemi jsme nuceni pracovat se stále menš́ımi
nosiči informace. Stálým zmenšováńım se dostáváme až k objekt̊um z mikrosvěta. Ma-
nipulace s informaćı kódovanou do těchto objekt̊u se ř́ıd́ı zákony kvantové mechaniky.
Tyto zákony jsou velmi odlǐsné od zákon̊u klasického světa, jež můžeme pozorovat
svými smysly. Popisem zákonitost́ı, jimiž se tato tak zvaná kvantová informace ř́ıd́ı,
se zabývá kvantová teorie informace. Ta stoj́ı na pomeźı mezi kvantovou mechani-
kou a klasickou teoríı informace a vedla k objeveńı nových model̊u poč́ıtač̊u (kvantové
poč́ıtače). Stimulovala také objev nových zp̊usob̊u komunikace (kvantová komunikace),
kam např́ıklad patř́ı kvantová teleportace [1] nebo kvantová kryptografie [2] a daľśı.

Jedńım ze základńıch nástroj̊u kvantové informatiky je kvantová provázanost. Je
to vlastnost složených kvantových objekt̊u a je d̊usledkem kvantového principu super-
pozice a kvantového popisu těchto objekt̊u. Z matematického pohledu stavový vektor
popisuje provázaný stav, pokud ho nelze zapsat jako produkt stavových vektor̊u jed-
notlivých podsystémů. V opačném př́ıpadě se jedná o separabilńı stav. Z méně abs-
traktńıho úhlu pohledu je provázanost synonymum pro korelace, jež nelze vysvětlit
v rámci lokálně-realistické teorie [3]. Tato definice provázanosti se vztahuje na čisté
stavy, jež obsahuj́ı veškerou dostupnou informaci. Čisté stavy jsou idealizaćı, protože
v praxi máme vždy v d̊usledku nedokonalost́ı k dispozici menš́ı informaci a správný
popis pak poskytuj́ı tzv. smı́̌sené stavy. Kvantová provázanost smı́̌sených stav̊u je de-
finována jako nemožnost připravit daný provázaný smı́̌sený stav jen pomoćı lokálńıch
operaćı a klasické komunikace. Kvantová provázanost hraje d̊uležitou roli při testech
tzv. kvantové nelokality, jakou je např́ıklad narušeńı Bellových nerovnost́ı [4], a v apli-
kaćıch jako třeba kvantová teleportace či některé protokoly pro kvantovou distribuci
kĺıče [4].

Pojem kvantové provázanosti lze zobecnit na v́ıce než dva kvantové systémy. Zat́ımco
u dvou systémů je situace jednoduchá, jsou bud’to provázané nebo separabilńı, u tř́ı
kvantových systémů rozlǐsujeme několik typ̊u kvantové provázanosti. Nejčastěji se v
praxi využ́ıvaj́ı stavy skutečně multipartitně provázané [5], jež nejde vytvořit směšová-
ńım stav̊u separabilńıch vzhledem k některému bipartitńımu děleńı [6]. Tyto stavy
vykazuj́ıćı nový typ kvantové provázanosti jsou základem jednocestného kvantového
poč́ıtáńı [7] či sd́ıleńı kvantového tajemstv́ı [8].

Jednou ze zaj́ımavých vlastnost́ı kvantové provázanosti je vztah mezi globálńım
stavem a jeho redukcemi. Čisté provázané stavy jsou charakteristické t́ım, že ačkoliv
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globálńı stav je čistý a máme o něm tedy veškerou informaci, neobsahuje veškerou do-
stupnou informaci o jeho částech, nebot’ lokálńı stavy podsystémů jsou smı́̌sené. Toto
chováńı provázaných stav̊u bylo inspiraćı pro mnoho otázek o vztahu mezi globálńım
kvantovým stavem a jeho redukcemi. Jednou z aktuálńıch otázek, jež je v tomto
kontextu analyzována, je, zda-li můžeme usuzovat něco o vlastnostech neznámého
složeného kvantového systému pouze ze znalosti jeho část́ı. Jako př́ıklad situace, kdy
tomu tak skutečně je, můžeme uvést čisté bipartitńı stavy, kde smı́̌senost redukovaných
matic hustoty implikuje př́ıtomnost kvantové provázanosti. Podobně je tomu i u větš́ıch
systémů. Pokud je nějaký bipartitńı redukovaný stav kvantově provázaný, pak muśı
být provázaný vzhledem k př́ıslušnému děleńı i každý globálńı stav, jehož část́ı daný
bipartitńı stav je. Existuj́ı ale také separabilńı bipartitńı stavy, jež jsou slučitelné pouze
s provázanými globálńımi stavy. Nav́ıc z některých separabilńıch redukovaných stav̊u
dokonce př́ımo plyne skutečná multipartitńı provázanost globálńıho stavu, jehož jsou
součást́ı.

V této bakalářské práci se zabýváme právě posledńım typem stav̊u. Kontkrétně se
zabýváme stavem navržným v článku [9], který je skutečně multipartitně provázaný,
přičemž tato vlastnost jde ukázat z jeho redukovaných stav̊u, jež jsou separabilńı.

Pro tento stav odvozujeme schéma pro jeho experimentálńı př́ıpravu. Protože re-
dukované separabilńı stavy lež́ı bĺızko množiny provázaných stav̊u, uvažujeme stav [9]
s optimálńı př́ıměśı b́ılého šumu tak, aby byl demonstrovaný efekt co nejzřetelněǰśı.
Podle schématu byl stav připraven experimentálně pomoćı lineárně-optického obvodu
a my jsme se pod́ıleli na vyhodnoceńı experimentálńıch dat. Práce je strukturována
následovně. V Kapitole 1 se podrobněji pod́ıváme na kvantovou provázanost a kvan-
tové systémy, s nimiž pracujeme. V Kapitole 2 ukážeme hlavńı zp̊usoby jak ověřit,
zda je daný kvantový stav separabilńı či obsahuje určitý typ provázanosti. Kapitola
3 se věnuje vztahu mezi globálńım stavem a jeho redukcemi, kde se také podrobněji
pod́ıváme na některé vlastnosti studovaného stavu. V posledńı Kapitole 4 pak uvedeme
výsledky analýzy experimentálńı př́ıpravy studovaného stavu.
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Kapitola 1

Kvantová provázanost

Pojem kvantové provázanosti do světa kvantové fyziky poprvé zavedl Erwin Schrö-
dinger v článku [10]. Ještě dř́ıve se kvantová provázanost objevuje v práci Einsteina,
Podolskyho a Rosena [11] v souvislosti s diskuźı o úplnosti kvantové mechaniky. Od
té doby se kvantová provázanost stala ned́ılnou součást́ı kvantového světa a je jednou
z nejd̊uležitěǰśıch složek většiny kvantově-informatických experiment̊u. Než se vrhneme
do prozkoumáváńı taj̊u kvantové provázanosti, vylož́ıme základy formalismu kvantové
mechaniky.

1.1 Základńı formalismus

Na rozd́ıl od klasické fyziky jsou stavy kvantového systému popsány vektorem ze
separabilńıho komplexńıho Hilbertova prostoru. Hilbert̊uv prostor je úplný lineárńı vek-
torový prostor se skalárńım součinem. Úplnost je zde brána vzhledem ke vzdálenosti
indukované skalárńım součinem, linearita prostoru je potřeba pro zaručeńı principu
superpozice. Prostor potřebuje být komplexńı, protože v kvantové fyzice relativńı fáze
mezi vektory v superpozici hraje významnou roli. Pokud je prostor nav́ıc i separa-
bilńı, můžeme pracovat se spočetnou ortogonálńı báźı. Každému kvantovému systému
př́ısluš́ı určitý stavový prostor H. Danému systému ve stavovém prostoru odpov́ıdá
jednorozměrný podprostor v H, tj. paprsek.

Kvantový systém můžeme popsat pomoćı stavového vektoru |ψ〉 z H. Stavové vek-
tory obsahuj́ı veškerou dostupnou informaci o daném systému. O stavech systémů po-
psaných pomoćı stavových vektor̊u mluv́ıme jako o čistých stavech. Čistý stav je idea-
lizace, v d̊usledku r̊uzných nedokonalost́ı experimentálńıch zař́ızeńı a interakćı systémů
s okoĺım nemáme veškerou dostupnou informaci o stavu studovaného systému. O těchto
stavech mluv́ıme jako o smı́̌sených stavech. Jsou popsány pomoćı matice hustoty ρ, což
je pozitivńı semidefinitńı hermitovský operátor, tzv. ρ ≥ 0 a ρ = ρ+ s jednotkovou
stopou, tj. Tr (ρ) = 1. Matici hustoty můžeme obecně zapsat ve tvaru

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|,

kde pi jsou pravděpodobnosti, s nimiž se daný systém nacháźı ve stavu |ψi〉.
Pokud pracujeme se systémem, jež je složený z v́ıce podsystémů se stavovými pro-

story H1,H2,...,Hn, stavový prostor celého systému je tenzorovým součinem stavových
prostor̊u jednotlivých podsystémů

H = H1 ⊗H2 ⊗ ...⊗Hn.
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Nejjednodušš́ım kvantovým systémem je tzv. kvantový bit, též zvaný qubit. Stavový
prostor jednoho qubitu je H = C

2 s bázovými stavy |0〉 a |1〉. Qubit lze realizovat po-
moćı horizontálńı a vertikálńı polarizace fotonu či pomoćı prostorových stupň̊u volnosti
fotonu.

1.2 Bipartitńı kvantová provázanost

O systémech složených ze dvou část́ı, např́ıklad dvou qubit̊u, mluv́ıme jako o bipar-
titńıch systémech [12]. Tyto systémy jsou nejjednodušš́ımi systémy, u nichž pozorujeme
kvantovou provázanost. Bipartitńı systém může být pouze separabilńı nebo provázaný.
Separabilńı bipartitńı stavy lze zapsat ve tvaru

ρAB =
∑
i

piρ
(i)
A ⊗ ρ

(i)
B , (1.1)

kde 0 ≤ pi ≤ 1,
∑

i pi = 1 jsou pravděpodobnosti a ρA, resp. ρB, je matice hustoty
podsystému A, resp. B.

1.3 Multipartitńı kvantová provázanost

Pokud je systém složen z v́ıce jak dvou část́ı, mluv́ıme již o multipartitńıch systé-
mech. Protože se v práci dále zabýváme tripartitńım systémem, budeme se již při
vysvětlováńı multipartitńı provázanosti věnovat pouze třem kvantovým systémům ozna-
čovaným jako A,B a C. Tento př́ıpad je také nejjednodušš́ım př́ıkladem multipartitńıho
systému.

Rozděleńı stav̊u podle separability se s přibývaj́ıćım počtem podsystémů kompli-
kuje. Tripartitńı stavy rozdělujeme do pěti tř́ıd separability [13]. Při tomto rozděleńı
hraje d̊uležitou roli děleńı tř́ı kvantových systémů do dvou část́ı, kdy nám vznikaj́ı tři
možná děleńı a to A|BC, B|AC a C|AB. Vzhledem k těmto děleńım pak rozlǐsujeme
následuj́ıćı tř́ıdy separability.

1. Úplně neseparabilńı stavy
Tyto stavy jsou provázané vzhledem ke všem třem děleńım.

2. Jedno-qubitově biseparabilńı stavy
Tř́ıda těchto stav̊u se dá jednoduše také popsat jako tř́ıda stav̊u separabilńıch
vzhledem k jednomu děleńı a provázaných vzhledem ke zbylým dvěma děleńım.
Tyto stavy se tedy daj́ı zapsat v jednom z těchto tvar̊u v závislosti na tom, v̊uči
kterému děleńı jsou separabilńı:

ρA|BC =
∑
i

piρ
(i)
A ⊗ ρ

(i)
BC (1.2)

nebo

ρB|AC =
∑
i

piρ
(i)
B ⊗ ρ

(i)
AC (1.3)

nebo

ρC|AB =
∑
i

piρ
(i)
C ⊗ ρ

(i)
AB. (1.4)
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Obrázek 1.1: Znázorněńı rozděleńı množiny všech tripartitńıch kvantových systémů (A)
na jednotlivé tř́ıdy separability. B́ılou oblast vyplňuj́ı úplně neseparabilńı stavy. Stavy
v barevných oblastech pak spadaj́ı postupně do tř́ıdy jedno-qubitově biseparabilńıch
(2), dvou-qubitově biseparabilńıch (3), tř́ı-qubitově biseparabilńıch (4) a úplně sepa-
rabilńıch stav̊u (5). Dále jsou tripartitńı kvantové systémy rozděleny také na skutečně
multipartitńı (C) a biseparabilńı stavy (B).

3. Dvou-qubitově biseparabilńı stavy
Dvou-qubitově biseparabilńı stavy jsou separabilńı vzhledem ke dvěma děleńım.
Stav patř́ıćı do této tř́ıdy může být separabilńı vzhledem k děleńı A − (BC)
a B − (AC), ale je provázaný vzhledem k děleńı C − (AB).

4. Tř́ı-qubitově biseparabilńı stavy
Do tř́ıdy těchto stav̊u patř́ı stavy, jež jdou zapsat pomoćı vztah̊u (1.2), (1.3)
a (1.4), ale nelze je zapsat pomoćı vztahu

ρABC =
∑
i

piρ
(i)
A ⊗ ρ

(i)
B ⊗ ρ

(i)
C , (1.5)

kde ρ
(i)
j , j = A,B,C je stav jednoho podsystému.

5. Úplně separabilńı stavy
Stavy patř́ıćı do této tř́ıdy lze zapsat ve tvaru (1.5).

V praxi se nejčastěji využ́ıvaj́ı jen určité úplně neseparabilńı stavy, tzv. skutečně
multipartitně provázané stavy. Toto označeńı pocháźı z jiného rozděleńı tripartitńıch
systémů do dvou skupin. Děleńı je opět podle separability. Prvńı skupina obsahuje bis-
eparabilńı stavy [14], [15], které se daj́ı zapsat jako směs stav̊u separabilńıch vzhledem
k jednotlivým děleńım, tj.

ρbisep.ABC = p1ρA|BC + p2ρB|AC + p3ρC|AB, (1.6)
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kde pi, i = 1,2,3 jsou pravděpodobnosti směšováńı stav̊u separabilńıch vzhledem k jed-
notlivým děleńım. Druhou skupinou jsou pak stavy, jež nelze zapsat ve tvaru (1.6).
Nazýváme je skutečně multipartitně provázané. Pod́ıváme-li se na tř́ıdu úplně nesepa-
rabilńıch stav̊u, najdeme zde stavy biseparabilńı, ale také stavy skutečně multipartitně
provázané. Rozděleńı kvantových stav̊u do jednotlivých tř́ıd separability i do obou
skupin je graficky znázorněno na Obrázku 1.1.
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Kapitola 2

Kritéria kvantové provázanosti

Rozhodnout o separabilitě daného stavu nám pomáhaj́ı tzv. kritéria separability.
Podle toho, jak stav splńı r̊uzná kritéria, můžeme usuzovat o jeho separabilitě. Co se
týče provázanosti, dokážeme často pouze usoudit na př́ıtomnost určitého typu prováza-
nosti ve stavu. Mezi nejčastěji použ́ıvaná kritéria separability patř́ı kritérium Peréze
a Horodeckých, svědek provázanosti a Bellovy nerovnosti. Prvńı dvě možnosti si po-
drobněji rozebereme, protože je následně použijeme při analýze studovaného stavu.

2.1 Kritérium Peréze-Horodeckých

Prvńım kritériem, jež si rozebereme, je kritérium separability Peréze-Horodeckých,
též označované jako PPT kritérium či Kritérium pozitivity částečné transpozice. Myš-
lenka tohoto kritéria vzešla od A. Peréze [16]. Zjistil, že separabilńı stavy si zachovávaj́ı
pozitivitu i po částečné transpozici. Operace částečné transpozice přes prvńı podsystém
A je pro stav ρAB definována předpisem(

ρTA
)
ij,kl

= 〈ij|ρTA|kl〉 ≡ 〈kj|ρ|il〉 = ρkj,il.

Povedeme-li tuto částečnou transpozici na separabilńım stavu, tj.

ρ
Tj
jk =

∑
i

piρ
(i)T

j ⊗ ρ(i)k

zjist́ıme, že protože matice hustoty po transpozici je opět matice hustoty, je ρTAAB ≥ 0.
T́ım Perez vytvořil nutnou podmı́nku separability: Je-li ρAB separabilńı, pak ρTAAB ≥ 0.
Obrácené tvrzeńı však obecně neplat́ı. Je to také podmı́nka postačuj́ıćı [17] pro systémy
typu qubit-qubit a qubit-qutrit (systém s dimenźı Hilbertova prostoru o velikosti 3).

Kritérium částečné transpozice lze snadno zobecnit i na systém tř́ı kvantových
bit̊u, kde je stále nutnou, nikoliv však postačuj́ıćı podmı́nkou pro separabilitu. Je
to z d̊uvodu existence PPT provázaných stav̊u, tedy provázaných stav̊u s pozitivńı
částečnou transpozićı. Nicméně i zde mohou PPT stavy hrát významnou roli a to při
detekci skutečně multipartitně provázaných stav̊u. Řekneme, že daný stav ρABC je PPT
vzhledem k děleńı A|BC a ṕı̌seme ρPPTA|BC , jestliže

ρTAABC ≥ 0.

V analogii s biseparabilńımi stavy (1.6) můžeme definovat i PPT směsi [15] ve tvaru

ρPPTABC = p1ρ
PPT
A|BC + p2ρ

PPT
B|AC + p3ρ

PPT
C|AB. (2.1)
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Obrázek 2.1: Znázorněńı množiny všech tř́ı kvantových systémů (A) rozdělených na
skutečně multipartitně provázané stavy (D) a PPT směsi (C). Množina stav̊u ve tvaru
PPT směśı se dále děĺı na stavy s pozitivńı částečnou transpozićı v̊uči jednotlivým
děleńım (B).

Zobrazeńı těchto nově zavedených množin je na Obrázku 2.1. PPT stavy se takto
podrobně zabýváme, protože jsou jednodušeji detekovatelné než separabilńı stavy a je
tedy výhodněǰśı s nimi pracovat.

V práci studujeme tripartitńı systém složený z qubit̊u. Při jeho bipartitńım děleńı
vzniká systém typu 2× 4, na nějž PPT kritérium neńı stavěno. Při analýze jeho dvou-
qubitových redukćı již bude možno PPT kritérium použ́ıt, ale pro ověřeńı provázanosti
celku je potřeba jiné kritérium, které je vysvětleno v následuj́ıćı sekci.

2.2 Svědek provázanosti

Druhým zp̊usobem jak detekovat provázanost je pomoćı tzv. svědek provázanosti.
Tento pojem zavedl do světa kvantové fyziky B. M. Terhal [19]. Jedná se o hermitovský
operátor W , jež má alespoň jedno negativńı vlastńı č́ıslo a Tr(W) = 1. Pokud máme
separabilńı stav popsaný pomoćı ρsep, pak Tr(ρsepW) ≥ 0 pro každý takový stav. Je-li
tedy Tr(ρW) < 0, pak je stav ρ provázaný. Svědci provázanosti jsou měřitelné veličiny,
takže jsou využ́ıváni pro zjǐst’ováńı provázanosti v experimentech. Pro každý provázaný
stav existuje svědek provázanosti, jež jej detekuje. Problém ovšem může nastat při jeho
nalezeńı.

Rozlǐsujeme několik typ̊u svědk̊u provázanosti a to nerozložitelné, rozložitelné a úplně
rozložitelné. Druhý a třet́ı typ svědka si rozebereme podrobněji, protože jsou d̊uležité
pro analýzu studovaného stavu. Nerozložitelný svědek provázanosti se od nich lǐśı
několika zásadńımi věcmi. Jednou z nich je jeho detekce provázaných stav̊u s pozitivńı
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částečnou transpozićı, tj. PPT provázaných stav̊u. Nav́ıc tento svědek nelze zapsat jako
součet dvou semidefinitńıch matic.

2.2.1 Rozložitelný svědek provázanosti

Rozložitelný svědek provázanosti se dá zapsat ve tvaru

WAB = aP + (1− a)QTA ,

kde 0 ≤ a ≤ 1 a pro P a Q plat́ı P ,Q > 0. Tento svědek dokáže detekovat pouze
provázané stavy, které nejsou PPT provázané [18]. Použ́ıvá se pro detekci bipartitńı
provázanosti.

2.2.2 Úplně rozložitelný svědek provázanosti

Při rozhodováńı o multipartitńı provázanosti se použ́ıvaj́ı úplně rozložitelńı svědci
provázanosti [15]. Mějme M jako podmnožinu množiny všech podsystémů a M̃ jej́ı
doplněk. Úplně rozložitelného svědka provázanosti pak můžeme zapsat jako

W = PM +QTM
M ,

kde PM ,QM ≥ 0. Toto plat́ı pro všechny možné podmnožiny M . Pokud t́ımto svědkem
zap̊usob́ıme na PPT směs zapsanou ve tvaru (2.1), vyjde nám Tr

(
ρPPTABCW

)
≥ 0. Z toho

vyplývá, že pokud pro nějaký stav plat́ı Tr (ρW) < 0, pak je tento stav skutečně
multipartitně provázaný.
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Kapitola 3

Globálńı vlastnosti plynoućı z
redukovaných stav̊u

V této práci se zabýváme t́ım, zda se lze dozvědět něco o vlastnostech neznámého
stavu celku pouze na základě znalosti jeho část́ı. Přesněji se jedná o to, že máme
k dispozici pouze redukované stavy a zaj́ımá nás, zda z nich lze zjistit nějakou vlast-
nost globálńıho stavu celého systému. Tento problém se objevuje v mnoha úlohách
kvantové teorie informace. Př́ıkladem je tzv. kvantový marginálńı problém [20]. V
něm v termı́nech spekter zjǐst’ujeme, jaké globálńı stavy jsou slučitelné s danými
redukovanými stavy. Redukované stavy jsou slučitelné s čistým globálńım stavem,
pouze pokud maj́ı stejná spektra. Daľśım př́ıkladem jsou kritéria separability pro
spinové stlačeńı [6] nebo existence rozš́ı̌reńı kvantových stav̊u [21]. V neposledńım
řadě se s diskutovaným problémem setkáváme při výpočtu některých měr kvantové
provázanosti. Konkrétně jde o tzv. ”squashed entanglement”[22], při jehož výpočtu
optimalizujeme přes všechna rozš́ı̌reńı daného stavu ρAB, tj. přes všechny stavy ρABE
takové, že TrE (ρABE) = ρAB.

Studium našeho stavu by se dalo brát jako speciálńı př́ıpad kvantového marginálńıho
problému. Ovšem je zde jedna zásadńı odlǐsnost, tento globálńı stav je známý. Ověřu-
jeme, na něm zda jde ze speciálńıch redukćı ukázat na skutečnou multipartitńı prováza-
nost globálńıho stavu.

Pokud bipartitńı redukovaný stav tripartitńıho systému má určitou vlastnost, ja-
kou může být třeba kvantová provázanost, pak ji obsahuje i globálńı stav. To zna-
mená, že pokud je ρAB provázané, pak je provázané i ρABC vzhledem k děleńım
A|BC a B|AC. Provázanost části je pouze postačuj́ıćı podmı́nkou k provázanosti celku.
Můžeme totiž naj́ıt separabilńı redukované stavy, jež jsou částmi globálńıch stav̊u, které
jsou provázané vzhledem k odpov́ıdaj́ıćım děleńım. Obecně z lokálńıch stav̊u nelze usou-
dit na př́ıtomnost kvantové provázanosti. Může to být v d̊usledku jejich slučitelnosti
s v́ıce r̊uznými globálńımi stavy. Dobrým př́ıkladem je stav ρAB = 1

2
|00〉〈00|+ 1

2
|11〉〈11|.

Tento stav může být redukovaným stavem jak stavu ρ = 1
2
|000〉〈000|+ 1

2
|111〉〈111| tak

také stavu |GHZ〉 = 1√
2
(|000〉+ |111〉) [23]. Prvńı jmenovaný stav patř́ı do tř́ıdy úplně

separabilńıch stav̊u a druhý naopak do tř́ıdy skutečně multipartitně provázaných stav̊u.
Zcela obecně tedy můžeme s jistotou tvrdit pouze následuj́ıćı. Z provázaných redu-

kovaných stav̊u plyne určitý typ provázanosti globálńıho stavu, s ńımž jsou slučitelné.
Najdeme však separabilńı redukované stavy, z nichž také plyne provázanost globálńıho
stavu. Ve speciálńıch př́ıpadech z nich plyne př́ımo skutečná multipartitńı provázanost.
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Kapitola 4

Studium zadaného stavu

V předkládané práci se věnujeme vytvořeńı teoretického základu potřebného pro ex-
perimentálńı realizaci stavu tř́ı kvantových bit̊u, jehož skutečnou multipartitńı kvanto-
vou provázanost lze potvrdit pouze z jeho separabilńıch dvouqubitových redukćı. Prvńı
př́ıklad tohoto stavu byl nalezen v práci [5]. Tento stav však neńı př́ılǐs robustńı a proto
zde uvažujeme odolněǰśı stav nalezený v práci [9]. Jedná se o stav složený ze tř́ı qubit̊u,
jež má tvar

σ =
2

3
|ξ〉〈ξ|+ 1

3
|W̄ 〉〈W̄ |, (4.1)

kde

|ξ〉 =
1

3
(ei

π
3 |001〉+ e−i

π
3 |010〉 − |100〉) +

√
2

3
|111〉 (4.2)

a

|W̄ 〉 =
1√
3

(|011〉+ |101〉+ |110〉) (4.3)

Uvedený stav má separabilńı redukované stavy, z nichž vyplývá skutečná multipartitńı
provázanost celého stavu.

4.1 Vlastnosti teoretického stavu

Stav (4.1) byl nalezen pomoćı tzv. semidefinitńıho programu (SDP) o dvou kroćıch.
Přesný popis postupu práce je popsán v článku [9], zde je uvedena pouze zjednodušená
verze. Nejprve se zvoĺı náhodný stav ρ0, na který se aplikuje kritérium pro PPT směsi
využ́ıvaj́ıćı pouze jeho redukćı. Za t́ımto účelem je nutné řešit SDP ve tvaru

min
W,PM ,QM

Tr(Wρ0),

s vazbami
Tr(W) = 1,

W =
∑
ij

wα,βij σ
α
i ⊗ σ

β
j ⊗ 1

⊗(N−2) + permutace

a
W = PM +QTM

M , QM ,PM ≥ 0.

T́ımto zp̊usobem je pro stav ρ0 nalezen optimálńı rozložitelný svědek provázanosti pro
všechna bipartitńı děleńı M |M̃ . Pokud je Tr(Wρ0) < 0, pak ρ0 je skutečně multipar-
titně provázaný stav. Prvńı vazba týkaj́ıćı se stopy tohoto svědka provázanosti maxi-
malizuje toleranci detekce provázanosti na b́ılý šum. Druhá vazba zaručuje, že svědek
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provázanosti obsahuje pouze bipartitńı korelace a skutečnou multipartitńı provázanost
detekujeme pouze z dvouqubitových redukćı. Je potřeba ukázat, že náš stav je skutečně
multipartitně provázaný, pouze z jeho dvouqubitových redukćı. Tato druhá vazba
je doplňkem k p̊uvodńımu problému PPT směsi a je jedńım z hlavńıch rys̊u tohoto
zp̊usobu hledáńı daných stav̊u.

Ve druhém kroku hledáńı stavu se urč́ı stav, který pro svědka provázanosti W
z prvńıho kroku má negativńı hodnotu s největš́ı absolutńı hodnotou. Nav́ıc je zde
požadavek na separabilitu dvouqubitových redukćı, což je možné zformulovat jako jed-
noduchý SDP. Hledá se tedy

min
ρ

Tr(Wρ)

tak, aby

ρ ≥ 0, Tr(ρ) = 1

a pro všechny i,j plat́ı ρTiij ≥ 0, kde ρTiij , i,j = A,B,C jsou dvouqubitové redukce stavu
ρ po částečné transpozici.

T́ım źıskáme stav ρ jakožto výsledek druhého kroku a zároveň vstupńı parametr
prvńıho kroku při daľśı iteraci. Když některá z iteraćı dá ve druhém kroku negativńı
hodnotu, źıskali jsme stav, jež má separabilńı dvouqubitové redukce, z nichž plyne
provázanost celku. Stav nalezený při větš́ım počtu iteraćı vykazuje větš́ı odolnost v̊uči
přidáváńı b́ılého šumu při zachováńı potřebných vlastnost́ı.

Právě tolerance stavu k b́ılému šumu je velmi d̊uležitou vlastnost́ı pro jeho expe-
rimentálńı př́ıpravu. Při experimentech totiž neńı možné vždy zcela přesně připravit
daný stav at’ již z d̊uvodu nedokonalost́ı experimentálńıch zař́ızeńı či kv̊uli interakci
stavu s okoĺım.

Studovaný stav je co se týče b́ılého šumu dosti robustńı, jak bylo ukázáno v práci [9].
Provázanost stavu lze naj́ıt pouze z jeho dvouqubitových redukćı až do 13.7% přidaného
b́ılého šumu a skutečná multipartitńı provázanost se zachovává až do přidáńı 28.6%
b́ılého šumu.

Prvńı věćı, již jsem u stavu (4.1) studovala, byla jeho vlastńı č́ısla a vlastńı č́ısla jeho
dvouqubitových redukćı po částečné transpozici. Z tvaru stavu σ a d́ıky ortogonalitě
vektor̊u |ξ〉 a |W̄ 〉 plyne, že tento stav má pouze dvě nenulová vlastńı č́ısla 1

3
a 2

3
.

Nacháźı se tedy bĺızko hranice množiny kvantových stav̊u. Vlastńı č́ısla redukovaných
stav̊u po částečné transpozici ρTAAB, ρTBBC a ρTAAC jsou stejná a jsou rovna 0.0037, 0.0549,
0.3667 a 0.5747. Tyto stavy se nacháźı bĺızko hranice množiny provázaných stav̊u.
Obě tyto skutečnosti mohou při experimentu dělat problémy, ale d́ıky robustnosti v̊uči
přidanému b́ılému šumu stavu jsou snadno opravitelné t́ım, že připrav́ıme stav, který
je směśı p̊uvodńıho stavu a b́ılého šumu, tj.

ρ(p) = pσ +
(1− p)

8
1, (4.4)

kde 0 ≤ p ≤ 1 a σ je stav z rovnice (4.1) a 1 je jednotková matice o velikosti 8 × 8.
Při vhodné volbě směšovaćıho parametru p dojde k posunu výše zmiňovaných stav̊u od
hranice při zachováńı vlastnost́ı globálńıho stavu.

4.2 Návrh logického obvodu

Daľśım krokem při práci se stavem (4.1) bylo naj́ıt logický obvod, podle kterého by
bylo možno experimentálně připravit stav σ daný v rovnici (4.1). Tento úkol měl pouze
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Obrázek 4.1: Schéma logického obvodu pro stav |ξ〉.

Obrázek 4.2: Schéma logického obvodu pro stav |W̄ 〉.

dvě podmı́nky a těmi byl co nejjednodušš́ı obvod vycházej́ıćı ze základńıch stav̊u |1〉
a |0〉 a použit́ı Toffoliho brány, jež se nacháźı v laboratoři na Katedře optiky.

Protože stav je konvexńı směśı stav̊u |ξ〉 a |W̄ 〉 uvedených v rovnićıch (4.2), resp.
(4.3), lze jej připravit náhodným stř́ıdáńım př́ıpravy stavu |ξ〉 s pravděpodobnost́ı 2

3

a stavu |W̄ 〉 s pravděpodobnost́ı 1
3
. Př́ıslušné logické obvody pro př́ıpravu stavu |ξ〉,

resp. |W̄ 〉, lze nalézt na Obrázku 4.1, resp. 4.2. Kromě lokálńıch unitárńıch transfor-
maćı Ui, Vj a Hk obsahuj́ı také dvouqubitovou operaci kontrolované negace (CNOT)
realizuj́ıćı transformaci

|00〉 → |00〉, |01〉 → |01〉

|10〉 → |11〉, |11〉 → |10〉,

kde prvńı qubit se nazývá kontrolńı a druhý ćılový. Obvody obsahuj́ı dále tř́ıqubitovou
operaci nazvanou Toffoliho brána, která realizuje transformaci

|000〉 → |000〉, |100〉 → |100〉

|001〉 → |001〉, |101〉 → |101〉

|010〉 → |010〉, |110〉 → |111〉

|011〉 → |011〉, |111〉 → |110〉.

Explicitńı tvar všech použitých operaćı se nacháźı v Př́ıloze.

4.3 Analýza experimentálńıch dat

Schémata na Obrázćıch 4.1 a 4.2 posloužila jako základ experimentálńı realizace
stavu (4.1). Po přizp̊usobeńı schémat experimentálńı aparatuře využ́ıvané na Katedře
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optiky byl navržen a postaven Mgr. M. Mičudou, PhD. a Mgr. R. Stárkem lineárně
optický obvod realizuj́ıćı př́ıpravu stavu (4.1). Jako nosiče jednotlivých qubit̊u byly
využity ortogonálně polarizované páry foton̊u generované v procesu spontáńı sestupné
frekvenčńı konverze v nelineárńım krystalu čerpaném laserovou diodou. Qubity A a B
byly kódovány do prostorového, resp. polarizačńıho, stupně volnosti signálńıho fotonu,
zat́ımco qubit C byl kódován do polarizačńıho stupně volnosti jalového fotonu.

Jádrem experimentálńıho zař́ızeńı pro př́ıpravu obou stav̊u |ξ〉 a |W̄ 〉 byla modifi-
kovaná tzv. Fredkinova brána [24]. Uvedená zař́ızeńı jsou pravděpodobnostńı a pracuj́ı
v koincidenčńı bázi, kdy je úspěch operace ohlášen detekćı koincidenćı na př́ıslušných
detektorech. Na obou připravených stavech |ξ〉 a |W̄ 〉 bylo provedeno tř́ıqubitové to-
mografické měřeńı založené na měřeńı šesti bázových stav̊u |0〉, |1〉, |+〉, |−〉, |R〉 a |L〉
na každém qubitu na výstupu, č́ımž byly obdrženy relativńı frekvence. Relativńı frek-
vence ćılového stavu (4.4) byly obdrženy smı́cháńım relativńıch frekvenćı stav̊u |ξ〉, |W̄ 〉
a jednotkové matice v poč́ıtači s př́ıslušnými vahami a stav byl zrekonstruován pomoćı
estimačńıho algoritmu maximálńı věrohodnosti. Pro stanoveńı statistické neurčitosti
použitých veličin byla využita standardńı Monte Carlo simulace.

U zrealizované experimentálńı matice hustoty (≡ ρexp,p) jsem jako prvńı zjǐst’ovala,
zda jej́ı dvouqubitové redukce jsou separabilńı. To jsem ověřovala pomoćı PPT kriteria,
protože v tomto př́ıpadě je PPT kritérium nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou separability.
Vlastńı č́ısla dvouqubitových redukćı experimentálńıho stavu jsou uvedena v Tabulce
4.1.

Tabulka 4.1: Nejmenš́ı vlastńı č́ısla dvouqubitových redukćı experimentálńıho stavu
ρexp,p s p = 1 (≡ σexp).

σTAAB σTBBC σTAAC

-0.0091 -0.0229 0.0044

Z Tabulky 4.1 je vidět, že prvńı dvě nejmenš́ı vlastńı č́ısla jsou slabě negativńı
a tedy redukované matice hustoty σAB a σBC jsou provázané. Tento problém lze
vyřešit přidáńım vhodného množstv́ı b́ılého šumu tak, aby byla nejmenš́ı vlastńı č́ısla
kladná a dostatečně vzdálená od nuly, takže př́ıslušné redukované stavy jsou separa-
bilńı. Současně muśı být množstv́ı přidaného šumu dostatečně malé na to, aby globálńı
stav stále obsahoval skutečnou multipartitńı kvantovou provázanost zjistitelnou z dvou-
qubitových redukovaných stav̊u.

K tomu je nutné pro experimentálńı stav ρexp,p nalézt úplně rozložitelného svědka
provázanosti pracuj́ıćıho pouze na dvouqubitových redukovaných matićıch hustoty. To-
hoto svědka lze nalézt použit́ım SDP, který je možné vytvořit modifikaćı programu
PPTMIXER uvedeném v článku [15] a dostupném z [25]. Uvedenou modifikaci pro-
gramu provedl Mgr. J. Provazńık a já jsem jej následně použila pro hledáńı výše
zmı́něného svědka provázanosti.

Analýzou vlastńıch hodnot redukovaných matic hustoty po částečné transpozici
a středńıch hodnot nalezeného svědka provázanosti pro experimentálńı matice hustoty
ρexp,p s r̊uznými hodnotami p byla nalezena optimálńı hodnota p = 0.868. Pro tuto
hodnotu jsme pak obdrželi minimálńı vlastńı hodnoty shrnuté v následuj́ıćı Tabulce
4.2.

Pro středńı hodnotu svědka provázanosti jsme obdrželi následuj́ıćı hodnotu

Tr(Wρexp0.868) = (−3± 2) · 10−3.
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Tabulka 4.2: Nejmenš́ı vlastńı č́ısla dvouqubitových redukćı experimentálńıho stavu po
přidáńı 13.2% b́ılého šumu (p = 0.868), včetně odchylky.

jk AB BC AC

min
[
eig
(
ρ
Tj
exp,jk

)]
· 102 2.4± 0.7 .9± 0.6 2.1± 0.6

Dı́ky negativitě této stopy je možné soudit, že experimentálńı stav v sobě nese skutečnou
multipartitńı provázanost. Experiment tedy ukázal, že daný teoretický stav lze připravit
a zachovat požadovanou vlastnost, j́ıž je skutečná multipartitńı provázanost vyplývaj́ıćı
ze separabilńıch dvouqubitových redukovaných stav̊u. Ćılový stav byl připraven s fide-

litou o velikosti F ≡
{

Tr

[(
ρ
1/2
expρρ

1/2
exp

)1/2]}2

= 0.939± 0.008.
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo ověřit možnost určeńı skutečné multipartitńı
provázanosti stavu ze separability jeho redukćı. K tomu byl experimentálně vytvořen
stav s těmito vlastnostmi. Analýza vytvořeného stavu dokázala skutečnou multipartitńı
provázanost pouze z jeho dvouqubitových separabilńıch redukćı.

Problematice vyvozováńı závěr̊u o vlastnostech globálńıho stavu ze znalosti absence
vlastnosti u jeho redukćı bych se ráda i nadále věnovala, ale v kontextu gaussovských
stav̊u.
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Př́ıloha

Stav |ξ〉:

Obrázek 4.3: Schéma logického obvodu pro stav |ξ〉.

Pro př́ıpravu stavu |ξ〉 je potřeba kromě dvou operaćı kontrolované negace a Tof-
foliho brány také provést několik operaćı spojených se Schmidtovým rozkladem. Ten
bylo nutné udělat, protože jedńım z požadavk̊u na logické obvody bylo, aby vycházely
z co nejjednodušš́ıch stav̊u. Operátory použité při Schmidtově rozkladu jsou postupně:

VB =

(
s1 −s2
s2 s1

)
,

UB =

(
a
c−

a
c+

b−
c−

b+
c+

)
,

a

UC =

√
2

3
ei
π
3

(
ac−

s1b−(b−−b+)
− ac+
s2b+(b−−b+)

c−
s1(b−−b+)

− c+
s2(b−−b+)

)
,

kde s1,s2,a,b± a c± maj́ı tvar

a =
√

6− 1 + i(3
√

2 +
√

3),

b± = 5±
√

53 + 4
√

6,

c2± = 106 + 8
√

6± 10

√
53 + 4

√
6

a

s1,2 =

√
9±

√
53 + 4

√
6

18
.
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Po Toffoliho bráně byly použity ještě tři operace včetně operace kontrolované notace,
jimiž bylo doćıleno potřebného tvaru |ξ〉. Zbylé dvě operace maj́ı tvar

HB =
1√
2

(
1 1
−1 1

)
a

U ′B =

(
1 0

0 e−i
2
3
π

)
.

Stav |W̄3〉:

Obrázek 4.4: Schéma logického obvodu pro stav |W̄ 〉.

Logické obvod pro stav |W̄ 〉 je již mnohem jednodušš́ı. Kromě Toffoliho brány
a jedné operace kontrolované negace jsou zde použity pouze tři daľśı operace, jež
všechny souviśı se Schmidtovým rozkladem. Tyto operace se daj́ı zapsat ve tvaru

VA =

√3+
√
5

6
−
√

3−
√
5

6√
3−
√
5

6

√
3+
√
5

6

 ,

UA =

 1√
5+
√
5

2

− 1√
5−
√
5

2
1√

5−
√
5

2

1√
5+
√
5

2


a

UB =

 1√
5+
√
5

2

1√
5−
√
5

2
1√

5−
√
5

2

− 1√
5+
√
5

2

 .
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