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Anotace
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Synopsis
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1 Uvod

Jednim ze zakladnich modelt klasické teorie automatii je linedrné omezeny au-
tomat (LBA), ktery rozpoznava tiidu kontextovych jazyku (CSL). Omezime-
li pocet prepist pasky, dostavime model automatu zvany limitovany automat.
Druhym pohledem by bylo rozsiteni nedeterministickych dvoucestnych automatt
o dany pocet prepisu k. Tento parametr k je soucasti konkrétniho modelu limi-
tovaného automatu (znac¢ime k-LA) a urcuje pocet prepisu pro kazdé policko
péasky (nezavisle na poctu prepist ostatnich policek).

Vypocetni sila téchto automatl je znama a budeme se ji vénovat v prvni
casti této prace. Z predchoziho popisu lze vidét, ze trida jazyku, které dokazi
limitované automaty rozpoznavat, obsahuje tiidu regularnich jazykt, ale neni
vétsi nez tiida kontextovych jazykt.

Vypocetni sila konkrétnich modelt detailnéji zobrazuje néasledujici tabulka.

Tabulka 1: Rozpoznavané jazyky LA

0-LA | 1-LA | 22LA | 3-LA | 4-LA
deterministicky REG DCFL | 3-det. | 4-det.
nedeterministicky REG CFL

Zajimavé je, ze pro nedeterministické limitované automaty s zadnym, nebo
jednim prepisem na policko, je tiida rozpoznévanych jazykt porad regularni a
s libovolnym vétsim koneénym pocétem prepisi je bezkontextova. Slozitéjsi jazyky
rozpoznat s konec¢nym poctem prepist nelze. Rozpoznavané jazyky deterministic-
kych limitovanych jazykt jsou zajimavéjsi. Od k = 2 tvori nekonecnou hierarchii
pocinaje deterministickymi bezkontextovymi jazyky (DCFL). Tato hierarchie je
opét omezena bezkontextovymi jazyky a presnéjsi horni odhad nemame k dispo-
zici. Ttidy i-det vysvétlime pozdéji.

Néekteré z téchto vztaht si pozdéji dokazeme za pomoci vzajemnych simulaci
s automaty, u kterych je vypocetni sila dobfe znama.

1.1 Vicepaskové automaty

Jednou ze zakladnich vlastnosti, kterd se zkouma u Turingovych strojua, ¢i li-
nearné omezenych automati, je ekvivalence s riznymi verzemi tohoto modelu.
Napriklad ekvivalence LBA s vicepaskovym LBA je velice zndma konstrukce.
7 tohoto faktu dokonce plyne nazev automatu. Vice pasek, pripadné linearné
dlouh& paska vzhledem k délce vstupu, lze totiz snadno simulovat pomoci jedné
pasky délky vstupu. U limitovanych automati vsak stejny postup nelze pouzit
kvili omezeni na pocet prepisi pasky.

To otevira celou fadu otazek. V druhé ¢asti této prace si formélné predstavime
vicepaskové limitované automaty a pokusime se nékteré z otazek zodpovédét.
Nyni muzeme nasi tabulku rozsitit o nové modely a doplnit nékteré idaje.
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Tabulka 2: Deterministické vicepaskové limitované automaty

deterministické 0-LA 1-LA 2-LA  3-LA 4-LA 5-LA
1 paska REG REG DCFL 3-det. 4-det. 5-det.
2 pasky Lipar | @ ? ? ? ? ?
3 pasky Lopar | aP(prvocisla) 7 ? ? ? ?
4 péasky Lspal ? ? ? ? ?
5 pasek Lapal ? ? ? ? ?

Tabulka 3: Nedeterministické vicepaskové limitované automaty

nedeterministické | 0-LA  1-LA  2-LA 3-LA 4-LA 5-LA
1 paska REG REG CFL CFL CFL CFL
2 pasky ? O CFL ? ? ? ?
3 pasky ? ? ? ? ? ?
4 pasky ? ? ? ? ? ?
5 pasek ? ? ? ? ? ?

Jazyky Lipa piedstavime pozdéji a dokdzZeme si, Ze odpovidajici automaty je
skutecné rozpoznavaji, tyto jazyky byly navrzeny tak, aby je automaty s méné
paskami nedokazaly rozpoznat, formalni dikaz se vSak zatim nepodarilo najit.

2 Definice

Predstavme si nyni zédkladni pojmy a znaceni, které budeme v této praci potie-
bovat.

Definice 1
Konec¢na posloupnost by,bs,...,b, se nazyva podposloupnost konecéné po-
sloupnosti aq, as, ..., a,, pravé kdyz existuje posloupnost prirozenych ¢isel k; <

ky < -+ <kp sk, <ntak, ze pro vSechna 7, 1 <7 <m je b, = ay,.

2.1 Formalni jazyky

Definice 2

Abecedou myslime libovolnou neprazdnou koneénou mnozinu, jeji prvky na-
zivame symboly. Casto se znadi .
Slovem, nebo retézcem nad abecedou X myslime libovolnou konec¢nou posloup-
nost symbolu z X, ¢asto tuto posloupnost zapisujeme bez oddélovaci, tzn. misto
a, b, c piseme abc. Prazdnou posloupnost potom zapisujeme znakem e.
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Proménné oznacujici néjaka slova pak casto znac¢ime pismeny u, v, w a délku
slova w oznacujeme |w|. Dulezitym pojmem je také jazyk, pro jeho definici ale
bude potieba definovat vyraz ¥*, ten zna¢i mnozinu vsech slov nad abecedou .

Definice 3

Reverzem slova w = aqas . . . a, se rozumi slovo w® = a,, . .. asa.
Zretézenim dvou fetézel w, = aqas . . . a,, nad abecedou 27 a wy = b1bs ... b, nad
abecedou Y3 rozumime fetézec w = aqas . ..a,biby ... b, nad abecedou »; U X.
Ztetézeni znacime jako wy-ws, ale znak ,,-“ casto vynechavame. Zietézeni mizeme
rozsitit na n-nasobné zietézeni slova, tedy vyrazem 2" oznacujeme prazdné slovo,
pokud n = 0, jinak z - 2" 1.

Tedy napifklad 012021° znamen4 slovo 011100.
Nékdy je tfeba mluvit o urcité casti slova, konkrétné zacatek, prostredek, ¢i
konec slova, proto definujeme nasledujici pojmy.

Definice 4

Slovo z nazyvame prefizem slova z, pokud pro néjaké slovo y plati z = xy.
Slovo y nazyvame sufizrem slova z, pokud pro néjaké slovo z plati z = zy.
Slovo y nazyvame infirem slova u, pokud pro néjaka slova z, z plati u = xyz.

Definice 5
Jazyk nad abecedou X je libovolnd mnozina L C Y*. Jazyky obvykle zna¢ime
symbolem L, ptipadné L; a podobné.

V nasich prikladech bude jazyk ¢asto nad bindrni abecedou (3 = {0,1}). To
ale neni zadné omezeni, protoze kazdé slovo nad jinou abecedou se da pomoci
slov nad Y ptirozené zakodovat.

Definice 6

Homomorfismus h abecedy ¥ je zobrazeni h(a) ptitazujici kazdému symbolu
a € X Tetézec nad zvolenou abecedou II. Homomorfismus miizeme rozsitit na
slova takto:

€ kdyz a = €
h(b)h(w) kdyz a = bw

Na jazyk poté rozsifime homomorfismus jako mnozinu homomorfnich obrazu
vsech jeho slov.

2.2 Gramatiky

Protoze se v tomto textu budeme zabyvat prevazné nekoneénymi jazyky, vyvstava
otazka, jak je konecnym zpusobem reprezentovat. Ackoliv neexistuje zpusob, jak



konecnym zptusobem reprezentovat kterykoliv jazyk, podstatnd cast jazyka lze
reprezentovat pomoci takzvanych gramatik.

Definice 7
Gramatika G je ¢tverice (N, 3, P,S), kde

e N je neprazdna kone¢na mnozina. Jeji prvky nazyvame netermindly.

e Y je neprazdna konecnd mnozina. Jeji prvky nazyvame termindly. Pritom
plati NNX = (). Mnozina vSech symboli gramatiky (tedy NUX) se obvykle
znaci V.

e P C V*NV* xV je konetnd mnozina pravidel. Pravidlo (a,b) € P také
zapisujeme jako a — b.

o S je pocatecni netermindl, tedy S € N.
Definice 8
Ke kazdé gramatice G mizeme pritadit relaci odvozeni v jednom kroku = ¢

C V* x V* tak, ze (o, B) € =¢ pravé kdyz existuje pravidlo (v,0) € P a slova
wi, we € V* takova, ze wiywy = a a wyfwy = 5.

Pokud je G zfejmé z kontextu, piseme misto = pouze =.

Definice 9
Relaci odvozeni v k krocich k¥ = definujeme jako

Relace identity pro k =0
==k
= 0= pro k € N

Relaci odvozeni potom jako reflexivni a tranzitivni uzavér relace =, nebo také

Relace odvozeni ndm nyni davd moznost zjistit vSechny takzvané vétné formy,
to znamend vsechny tetézce nad V', které lze odvodit z pocateéniho netermindlu
S. Jazyk generovany gramatikou G potom definujeme jako mnozinu vsech jeho
vétnych forem neobsahujicich neterminaly a znacime jej L(G). Presnéji

L(G)={w e X" | S =" w}.

2.2.1 Chomského hierarchie

Chomského hierarchie rozdéluje gramatiky do ¢tyt zakladnich druhi podle jejich
popisné sily. Nas bude zajimat predevsim typ 2, ovSem pro uplnost uvedeme
vsechny:



Typ 0 Gramatika z Definice 7 je gramatikou typu 0. Na pravidla se nekladou
zadné dalsi podminky.

Typ 1 Gramatika typu 1, nebo také kontextova gramatika (CSG) pro vSechna
pravidla o — 3 splnuje |a| < |5| s vyjimkou pravidla S — €, pokud neni
neterminal S obsazen na pravé strané zadného pravidla. V kazdém kroku
odvozeni vytvori novou vétnou formu, kterd je stejné dlouhd, nebo delsi.
Proto se ji také nékdy rika nezkracujici.

Typ 2 Gramatika typu 2, nebo také bezkontextovd gramatika (CFG) ma
vSechna pravidla ve tvaru A — (3, kde |beta] > 1 s vyjimkou pravidla
S — ¢, pokud neni neterminal S obsazen na pravé strané zadného pravi-

dla.

Typ 3 Gramatika typu 3, nebo také regularni gramatika ma vsechna pravidla
ve tvaru A — aB nebo A — a opét s pripadnou vyjimkou pravidla S — e.

7 definice je vidét, ze kazdy dalsi typ je vytvoreny dalsim omezenim na tvar
pravidel gramatiky, tedy tyto gramatiky jsou slabsi v popisu jazyku.
Dale muzeme zadefinovat prislusné tridy jazyk.

Definice 10
Kontextovy (bezkonteztovy, reguldrni) jazyk je jazyk L, pro ktery existuje
kontextova (bezkontextovd, reguldrni) gramatika G takova, ze plati L(G) = L.

2.3 Automaty

Dalsim prostredkem, jak konecnym zptisobem zapsat nékteré nekonecné jazyky
jsou automaty. V dalsich kapitolach se nejvice budeme vénovat zdsobnikovym
automatim (PDA), ale i linedrné omezenym automatim (LBA). Tyto automaty
si podrobnéji predstavme.

2.3.1 Zakladni automaty

Déle budeme Fin24 znaéit mnozinu vsech koneénych podmnozin A.

Definice 11
Nedeterministicky zasobnikovy automat je sedmice A = (Q, 3, T, §, qo, Zo, F),
kde

@ je konecna neprazdna mnozina. Jeji prvky nazyvame stavy.

> je konecna neprazdnd mnozina. Nazyvame ji vstupni abeceda.

I' je kone¢éna neprazdna mnozina. Nazyvame ji paskova abeceda.

§: Q x (BU{e}) x T' = Fin2?*I" nazyvame prechodovd funkce.
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e o € @) je pocatecni stav.
o Zy €I je pocatecni zasobnikovy symbol.

o« ' C @ je mnozina koncovych stavii.

Vypocet zasobnikového automatu si mizeme predstavit tak, ze stroj ma ko-
necnou pameét, ve které si pamatuje stav z (), ddle vstupni slovo, které ¢te smérem
zleva doprava a nevraci se pri tom, a potom zasobnikovou strukturu, kde si muze
béhem vypoctu ukladat a ¢ist symboly z I'. Prechodova funkce § obsahuje pra-
vidla, kterd tikaji v kazdém kroku, co ma automat délat. Napriklad pravidlo
((qo, a, Zy), (q1, Z1Z273)) znamend, ze pokud na vstupu ¢teme znak a a na vr-
cholu zasobniku je znak Zj, nahradime jej fetézcem znakt 77,75 a prejdeme
do stavu q.

Abychom mohli definovat jazyk akceptovany zasobnikovym automatem, po-
tfebujeme podobné jako v pripadé gramatiky jakési ,konfigurace” U gramatik
jimi byly vétné formy, které se postupné odvozovaly pomoci relace = . Zde bude
celkovy stav vypoctu reprezentovat nezpracovana c¢ast vstupniho slova, stav z )
a obsah zasobniku. Relaci prechodu mezi témito konfiguracemi pak definujeme
podle prechodové funkce 6.

Definice 12
Konfiguraci nazveme libovolny prvek (p,w,a) z Q) x ¥* x I'*.
Relaci kroku vipoctu = definujeme jako

(p,aw, Za) F (q,w, Ba) < I(q, B) € d(p,a,Z) proa € XU {e}.

*

Reflexivni a tranzitivni uzaveér relace kroku vypoctu znacime .

Vsimnéme si, ze a € ¥ U {e} umoznuje provadét takzvané epsilon kroky, kdy
automat provadi néjaké operace se zasobnikem, necte u toho vsSak zadné dalsi
znaky ze vstupu. Dale a muze byt jeden symbol, vice symbolii, nebo i zadny
symbol, timto zplusobem lze odstranovat symboly ze zasobniku.

Jazyk L(A) rozpozndvany zasobnikovym automatem A potom definujeme po-

moci relace |, a to tak, ze slovo w automat prijiméa, pokud jej celé precte a pritom
se dostane do koncového stavu.

L(A) = {w € ¥ | (qo, w, Zp) li (gf,€,0)}, kdegre F,ael™.

Timto zplsobem prijimame koncovym stavem, lze vsak prijimat i prazdnym
zasobnikem. Tento zptsob si ukazovat nebudeme, lze vsak dokazat, ze pro kazdy
PDA pfijimajici koncovym stavem existuje PDA prijimajici prazdnym zasobni-
kem (a naopak) tak, ze jsou jazykové ekvivalentni. To znamend, Ze se rovnaji
jejich prijimané jazyky.
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Lze ukazat, ze ke kazdému PDA lze sestrojit jazykové ekvivalentni bezkon-
textovou gramatiku, to znamena, ze zasobnikové automaty rozpoznavaji presné
tridu bezkontextovych jazyk.

Vsimnéme si skutecnosti, ze v kazdém kroku je obecné rizny pocet nasledu-
jicich konfiguraci. Vypocetni vétev tedy neni jednoznacné urcena. Z definice ale
vidime, ze automat prijiméa, pokud ezistuje néjakd vypocetni vétev vedouci do
koncového stavu. Tedy pokud jina vétev do koncového stavu nevede, neznamend
to automaticky, ze automat dany vstup zamita. Tim se vSak lisi deterministické
zasobnikové automaty (DPDA), které muzeme neformélné vnimat jako specidlni
pripad PDA, kdy je obraz kazdé trojice v prechodové funkci mnozina velikosti
pfesné jedna. Tim je kazdy vypocet jednoznacny (deterministicky).

Formalné DPDA definujeme stejné jako PDA, ale  bude ve tvaru

§:Qx (XU{e}) xI' = @ xI',

navic zakdzeme nedeterministickou volbu mezi e-prechodem a prechodem pod
symbolem. Tedy:

Vg€ QVaeXVeeTl: d(q,¢,c) je definovand = d(q, a, ¢) neni definovana.

Odpovidajici trida jazyku se nazyva deterministické bezkontextové jazyky (zna-
¢ime DCFL) a je podmnozinou bezkontextovych jazyku. Existuji i gramatiky,
které generuji tuto tridu, tu vsak v dals$im textu nebudeme potiebovat.

Linearné omezené automaty jsou vyrazné silnéjsi. Sice na rozdil od zasobniko-
vych automattt nemaji k dispozici zasobnik, mohou ale vstupni slovo prepisovat
a k takto zapsanym tdajum se vracet. Oproti nejsilnéjsimu modelu (Turingo-
vym strojum) vSak maji k dispozici na zapis pouze misto o velikosti samotného
vstupu, pripadné jeho k-nasobku.

Definice 13
Linedrné omezenym automatem je Sestice A = (Q, %, T",0, qo, F), kde

e ( je neprazdné koneéna mnozina stavi

- FCQ,

I' je abeceda paskovych symbolta

> C T je konecnd abeceda vstupnich symboli

>, < € I'y znadéi konce pasky kolem vstupniho slova a
o §:Q xT' — 2@xI4=L1} je pfechodova funkce.
Navic vyzadujeme aby pro kazdé ¢, p € @ platilo:
V(p,c,d) € 6(q,>): d=1 (1)

V(p,c,d) € 6(q,<): d=—1 (2)

12



Jelikoz jsou LBA restrikci Turingova stroje, je vypocet LBA definovan stejné.
Automat prechazi mezi jednotlivymi konfiguracemi. Formalné je kazda konfigu-
race (q,s,n) prvkem mnoziny @ x I'* x Ny, kde ¢ je aktudlni stav, s je obsah
pasky a n je poradi snimaného policka zleva. Pocdatecni konfiguraci automatu A
je (qo,>w<, 1) a prijimajici konfiguraci je kazdd konfigurace (qqee, >w<, n), zami-
tajici je konfigurace ve tvaru (g,;,>w<,n).

Vypocet limitovaného automatu A sestava z prechodt mezi konfiguracemi.
Definujeme proto nésledujici relaci pfechodu 4 C (Q x I'* x N)%

(g,>c160. .. ¢ cp<yi) Fa (pyeica...c.. i+ d) < (p,cd) € d(q,q),

pritom q # gye;-

Pokud je z kontextu zfejmy automat 4, piseme pouze F-. Jestlize je - pro
konfiguraci k£ nedefinovany (k ¥), rikdme, ze A v k zastavuje.

Opét muzeme definovat reflexivni a tranzitivni uzavér relace . Automat
poté prijima slovo w, jestlize existuje prijimajici konfigurace (Gace, w2, j) splnujici

(Q(b w, 1) - <Qac07 w2, .7)
Jazyk prijimany automatem A je mnozina vsech prijimanych slov a znac¢ime

ji L(A).

2.3.2 Limitované automaty

Limitované automaty poprvé predstavil T. Hibbard [1] pod ndzvem ,scan-limited
automata’. Hibbard limitované automaty ptuvodné definoval pomoci prepisova-
cich systému obsahujici pravidla nasledujicich typi:

pX =qY,  pX=Yq  Xp=Yq  Xp—=q¥, p—og
Ekvivalentni definici vytvorili Pighizzini a Pisoni v praci [2].

Definice 14
k-limitovanym automatem (zna¢ime k-LA) pro dané k € Ny je Sestice
A= (Qa Ea F? 55 qo, F>7 kde

e ( je konefna mnozina stavi,

FcQ,

I' je konecna abeceda paskovych symbolu takova, ze I' = ToUT'y U-- - UT,
Vi,j,0<i<k0<j<k: I'hinl;#0 = i=j,

¥ =T je konecna abeceda vstupnich symbolii,

>, < € I'y znadi konce pasky kolem vstupniho slova a

§: Q x I' = 29x{=L1} je pfechodova funkce.
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Navic pro vSechny (q,v,m) € d(p,0), kde p,q € Q, 0 € I'y, v € I'y am €
{—1,1}, vyzadujeme:

e h=k = o=yAh=FH, (3)
c h<kAm=1 = I =min([4]-2+1,k) a (4)
e h<kAm=-1 = h'=min([%]-2k) (5)

a aby pro kazdé ¢, p € @ platilo:

V(p,c,d) € 0(q,>): d=1 (6)

V(p,c,d) € 6(q,<): d=—1 (7)

Definice 15
Kazdy k-limitovany automat pro libovolné k£ € Ny nazveme limitovany au-
tomat.

Zde vidime oproti LBA vyrazné zmény zejména v paskové abecedé a v precho-
dové funkci. Paskové abeceda I' je rozdélena na abecedy I'g, I'y, ... T, které tak
tvori disjunktni pokryti I'. Jednotlivé abecedy I'; maji vyznam mnoziny symbol,
které lze na policko napsat pri jeho i-tém prepisu.

Jakmile tedy hlava projde pres policko, ve kterém je symbol z abecedy I';,7 <
k, prepise se obsah policka na symbol z abecedy I';,;, pripadné I';, o, pokud
hlava na daném policku zménila sviij smér a zaroven ¢ < k — 1. Pfi zméné sméru
hlavy totiz pocitame prichod policka za dva. To je zptusobeno chovanim, které
vyplyva z definice limitovanych automatii pomoci prepisovacich systémi. Hlava
prepisovaciho systému se totiz nachazi vzdy mezi jednotlivymi znaky vstupu a
zména sméru tak implikuje opétovny prichod posledné prepsanym znakem.

Tato definice také zarucuje, ze obsah vsech bunék napravo od pozice hlavy
bude vzdy z mnoziny I';, kde z je sudé (je-li x < k) a obsah bunék nalevo od
hlavy bude z mnoziny I',, kde x je liché (je-li x < k).

Jak je vidét v uvodu této podkapitoly, hlava téchto systému se nenachazi
na pozici symbolii, ale mezi nimi. Pokud se tedy zméni smér pohybu hlavy, ve
skutecnosti to znamena, ze hlava presla pole na druhou stranu a zpét.

Tato omezeni jsou zarucCena prostiednictvim prechodové funkce 0.

o Podminka (3) tiké, ze pokud je symbol z I'y, nelze jiz prepsat, proto také
h=1MW.

« Podminka (4) ¥ikd, Ze pokud se hlava presunula smérem vpravo, bude novy

symbol zapsany na pasku z I'y/, kde b’ je nejmensi vétsi liché cislo. Pripadné
k, pokud je mensi.
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« Podminka (5) fika, ze pokud se hlava presunula smérem vlevo, bude novy
symbol zapsany na pasku z 'y, kde h' je nejmensi vétsi sudé cislo. Pripadné
k, pokud je mensi.

7 toho také vidime, ze pokud je néjaky symbol z I';, kde ¢ < k a hlava
automatu je nalevo od tohoto symbolu, ¢ musi byt sudé, pokud je napravo ¢,
musi byt liché.

Jednou z podminek je také >, < € T'y, to znamend, Ze znaky na hranicich
vstupu nelze prepsat a diky (6) a (7) je tak nelze hlavou prekrodit.

Vypocet stroje definujeme velice podobné jako u linedarné omezenych auto-
mati. Konfigurace je opét (¢, s,n) € Q@ xI™*xNpy, kde ¢ je aktudlni stav, s je obsah
pasky a n je poradi snimaného policka zleva. Pocdatecni konfiguraci automatu A
je (qo,>w<, 1) a koncovou konfiguraci je kazda konfigurace (¢r,>w<, n) splnujic
qr € F. Zde hovotime o koncové konfiguraci, nikoliv o akceptujici konfiguraci,
vyznam je vsak stejny.

Vypocet limitovaného automatu A sestava z prechodt mezi konfiguracemi.
Definujeme proto nésledujici relaci pfechodu k4 C (Q x I'* x N)%

(q,>c109 ... ¢ ocnyi) Fa (p,>cica...c...cp<it+d) < (p,c,d) € (g, c;)

Jestlize je F pro konfiguraci k nedefinovany (k ¥), fikdme, ze A v k zastavuje.
Vypoétem limitovaného automatu rozumime (ne)koneénou posloupnost kon-
figuraci (¢;)i,, kde pro vsechny i plati 1 <i < n: ¢; F ¢;41. Slovo w je prijimané
limitovanym automatem (LA) A, jestlize A v néjakém vypoétu (¢;)i, zastavi
v akceptujicim stavu (neboli jestlize n € N a ¢, je koncova konfigurace). Jazyk
pfijimany automatem A je mnozina vSech prijimanych slov a zna¢ime ji L(.A).

POzZNAMKA 16

Nékteré zdroje definuji akceptovani stroje stejné jako v Definici 14, v préci [3]
se ale tyto definice lisi. Zde automat muze prekrocit hranici danou dvéma za-
razkami (<, >), a to v pfipadé, Ze zéroven prechazi do akceptujiciho stavu, tim
také vstupni slovo prijima. Jinymi slovy neni vyzadovano ¢ = < v podmince (6)
ac=npv (7).

Obé definice jsou vsak ekvivalentni. Akceptovani pomoci koncového stavu
muzeme v automatu prijimajicim kombinaci stavu a porusenim hranic vstupu
simulovat tak, Ze pro kazdy koncovy stav q; € F' piiddme piechody

(q¢, ¢, 1) € 6(qg,c), pro vSechny c € T,

kde ¢ je z odpovidajici mnoziny I',.. Akceptovani pomoci poruseni hranice vstupu
lze simulovat strojem podle Definice 14 pridanim nového koncového stavu, do
kterého se automat dostane vzdy, kdyz v ptivodnim automatu porusil hranici
a byl pritom v néjakém koncovém stavu. Pritom zde samoziejmé tuto hranici
porusit nesmi, hlava se tedy otoci.
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Definice 17
Limitovany automat A je deterministicky, jestlize plati

Vge @QVeeTl: |0(q,c)] <1

Déle budeme u deterministickych LA misto d(q,c) = {(¢,,d)} psat pouze
d(q,c) = (¢, ,d), jelikoz mnozina bude vzdy jednoprvkova.

PRIKLAD 18

Abychom si vysvétlili prepisovani symbolt na prikladu, vytvorime trivialni
automat, ktery nebude délat nic uzitecného, jen bude s hlavou chodit stf¥idaveé po
prvnich dvou polickéch. Necht A = ({qo, ¢1},{a}, {a,a1,a2},9,q0,{}), 1 = {1},
Iy = {as}, 'z = {asz,<,>} je 2-limitovany automat, kde

Vyzadovano Definici [ d(q,>) = (¢,>,1) qgeqQ
14, vztahy (6) a (7). ] 6(g,9) = (¢, —1) geq

5 Q1,CL171)
5 QO,CLQ, 1)

Pravidla pro symboly
Z 2

(5 C]o,al Q1,G3, 1)
5 Q1,<l1 QO70J27 1)

Pravidla pro symboly
Z Fl

Z F2 6 q17a2 q0aa3a 1)

(5 C]o,azs Q1,G3, 1)
d (11,063 q07a’37 1)

Pravidla pro symboly

Pravidla pro symboly {5 0, a2) = (q1, a3, 1)
Z Fg {

Vsimnéme si, ze prvni dvé pravidla spise zapisujeme jako parametrizovanou
sablonu, nez konkrétni pravidla. Napriklad to prvni si miizeme vzhledem k ¢ € @)
predstavit jako dvé pravidla 6(qo,>) = (qo,>,1) a 0(q1,>) = (¢1,>,1). Téchto
zapist budeme déle vyuzivat.

Dale si vSimnéme, ze prvni dvé Sablony pravidel jsou vyzadovany definici
limitovaného automatu. Mame sice volnost v urceni stavu, do kterého hlava ze
zardzky vstoupi, nesmime ji vsak prekrocit. V tomto konkrétni pripadé zvolime
zanechani stejného stavu.

Nyni muzeme simulovat A na slové aa. Vime, Ze automat za¢ind ve stavu qq
na prvnim policku pasky. Cteme symbol a, ktery je z ¥, tedy vime, ze symbol
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jesté nikdy nebyl prepsan. Podle odpovidajiciho prepiseme a na a; a presuneme
se vpravo do stavu ¢q;. Zapsany symbol je z mnoziny I'y/, kde

h’:min([g] -2+1,3) ~1.

V dalsim kroku vybereme podle aktudlni konfigurace pravidlo, dle kterého jde
hlava vlevo do stavu ¢y a pritom prepisuje symbol a na ay. Zapsany symbol je

z mnoziny ['y/, kde
1
K = min ([O;] -2,3) = 2.

V dalsim kroku prepisujeme symbol a; na az a
1
r . -] o
h —mln(bw 2+1,3)—3.

V dalsich krocich bude hlava dal oscilovat na prvnich dvou polickach. Jejich
obsah ale uz ztstane ag, protoze pro dalsi h bude operace minima vzdy vybirat
¢islo k = 3. Cést pésky, kterou jiz nelze piepisovat, budeme nazjvat zamrzld.

Predchozi simulace odpovida nasi intuitivni predstavé o dvojitém prichodu
policka pri zméné sméru hlavy. Vidime zde také, ze ¢ je urcena spravné a vsechna
h’ odpovidaji. Pokud bychom simulovali stejnym automatem slovo w = a, bude
se hlava otacet az na zarazkach a symbol a se bude prepisovat vzdy pouze na I’
s nasledujicim indexem.

3 Vypocetni sila limitovanych automat

0-LA automaty maji tu vlastnost, ze hlava se pri vypoctu miize hybat libovolné
po pésce (v rozsahu vstupu), nesmi ale zadnou bunku prepsat. Fakticky tak do-
stdvame dvoucestny nedeterministicky/deterministicky automat (2-NFA /2-DFA).
O téchto automatech bylo dokazano, ze existuje vzajemna simulace s konec¢nymi
automaty. Nula limitované automaty (deterministickd i nedeterministicka verze)
tedy rozpoznavaji pravé regularni jazyky:.

Zajimavé je, ze priddnim moznosti jednoho prepisu se sila téchto automati
nijak neméni. 1-LA automaty jsou sice obecnéjsi, stale vSak existuje simulace
1-LA pomoci konecného automatu. Timto prevodem se zabyva prace [2].

Jak dokézal Hibbard jiz ve své puvodni praci o LA [1], t¥ida jazyku prijima-
nych LA je totozna s t¥idou bezkontextovych jazykia. Hibbard zde uvadi dikaz
pro LA definované pomoci prepisovacich systému. Poté G. Pighizzini v praci [3]
predstavil diukaz pro LA definované pomoci Turingovych stroji (tedy podle De-
finice 14). Dukaz spociva ve vzdjemné simulaci 2-LA a PDA. Protoze PDA roz-
poznavaji pravé tridu bezkontextovych jazyku, je zrejmé, ze i 2-LA rozpoznévaji
tuto tridu.

Pridavanim poctu prepist se ale déle vypocetni sila nedeterministickych li-
mitovanych automati nezvétsi. To lze dokdzat primou simulaci mezi x-LA, kde
x > 2 a PDA. Tato simulace byla pfedstavena v [4].
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Deterministické (dva a vice) limitované automaty potom tvorii nekonecnou
hierarchii tiid jazykd mezi deterministickymi bezkontextovymi a bezkontexto-
vymi jazyky. Tyto jazyky nazyvame k-deterministické (k-det) dle prislusného
parametru k. Pomoci jednoduché konstrukee [1] umime pro z > 3 vytvorit jazyk
prijimany z-LA, ktery neni prijimany (z — 1)-LA.

Zadny deterministicky LA viak nerozpoznava viechny bezkontextové jazyky.
Uvazme nasledujici priklad.

PRIKLAD 19

Méjme jazyk L = {a’b’ | i € No}. Tento jazyk lze jednoduSe rozpoznat 2-
limitovanym automatem A, ktery nalezne prvni znak ,,b* a poté stiidaveé oznacuje
odpovidajici znaky ,a“ smérem doleva a nové znaky ,b“ smérem doprava. For-

malné definujme A takto: A = (@Q, %, T, 0, o, F), kde Q = {qo, fas fo, Geheck, Grej } U
F, Y ={a,b}, Ty ={a,b}, T'e ={d,b}, F = {qacc} @ 0 je definovana nésledovné:

5((]07 a) = (q07 aa ]-)
Hledan{ prvniho ,b* {6(qo,b) = (fa, b, —1)

(5<C]0, <]) - (C_Zchecka <, _1)
Hledsni [(0(fas®) = (fa,x,—1) x € {a,b}

odpovidajiciho ,a“ < d(fs,a) = (fy,a,1)
k nalezenému ,,b* 5(far>) = (frejs > 1)

5(fp, ) = (f, 2, 1) z € {i, b}
Hledani nasledujiciho -
' ! lbcc 5 fb7b>:(faaba_1)

, , Gcheck .I') = (QChecka Z, _1> HANS {aa b}
Kontrola neparovych )
a¥ o Qcheck s a) - <Qrej7 a, _1)

Zde je vidét jeden z postupt vypoctu typickych pro LA. Automat nalezne
,stred* rozpoznavaného vzoru (v Piikladu 19 je to prvni znak b) a poté pracuje
stfidavé na obou stranach. Vyuzivame tak toho, ze hlava prochazi pres buiky,
kde uz jsme uzitecné informace zapsali.

Pokud by ale tento stfed nebyl nijak vyznacen, deterministicka verze ho
obecné naleznout nedokaze, protoze by potom pocet paskovych symboli nebo
stavi byl zavisly na délce vstupu a u nekonec¢nych jazykt tedy nekonecny. Pii-
kladem takovych jazyki (kde automat pii prichodu nerozpoznda stied tohoto
vzoru, ktery je potfeba ovérit) jsou

Ly = {w|w=w"}, (R zde znadi reverz slova)

Ly = {ww' | w,w" € {a,b}*, w neobsahuje b a w" obsahuje b}.
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Tim je také dokazano, ze tato nekonecna hierarchie tzv. k-deterministickych
jazyku je vlastni podtridou CFL. Ukézeme také, ze 2-LA rozpoznévaji presné
tridu deterministickych bezkontextovych jazykii.

3.1 Konverze CFG na 2-LA

Kazdy bezkontextovy jazyk lze zapsat jako homomorfismus priniku Dyckova
jazyku nad k pary symboli s regularnim jazykem. Dyckovym jazykem D, zde
myslime jazyk spravnych uzavorkovani symbolu (; a ); pro vSechny i € {1,... k}.
Toto tvrzeni formuluje tzv. Chomsky-Schiitzenbergerova véta, dale jej pak zesi-
luje véta 3 z materidlu [5].

Véta 20
Jazyk L C X" je bezkontextovy pravé tehdy, kdyz existuji k,l > 1, requldarni
jazyk R C Q% a homomorfizmus h: Qp — 3, spliujici L = h(D;x N R).

D . zde znaci upraveny Dyckiv jazyk definovany nad abecedou

Q{l,...,j},{l,‘..,k} :{ (x | YIS {1,...,j}}U{ )z |£B € {1,...,j}}U{1,...,/€},

gramatikou

S = (9)s ze{l,....j}
S—SS

S —c ce{l,...,k}
S—e

Kazdy bezkontextovy jazyk L pak mizeme rozpoznat slozenim tii kompo-
nent:

o Nedeterministicky stroj T', ktery pro vstup x zapiSe na pasku h=1(x).
 Stroj Mp, ., ktery rozpoznava D .
o Automat A rozpoznavajici regularni jazyk R.

Protoze inverzni homomorfismus k homomorfismu A musi mit také obrazy
délky jedna, ptjde jednoduse vytvorit 2-limitovany automat simulujici 7. Pro
automat A je situace obdobnd. Zbyva vyfesit, jak sestrojit 2-LA Mp,, rozpo-
znévajici D; .

Mizeme zvolit strategii, kdy opakované vyhledavame prvni neoznacenou uza-
viraci zévorku zleva ), , pfitom vSechny neparové symboly ¢ oznacime ¢é a pri
dalsich prichodech je budeme ignorovat. Poté obratime smér hlavy doleva (tim
zavorku oznacime napr. Sa ) a hledame jakoukoliv neoznac¢enou zavorku. Protoze
vsechny uzaviraci zavorky smérem od aktualni pozice jiz musely byt oznaceny,
musi byt takto nalezeny symbol bud oteviraci zdvorka (5, nebo zacatek pasky.
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Pokud nalezneme zacétek pasky, neni vyraz spravné uzdvorkovany, pokud (5,
musi platit @ = b, jinak neodpovida typ zavorek. Potom mtzeme cely proces
opakovat, dokud nenalezneme konec pasky.

Poté je tteba zkontrolovat, jestli nezbyly zadné neoznacené oteviraci zavorky.
Vsechny uzaviraci zavorky a neutralni symboly jsou oznaceny hned pti prvnim
prichodu danym polickem, proto ndm na téchto mistech staci dva prepisy. Pres
kazdou oteviraci zavorku hlava projde jednou pri hledani nékteré uzaviraci za-
vorky a az poté je oznacena. Nikdy vsak neprochazime doleva pres zavorku,
kterou neoznacime, a pro kterou jiz neni oznacena uzaviraci zavorka. Proto nam
na vSech polickach pasky jisté staci 2 prepisy, a proto lze jazyk rozpoznat pomoci
2-LA.

Zda4 se tedy, ze vsechny t¥i stroje T', A1 Mp,, by slo zkombinovat do jednoho
2-LA. Nejde vSak nejprve vygenerovat fetézec ro = h™!(z) a poté zkontrolovat,
jestli o € D;; a 29 € R, protoze bychom priichodem pasky vypotirebovali jeden
prichod pro kazdé policko. Vyuzit vSak lze Véty 20. Vime, ze homomorfismus h
zobrazuje Tetézce délky jedna na fetézce délky jedna. Mohli bychom tedy prosté
spustit Mp,_, pifmo na vstup x, pfitom vsak za béhu simulovat 7' i A. Automat
A lze jednoduse simulovat pomoci stavu naseho stroje a inverzni homomorfismus
bychom nedeterministicky tvotili vzdy pfi prvnim priichodu danym polickem.
Obsah policka by potom byl sice nedeterministicky vytvoreny, ale ziistal by stejny
po dobu celého vypoctu a pritom nepotiebujeme vyssi pocet prepisu policek.

Tato konverze je jednoducha, nezachovava vsak determinismus. Existuje ale i
konverze, z niz plyne, ze pro kazdy deterministicky bezkontextovy jazyk existuje
deterministicky 2-limitovany automat, ktery jej rozpoznava.

Cely tento postup je detailné popsan v [6].

3.2 Simulace 2-LA pomoci PDA

Ukazme si nyni simulaci z [3], prevadéjici libovolny 2-LA na (nedeterministicky)
zasobnikovy automat.
Pred samotnym popisem algoritmu si zavedme néktera oznaceni a pojmy.

Prechodovd tabulka je libovolna relace T C @ x {—1,1} x @ x {—1,1}. Pfe-
chodovou tabulku asociovanou se slovem w € I'; definujme jako 7, kde
(¢,d',p,d") € 1, jestlize v. M existuje vypocetni cesta tak, aby hlava M
vstupovala na segment pasky obsahujici slovo w ve stavu ¢ ze strany d’ a
vystoupila z néj ve stavu p na stranu d”. Obecnou prechodovou tabulku
budeme déle znacit 7.

SloZeni prechodovych tabulek je operace - mezi dvéma tabulkami 7, a 7,, ma
vsak smysl pouze pokud uvazujeme, ze 7,, a 7, popisuji sousedni segmenty
na pasce se slovy w, z € I';. Vyslednou tabulku 7,,, = 7, - 7, lze potom ob-
drzet jednoduse z tabulek tak, aby byl zachovan vyznam ¢tvetic vysvétleny
v predchozim bodu.
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Pokud reprezentujeme tabulky pomoci binarnich matic, mtzeme pro libo-
volné dvé tabulky 77 a T, definovat slozeni jako nasobeni odpovidajicich
matic a znac¢ime jej 17 - Ts

Funkce exit popisuje pripad, kdy mame opét dva sousedni segmenty na pasce
s; a s, které jiz obsahuji pouze symboly z I's, tentokrat nés vsak zajima
pripad, kdy se hlava nachézi mezi obéma segmenty. Nejprve uvazme, ze
hlava vstupuje do levého segmentu zprava, zajima nas mnozina dvojic (p, d)
z @) x {—1,1} tak, ze hlava opusti cely segment s;s, ve stavu p smérem d.
Tuto mnozinu je mozné obdrzet pouze z prechodovych tabulek T; a T} pro
oba segmenty. Budeme ji tedy znacit exit(7}, ¢, —1, 7). Analogicky muzeme
znacit mnozinu pro pripad, ze hlava vstupuje zleva do pravého segmentu
s, —exit(T}, q,1,T,.)

funkce nSelect(S) vrati nedeterministicky vybér jednoho prvku z S, pritom po-
kud je S prazdna, automat zamita.

funkce read() znaci precteni jednoho znaku z péasky a posunuti ¢teci hlavy do-
prava (zasobnikovy automat nemtze posunovat hlavou opaénym smérem).

Pomoci téchto funkei lze sestrojit algoritmus popisujici chovani PDA M’ si-
mulujiciho chovani libovolného 2-limitovaného automatu M s prechodovou funkei
0. Predpokladejme také, Zze zasobnik automatu je prazdny a hlava je na pozici
1. Pro jednoduchost také nejprve predpoklddejme, Ze vstup obsahuje ukoncovaci
symboly > a <, pozdéji tento predpoklad odstranime.

push(m)
q< Qo
repeat
a <—read()
(¢,X,d) +nSelect(d(q,a))
if d=1
push(X)
else
T+ 7x
repeat
Y +pop()
if Y je pfechodovad tabulka
(¢,d) «nSelect(exit(Y,q,—1,T))

T+Y. T
else
(¢,Z,d) +nSelect(d(q,Y))
if d=1
(¢,d) <—nSelect(exit(rz,q,1,T))
T+ 75T
until d=1
push(T)
until a=4d
ACCEPT
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Algoritmus pracuje ve dvou médech — normalni a zpétny mod. V normalnim
mo6du pracuje, pokud ¢te automat jesté nenavstiveny symbol (Fadek 7), ve zpét-
ném moédu (fadek 9 — 21) pracuje v ostatnich pripadech, protoZe se ale hlava PDA
nemitize vracet zpét na jiz prectené symboly, musi pracovat pouze s informacemi
uloZzenymi na zasobniku.

Na zasobnik jsou v norméalnim médu ukladany symboly Y,,,...Y;, kdem > 0
a kazdy Y} je bud symbol z I'y, nebo prechodova tabulka.

V jedné iteraci hlavniho cyklu se nejprve nacte jeden symbol (tedy kazda
iterace za¢ind norméalnim médem) a nedeterministicky se vybere prechod podle
delta funkce stroje M. Poté miizeme podle sméru, ve kterém se pohne hlava,
poznat, jestli automat zustane v normalnim médu. V norméalnim modu totiz musi
platit, ze paska napravo od aktualniho policka pasky jesté nebyla navstivena a
policka nalevo uz byla alespon jednou navstivena.

V normélnim moédu se tedy pouze ulozi na zasobnik jeden symbol z I'y, nebo
I's, zalezi na sméru d.

Ve zpétném modu se pracuje s aktualni prechodovou tabulkou 7' popisujici
chovani na jiz ,,zamrzlé® ¢asti pasky od polohy, na které je aktualné hlava simu-
lovaného stroje M az po polohu precteného symbolu a. Tuto tabulku muzeme
rovnou inicializovat prechodovou tabulkou pro symbol X, jelikoz na tomto sym-
bolu se smér hlavy M otocil, takze uz nepiijde prepsat.

Nasleduje vnitini cyklus, ktery konci az v momenté, kdy pomoci prechodové
tabulky zjistime smér vystupu ze segmentu pasky d = 1. V tomto piipadé se totiz
hlava M dostane opét na dalsi jesté neprecteny symbol a M’ tedy vstupuje do
normalniho médu. V cyklu vzdy automat vyjme ze zasobniku jeden symbol Y.
Pokud je tento symbol prechodova tabulka, znamend to, ze mame tabulku Y
pro segment pasky ptimo sousedici se segmentem popsanym pomoci tabulky 7" a
hlava se nachazi mezi nimi, pricemz postupuje doleva.Nedeterministicky tedy vy-
bereme vyslednou ,vétev® vypoctu pomoci mnoziny exit(Y,q,1,T) a obé precho-
dové tabulky mutzeme spojit, protoze hlava se ted nachézi vné celého segmentu.

V pripadé, ze symbol Y vynaty ze zasobniku byl symbol z I'y, je tfeba ne-
deterministicky zjistit novy stav, smér hlavy a nové prepsany symbol Z. Pokud
se ale smér hlavy otoci opét doprava, znamenda to, ze se nachdzi mezi dvéma
zamrzlymi segmenty a musime opét vybrat stav a smér pomoci exit. Nasledné
aktualizujeme tabulku 7'.

Pokud je po iteraci hlavniho cyklu v a nactena prava zarazka, znamena to,
ze automat pfes ni prosel a proto prijima. Pfipomenme, ze v poznamce 16 jsme
diskutovali vzajemnou ekvivalenci tohoto zplisobu prijimani se zpiisobem s kon-
covymi stavy.

Zbyva nam odstranit predpoklad s koncovymi znackami kolem vstupniho
slova automatu M’. Uvédomme si, zZe leva zarazka ve vstupu viubec nemusi byt,
protoze automat zacina ¢ist az na policku s indexem 1. Pro fungovani zpétného
modu je ovSem nutné zachovat prechodovou tabulku 7.. Pravou zarazku uz vsak
beze zmény kdédu odstranit nelze, pred porusenim pravé zarazky totiz mize au-
tomat dal prochazet celou pasku, po jejim odstranéni by vsak automat nepoznal,
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ze vstup konc¢i. Muzeme ale nahradit radek 4 za nedeterministickou volbu mezi
prec¢tenim dalSiho symbolu a prifrazenim a <— <. V prvnim ptipadé kod probiha
dal s rozdilem, ze pokud uz automat precetl cely vstup, zamita.

Tento pripad lze simulovat i pomoci obecnéjsi metody prevadéjici k-LA i
pro k > 2, tato obecnéjsi simulace vsak nezachovava, a ani nemize zachovavat,
determinismus. Deterministické k-limitované automaty jsou slabsi nez zasobni-
kové automaty, proto je predchozi simulace dilezita, deterministicky pripad zde
simulujeme prostym nahrazenim nedeterministického vybéru nseilect() determi-
nistickym, pripadné zamitnutim, pokud zadny prechod neexistuje.

3.3 Simulace k-LA pomoci PDA

Diitkaz o ekvivalenci k-limitovanych automatiu se zdsobnikovymi automaty byl
predstaven uz Hibbardem a to induktivné pomoci ekvivalence k-limitovaného
automatu s k — 1-limitovanym a nasledné ekvivalence 2-limitovaného automatu
a PDA.

V materidlu [4] byl predstaven algoritmus pro pfimou simulaci. Vyuziva prin-
cip takzvané crossing posloupnosti. Tu muzeme priradit ke kazdé hranici mezi
dvéma sousednimi bunkami a je definovana posloupnosti vsech stavii, do kterych
automat prejde pri prekroceni této hranice. Pro dvé crossing posloupnosti mii-
zeme zjistit, jestli je mizeme pritadit obéma hranicim bunky s obsahem a € X
v nékterém akceptujicim vypoctu. Bohuzel simulace k-LA nejde vytesit pouhym
nedeterministickym hadanim crossing posloupnosti a kontrolou jejich kompati-
bility na hranicich kazdé bunky, protoze crossing posloupnosti v téchto strojich
obecné nemusi byt konstantné dlouhé, mohou mit napiiklad linearni velikost
vzhledem k délce vstupu. To znamenad, ze nemame dostatek mista na jejich ulo-
zeni.

Pro k-limitované automaty vyuzijeme pouze pocatecnich c¢asti crossing po-
sloupnosti, a to zhruba velikosti k. Pro simulaci vypoc¢tu bunék s dédle neménnym
obsahem postaci popis pomoci tabulek prechodi predstavenych v predchozi si-
mulaci.

Oznacujme ted simulovany automat M a simulujici automat M’. Déale pred-
pokladejme, ze M’ misto jazyka L piijima >L< (tento predpoklad pozdéji od-
stranime), ze M’ za¢ind vypocet s prazdnym zdsobnikem na symbolu >, a Ze
M prijima v libovolném stavu pomoci prekroceni pravé zarazky a na konci vy-
poc¢tu ma na pasce vsechny symboly z I'.. Zamrzlé pasky na konci vypoctu lze
jednoduse dosdhnout umélym k-nasobnym prichodem pasky.

Béhem vypoctu lze obsah pasky v zavislosti na prechodech popsat pomoci
crossing posloupnosti na obou stranéch bunky a znaku z 'y, obsazeného v buiice
po k prichodech. Definujme formalné mnozinu active(a) vSech takovych moz-
nosti.

Definice 21
Necht a € ¥, potom active(a) C Q* x X x Q*, kde pro kazdou trojici
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(s189...8,0,t1ty .. t,) s S1,..., S, t1,..,t. € Q, 1 > 1,r > 0, b € Ty tak,
ze existuje h € N, 1 < h < k, stavy py,pa, ..., Pon, Symboly vo,V1,...,Vh_1 €
L\ Ty, 7 € Ty asméry dg = —1, dy,ds,...,d, € {—1,1} a plati:

(i) 70 =a,y =0, Vj € {1,...,h}: (p2i, i di) € 6(pai-1,%i-1),
(ii) s152...s; je podposloupnost pips . .. pay vSech p; spliujicich d; o) = —1,
(ili) tits...t, je podposloupnost pips ... pap vSech p; spliujicich d|;2) = 1.
7 technickych divodt dodefinujeme mnoziny pro zarazky:
o active(™) = {(qo,>, %) | (q0,>,1) € 0(qo,>)},
o active(<) = {(s,<,t) | (s,4,1) € (s,<)} U{(st,<,€) | (t,q,—1) € I(s,<)}

Trojice z active(a) definuji prvnich h prechodi hlavy pies butiku, pficemz je
obsah bunky nésledné zamrzly, a to i kdyz h < k. To muze byt zptusobeno tim,
ze hlava méni sviij smér primo na bunce a tim jeji obsah podle definice prepise,
jako by pres ni prosla dvakrat.

Pokud hlava opustila bunku ve sméru d;_q, vime Ze pri pripadném opétovném
vstupu do buriky musi hlava prijit opét ze strany d;_1. Pro i € {2,...,h} tedy
vime, ze prechod ¢ nastava ze stavu pog;_1 ze sméru d;_; a prechazi do stavu po;
smérem d;. Pro ¢ = 1 vime, Ze hlava musi ptijit z levé strany, proto dodefinujeme
dy = 0. Z toho plyne, ze pokud d; = 1, pak py;, pripadné po; i1, pokud existuje,
patii do posloupnosti t1ty...t,.. Zbytek stavi patii do posloupnosti siss...s;.
Leva posloupnost znaci stavy pri prechodu levé hranice bunky a prava posloup-
nost stavy prechodu pravé hranice. Navic pro stavy s; s lichym indexem plati, ze
jsou dosazeny pri vstupu do bunky z levé strany a se sudym indexem pti opusténi
bunky smérem vlevo. Pro stavy t; s lichym indexem zase plati, Ze jich automat
dosdhne pti opousténi bunky vpravo a sudé indexy jsou dosazeny pti opétov-
ném vstupu zprava. Kazda bunka musi byt v akceptujicim vypocétu navstivena
alespon jednou, nicméné vsSechny prichody bunkou, které prepisuji jeji obsah,
mohou vést doleva, je tedy mozné r = 0. Protoze [ 4+ r = 2h, musi byt [ 4+ r sudé.
Méame tedy dvé moznosti:

e [ir jsousudé. Snadnym pozorovanim zjistime, ze potom posledni priichod

prepisujici buntku smétuje vlevo a vstupuje do stavu s; a

e [ ar jsou liché. Analogickym pozorovanim dostavame posledni aktivni pri-
chod vedouci vpravo do stavu t,.

Déle pottebujeme rozsitit nékteré pojmy predstavené v predchozi simulaci.

e Prechodové tabulky popisujici pomoci ¢tveric chovani na zamrzlém seg-
mentu pasky. Zde rozsitime definici o specialni pripad tabulky pro prazdné
slovo 7.. Tabulka 7. proto popisuje ptripad, kdy hlava prechézi na sousedni
bunku, tedy

Te={(p,d1,q,d2) | p=q N di = —da}.

Slozeni tabulek definujeme stejné jako v predchozi simulaci.
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« Rovnéz budeme potfebovat i uz predstavované mnoziny exit (7, q,1,T;) pro
vycet moznosti, s jakymi muze cely segment popisovany tabulkami 7T; a T,
hlava opustit, nachazi-li se na pravé strané levého segmentu.

e nSelect(S) rozsifime vzory « zapisované ve tvaru (p,dy,q,ds), kde p,q €
SuU{}ad,d, € {—1,1,-}. Znak - zde predstavuje libovolnou hodnotu
daného typu. Zapisem nselect(S|,) tak rozumime pouze prvky nselect(9)
odpovidajici vzoru a.

Nyni jsme schopni popsat algoritmus simulace. Rozdélime jej na dva algo-
ritmy pro vetsi prehlednost.

(go,>, t1ta ... t,.) < nSelect(active(r))
T+
repeat
push(tite...t.T)
T+ 7
a <read()
(s182...81,b,t1ta ... t,) < nSelect(active(a))
s +pop()
if s# s
REJECT
for j+1 to [(I-1)/2]
connectLeft(sy;, S2;+1)
if I is odd
T+ T- -1
else
s +nSelect(S)
t +nselect(S)
connectLeft(s,s)
T+ T- 1
connectLeft(s,t)
T+
tr <t
if peek() is table
T’ +pop()
T+ T - -T
until a =<
if stack is empty
ACCEPT
else
REJECT

Radky 1 a 2 inicializuji algoritmus. Do (qo,>, t1ts . . . t,) se piitadi jedna z tro-
jic z active(>) a jako aktudlni tabulka 7' se pouzije pfechodova tabulka pro
znak >.

V kazdé iteraci vnéjsiho cyklu se preéte novy symbol, simulujeme tim prvni
navstévu daného policka pasky. Poté se simuluji kroky spojené s vypoctem na
jiz navstivenych polickach, ty je vsak nutné simulovat pouze na zasobniku.

Na zacatku iterace jsou nejprve na zasobnik vlozeny nezpracované stavy cros-
sing posloupnosti z minulé iterace a aktualni tabulka prechodu. Tato tabulka
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oznacCuje zamrzly segment na pasce pocinaje pozici aktualné cteného znaku a
konce nejlevéjsi hranici mezi builkkami tak, ze mezi za¢atkem a koncem tohoto
segmentu nelezi zadna hranice s nezpracovanymi stavy. Protoze jsme na zasobnik
ulozili novou crossing posloupnost, je nutné upravit i tabulku 7', ktera ted po-
pisuje prazdny segment. Podle definice active(a) sice miize byt r = 0, nicméné
tato crossing sekvence je z predeslé iterace vzdy upravena tak, ze r je liché, proto
je zasobnik pridano alespon jedno t;. Lichost r vzdy zabezpecuje else vétev na
radku 15.

Po precteni nového symbolu a ndhodné vygenerujeme trojici z act ive(a). Pro-
toze na vrcholu zasobniku (diky lichosti r) musi byt stav po prvnim ptechodu
z nejpravejsi prectené nezamrzlé bunky smérem vpravo, mizeme zkontrolovat,
jestli je shodny se stavem, ve kterém se nachazi automat pti prvnim dosazeni
aktualni bunky. To je zafizeno na fadcich 8-10. Na fadcich 11 a 12 mtzeme vi-
dét kontrolu ostatnich stavii levé crossing posloupnosti. To zarizuje algoritmus
connectLeft(q, ¢'), pro zatim predpokladejme, ze pokud byly crossing posloup-
nosti vygenerovany Spatné a neshoduji se s nezpracovanymi stavy na zasobniku,
automat zamita, dale také tento algoritmus muze zjednodusovat obsah pasky.
Pokud vSechna voléni connectreft(q, ¢') projdou bez zamitnuti, znamend to,
ze jsme zpracovali lichy pocet stavll sekvence s1ss ... s;. Dale mohou nastat dvé
situace.

Pokud [ bylo liché, pak jsme zpracovali vSechny stavy levé crossing posloup-
nosti a jak bylo naznaceno drive posledni aktivni navstéva posunula hlavu vpravo
na dals$i nezpracovany znak. Zbyva tedy zvetsit aktualni tabulku prechodi o ta-
bulku pro koneény obsah policka.

Pokud je ale [ sudé, zbyva zpracovat jeden stav s;, pritom vime, ze do néj
automat vstoupi ptfi odchodu z policka vlevo. Nedeterministicky tedy vybereme
dalsi dva stavy s a t. Stav s ma vyznam stavu pri opétovném navstiveni bunky,
zatimco stav t reprezentuje stav dosazeny pri prvnim opusténi aktualni bunky
smérem vpravo. Na fadku 18 provedeme kontrolu kompatibility stavu opusténi
a opétovného piichodu pomoci algoritmu connectreft(q, ¢'). Tim jsou vSechny
stavy z levé crossing posloupnosti zpracovany a buinka nelze dale prepisovat.
Miuzeme tak opét zvétsit aktualni tabulku prechodii. Na radku 20 potom ovérime
spravny odhad stavu ¢. Stav ¢ priddme k pravé crossing posloupnosti, abychom
tak zarucili lichost r. Pokud totiz bylo [ liché, » muselo byt také, aby bylo [ + r
sudé. Pokud je ale [ sudé, potom r bylo na radku 20 také sudé a pridanim stavu
t k posloupnosti se r stane liché.

V obou pripadech se ale na fadku 23 mtze stat, ze vSechny stavy pravé cros-
sing sekvence levé hranice segmentu aktualni tabulky byly zpracovany. V tako-
vém pripadé je na vrcholu zasobniku prechodova tabulka. Tuto tabulku muzeme
bezpecné spojit s aktualni tabulkou.

Vypocet konci, jestlize byl zpracovan i posledni symbol vstupu a tim je vzdy
prava zarazka. Zbyva zkontrolovat jestli byly vSechny tabulky i stavy crossing
posloupnosti vygenerovany dobfte, v takovém pripadé je totiz na konci vypoctu
zasobnik prazdny.
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Déle je potieba popsat algoritmus connectLeft(q, ¢').

connectLeft(q, ¢')
(¢, 1,p,d) + (T|(g1,.)
while d= -1
Y +pop()
if Y=p
P <pop()
(¢',—1,p,d) <nsSelect (T —1,.))
else 1if Y is a table
(p,d) <—nSelect(exit(Y,p,—1,T))
T+Y. T
else
REJECT

if p#4q
REJECT

Tento algoritmus vybere z aktuélni tabulky 7" jednu ¢tvefici (g, 1, p, d) s pevné
danym smérem 1 a stavem ¢ zadanym parametrem. Jinymi slovy vygenerujeme
si, do jakého stavu a jakym smérem automat vyjde z aktualniho zamrzlého seg-
mentu, vejde li do néj zprava ve stavu q. Poté v cyklu z informaci dostupnych
na zasobniku hledame, kdy z aktudlniho segmentu (ktery se muze v pribéhu
zvétsovat) vyjde smérem doprava, tedy na novy symbol.

V kazdé iteraci, kdy d = —1 vime, Ze z aktualniho segmentu hlava vysla
doleva. Pokud je na vrcholu zasobniku ulozen néjaky nezpracovany stav p, mu-
zeme jej zpracovat, p byl na vrcholu zasobniku jako nezpracovany stav z crossing
posloupnosti. Diky fadku 9 prvniho algoritmu a pouZiti connectreft(q, ¢') je
v tomto algoritmu pocet stavli mezi jednotlivymi tabulkami na zasobniku vzdy
sudy. To znamena, ze do stavu p automat prekracoval levou hranici aktualniho
segmentu a ve stavu, ktery se nachazi jako dalsi na zasobniku opét do aktual-
niho segmentu vchazi. Mtizeme jej tedy také odstranit ze zasobniku a vygenerovat
dalsi vysledek vypoctu pti vstupu do aktudlniho segmentu.

Pokud se na vrcholu zasobniku misto stavu nachazela tabulka prechodt, na-

chazime se mezi dvéma zamrzlymi segmenty se smérem hlavy d = —1 a mizeme
vygenerovat vysledek vstupu do celého segmentu a pomoci radku 10 obé tabulky
spojit.

Jakmile konecné z aktualniho segmentu hlava prejde doprava, stac¢i zkontro-
lovat, jestli se automat nachézi ve stavu ¢'.

Zndmym trikem z predeslé simulace, totiz hadanim koncového symbolu, mi-
zeme automat upravit tak, aby slova neobsahovaly zarazky.

3.4 Simulace 1-LA pomoci 0-LA

Pighizzini ve své préci [2] pojednava o této simulaci pomoci detailniho popisu d
prechodové funkce automatu. Tuto simulaci vsak mizeme podobné jako v minu-
lych podkapitolach jednoduse prepsat pomoci algoritmu.

Pouzijeme k tomu, jiz predstavované prechodové tabulky. V tomto pripadé
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vsak pijde o jednodussi strukturu, jelikoz kazdou bunku je mozné prepsat pouze
jednou. Proto kazdé bunka, ktera byla navstivena predstavuje pravou hranici
zamrzlého segmentu, a ten zacind na zacatku pasky, protoze vSechny bunky
v tomto prostoru uz musely byt prepsany. Tabulka tedy obsahuje pouze dvo-
jice (p,q) z @ x Q. Ve stavu p automat do segmentu vchazi zprava a ve stavu ¢
opét vychazi na stejnou stranu.

T+ 7
q < qo
repeat
a <read()
(¢,b,d) <nselect(d(q,a))
while d= -1
(¢,¢") +nselect(T|,.)
(g,b,d) <nselect(d(¢,b))

T+T- -1
until a =«
ACCEPT

Tabulku inicializujeme pro levou zarazku a poté podobné jako v podkapi-
tole 3.2 prochézime v kazdé iteraci jeden novy symbol, dokud nezpracujeme i
pravou zarazku. Zde opét uvazujeme, Ze automat prijima v libovolném stavu
prekroc¢enim zarazky.

Po nacteni znaku a v kazdé iteraci nedeterministicky vybereme dalsi krok si-
mulovaného automatu. Zde dokud je dalsim krokem posunuta hlava vlevo, opa-
kujeme vybér pomoci prechodové tabulky a nového kroku simulovaného auto-
matu na pravé hranici aktudlniho segmentu. Pripomenme, Ze ackoliv se v celém
algoritmu nevyskytuje explicitné prikaz REJECT, automat miize vstupni slovo ne-
prijimat bud cyklenim ve vnéjsim cyklu, nebo pokud je argument volani nselect
prazdné mnozina.

Pokud kone¢né nastane posun hlavy vpravo, zbyva nam aktualizovat aktualni
prechodovou tabulku 7" o prechodovou tabulku symbolu b a pokracovat na dalsi
iteraci, pripadné akceptovat. Pokud totiz na konci iterace plati a = <, musi byt
d=1.

Protoze |@| je kone¢né a tim padem tabulek T' je koneéné mnoho, je mozné
si ji zapamatovat ve stavu simulujictho automatu, tedy jsme schopni simulaci
provést pomoci NFA.

4 Vicepaskové limitované automaty

Nyni se podivejme na dalsi rozsifeni limitovanych automati. Jakou silu bude
mit LA s vice paskami? U klasickych Turingovych stroji a linedrné omezenych
automatl nehraje pocet pasek na jejich silu roli, vice pasek zde muze pouze
usnadnit implementaci.

Simulovat n pasek v LBA je jednoduché. Staci kazdou bunku rozdélit na
n-tice obsahujici bunky ze vsech n pések na odpovidajicich mistech. Protoze
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paskova abeceda I' puivodniho n-paskového stroje je koneéna a nova abeceda
I musi mit velikost shora omezenou hodnotou |I'|", bude nova abeceda opét
konecna.

Stejnou konstrukei vsak pro vicepaskové limitované automaty (mt-LA) po-
uzit nelze, protoze kazd4 bunka na jednotlivych paskach ma svych k prepist.
Zhusténim do jedné pasky by se tak mohlo stat nejen, ze se zvysi parametr k,
ale také, ze zadny takovy A’-LA neexistuje, nebot opakované prichody pres jiz
yzamrzlé“ bunky z jedné pasky mohou také vycerpat vSechny moznosti prepisu
u ostatnich pasek na stejné bunce (a to pro libovolné velké k). Muzeme proto
nabyt podezieni, ze mt-LA maji vétsi silu. Podivejme se tedy na tyto automaty
detailnéji.

V puvodni definici staci pridat vice pasek a upravit nalezité prechodovou
funkci 0. Pro uplnost si ale uvedeme celou definici.

4.1 Synchronni vicepaskové limitované automaty

Definice 22
(Synchronnim) s-paskovym k-limitovanym automatem (st-k-LA) pro dané
s € Nak e Ny je Sestice A = (Q, %, T, 6, q, F), kde

e () je konecnd mnozina stavi,
« FCQ,

o I je konecna abeceda paskovych symboli takova, ze ' =ToyUl'yU---UT

e 3, kde X U {0} =T je kone¢né abeceda vstupnich symboli, '
e > <€ Iy znaci konce pasky,

e Jelpa

o §:Q x (I'®) — 2@xI*)xH=L1F) je prechodova funkee.

Navic pro vSechny ¢;, ¢, d;, kde ¢ = (¢1,¢q,...,¢5), d = (d1,ds,...,ds), ¢ =
(0,170/27"'70/5)7 ((Lclad) € 6(p,C), D,q € Qa G € Ph7 Cg € Fh’ a dl € {_171}7
vyzadujeme:

e h=k = c¢=cNh=FN,
e h<kAdi=1 = K =min([4]-2+1k) a

e h<kAdi=—-1 = N =min([2]-2k)

1Symbol O je uréen jako vychozi hodnota bunék ostatnich pasek, neni viak vyloucen jeho
vyskyt ve vstupnich slovech. (O € X)
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a aby pro kazdé p,q € Q,1 € {1,..., s} platilo:

Vei, cydi, e = (co,C1y a0 =1, ..., C),
d = (cy,cp,...,7), (¢, d) € d(p,c): (8)
d;, =1
Vei, chydiye = (co, ¢y o0 =9, Cy),
d = (cy,cp,...,0), (¢, d) € d(p,c): 9)

Konfigurace a relaci odvozeni konfigurace v jednom kroku potom muzeme
definovat podobné jako v Definici 14. Konfigurace mt-LA je prvek mnoziny C' =
Q x ((I')*) x (N*) a relaci odvozeni - C C' x C spliuje nasledujici vztah:

(P, (Pw1igC1i, Wiy <. > WoCos Wy, . . ., DWiCojy Wep<), (11,82, - ., 05)) F
F (g, (bwycy;, wip <. > Wy Wars, .. DWCLy W), (1,15, ..., 1L)) &
S (g, (Chiys Chiyr - - Cog )5 (11 — By, 0y — do, .. 1 — 1)) € 0(p, (C1iy, C2igs - - - Coiy))

Pocatecni konfiguraci pak rozumime libovolnou trojici ve tvaru
(qo, (Pw1<, DwWas, . .., DWe), (11,19, . . ., 1)),

kde wy € %, wy = w3 = - = wy = Ol a4, =iy =--- =i, = 1 a koncovou
konfiguraci rozumime konfiguraci obsahujici néktery koncovy stav.

V definici oc¢ividnym zpusobem rozsifujeme standardni limitované automaty
a prechody mezi konfiguracemi na vice péasek.

Uz jsme naznacili, ze mt-LA se zda byt silnéjsi nez LA. A skutecné neni tézké
nalézt mt-LA, ktery rozpoznava jazyk nepatrici do tridy bezkontextovych jazyku.
Dokonce nam k tomu postaci determinismus.

PRIKLAD 23

Méjme jazyk L = {a'b'c’ | i > 0}. Pro jeho rozpoznani pouzijeme 2t-1-dLA
A. A si nejprve na druhou pésku zkopiruje nejdelsi prefix z {a}* a potom opako-
vané prochézi tento prefix spoleéné s hlavou druhé pasky, ktera kontroluje, jestli
sekvence dalstho symbolu konéi spoleéné s danym prefixem (neboli jestli maji
stejnou délku).

Dale nez na kontextové jazyky se vSak s mt-LA bohuzel nedostaneme, protoze
Ize trividlné simulovat pomoci vicepaskového LBA a ten pomoci LBA, jak uz bylo
popsano.

Dalsi jazyk, se kterym uz jsme se setkali, je mnozina vSech palindromt nad
dvouprvkovou abecedou. Tento jazyk sice patii do CFL a je tak ,jednodussi®
nez predchozi, ukazeme si na ném ale dvé zajimavé véci, proto uvedeme celou
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funkci 6. Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze maji vicepaskové nula limito-
vané automaty stejnou silu jako ty jednopaskové, protoze takovy automat neni
schopny si ani prepsat vstupni slovo a ostatni pasky tak ztstanou prazdné. Dle
definice vsak maji i tyto pasky délku vstupniho slova a automat toho dokaze
vyuzit k rozpoznani vetsi tiidy jazyk.

PRIKLAD 24
Necht Lya = {w € {a,b}* | w = wl}. L, generuje t¥ipaskovy nula limito-
vany deterministicky automat A, = (Q, 2,1, 6, qo, F), kde

/
Q S {Qdoublea Gdouble-s 9gouble-s Gstepl; Gstep2; Grej; aces 1sr7 ]-817 1check(a)r7 1check(b)r7

1check(a)17 1check(b)h 2sr+7 2(:heck(a)+7 2check(b)+7 26heck(a)7 20heck(b)7 2check(a)ret; 2check(b)re‘m
2ret> 2ret+}7

Y ={a,b}, ' =X U{0},90 = Gdouble; ' = {¢acc}, & § je definovana nasledovné:

Prvni cast kodu vyuziva silu pouze dvou pasek, tieti paska pouze kopiruje
pohyb pésky druhé. V této casti automat hleda stred péasky. Vyuzivame zde
myslenky, Ze druhou pasku mizeme posunovat dvojnasobnou rychlosti. Najde-li
konec, musi byt prvni paska ve stiedu. Technicky bohuzel neni mozné, aby byly
hlavy vzdy ptfesné v dvojnasobnych vzdalenostech, miizeme se ale pohybovat tak,
ze jsme vzdy nanejvys o dvé pole mimo aktualni stred, pritom automat zna jeho
presnou polohu.

L. 3(qaoubles (2, 0,0)) = (qaouble-, (x, 0, 0), (1,1, 1)) rE N
2. 9(qdouble-> (7, 3,00)) = (gstep1, (z, 0,0), (1,1,1)) RSP
3. 0(Gstep1, (7,00, 0)) = (gstepa, (v, 10, 0), (=1,1,1)) RSP
4. 0(gstep2; (£, 0,0)) = (qaoubte, (x,3,0), (1,1, 1)) x €Y
5. 0(Gdouble, (7,<,<)) = (1g, (2,4,<), (=1, -1, —1)) DY
6. 9(Gstep1, (r,<,<)) = (14, (x,9,), (-1, —-1,—1)) reX
7. 0(gstep2, (7,9,<)) = (254, (x,<,9), (—1,—1,—1)) DY
8. (qdouble-» (7,9, 9)) = (Choupie.s (7,4, <), (=1, =1, —1)) T €L
9. 0(Croubte, (2, 0,00)) = (2et, (z,0,0), (-1, -1, 1)) x €Y

V pravidlech 1-4 probiha jakysi cyklus, vzdy ve stavu qqouple je hlava prvni
pasky na pravém z prostirednich dvou poli¢ek v tiseku pocinajicim za znakem >
a koncicim pred pozici ostatnich hlav. Ve stavu ggouple- je prostiedni pole o jedno
pole pfed pozici prvni hlavy, a ve stavech gstep1 @ gstep2 S€ 0pét dorovnavame na
stred do stavu qqouble-

Pravidla 5-8 popisuji ¢tyri rizné situace, které mohou nastat az druha a
treti hlava naleznou konec pasky. Prvni hlava se ted nachazi priblizné uprostted,
presnd poloha stredu je vSak znamé diky aktualnimu stavu. Pravidlo 8 jesté

31



upravuje pozici hlav. Vystupem je ted tedy priblizné pozice stfedu pasky a jeden
ze CtyT stavi, 1q a lg pro sudou délku pasky, 244 a 2., pro lichou délku pésky,
jejich vyznam pochopime v nasledujicim kodu.

Kazdy tento pripad je v zasadé nutné resit zvlast. Nastésti je vSsak mozné
sjednotit dalsi postup pro dvojice stavii predstavujici lichou délku vstupu a sudou
délku vstupu.

Nasledujici ¢ast kodu ukazuje, jak automat porovnava jednotlivé znaky slova
od stfedu smérem ke konctim. Simulujeme zde pohyb hlavy pro 1-LA, neni vsak
mozné si znacit, které symboly uz jsme prosli. K tomu slouzi druhé a treti paska.

Kv1li nutnosti pohybovat vSemi tfemi hlavami soucasné je implementace opét
slozitéjsi, ale intuice je takova, ze jedna ze dvou k tomu urcenych hlav je na
konci pasky, zatimco druha je od konce pasky ve vzdalenosti, kterd je nutna
prejit s prvni hlavou, abychom se dostali ptes jiz zpracovanou oblast pasky. Tyto
dvé hlavy na prazdnych paskach potom jdou protichiidné dokud se jedna z nich
nedostane na konec pasky a pri dalsi iteraci mtzeme vzdalenost zvétsit o 2 tim,
ze hlavy posuneme obé stejnym smérem. Nasleduje kod pro sudé délky vstupu.

10. 8(Lor, (2,0,0)) = (Lenectioyrs (2,0, 0), (1, 1, -1)) rey
1. 6(Leneek(e)rs (2,8, 8)) = (Leheck(a')r (2, 0 D) (LL,-1) =z, €X

12, 0(Leheck(zyrs (27, 9,00)) = (1, (2, <,0), ( —1)) ¥eXx

13. 0 (Leneck(ayes (¥, <, 0)) = (awe, (y,9,00), (1, 1)) e X2l #y
14. 0(1g, (z,0,0)) = (Leheck(ay (z,0,0), (—1 17 )) T EX

15, §(Leneck(zys (2, 0,0)) = (Leheek(@y, (@, 0 D),( ,—1,1)) z,2/ €X

16. 0(Leheak(zys (@', 0,<)) = (1g, (2,0, 9), (=1, -1, —1)) ey

17 6 (Leneck(@s (¥, 0, 9)) = (g, (3,0, 9), (=1, =1, -1)) veXa Fy
18. (1, (>,>,0)) = (Gace, (>,>,0)), (1,1, —1))

Index sr, znamena, ze je potieba ulozit aktualni znak na pozici prvni hlavy
a poté zkontrolovat jeho pravy obraz, sl znamenad, ze je tfeba zkontrolovat levy
obraz.

V pravidlech 11-13 vidime prechod na levy obraz, pritom si ve stavu pama-
tujeme znak x. Jakmile druha hlava dojde na konec pasky, zamitame, pokud se
znak neshoduje s ulozenym znakem. Pokud se shoduje, prechazime do stavu 1.

Pravidla 14-17 jsou analogicka k pravidlim 10-13. Af uz jsme do tohoto
bloku kédu vstoupili ze stavu ggouble, Nebo gsep1 Pri jakkoliv dlouhém vstupu
(sudé délky), druha paska dojde na levou zardzku pouze ve stavu lg, v tomto
pripadé podle pravidla 18 prijiméame slovo, protoze jiz byl prekontrolovan cely
vstup.

Dalsi blok kodu se provadi pro vstupy liché délky. Je implementacné naroc-
néjsi nez predchozi, ale myslenka zustava stejnd. Vétsi slozitost je zptisobena
zejména tim, zZe je nutné stridaveé vzdy dvakrat provést zvétseni ,zapamatované*
vzdalenosti a dvakrat ne. Zda je nutné zvétsovat si automat pamatuje pomoci
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symbolu ,,+“ ve stavech. Mysleme také na to, ze obrazem prostiredniho znaku je
diky liché délce slova on sam, neni tedy tieba kontrolovat.

28. (2 reH,(a; 0,4) = (24, (2,0,4), (=1, -1, —1)) ey
29. §(2us, (>, 0,0)) = (qace, (>, 0, 0), (1, 1, 1))
30. 0

19 (2. (.0.0)) = Cepecsiore (. 0.0, (1,1, ~1)) rey
20. 0(s, (z,0,0)) = (s, (z,0,0),(1,1,-1)) T €N
5 € {2check(z),
2check(z)+ }
21, 0(2check(e)+- (2,<,0)) = Leheck(@rets (2, <,0), (1, =1, -1)) =z, 2’ € ¥
22, 6(2check(ayret (4, 0, 1)) = (2ney, (y,1,00), (1,1 1)) e X2l #y
23. 0(2check(@yret> (2, 0,00)) = (2rer, (2, O D),( ,—1,1)) '€ X
24. §(s, (z,0,0)) = (s, (,0,0), (=1, —1,1)) 5 € {2retr Zrett }
25. 0(2pet, (z,0,4)) = (20heck($),(x,D,<1),(1 ,—1)) TEX
26. 0(2check(') (¥, 9, 8)) = (Guejs (¥, <, 1), (1, =1, 1)) v eXa #y
27, 0(2check(s'), (2',<4,0)) = (2pes, (27, 9,0), (=1, -1, 1)) ren
(2
(2
(s,

(5,5, <9)) = (Gace, (>,5,<), (1,1, —1)) 5 € {2rets 2vets }

PozNAMKA 25

V tomto prikladé nebylo vyhledani stfedu nutné, jelikoz na rozdil od jedno-
paskovych LA nas pocet prepisu nijak nelimituje, misto néj lze vyuzit sily vice
pasek. Resenim by tedy bylo i porovnavani symboltl smérem od kraje ke stfedu.

Ve skutecnosti by jazyk z Prikladu 23 mohl byt rozpoznavany 2t-0-dLA. Idea
spoc¢iva v tom, ze stejné jako dokaze stroj pomoci druhé pasky najit stred, do-
kaze najit i tfetinu, a pritom kontrolovat pritomnost znaku ,a“, poté néasledujici
tretinu pro pritomnost ,b“ a tak déale. PovSimnéme si, Ze v tomto konkrétnim
pripadé staci jednodussi typ automatu k rozpoznani kontextového jazyka, ktery
neni bezkontextovy, zatimco pro bezkontextovy jazyk je tfeba silnéjsi typ mt-LA.

Jak jiz bylo naznaceno, neni vzdy mozné drzet jednu hlavu ve dvojnasobné
vzdalenost od druhé. Je to disledek nasledujiciho lemma.

Lemma 26
Necht A je mt-LA s s pdskami. Potom pro libovolné dvé pdsky i,7, 0 < i <
J < s a libovolnou konfiguraci ¢ = (q,t, (n1,ne, ..., N, ..., nj, ..., ng)) nekterého
vypoctu A plati:
n; = nj(mod 2).

Nebylo by tézké sestrojit dukaz pro predchozi vétu, jelikoz v pocatecéni konfi-
guraci trivialné plati a kazdé odvozeni v jednom kroku je dle definice zavislé na
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funkci a jednotlivé indexy v konfiguraci tedy na souctech indext z predchozi kon-
figurace a ¢isel udavajicich smér posunu hlavy. Protoze pro sméry jsou mozné jen
dvé hodnoty (-1 a 1) a pro libovolné dvé pasky dostavame 4 moznosti s moznymi
soucty -2, 0 a 2, je zfejmé, ze rozdily novych indexti budou opét kongruentni
modulo 2.

4.2 Asynchronni vicepaskové limitované automaty

Technickd narocnost implementace Ay, nas motivuje k pfezkoumani Definice 22.
U klasickych LA nema smysl uvazovat moznost nepohnout se s hlavou, jelikoz
pri tomto pohybu lze jen ménit stav a zadnd nova informace se béhem toho
neobjevi. Dosahli bychom tak jediné vyplytvani poctu prepist, popripadé by
tato moznost neptinesla nové vlastnosti, pokud by instrukce bez presunu hlavy
aktudlni bunku neptepisovala. U mt-LA o tom vsak jiz ma cenu uvazovat. Nejen,
ze potom bude mozné docilit liché vzdalenosti mezi jednotlivymi hlavami, ale
nebude nutné s nimi neustale hybat.

Tyto tvahy nas motivuji k definici nového typu vicepaskovych limitovanych
automatt. Jednotlivé hlavy nebudou nuceny pii kazdém kroku k pohybu, proto
je nazveme asynchronni a mt-LA podle Definice 22 nazveme synchronni.

Definice asynchronnich mt-LA je stejna jako v Definici 22 az na tii odlisSnosti,
prechodova funkce § nabyva tvaru

§:Q x (I) — 2@Ix{=1.013%)
bod
s h=k = Ci:C;/\h:h/
meénime na
oh:k’\/dzzo = Ci:c;/\h:h/

a ve vztahu (8) a (9) povolime i d; = 0.

Timto rozhodnutim davame hlavé moznost neptepisovat zadné symboly, po-
kud se nehybe. Dalsim prirozenym rozhodnutim zachovavajicim ptivodni mys-
lenku prepisovacich systému by bylo, ze bunka se pti kazdém kroku, kdy d; = 0,
prepise dvakrat, protoze hlava prepisovaciho systému by neustéle prechazela nad
bunkou a ménila sviij smér.

OTEVRENY PROBLEM 27
V této chvili zistava otevienym problémem, jestli je tfida asynchronnich

mt-LA silnéjsi nez trida synchronnich mt-LA.

DOMNENKA 28
Stejné jako v Prikladu 24, u nula-limitovanych automatt se zda, ze si lze

34



vzajemné polohy hlav, kterych by jinak bylo mozné docilit s asynchronnim au-
tomatem, zapamatovat jako pribliznou polohu a konec¢ny offset od této polohy si
pamatovat ve stavu.

Naproti tomu nékteré jazyky, které lze prijimat asynchronnimi ¢-limitovanymi
automaty (pro ¢ > 0), by nemuselo byt mozné akceptovat synchronnimi auto-
maty. Simulace krokti, ve kterych se néktera hlava nepohne, totiz miize zbytecné
plytvat prepisy policek.

Implementace algoritmiit pro asynchronni automaty je kazdopadné jedno-
dussi, proto budeme déle pracovat s nimi.

PRIKLAD 29

Necht Lexpz = {w € {a}* | In € Njw| = 2"}. Leype generuje dvoupaskovy
nula limitovany deterministicky automat Aepe = (Q, 2,190, ¢, F'), kde Q =
1405 Gr15 Ge25 Qehanges Gace, Grej > 2 = {a}, ' = ZU{0O}, F' = {qacc}, a 6 je definovand
nasledovné:

Horni hlava se inicializuje na konec vstupu, poté opakované kontroluje, jestli
je tato pozice délitelna dvéma, pokud je, zkrati ji o polovinu, pokud ne, muze au-
tomat zamitnout. Pro jednoduchost delta funkce se po kazdém zkraceni prohodi
pozice pasek. Pokud detekuje automat aktualni délku 1, prijima.

Zkraceni pozice hlavy o polovinu je uskutec¢nitelné za pomoci druhé hlavy,
kterd je na pozici 0. Horni hlava se posouva vlevo dvojnasobnou rychlosti oproti
druhé hlavé, ktera se posunuje vpravo. Pokud tedy prvni hlava dojde na pozici
nula (v sudém poé¢tu kroki, jinak automat zamitd), druhd hlava je v polovi¢ni
vzdalenosti oproti prvni hlavé na zacatku tohoto procesu.

(g0, (<,9)) = (Grej» (<, 9), (0,0))
Inicializace { 6(qo, (0,0)) = (g, (4,0), (1,0))
5(Q0a (qa D)) = (Qr(b (<]> D)’ (_1’ _1))

Zbytek po déleni

dvéma pozice prvni {(5<qu7 (a,2)) = (gu1, (a,7), (—1,0)) z € {>,a}

hlavy je 0, pokud
nebude automat 5(Qr07 (‘>7 D)) = (QChangey (l>7 D)7 (07 0))

zamitat

Zbytek po déleni
pozice je 1, pokud 0(qn, (@, ) = (Gro; (z,0),(=1,1)) = € {>,a}
bude automat | §(q,1, (>, 0)) = (¢uej, (>,0), (0,0))
zamitat
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1 je mocnina dvou {(5(qr1, (>,>)) = (Gace, (>,>), (0,0))

o change 7|:| = \{change> 7|:|7 17_1 )
Zameéna pozic pasek (denange: (@) = (Genange, (2, 0), ) weimal
5(Qchangea (CL7 D)) = (qr0> (a, D)u (Ov 0))

Inicializace

Pokud je vstup prazdny, zamitame. Jinak prvni hlavu nastavime na posledni
symbol vstupu (predposledni policko pasky) a druhou hlavu na zacatek pasky a
nastavime stav na gq.

Pomoci dvou stavil ¢, a g1 si pamatujeme sudost, ¢i lichost vzdélenosti
aktualni polohy prvni hlavy od jeji polohy na zacatku aktualni kontroly.

Zbytek po déleni dvéma pozice prvni hlavy je 0, pokud nebude auto-
mat zamitat

Pti kontrole sudosti vzdy ménime stav na ¢,; a pritom posuneme prvni hlavu
o jedna. Pti prechodu zpét na ¢, posuneme obé hlavy. Tim docilime toho, ze
druha hlava je od levého okraje vzdalena o polovinu vzdalenosti prvni hlavy od
jeji puvodni polohy.

Pokud prti kontrole sudosti dojde prvni hlava ve stavu ¢,¢ na zacatek pasky a
druha hlava je mezi zardzkami, vime, ze test probéhl spravné, navic druha paska
je presné v poloviné ptvodni polohy prvni hlavy. Prejdeme do stavu gehange,
pomoci kterého vzajemné vyménime polohu hlav.

Zbytek po déleni dvéma pozice prvni hlavy je 1, pokud bude automat
zamitat

Ve stavu ¢1 opét prechazime do ¢, a pritom posunujeme obé hlavy. Tim, Ze
druhou hlavu posunujeme pouze ve stavu g1 docilime na konci kontroly polovi¢ni
vzdalenosti.

Pokud v tomto stavu dojde prvni hlava na zacatek pasky, mame dvé moznosti.
Bud je druh& hlava na symbolu [, nebo .

Pokud je hlava na symbolu [, je zfejmé, ze od zacatku kontroly uz musel
byt automat alespon jednou ve stavu ¢, (jinak by se druha hlava neposunula) a
tedy kontrolované ¢islo neni jedna a je liché. Cely vstup tak nemize mit délku
mocniny dvou a mizeme zamitnout.

V druhém pripadé rovnou prijimame, protoze jsme postupné délili ¢islo dvéma,
az jsme se dostali ke kontrole jednicky.

Zameéna pozic pasek

Jiz zminéna zaména poloh probihd vzajemné protichidnym pohybem hlav,
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dokud nedojde druha hlava na zacatek pasky. Pak prechazime do stavu g, pro-
toze chceme kontrolovat sudost pozice (pfipadné lichost v ptipadé jednicky, to je
vSak oSetfeno zvlast).

4.2.1 Hierarchie asynchronnich deterministickych vicepaskovych
O-limitovanych automata

V této kapitole budeme zkratkou mt-0-LA rozumét asynchronni deterministickou
verzi automatu. Pomoci mnoziny jazykt {L;pa | ¢ > 0} nad abecedou X, |X| > 1,
kde

Lipal = {wiwa - - woi—2 | V5,1 < j <i:w; €XT A w; = wJR},

ukdzeme, ze (k + 1)t-0-dLA je silngjsi nez kt-0-dLA pro k > 1.

Vsimnéme si, ze konkatenaci fixniho poc¢tu palindromt nad unarni abecedou
dokaze rozpoznat uz DFA, proto se zamérime na vétsi abecedy.

Nejprve ukdzeme konstrukei automatii, které jazyky Lipa rozpoznavaji.

Lemma 30
Ezistuje asynchronni deterministicky dvoupdskovy 0-LA akceptujici Lopq.

Dikaz

V Prikladu 24 jsme se setkali s tfipaskovym automatem akceptujicim jazyk
Lopa1. Na tomto piikladu jsme demonstrovali neprakticnost synchronni verze.
Nyni mame k dispozici asynchronicitu a za pouziti lepsi strategie mizeme vy-
tvorit dvoupaskovy automat akceptujici Lopai.

Pro jednoznac¢ny popis automatu postaci definice 9.

Inicializace {5(610, (x,0)) = (s1z(,0), (0, 1)) LAY
Ukladani pozice 1 Slz) y7 (sltm (yu Z)a <_17 1)) r,Y € )Y
symbolu z na druhou z e {d,>}
pasku | 5(sy,, (>,0)) = (L, (>,0), (0,0)) €D
Nacteni pozice —( ) (1.1 e
41— ke Lje detk, |0t )= (e (020, (1 1)
) y € XU {>}
vstupu pro porovnani
se symbolem x [ = (ar, (2,9),(=1,0)) S
Ulozeni symbolu z | d(c = (842 (2,9),(0,0)) T,y €X
pro porovnani | §(c = (qace, (>, <), (0,0)) T,y €Y
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0(Sexs (Y5 2)) = (8ras (¥, 2), (1, —1)) T,y €Y
z e {0,«}

081z, (<,0)) = (ha (2,0, (0,0)) T e

Zrcadlova pravidla | 0(lie, (y,0)) = (le, (y,0), (=1, -1)) LESDY
predchozim y € YU {«}

(U, (z,>)) = (a1, (z,1),(1,0)) ASDY

i, (z,>)) = (S (z,1),(0,0)) z,y €X

d(cr, (4,%)) = (dace, (,2), (0,0)) r,y €Y

Druhé péaska automatu nedokéze rozliSovat jednotlivé symboly vstupu, ale lze
vyuzit jako counter o kapacité délky vstupu. Uvedeny automat stiidavé na obou
stranach pomoci stavu uklada aktualni symbol ¢; a naslednymi kroky kontroluje,
zda pro vstup w = cocy ... ¢ .. C1_i...C_2¢;—1 plati ¢; = ¢;_1_;. Kontrola dil-
¢ich symbolti probihéa tak, Ze se nejdrive pomoci soubézného chodu obou hlav
v protisméru ulozi na druhou pasku ¢islo 7 a poté se soubéznym chodem obé
hlavy posunou o [ — 1 — ¢, ¢imz je nalezen prvek v symetrické pozici vuci stredu
vstupu k porovnani se zapamatovanym symbolem. Postup se potom provadi zr-
cadlové v sudych iteracich, aby se zamezilo zbytecnému pohybu hlav na pivodni
pozici 1.

Vsimnéme si, ze ackoliv je automat schopen po kazdé iteraci kontrolovat, jestli
jeuz i > l’Tl, neni to nutné. Jednodussi (z pohledu poctu instrukei) je nechat
automat kontrolovat uz jednou kontrolované dvojice znovu (v opa¢ném poradi)
dokud neprojde cely vstup. Tuto strategii nam umoznuje vlastnost palindromu.

Nyni si ukazme, ze automat rozpoznava skutecné prave palindromy. Pro tento
ucel vhodné misto konfiguraci (p, (wq,ws), (i1,42)) pouzit Gspornéjsi (p,i1,1s),
jelikoz w; = >w<iwy = >0! < jsou jednoznaéné dané vstupnim slovem w délky
[ a v pribéhu vypoctu se nemohou zmeénit. Také definujme funkce

> 1=10
t1(7) = ¢« t=1+1
(¢ — 1)ty prvek vstupu w jinak
a
> 1=0
toi)={a i=1+1
(1 jinak

vracejici symbol na ¢-tém misté na paskach.

Inicializace

Je-li vstupem prazdné slovo, nelze pouzit zadné pravidlo a automat neak-
ceptuje. Pokud neni vstup prazdny, vime, ze ¢1(1),t5(1) & {>, <}, tudiz vSechny
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symboly povedou ke konfiguraci (si, (1), 1,0). Pfitom do stavu s, se lze dostat
(kromé stavu samotného) jediné ze stavu g nebo z ¢.

Ukladani pozice na druhou pasku

Ze stavu gy se do si, dostane pouze z prvni konfigurace, protoze gy neni na
pravé strané zadného dalsitho pravidla a pri pouziti prvniho pravidla ze sekce
inicializace tedy musi byt druha hlava na pozici nula, pri pouziti patého pravidla
ze sekce zrcadlovych pravidel musi byt druha hlava téz na pozici nula a po
provedeni se ani jedna z hlav nepohne. Sekce ukladani pozice i tedy vzdy bude
zacinat v konfiguraci (sy,(;),%,0), kde 1 <7 <[

Kdyby byla v predchozim kroku prvni hlava na pozici 41, tedy hlava by cetla
znak <, pouzilo by se Sesté pravidlo sekce zrcadlovych pravidel a na pozici 0 byt
nemohla, protoze do stavu ¢; se automat dostane jediné za soucasného posunu
hlavy vpravo. Nasledné se musi prvni pravidlo pouzit ikrat, nacez se automat
dostane do konfigurace (sy, (), 0,1%).

Nacteni pozice

Nacitani pozice [ + 1 — ¢ probiha postupnym posunem obou hlav vpravo
podle prvniho pravidla, zastavi se az kdyz druha hlava dosdhne zarazky. Druhé
hlava musi dosahnout pravé zarazky drive nez prvni hlava, protoze na zacatku
této sekce je pozice prvni hlavy mensi nez pozice druhé hlavy. Z toho plyne, ze
konfigurace po aplikaci maximélniho po¢tu opakovani prvniho pravidla musi byt
(31151(2')7[ +1—1,1+ 1).

Pokud plati ¢;(I+1—14) = 1(i), uplatni se druhé pravidlo a vypocet pokracuje
v konfiguraci (¢,,l — 4,1l + 1). Pokud vztah neplati, nejedna se o palindrom a
neexistuje pravidlo, které by mohl automat pouzit, vstup tedy neakceptuje.

Ulozeni symbolu

Prvni pravidlo sekce ulozeni aktualniho symbolu se uplatni, pokud je pozice
prvni hlavy mezi zardzkami. Na pravé zarazce byt vzhledem k predchozimu po-
sunu vlevo (jedinému moznému predchézejicimu pravidlu) nemtze a pokud je na
levé zarazce, automat akceptuje. K druhé moznosti se vratime pozdéji.

Po aplikaci prvniho pravidla si automat ve stavu pamatuje aktudlni symbol
a dostava se tim do konfigurace (sy,-1),0 — 4,1+ 1).

Zrcadlova pravidla

Sekce zrcadlovych pravidel 1ze popsat analogicky k predchozimu. Automat
projde konfiguracemi (s, (1-1), {+1,1—1%), (¢, 1-1), 2+1,0), kde probéhne kontrola
t1(i4+1) = t1(l—1) a v pfipadé tspéchu se dostaneme do konfigurace (¢, 7+ 2,0).

V pribéhu jedné iterace celého cyklu byly zkontrolovany protéjsky symbola
na pozicich 7 a ¢ + 1. Dalsi opakovani by kontrolovalo ¢ + 2 a ¢ + 3 atd. Zbyva
prozkoumat posledni dvé mozné konfigurace, a to (¢, 0,14+1) a (¢}, [+1,0). Pokud
se automat béhem cyklu dostane do jedné z téchto konfiguraci (které byly diive
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zminény), znamend to, Ze jiz byly vSechny dvojice ispésné porovnany a slovo
muze byt akceptovano. Pro kazdy palindrom se automat musi do jedné z téchto
konfiguraci dostat a pokud néktera porovnavana dvojice symboli neni stejna,
neexistuje dalsi pravidlo, které by mohlo byt provedeno. Proto jsou rozpoznavany
pravé palindromy. O

Lemma 31
Pro kazdy jazyk Lipu (i > 3) existuje asynchronni it-0-dLA A; akceptu-
jgict Lipg.

Diikaz

Protoze prima definice funkce 6 pro tyto automaty by byla prilis dlouha
a neprehledna, vytvorime si abstrakci nad urcitymi vzory ¢ pravidel v podobé
slovné popsanych instrukei a ty nasledné pouzijeme v pseudokédu. Z vysledného
pseudokédu bude patrné, ze odpovidajici § funkce lze vytvorit.

V naésledujicich sablondch budou pouzity dva specidlni symboly, symbol ()
u stavi bude znacit, ze stav ma kromé uvedeného jména ve skutecnosti i ¢ast
reprezentujici konecny zasobnik volani funkci a jednotlivych instrukei a také
pameét, pomoci které v algoritmu uklada vzdy jeden paskovy symbol, nebo jednu
pravdivostni hodnotu. Jelikoz jsou obé dvé polozky, pamét i zasobnik, konecné,
je mozné vytvorit odpovidajici stavy tak, aby mnozina () stavii automatu byla
také konec¢néa. Dale bude na konci kazdé sekvence pravidel automat prechazet do
stavu next. Zde se nejedna o skutecny stav, ale pouze o zastupny symbol, ktery
je ve skutecnosti dosazovan podle stavu, zasobniku a paméti. Z pseudokédu by
meélo byt jasné, jak se tyto stavy next dosadi.

Proménnymi h;;1 < ¢ < m znac¢ime ttou hlavu m péaskového automatu.
Pripomenme, ze zde pouze h; dokaze cist vstup, ostatni hlavy vidi na svych
péaskach pouze prazdné znaky, nebo zarazky. Budeme také pouzivat funkei v(h;),
kterd udava aktualni symbol ¢teny hlavou h;.

Opét uzijeme tspornéjsi verzi konfiguraci.

1. Move h; by value mn right

VlSZSmVnGN,n%l, dlzzdz_lzdl_i_l::dm:(), dz:]-
d(mibvnr(), z) = (mibv(n — 1)r(), z, (d1,ds, ... dy))

v1§’l§m, dlzzdz,lzdzﬂzzdm:o, d1:1V:c:
(C1y...Cm),Ci F# <
d(mibvlr(), z) = (next,z, (dy, ds, .. .dy))

V Sabloné je osetfeno, aby neexistovalo pravidlo, které by posunulo né-
kterou hlavu za zarazku. Takto pravidla neodporuji definici. Neni vsak
zaruceno, ze nékdo nepouzije napf. instrukci Move h; by value 5 right
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kdyz bude hlava h; na predposledni pozici. Vypocet by skoncil neakcep-
tovanim slova a v pseudokédu bude treba ukazat, ze k témto situacim
nedochdzi. Obecné instrukce prejde z konfigurace (¢, p1,p2, ..., pi,-..) do

(Q7p17p27-~7pi+n,-..).

U tohoto pravidla je také dilezité, aby byla hodnota n v kédu konstantni,
¢i omezena konstantou, protoze toto pravidlo generuje nejméné n pravidel
automatu.

. Move h; by value n left
Analogicky k predchozimu. Prejde z konfigurace (q,pi1,pa,...,pi,...) do

(q7p17p27~-7p7; —TL,)

. Exchange (h;,hj)

Vi,j, 1<i<ml<j<md =dy=-d,=0, = (r1,29,...,25),
r; =D

d(ex(i,5)(), z) = (ex(4,4)1(), z, (d1,da, ... dp))

Vi,j, 1<i<ml1<j<mVki#k#j:d=0,d =1, d; =—1lz =
(I‘l,$27...,xm), I]%D

d(ex(i,5)1(), z) = (ex(4,4)1(), z, (d1,da, ... dp))

Vij, 1<i<ml<j<md =dy=-dp =0, = (11,22,...,%m),
szb
8(ex(iy )1 (),) = (newt, 7, (dr, day .. d))

Vi,j, 1<i<ml<j<md=dy=+dy,=0,0=(21,29,...,Tn), T; #
>, r; =P

d(ex(i,5)(), z) = (ex(i,)2(), z, (d1,da, ... dp))

Vi,j, 1<i<ml1<j<mVki#k#j:d,=0,d =-1,d; =1z =
(x17$27"'7xm)7 xi#b
5(6X(i,j)2<>,$) = (eX(i,j)2<>,$, (dla da, . .. dm))

Vi,j, 1<i<ml<j<md =dy=-dyp =0, = (21,22,...,%m),
r; =D

d(ex(i,§)2(), ) = (next,z, (di,ds, .. .dy))

Automat prejde z konfigurace (g, p1,p2, ..., Pi,- .- Dj,...) do
(newtaplap%'"7pj7"’7pi7"‘)'
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4. Move h; by difference (ho,h;) right

Vi,3<i<mdy=dy="--dy, =0, = (21,%2,...,Tp), To=>
d(m1bd(2,7)r(), x) = (m1bd(2,4)r, (), z, (d1,ds, .. .dyn))

Vi,3<i1<mdy=dy=1d3=--=di1=dip1 =--=4d,, =0, d; =
—1, x = (21,29, ..., T), T1 £ Ty F# Qz; £
d(m1bd(2,)r1(), z) = (m1bd(2,i)r1(),x, (d1,da, ... dy))

Vi,3<i<md =dy =" dp =0, v = (x1,29,...,%p), 1 #<,xs #
1, =0

d(m1bd(2,)r1(), z) = (m1bd(2,d)rs(), x, (d1,ds, ... dy))

V/L,B S 1 S m dl = O,dg = —1,d3 = - = di,1 = di+1 = - = dm =
0, di=1, = (21,%2,...,Tpm), To #>,x; #<

d(mlbd(2,i)ry(), x) = (mlbd(2,4)ry(), x, (d1,da, ... dy))
Vi,3<i<mdy=dy="--dy, =0, 2= (21,22,...,Tp), To=>

0(ml1bd(2,i)ry(), x) = (next, x,(dy, ds, ... dy))

Stejné jako v prvni instrukci i zde bude tfeba v pseudokédu pohlidat, jestli
neni rozdil pozic hlav hs a h; vétsi nez vzdalenost hy od pravé zarazky. Auto-
mat prejde z konfigurace (¢, p1,0,...,p;, ... ) do (next, p1+p;,0,....p;...),
kde next zalezi na umisténi instrukce v pseudokodu.

V kédu budeme tuto instrukei potiebovat i v pripadé, kdy zs # >, ale
x; = >. V takovém pripadé budeme stejny zapis instrukce brat za zkratku
pro Exchange (h;,h;) — Move hy by difference (hg,h;) right —
Exchange (h;,hj).

5. Move hy by difference (hg,h;) left
Funkce je analogicka k predchozi funkci pro pohyb vpravo. Automat prejde
z konfigurace (¢, p1,0,...,p;,...) do (next,p1 — p;,0,..., 0, ...).

6. Move h; rightmost/leftmost [and move h; right/left]

Cést instrukce v hranatych zévorkach je volitelna. Tuto instrukci nenf tieba
zvlast predstavovat, jelikoz je podobnéa instrukci Move h; by difference.
Rozdil je v tom, zZe zde neni treba treti hlavy, kterd by resetovala pozici
druhé hlavy. Automat prejde z konfigurace (¢, p1,p2,- ., Pis---,Pj,-..) do
(next,p1,pe,...,(1+1)/0,...,pj[&pi],...). Verze, kterd pouze nastavi po-
zici hlavy nejvice vlevo/vpravo je jesté jednodussi.
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7. =(hi, hy)
Vi<i<mVi<i<mi#2#j x= (21,22, ...,Tm), Toa =bd; =dy =
coed, =0
6(i=j(),z) = (i=h (), z, (d1,da, ... dp))

\V/ngSmV]_SZSmZ?éZ?éj, x:(xlax27"'7xm)7 IZ%D%
Zj, Vk,l#k’%],k’%Qdk:O, di,dj:—l, d2:1

(5(@2]1 <>, [E) = (Z:j1<>, xZ, (dl, dg, Ce dm))

Vi<i<mVI<i<mi#2#j, o= (21,22,...,Tm), T; =D& T; =
>, d1:d2: . dm:()

5(Z:]1<>7$) = (i:jfalse<>7x7 (d17d27'--dm))
Vi<i<mVI<i<mi#2#j x=(x1,T9,...,Tp), T, =>=">0, d| =
dy="+--d,, =0

Vi<i<mVl<i<mi#2%#}j, v=(r1,09...,0n), Tog # D> #
Zj, Vk,l%k#j7k7é2dk:0, d,’,djzl, d2:—1

5(i:jtrue2 <>7 x) = (i:jtrueZ <>7 z, (dh d27 o dm))

ViI<i<mVI<i<mi#2#j o= (21,02,...,0n), To # > #
Zj, Vk,l#k’%],k’%Qdk:O, di,djzl, d2:—1

5(i:jfalse2 <>7 ZE) = (i:jfalseQ <>7 x, (dlv d27 s dm))

Vi<i<mVl<i<mi#2%#}j, v=(r1,29...,0y), Tog =0> #
L, Vk,l%k#j7k7é2dk:0, d,’,djzl, d2:—1
d(i=Jtrue2(), ) = (next,z, (di, ds, .. .dy))

ViI<i<mVI<i<mi#2#j o= (21,72...,0y), Tg = > #
Zj, Vk,l#k’%],k’%Qdk:O, di,djzl, d2:—1

5(i:jfalse2 <>7 ZE) = (nemt, x, (dlv d27 s dm))

V této instrukeci mizeme vidét dva stavy next, kazdy z nich reprezentuje
obecné jiny stav. V pseudokdédu tomu odpovidaji podminéné instrukce.
Konfigurace je po ukonceni instrukce az na stav stejna jako pred vykonanim
instrukce.
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8. Pin h; to hj

IA

Vi<i<mVi<i<mi#2#j x= (21,22, ...,Tm), Toa =bd; =dy =
d, =0

S8

§(citj(), x) = (citji (), x, (di, da, ... dp))

Vi<i<mV<i<mi#2#j x=(v1,%2,...,%n), T #>Ax; #
>, Vk,l%k#j,k#de:O, di:dj:—l, dy =1

d(citji(), x) = (citji(), x, (d1,da, . . . dy))

Vi<i<mVi<i<mi#2#j = (21,22,...,Tm), T; =>AT; #
o, Vi A k£ k#20dy =0, d=0,d; = —1, dy = 1

§(citji (), x) = (citji (), x, (di, da, . . . dp))

Vi<i<mV<i<mi#2#j = (v1,02,....,%n), & #>AT; =
o, Vhi Ak A Gk A2 dy =0, dj=—1,d; =0, dy =0

d(citji(), x) = (citjr(), x, (d1,da, . . . dy))

Vi<i<mVi<i<mi#2#j = (21,22,...,Tm), T; =>AT; =
>, dlzdgzdm:()

§(citji (), x) = (citja), @, (di, da, . . . dp))

\V/lg'LSTI’LV]_SZSmZ?AQ?é], I:(I'l,l'g,...,l'm), l’g?’éb,l’j%b?’é
X, Vk‘,l#k%j,k’#Qdk:O, di:djzl, d2:—1

d(citja(), x) = (citja(), x, (d1,da, . . . dy))

mVl<i<mi#2#j o= (r1,22,...,0p), To =0, d =

vl <1
= m:o

d(citjo(), x) = (next, x, (dy,ds, ... dp))

Tato instrukce pfipne hlavu h; na pozici hlavy h;, piitom predpokladame,
ze hs je na pozici 0. Konfigurace se zméni z (¢, p1,0,...,pi,...,Dj,...) do
(next,p1,0,...,Dj, ..., Dj,--.).

9. store (v), Peek ()

Tyto funkce ukladaji (pripadné prepisuji) a nacitaji hodnotu ulozenou ve
stavu v Casti symbolicky znacené (). V této ¢asti se jesté nachazi ,zdsob-
nik volani“ funkeci a instrukei. S tim ale pracujeme pouze implicitné, a to
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samotnym poskladanim instrukeci v pseudokédu. Informace nutné k urceni
dalsiho stavu (next) jsou ziskany pravé z ().

Nyni mame dostatecnou abstrakci nad pravidly automatu. V nésledujicim
kodu si ukdzeme popis mpaskového automatu A,, pro néjaké m € N;m > 2,
rozpoznavajictho Ly, —1ypal-

RightReflection (I, r)
if 1>2
Move hy by difference (hy, h;) left
Exchange (hy, hs)
if r<m
Exchange (hy, h;)
Move hy; by difference (hy, h,) left
else
Move h; rightmost
Move hoy leftmost and move h; left

Funkce RightReflection (I, r) predpoklada, ze hlava hy je na pozici vymezené
hlavami h; a h, (pfitom muze byt stejnd jako h;, protoze h; znaci prvni znak
intervalu, zatimco h, znaci prvni znak za intervalem. Vyjimkou jsou piipady
[ = 2, ktery znadi, Ze aktudlné zkoumany interval zac¢ina na zacatku vstupu (je
omezen pouze h,.), a r = m, ktery znaci, Ze interval kon¢i na konci vstupu (je
omezen pouze hy).

Oznacme délku tohoto intervalu wy, jako [;, a pozici znaku ¢teného hlavou hq
ve wy, oznacme i. Po¢atecni konfiguraci je (¢1(), p1 = pi- +4,0, ..., 1, Dr, - .. ). Po-
kud plati [ > 2, pfejde automat po instrukei na fadku 3 do konfigurace (¢2(), p1 =
0,0, . Dty Dry- .. ). Jesli L =2, pak py = 0 = p; = ¢, v obou pifipadech proto
bude automat v konfiguraci (¢3(),p1 = ¢,0,...,p1,-..,Pr,...) na fadku 4. N&-
sleduje konfigurace (q4(),0,%,...,p1, ..., Pr,-..). Pokud plati r < m, vykona se
déle sesty radek uvozujici automat do konfigurace (g5(), pryiy...,pr,---,0,...).
Protoze i je index v néjakém slové na pozici hlavy hy, musi platit ¢ < p; a
podle predpokladu p; < p,, coz vede k i < p,. Proto lze provést instrukce na
sedmém tadku vedouci na konfiguraci (¢s5(),p, — 4,%,...,p;,...,0,...). Pokud
r > m, zméni se na devatém tadku konfigurace z (¢6(),0,%,...,p1, .-, Pr,...) DA
(g0, 0+ 1,4, ...,p, ... Dpy ... ). A protoze [ + 1 je nejpravéjsi pozice, uréité lze
hlavou h; hybat smérem vlevo soucasné s hlavou hs. Tim se dostane automat
do konfigurace (gs(),l+1—14,0,...,p;,...,Pr,...). V obou téchto pfipadech se
hlava h; dostane na pozici zrcadlové prevracenou vzhledem ke stiedu slova wy,.

V predchozim popisu jsou stavy indexovany pouze aby bylo zfejmé, ze se
nejednd o jeden stejny stav. Ve skutecnosti je popis celého zasobniku voldni
funkei i konkrétni fadek instrukce ve funkei zakédovan v Casti oznacené ().

Splnéni podminky p; < p; < p,., stejné jako ps = 0, je zodpovédnosti volajici
funkce.

LeftReflection(l, 7)
if r<m
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Move hy by difference (hy, h,) right
Exchange (hy, h,)

else
Move h; rightmost and move hs right
Move h; leftmost

Exchange (hy, hs)

if 1>2
Move hy; by difference (hy, h;) right

Funkce LeftReflection (I,r) popisuje postup opacny k funkci
RightReflection (I, 7). Automat se proto pri pouziti ihned po RightReflection
(I, r) opét dostane do vychozi (qo(),p1 =P +4,0,....01, -, Dry--.).

CheckPalindrome (I, 7r)
if 1>2
Pin hy to My
Move h; by value 1 left
else
Move h; leftmost
Move hy by value 1 right
while true
Store (v(h1))
RightReflection (I, )
Store (compare (Pop (), v(h1)))

if Pop() = false
Store (false)
break

LeftReflection(l, r)
Move hy by value 1 right
if v(h)=< or (I < m and =(hy,h;))
Store (true)
break
if 1>2
Move hp by value 1 right

Tato funkce predpoklada p, > p; > 0 pro 2 <l <m a p,, <.

Predstavme si vychozi konfiguraci (¢1(), z,0,...,p1, ..., P, ... ). VSimnéme si,
ze x muze byt libovolné. Funkce store oznacuje ulozeni hodnoty , do stavu* au-
tomatu. Syntaxe if Funkce () predpoklada, zZe Funkce () vraci hodnotu pomoci
Store a oznacuje jeji vyjmuti ze stavu.

Na radcich 1-7 dojde k inicializaci hlavy h; pro kontrolu slova wy,.. Konkrétné
se hlava nastavi na prvni znak w;,.. Pokud [ > 2, je prvni symbol na pozici hlavy
hy, proto se tfetim a ¢tvrtym fadkem prechézi do konfigurace (g2(), p1, 0, ..., p —
1,...,pr,...). Pohyb hlavy h; doleva lze provést, protoze podle predpokladu
je pr > 0 prol > 2. V pripadé | = 2 se h; nastavi na 1, coz nam dava
(g5(),1,0,...,pp,...). Touto cestou sjednotime zptisob kontroly intervalu na pa-
lindrom v pripadech [ = 2 a [ > 2. Vzdy bude zarazka pred prvnim symbolem
intervalu (at uz >, nebo virtudlni zarazka tvorena hlavou h;).

7 ptredchozich analyz vyplyva, ze kéd na tadcich 9-12 kromé stavu nezméni
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konfiguraci. Automat si zapamatuje symbol vstupu, coz je v kddu naznaceno jako
v(h1), a porovnd jej se symbolem na zrcadlové pozici, bylo-li porovnani uspésné,
vrati se zpét pricemsz si ve stavu pamatuje vysledek porovnani. Pokud porovnani
uspésné nebylo, cyklus konéi. Vysledek porovnani je stile ulozen ve stavu a je
pozdéji pouzit jako vysledek celé kontroly na palindrom. Muzeme si vSimnout,
ze zde na rozdil od ,,pozitivniho“ ukonceni kontroly na fadku 16 hlava h; mize
mit rtznou pozici. Tato pozice vsak neni nijak dulezita, jelikoz budouci zavolani
CheckPalindrome (I, r) Si pozici upravi a mezi témito volanimi neni h; dulezita.

Po kazdém tuspésném porovnani se na radku 15 zvétsi pozice p,. Zde mize
byt zavadéjici pouziti ndzvu RightReflection (I,7), protoze od druhé poloviny
slova se obraz symbolu nachazi nalevo, nicméné cyklus projde pfi uspésnych
porovnanich cely interval a zastavi se az pri splnéni podminky na radku 16, tedy
pri dosazeni pravé zarazky hlavou hy. Pouziti funkce = (h;, h;) v tomto piipadé
je mozné, protoze pozice py = 0.

Po ukonceni cyklu si stav pamatuje ,navratovou hodnotu* a pokud [ > 2 je
navic potfeba posunout hlavu h; doprava, ¢imz se vratime kromé stavu a p; do
puvodni konfigurace.

Dale budeme potrebovat dvé jednoduché funkce Isvalid (i) a Reset (i,j).
Funkce 1svalid (i) zjisti o hlavé h;, jestli je na validni pozici, tedy jestli neni
na nejpravejsim policku pasky, nebo na stejné pozici, jako jedna z hlav s vyssim
indexem.

IsvValid (1)
for j+—i+1ltom
if =(hj, h;)
Store (false)
return
if V(hi):<l
Store (false)
return
Store (true)

Funkce reset (i, j) potom nastavi vSechny hlavy hs, ..., h; na pozice h; +
1,...,h; + ¢ — 2, pritom vrati false pokud by nékterd z téchto pozic nebyla
validni ve smyslu predchozi funkce.

Reset (¢, J)
if 1 =2
Store (true)
return
for k< 3to1
Pin hi to h;
if j=2
Move hj by value 1 right
Move hj by value k—2 right
if (!IsValid(k))
Store (false)
return
Store (true)
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p+NewPointer (m)

CheckPalindromes (1)
if +=3
CheckPalindrome (ToHeads (p))
return
while (IsValid (7))
if CheckPalindromes (1 — 1)
ResetPointer (i — 2)
pli—2]1+ R
Reset (1 —1, 72)
if (CheckPalindromes (z—1))
Store (true)
return
Move h; by value 1 right
ResetPointer (1 — 2)
Reset (2 —1, FirstR(p) + 2)
Store (false)

Pomoci funkce checkPalindrome (I, ) a pomocnych funkci ted mizeme zkon-
trolovat, zda se vstup z sklad4 ze zfetézeni 22 palindromt. Pro kontrolu kaz-
dého palindromu budeme pouzivat hlavu hy, hy a dvé zarazky, tvorené bud hla-
vami, nebo koncem pasky. Diky chytrému zptsobu prichodu vSech moznosti
oddéleni palindromt nepotfebujeme hlavu pro kazdy oddélova¢ v kazdém oka-
mziku vypoctu. Hlavy hs . .. h,, budou tyto oddéleni prochézet postupné tak, aby
nebylo potfeba pamatovat si pozici, kterou pravé opustili. K tomu vyuzijeme na-
sledujiciho poznatku: pokud je x; prefix slova x = x;29 obsahujici zretézeni n,
palindromu a testujeme, zda je z zretézenim n, + no palindromt, pak si neni
potireba pamatovat posledni odzkousené rozdéleni slova x; na ny palindromu pro
pripadné pokracovani testi nasledujicich rozdéleni ve zvoleném poradi. Divodem
je to, ze pokud v x5 existuje rozdéleni na ny palindromi, zname vysledek celého
testu a pokud neexistuje, neni potfeba prohledavat ani zadné jiné rozdéleni x;
na n; palindromt.

Pseudokéd popisuje, jak automat pouzije hlavy jako rozdélovace pro hledané
rozdéleni a to tak, ze hs rozdéluje vstup x na poloviny. Pokud je k dispozici hlava
hy, dokaze kazdou tuto polovinu postupné projit rekurzivnim rozdélenim na po-
loviny, a to diky vyse zminénému pozorovani. Tedy ctyrpaskovy automat zvladne
otestovat, jestli je vstup zretézenim ctyr palindromi, pétipaskovy automat osmi
a tak dal.

Pro potieby funkce také zavedeme globalni proménnou p € {L, R}™ 2, kterd
se pii inicializaci pomoci NewPointer (m) nastavi na Fetézec L™ 2. Na tento Fe-
tézec se muzeme divat jako na binarni ¢islo popisujici index podretézce mezi
oddélovaci (zde myslime i ,virtualni“ oddélovace, tedy ne nutné piimo pozice
hlav automatu), ktery je aktudlné testovan. Pro jednoduchost budeme jednotlivé
pozice tohoto Tetézce indexovat zezadu od 1, tedy pritazeni p[2]+R by zménilo
LLLLL na LLLRL. ResetPointer (i) nastavi poslednich ¢ mist fetézce na ,nuly”,
tedy P.
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Funkce je rekurzivni, nicméné hloubka rekurze je vzdy v O(m), tedy kon-
stantni vzhledem k délce vstupu, ve skuteéné reprezentaci tohoto pseudokdédu
pomoci delta funkce 1ze tedy paméf potrebnou pro rizeni rekurze realizovat po-
moci stavu automatu. Diilezita je také funkce ToHeads (p), prevadéjici ukazatel
ve formé fetézce do dvojice indexi, urcujicich hlavy automatu, které vymezuji
aktualné zkoumany podretézec vstupu. Tato funkce se pro rtzna m lisi, lze vsak
sestavit velice jednoduse a napevno ulozit do delta funkce automatu.

Ukazme si, jak sestrojit ToHeads (p) pro m = 3 a jak ji sestavit pro m — 1
7 ToHeads (p) pro m. Pripomenme, Ze pointer L zde chapeme jako ¢islo 0 a R
jako ¢islo 1. Pak

ToHeads3 (i) = (2, 3)

ToHeads3 (i) = (3,4)
aproi € Ny, i <2m 2
ToHeadsm_l(i) i< 2m—3

ToHeadsy, (1) = (ToHeadsm_l(me?’ —-1- Z))R M3 << 2mT2 ]
(ToHeadsm_l(Zm_?’ —1—=9[2], m+1) i= 2m=2 _ 1

Nésledujici tabulka ukazuje hodnoty ToHeads,,(7) pro nékteré m.

2 3 4 5 6 7

2,3)
2,3)
2,3)

7 vyse uvedenych tivah a pozorovani vlastnosti zretézeni palindromu vyplyva,
ze funkce pro spravné pocatecni rozlozeni hlav projde vsechny kombinace rozdé-
leni slova x nutné k urceni, zda se jednd o zretézeni daného poctu palindromn.
Je tfeba myslet i na to, ze vstup muze byt kratsi nez je treba ke smysluplnému
rozlozeni hlav, proto pouzijeme uz implementovanou funkci rReset, ktera tento
pripad zohlednuje.

3.4)
34) (4,3) (3,5)
34) (43) (3,5 (5,3) (34) (4,3) (3,6)

CheckPalindromes ()
Move hy by value 1 left
return Reset (m, 2) and CheckPalindromes (m)

Véta 32
Pro kaZdy jazyk Ly (2 < 1) existuje asynchronni it-0-dLA A; akceptujict
Lipal-

Diikaz
Vyplyva primo z predchozich dvou lemmat. O
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4.2.2 Konstrukce oddélovacu

Predchozi konstrukei 0-limitovanych vicepaskovych automatti pro rozpoznavani
konkatenace palindromt ve vstupu nazvéme konstrukce oddélovaci. Nazveme
tak kazdou konstrukci 0-limitovanych automatii, ktera si informace ze vstupni
pasky ukldadd pomoci stavu a ostatni pasky pouziva pouze pro uchovani pozic
testovaného rozdéleni a systematicky prichod vsSech takovych rozdéleni.

7 predchozich vét a prikladi jsme také mohli vypozorovat, ze automat vsechna
nezbytné nutna rozdéleni prochazi v takovém poradi, Ze je schopny operovat
s vice oddelovaci, nez ma k dispozici hlav. Mista, ktera slouzi jako oddélovac
pro prave testované rozdéleni nezavisle na tom, jestli se na jejich pozici nachazi
hlava, proto nazyvejme virtudlni oddelovac. Oddélovacem potom misto, které je
virtualni oddélovac, a kde se zaroven hlava nachazi.

Mohlo by nas napadnout, zda Ize tato myslenka vyuzit k sestaveni automatu,
ktery dany pocet palindromt dokaze rozpoznavat s mensim poctem pasek.

DOMNENKA 33
Neexistuje zadny asynchronni (m — 1)t-0-dLA A,,_; , ktery pomoci kon-
strukce oddélovact akceptuje Li,pa pro 2 < m.

Domnénku opodstatnime v nékolika krocich. Budeme predpokladat, ze exis-
tuje automat, ktery zvlada rozpoznavat stejny pocet palindromi, ale s mensim
poctem pasek. Déle si ukdzeme, ze potom néktera z hlav spravuje praveé jeden
virtualni oddélovac. V poslednim kroku ukédzeme, ze potom po odstranéni této
pasky rozpoznava automat nejméné polovinu palindromii z ptivodniho poctu a
diky tomu dojdeme indukei ke sporu.

Predpokladejme tedy, ze existuje néjaky s-paskovy nula limitovany automat
A piijimajici jazyk Ljpa, kde j > s.

Déle si pomoci d(h;) oznacime pocet virtudlnich oddélovaci, které hlava 4
spravuje. To miize byt nula, jedna i vic, dokonce muze nékteré oddélovace spra-
vovat v rtiznych casech vice hlav. Pokud by se stalo, ze nékteré hlavy si pocet
spravovanych oddélovaci v pribéhu vzajemné méni, Ize sestrojit automat, ktery
toto nedéla. Umime totiz vzajemné vyménit pozici hlav.

Nyni si zavedme ¢islo

din = max(1, min (d(h;))).
ie{1,...,s}
Déle zavedme index hlavy spravujici tento pocet virtualnich oddélovacii, oznac¢me
.jej Z'rnin'

Predpokladejme, ze hlava h; . spravuje vice nez jeden virtudlni oddélovac,
konkrétné oddélovace o a 09. Protoze je spravuje pouze jedna fyzicka hlava
a ta nemize byt v jedné chvili na dvou riznych mistech, je zfejmé, Ze o, a o0,
nemohou byt sousedni oddélovace. Ke kontrole palindromu mezi dvéma pozicemi
potfebujeme, aby se na nich nachéazely hlavy, pripadné, aby tyto pozice byly na
konci pasky.
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Pokud ale nejsou tyto oddélovace sousedni, musi mezi nimi byt néjaky od-
délovac o) spravovany jinou hlavou h'. Jenze d,;, > 1, takze potiebujeme jesté
minimélné jeden virtualni oddélovac o}, spravovany h’. Tento oddélova¢ mize byt
mezi 01 a 0}, pak ale mame stejny problém se sousednimi virtualnimi oddélovadi,
nebo mezi 0] a o0, (analogicky pripad k predchozimu), nebo pred o;, ¢i za os.
V obou pripadech se musi jedna z hlav pti kontrole rozdéleni presunout pres tu
druhou, pficemz zapomene puvodni umisténi (ve stavu jej ulozit nelze a ostatni
hlavy drzi pozice jinych oddélovacii, zde intuitivné predpokldadame, ze ostatni
hlavy nemohou své pozice opustit).

Napriklad v pripadé virtudlnich oddélovac¢a v pozicich o; > 0] > 0 > 0}
bychom zkontrolovali jestli je Tetézec na pozicich oy, ..., 0] palindrom, pokud
ano, presunuli bychom hlavu h;_ . na virtudlni oddélova¢ o,. To jesté neni pro-
blém pokud bychom jiz nepottebovali polohu oy, pokud ale i fetézec na pozicich
o}, ...,09 bude palindrom, nemuzeme oddélat hlavu h;_, , protoze pokud by Te-
tézec napravo od o, nebyl konkatenaci odpovidajictho poc¢tu palindromti, nelze
jiz najit predeslé virtudlni oddélovace a pokracovat ve smysluplném determinis-
tickém prichodu vSech moznych rozdéleni. Predpoklad tedy neplati a dy;, = 1.

Vsimnéme si, ze v pripadé konstrukce z minulé podkapitoly bylo d,;, pravé
1, proto nebyl se ,zapominanim® pozic problém.

Jestlize vime, ze hlava h;_, spravuje pouze oddélovac o, a ten rozdéluje vstup
na x palindromtt a 22~2 — x palindromt. At je x jakékoliv, vZdy miizeme bez
j-té pasky vytvorit automat, ktery rozpoznava vétsi pocet palindromu z téchto
dvou. Nas automat tedy bude rozpoznavat nejméné mxin(max(a:, 2072 _g)) =273
palindromti, tedy nejméné polovinu. Automat bude misto hlavy h pouzivat
jeden z koncu pasky.

Induktivné dostaneme, Ze potom automat s jednou péaskou musi zvladnout
rozpoznat konkatenaci 2/72-(~1 = 2775-1 palindromt. Protoze viak j > s,
musi automat s jednou paskou rozpoznavat alesponl 2 = 1 palindromt. Je viak
dokézéano, ze zadny jednopaskovy deterministicky limitovany automat nedokaze
palindrom rozpoznat.

Tmax

4.2.3 Nedeterministické 0-limitované automaty

Nedeterministické vicepaskové O-limitované automaty se zdaji byt silnéjsi, nez
jejich deterministickd varianta. Naptiklad kazdy z jazykd L;pa z minulé podka-
pitoly jsme schopni pfijimat uz pomoci ¢tyt pasek. Prvni paska slouzi opét ke
¢teni vstupu, druhd k posunu prvni hlavy mezi pozadovanymi oddélovaci stejné
jako v deterministické verzi. Treti a ¢tvrtd hlava obstaravaji vSechny virtudlni
oddélovace.

Automat nejprve nedeterministicky odhadne pozici prvniho a druhého oddé-
lovace (tfeti a Ctvrtou hlavou, pritom je jednoduché zajistit aby pozice Ctvrté
hlavy byla vétsi nez treti hlavy). Dale se deterministicky zkontroluje, zda je
pozice vymezena oddélovaci palindromem. Pokud ne, zamitame, pokud ano na-
stavime hlavu h3 na pozici hlavy Ay, tu potom opét nedeterministicky posuneme
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o libovolny pocet vpravo a opét kontrolujeme palindrom.

Timto zptusobem kontrolujeme palindromy a jejich pocet (ktery je nezévisly
na délce vstupu) si mizeme pamatovat ve stavu. Pokud tedy rozdéleni na palin-
dromy existuje, nékterd vypocetni vétev jej nalezne.

4.2.4 1-limitované automaty a bezkontextové jazyky

Véta 34
Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje (nedeterministicky) 2t-1-LA A pri-
jimajici L.

Diikaz

Diky vété 20 lze libovolny bezkontextovy jazyk zapsat jako L = h(D;; N R).
Pokusime se tedy tuto konstrukei simulovat automatem A. Ten nejprve na druhou
pasku nedeterministicky vygeneruje spravné uzavorkovani podle Dj;, pTficemz
paralelné kontroluje, zda generovany rtetézec patii do zvoleného reguldrniho ja-
zyka R (k tomu ndm postaci stav automatu). Ve druhé fazi staci zkontrolovat,
jestli je vstup obrazem vygenerovaného fetézce podle homomorfizmu h. VSim-
néme si, ze pokud je L bezkontextovy, tak musi existovat alespon jeden takovy
homomorfismus, jehoz vSechny obrazy maji délku jedna. To znamenad, Ze prostor
na druhé pasce musi stacit pro vygenerovani tohoto retézce.

Protoze je R regularni jazyk, musi existovat deterministicky konecny auto-
mat Ar s mnozinou stavil (g obsahujici poc¢atecni stav gp a koncovy stav gacc
a prechodovou funkci dr. Pro prehledny popis konstruovaného automatu také
pouzijeme funkci r, ktera je vsak ve skutecném automatu realizovana primym
dosazenim obrazu r do sablon prechodové funkce.

((Qqu;%)a <Z7b)ad) 5R(qR7b> = (13{
(qREJ, (Z, b), d) jinak
Jak je vidét, stav automatu sestava z dvojice stavil, znazornujici paralelni vyko-

navani kone¢ného automatu. Oznacme také pro D, ; mnozinu pravych zavorek,
levych zavorek a neutralnich symbolii:

Bright:{)l P )J}
Bleft:{ (1 P (] }
Bneutral = {17 SR k}

Pro kazdé prazdné policko automat vybere nasledujici zavorku. Bud levou
zavorku, neutralni znak, nebo pravou zavorku. V pripadé pravé zavorky vsak musi
nejprve zkontrolovat, zda je timto uzaviena c¢ast retézce spravné uzavorkovand,
tedy zZe Tetézec patii do jazyka generovaného gramatikou:

S—= LS  wxe{l,...,j}
S — DS
S—D

r((¢p,qr), (i,b),d) = {
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(spréavné uzdvorkovani)

D — (:D), re{l,...,j}

D — DD

D —c ce{l,...,k}

D — e
V kazdém kroku pridani dalstho symbolu bud pridame dalsi oteviraci zavorku
(¢i neutrdlni symbol), nebo pridame uzaviraci zavorku, v tom piipadé vsak zkon-
trolujeme, ze byl zvolen spravny typ a ze neobsahuje fetézec méné oteviracich

zavorek. Snadno vidime, ze vysledny Tetézec musi patfit do vyse uvedeného ja-
zyka, protoze vsechny prefixy tuto vlastnost splnuji také.

Generovani retézce Dyckova jazyka

1. 0(qo, (1,0)) = {(9, 90), (1,0), (=1,0)) }

2. 0((9,qr), (>,9) = {(q, qr), (>,1), (0, 1)} i ¢ {0, <}

3. 0((9,qr), (>,0)) = {r((9,qr), (>, 7), (0, 1)) | € Biett U Bueutral } U
U {r((vr, qr), (>,2),(0,=1)) [ € Buigis}  qr € Qr

Pokud vybereme pravou zavorku, je potieba provést samotnou kontrolu sprav-
nosti zvoleného typu zavorky. K tomu pouzijeme pozice prvni hlavy jakozto za-
sobniku. Na prvni pasku neni tfeba zapisovat, protoze, jak jiz bylo uvedeno, vyraz
mezi nové pridanou, kontrolovanou zavorkou a hledanou odpovidajici zavorkou
musi byt spravné uzavorkovany. Neni tedy tfeba si pamatovat typ prochazenych
zavorek.

Pri prichodu uzaviraci zavorkou se hlava prvni pasky posune doprava a pri
priuchodu oteviraci doleva. Pres hledanou oteviraci zavorku projde, dostane-li
se prvni hlava na pozici 0. Poté stac¢i porovnat typ zavorky se zapamatovanou
zavorkou. Formalné se (i kdyz to nepotfebujeme) po kazdém prichodu policka
jeho obsah prepise, pokud neni z mnoziny symbolt, které se jiz neptepisuji, proto
znakem i naznacime, Ze znak ¢ € I'y se prepiSe na ¢ € I'y, dile se ale nemiize
prepisovat, tedy ¢ = c.

Vyznam pravidla 2 si vysvétlime pozdéji. Prozatim nam postaci, ze pokud je
symbol na druhé pasce jiz prepsan, prosté jej preskocime.

Kontrola spravnosti vybéru pravé zavorky

4. 6((vr, qr), (i,72)) = {((vr, qr), (i,72), (1, 1))} i € {<}UT, 7,72 € Brignt
)) ={((vrqr), (3,0),(=1,-1))} i€ {a}UT,l € Biege
{((vr1qr), (i,n),(0,-1))} i €{>,<} UL, n € Bueutral
= {ares, (4,>),(0,0)}  i#>
{((v2r, qr), (>,2),(0,1))}
, (1)) ={((g:qr), (>,9),(0,1))}  Fzii=(c A 7 =)
,(>,4)) = {(gres, (5,0, (0,0))}  Prri=( A v =),

© 0 3 O Ot
=)
e N N N N
N N N N N
oy
)
2y

10. 6
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Pokud neexistuje zadné dalsi prazdné pole a konecny automat zaroven prijima
vygenerovany retézec, je mozné se posunout do druhé faze kontroly uzavorkovani.
Tuto fazi popisuji pravidla 4-10.

Ve stavu v, si pamatujeme pravou zavorku r a hleddme odpovidajici levou
zavorku. V pravidlech 4-6 prochdzime jednotlivé symboly a podle typu (leva
zévorka, neutralni symbol, prava zdvorka) posunujeme prvni hlavu. Diky tomu,
ze v pravidle 6 muze ¢ byt >, dokdze automat preskocit neutralni symboly az na
pripadnou levou zavorku.

Pokud precteme cely vygenerovany retézec, ale nenalezli jsme misto, kde by
méla byt hledana zavorka, podle pravidla 7 zamitame. Jinak by méla byt hledana
zavorka na pozici, kterou druhd hlava pravé presla. Tam muze byt i neutralni
symbol, to vSak nevadi, protoze automat je nedeterministicky a existuje vypo-
cetni vétev, kdy automat preskoci vSechny neutralni symboly az na hledanou
zavorku.

Poté se ve stavu g, podle pravidla 9 a 10 bud zamita, nebo prechazime do
stavu ¢ abychom vygenerovali a zkontrolovali dalsi ¢ast Tetézce.

Kontrola spravnosti celého vygenerovaného retézce

Vime, Ze kazda uzaviraci zévorka v doposud vygenerovaném retézci je vytvo-
fena spravné, cely fetézec je tedy spravnym uzavorkovanim ve smyslu D; j, prave
tehdy, mé-li stejny pocet oteviracich a zaviracich zavorek.To si ovérime pravidly
11-15.

- ) =A{(c, (»,9),(0,-1))}  ar =qacc
12. 6(c, (i,7)) = {(c, (i,7),(1,—1))} 7 € Bhight
,0) ={(c, (i,0), (=1, -1))} i # >l € Bt
= {(c, (i,n), (0 1))} n € Bueuna
={ (>, )

)
(grrg, (>,1),(0,0))} [ € Biegt

Podle pravidla 11 tuto kontrolu zapo¢neme v ptipadé, ze vygenerovany fetézec
patii do zvoleného regularniho jazyka R. Zde se dozvidame divod pravidla 2.

Poté uz nebudeme potiebovat mit stav slozeny z dvojic, protoze nepotiebu-
jeme simulovat paralelni vykonavani konecného automatu. V pravidlech 12-15
pouzivame stejny trik jako v predchozich pravidlech a pocitame si ,zanotreni® ve
struktute zavorek.

Kontrola homomorfismu

Pri tspésné kontrole staci porovnat, zda je vstup homomorfni s nedeterminis-
ticky sestavenym prinikem regularniho jazyka a Dyckova jazyka. Toto porovnani
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probéhne v pravidlech 17-19.

(c, (>

17. 6(qn, (i,12)) = {(qn, (i,2), (1, 1))} i = h(iz)

18. 5(Qh7 (Za Z2>> = {<QREJ7 (27 22)7 <07 O>>} i 7& h(7'2>

19. 5(Qh> (<]> <])) = {QACC> (<]> <])7 (O’ O))}
[

Oznac¢me tiidu jazykt pro dvoupaskové jedna-limitované automaty Lo 1.4 =
{L|32t-1-LA A: L = L(A)}.

Véta 35
CFL C Lot 114

Diikaz

Pro kazdy bezkontextovy jazyk existuje 2t-1-LA. Navic z prikladu 23 vime,
ze existuje 2t-1-dLA rozpoznavajici kontextovy jazyk. Nedeterministicka verze
automatu (2t-1-LA) tedy musi také rozpozndvat tento kontextovy jazyk. O

5 Otevrené problémy

Béhem této prace vzniklo mnoho novych otevienych problému tykajicich se no-
vého modelu vicepaskovych limitovanych automatii. Shriime si nyni ty nejdtle-

Hned pri ivodnich prikladech jsme narazili na neprakti¢nost implementace
synchronnich limitovanych automati, proto jsme definovali asynchronni auto-
maty. Z naslednych tivah nam bylo jasné, zZe tiida jazyki rozpoznavanych syn-
chronnimi automaty je podmnozinou jazyki rozpoznavanych asynchronnimi au-
tomaty. Podle Otevieného problému 27 vsak nevime, jestli je tato podmnozina
vlastni.

Dale jsme vykonstruovali hierarchii jazykl a pro né odpovidajici O-limitované
vicepaskové stroje.

OTEVRENY PROBLEM 36
Pokud pouzijeme konstrukci oddélovacii, nelze dané jazyky L;pa rozpoznavat

automaty s méné nez ¢ paskami. Nevime vsak, zda toto tvrzeni plati obecné.
Pokud ano, pak jsou st-0-dLA silnéjsi nez (s — 1)t-0-dLA.

Pokud by se prokazalo, Ze nelze jazyky Lipa rozpoznavat automaty s méné

nez ¢ paskami, budeme znat odpovéd i na dalsi otazku, a sice jestli jsou nedeter-
ministické 0-limitované automaty silnéjsi nez deterministické.
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OTEVRENY PROBLEM 37
Neni znamo, jestli dokazi st-k-LA rozpoznavat vice jazykl nez st-k-dLA.

OTEVRENY PROBLEM 38
Nezname presnou tridu jazykd zddného vicepaskového limitovaného auto-
matu.

5.1 Prvocdiselnost

Zrejmym zpusobem dokazeme rozpoznat pomoci 3t-0-dL A, jestli je ¢islo p repre-
zentované retézcem a? prvocislem. Pomoci hlavy hy a hz postupné ukladame cisla
2,3, ... tak, ze hlava hg je na pozici daného ¢isla a hs je na zac¢atku pasky. Potom
znamym trikem dokazeme o vzajemnou vzdalenost hy a hg posouvat hlavu hy a
tak zkontrolovat, jestli je délka vstupu timto ¢islem délitelna. Na konci kazdého
posunu se dokazi hlavy vratit zpét do ptvodni pozice. Potom mtzeme postupné
kontrolovat délitelnost ostatnimi ¢isly.
Problém se stava zajimavéjsim pro 2t-1-dLA.

OTEVRENY PROBLEM 39
Nevime, jestli dokaze néktery 2t-k-dLA rozpoznat prvociselnost délky vstupu.

Doplnék tohoto jazyka diky nedeterminismu rozpoznavat dokazeme a staci
nam k tomu 2t-1-dLA. Sta¢i nedeterministicky na druhé pasce odhadnout cislo,
kterym lze délku vstupu vydélit beze zbytku. Protoze automat je jedna-limitovany,
muizeme si toto ¢islo na pasku poznacit a ovérit, ze je délka vstupu timto c¢islem
skutecné délitelna.

Mohlo by se zdat, Ze se podobny postup da pouzit i pro rozpoznani prvoci-
selnosti. Postupné bychom si na pasku znacili vSechna c¢isla, kterymi se snazime
délku vstupu délit. Problém je v tom, zZe pokud si pomoci jedna-limitovaného
automatu oznacime urcity pocet policek na druhé pasce, kdyz se budeme opa-
kované snazit na tomto konci zastavit, vzdy musime pro detekci konce oznaceni
tento konec prekrocit. Tim si prepiseme nasledujici policko a tak dale.

Tento postup tedy rozhodné nedovoluje 2t-1-dLA rozpoznavat prvocisla. Na-
vic se zd4, ze to nelze ani pokud zvysime pocet prepisu. Vzdy se najde dostatecné
dlouhy vstup tak, ze budeme kvili opakované detekci konce aktualné poznace-
nych poli nuceni tento konec prekrocit.

96



Zavér

V této praci jsme si predstavili limitované automaty a odpovidajici t¥idy jazyk.
Shrnuli jsme metody vzajemné simulace nékterych modelt a tim i dikaz, ze
automaty rozpoznéavaji prave tyto tridy.

Ve druhé casti prace jsme definovali nové modely — takzvané vicepaskové li-
mitované automaty. Tyto automaty se ukazaly jako zajimavé verze limitovanych
automati, nebot rozsiruji tiidy rozpoznavanych jazyki a jejich vztah s jedno-
paskovymi verzemi neni tak jednoduchy, jak by se na prvni pohled mohlo zdat.

Zajimavym jazykem, ktery nas v této ¢asti prace doprovazel, je jazyk vsech
palindromu, ¢i konkatenace vice palindromt. Ten pom&ahal demonstrovat silu
mnoha konkrétnich modelt vicepaskovych automati a ackoliv se nepovedl najit
dikaz, zda se, ze tiida jazykiu s konkatenaci exponencialniho poc¢tu palindromu
definuje nekonecnou hierarchii vicepaskovych automat s riiznou vypocetni silou.

Celkoveé druhé cast prace predstavuje velké mnozstvi otevienych problémi
a neovérenych domnének. Jedna se o zajimavé a pravdépodobné nesnadné pro-
blémy, na jejichz feseni bych chtél v budoucnu nadale pracovat.
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Conclusions

In this thesis, we have presented limited automata and their corresponding classes
of languages. We have sumarized the methods of mutual simulation of some of
these models and proof that these automata recognize their corresponding classes
of languages.

In the second part of the thesis, we defined new models — so-called multi-
tape limited automata. These machines turned out to be interesting versions of
limited automata, as they expand the recognized classes and their relationship
with the single-tape automata is not that simple, as it might seem at first glance.

The interesting language that accompanied us in this part of the thesis is
the language of all palindromes or the concatenation of several palindromes.
The latter helped demonstrate the power of many specific models of multi-tape
automata, and although we failed to find proof, it appears that the class of
languages of concatenations of an exponential number of palindromes defines an
infinite hierarchy of automata.

Overall, the second part of the work presents a large number of open prob-
lems and unverified assumptions. These are interesting and probably difficult
problems, the solution of which I would like to continue to work on in the future.

o8



A Obsah elektronickych dat

Elektronicka data odevzdana v systému katedry maji nasledujici strukturu:

limited-automata.pdf
Samostatny text prace ve formatu PDF.

text/
Adresar s textem préace ve formatu PDF, vytvoreny s pouzitim zavazného
stylu KI PfF UP v Olomouci pro zavérecné prace, véetné vsech soubort po-
tfebnych pro bezproblémové vytvoreni PDF dokumentu textu, tj. zdrojovy
text textu.

README . md
Textovy soubor s informacemi o praci, struktutfe adresare a pouzitych ma-
terialech véetné zdroju.
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