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1 Uvod

N¢které algebraické struktury, které se v posledtetbch intenziva studuji
zejmeéna v souvislosti s logikou, lze reprezentopainoci svazo¥ uspdadanych
grup. NejtypétejSim prikladem jsouMV-algebry podle dnes jiz klasické&ty
D. Mundiciho [11] je (az na izomorfismus) kazda Migebra (A O,-,0,) izo-

morfni s MV-algebrour™ (G,u) =([0,u] .0 ,~,0,u), kde [0,u] je interval v kladném
kuzelu vhodné komutativn?-grupy G a operace neEO,u] jsou dany pedpisem
xOy=(x+yOua-x=u-x.

MV-algebry zavedl C. C. Chang [5] jako algebraiagkpdeltukasiewiczovy
logiky, coZ je vicehodnotovam@ny-valued odtud MV) vyrokova logika " se
spojkami - a -, axiomy jsou formule ve tvaru

a-(B-a),

(@~ B8)~((B-r)~(a-V),
((a~8)~8)~((8~a)-a)
(~a~-p)~(B-a)

a jedinym odvozovacim pravidlem je modus ponensjubkce a [1 8 a konjunkce

a © f jsou definovany jako~a - £ a - (a - —|ﬂ). Lindenbaumova algebra této

logiky je potom MV-algebra. Opravdu, oztime-li [@] ttidu formuli ekvivalentnich

s formuli @ a na mnozié L vSech &chto tid zavedeme operade, - a konstanty
0, 1 takto: [a]O[B] =[a 0 B], =[a]=[-~a], 0=[a], kdyZ formule-a je doka-
zatelna v/, al=[a], kdyz formulea je dokazatelna v, pak (L,0,-,0,] je
MV-algebra. Strukturou pravdivostnich hodnot je .tzstandardni MV-algebra
[0,1],,. ti- reainy interval[0,]] soperacemixdy=min{x+y3}, -x=1-x a

X -» y==x0 y=min{1- x+ y} . Na rozdil od klasické dvouhodnotové vyrokové

logiky, jejimZ algebraickym modelem jsou Booleovgebry, disjunkce a konjunkce
nejsou idempotentni. Tomu odpovida skotest, Ze Booleovy algebry jsou ekviva-
lentni s MV-algebrami, které splji identitu xJ x= x.

VySe citovany Mundiciho vysledek popisujici vztatezi MV-algebrami a
komutativnimi /- grupami odstartoval novy zajem o MV-algebry a jejzobecsini.
Na konci 90. let se objevily nekomutativniMV-algebry, tzv. pseudo-MV-algebry
(G. Georgescu a A. lorgulescu [9])@GMV-algebry(J. Rackinek [12]): gitani O

v tomto gipac neni komutativni a kazdy prvek ma obec# dvé rizné negacex” a
X" . A. Dvurgenskij [7] dokazal, Zze podobrjako MV-algebry lze i pseudo-MV-



algebry/GMV-algebry vzdy reprezentovat jako algebr{G,u), kde G je ¢-grupa

(nyni obecl nekomutativni) a pro negace plafi=u- xa x” =—-x+ u.

Text je v podst@trozctlen do ti ¢asti.

V Gvodni kapitole jsou vystleny zakladni pojmy, uvedenykteré giklady
(svazow) uspdadanych grup a charakterizovany kladné kuzely @®wgzuspdada-
nych grup.

Druh&cast (kapitoly 3 a 4) jednovana MV-algebrdm. Je dokazano, Ze kazda
MV-algebra je subdirektnim somem lineard uspdadanych MV-algeber.
Mundiciho metoda tzv. dobrych posloupnosti je ptauk dikazu toho, Ze az na

izomorfismus jsou viechny MV-algebry ve tvar{G, u) .

Treti cast se zabyv&uZelovymi algebramikteré definoval B. Bosbach [3]
jako algebry (A,0:,0) sphiujici identity (xOy)O(x02) =( yO30( ¥ 3, (z:y):
(xy)=(z X:(y 3}, xOAy:2=(x3Y: 3 x:(yOx)=(y: YOy, x:0=00x= x
a xOx=y: y=0. Typickym gikladem je kladny kuzelG" libovolné /-grupy G
s operacemix: y=(x- y)00 a yOx=(-y+ X 00. Rovrez kazdou (pseudo-) MV-

algebru nizeme chapat jako kuZelovou algebru, definujemg-:liy:(yD x*)_ a

ylx= ( X O y)~. Bosbach ukazal, Zze pro kazdou kuZelovou alge(qu:,O)
existuje (- grupa G, takova, ze(A 0:,0) Ize izomorfré vnarit do kuzelové algebry
(G;,D:,O) . Jako dsledek pak snadno dostaneme Mundiciho a Ddaurgkého sty o
reprezentaci MV- a pseudo-MV-algeber jako inteiivédgrup.



2 Uspaadané grupy

Cilem této Gvodni kapitoly je zopakovat zakladmijnpy teorie svazoy
uspdadanych grup a dokazat dvzakladni ¥ty popisujici vztah svazeév
uspdadanych grup a jejich kladnych kuzeUvedeme takédkolik prikladi.

Pro svazo¥ uspdadané grupy se uziva aditivni i multiplikativni mpzde
budeme pouzivat aditivni zapis, ale to neznameea;Séchny uvedené grupy jsou
abelovskeé.

Definice: Kompatibilnim uspgdanimna grupoidu(G, +) rozumime usp@da-
ni < takove, Ze pro kazdg, y, z[0 G plati
Xy = Xtz yt z,
Z+ X< 7+ .

Definice: Uspoadanou grupourozumime grupu, na které je definovano
kompatibilni usptadant, tj. strukturdG, +,<), kde (G, +) je grupa a< kompatibilni

uspdadani. Je-li(G,<) svaz, pak(G,+,<) se nazyvésvazov uspaadana grupa

nebo strané /- grupa
Neutralni prvek?- grupy budeme zrit 0.

Nech G je svazow uspdadana grupa & g, 00G (ilJl ). Jestlize existuje
D{gi :i01}, pak existuiji také]{—gi 01}, |]{1‘+gi 01}, D{f Og,:idl} a
plati

(a) D{—gi:iDI}:—D{gi:iDI},

b Wf+g:ion}=f+g o},

© Wfog:io}=folg:io}.
Dualni tvrzeni plati také, tj. kdyz existujeD{ g :iQ I} , potom existuji
D{—gi g1}, D{f +g:i0l} a D{f Og; :i01} a plati dualni rovnosti.
Poznamenejme, Ze existence nekoyeh spojenici priseki napravo nemusi
implikovat existenci spojeni a{seki nalevo.

Navic plati: Usptadana grupd je svazo¥ uspdadana pra¥tehdy, kdyz v
G existuje f 00=sud f , (resp. f DO=inf{ f,0} ) pro vSechnyf OG. Spojeni a

priasek dvou libovolnych prvk f,gO0G pak mizeme psat ve tvaru



Podivejme se natkteré zakladni fiklady uspdadanych grup:

Priklad 2.1:  Aditivni grupy celych¢isel (Z,+,<), racionalnicheisel (Q,+,<) a
realnychdisel (R,+,s) jsou linearg uspdadané grupy sipozenym usptadanim.
Grupa(C,+) se da usp@dat nap takto:

0] a+tbisc+di = as<c & bsd;
(i) a+bisc+di = a<cnebo(a=c& b<d);

(i) a+bisc+di = a+bi=c+dinebo(a<c& b<d).

V prvnim g@ipac dostaneme svaz, ktery néwi¢zec, ve druhéniettzec a veretim
uspdadanou grupu, ktera neni svaz — spojeniiagiy zde existuji jen pro srovnatel-
né prvky.

Priklad 2.2: Neclt C[O,]] je mnozina vSech realnych spojitych funkci narivatu
[0,1]. Definujme naC[0,1] uspdadani

f<g = f(x)<g(x provsechnyxd[0,].
Potom(C[0,1] .+ <) je uspsadana abelovska grupa, keweje obvyklé sitani funkci

po bodech.

Piiklad 2.3: Necht’

G

{(g gjzam,m}.

Pak G je vzhledem k nasobeni matic nekomutativni gruNa. G definujme
uspdgadani takto:

(al bljs(az Qj < (i) a <a,, nebo

0 1 0 1
(i) a=a &Rb<h.
Potom(G,[k) je linearr uspdadana grupa.

Priklad 2.4: Nectt (T,<) je libovolna lineara uspdadana mnozina. Oztme
Aut(T) mnozinu viech automorfisma (T,<), tj. bijekei f:T — T, které spiuji
podminku



Ox,yOT: x<y =« f(X)< f(y).
Definujeme-li naAut(T) uspdadani takto:
f<g « f(X)<g(X provSechnyx[OT,
potom (Aut(T),o,s), kde o znai obvyklé skladani zobrazeni, je nekomutativni
svazow uspdadana grupa, ve které
(f Dg)(x)=max{ f(x).q( %},
(f Do) =min{ 1(x), o).

Pozndmka: Tento giklad je velmi dilezity, protoZze podle Hollandovyéty Ize
kazdou - grupu vndit do (- grupy Aut(T) pro rekterytetzecT .

Priklad 2.5: Nectt {G:i0l} je systém usgadanych grup. Uspadame-li
direktni sodin |_|Gi grup G po bodech, tj.f <g = f(i)<g(i) prokazdé Ol ,

10

potom dostavame usfamlanou grupu. KdyzG jsou /-grupy, pak i |_|G.

e
10

{-grupa.
Nyni predpokladejme, Ze indexova mnoziha je dolfe uspsaddand, a na
|_|Gi definujme uspiadani takto:f <g = f =g nebof(i)<g(i), kdei je nej-

10

mensi prvek vl takovy, ze f (i)#g(i). Tato usptadana grupa se nazyva lexiko-

graficky sowin uspdadanych grups .

Priklad 2.6: Nectt ZWrZ je mnozina viech ustaanych dvojic(3,a), kde B
je zobrazenZ - 7 a allZ . Definujme:
(Boa)+(Baas) = (via+ &), kde y(x) = B (x)+ B (x+ &) DxOZ,
(B.a)<(Bra,) = a<a, nebo
a=a, & [(X)<B,(x) pro kazdéxOZ.
Potom (ZWrZ,+,<) je (-grupa s nulovym prvkenfi¢,0), kde ¢(x) =0 pro kazdé
xOZ, a opgnym prvkem k(p,a) je (y,-a), kde y(x)=-B(-a+ x) pro viechny

xOZ. Tato konstrukce se nazyvéncovy sodin.
Neclt G=ZWrZ . PronON

S ={(8.90G: x= {mod )= B( ¥=8( }}.
Pak S, je /-podgrupaG (tj. podgrupa i podsvaz) a nazyvaSgimgerova n-grupa



Nag. S, miZzeme reprezentovat takto: Kdyz3,a)0S,, pak B(x)=A(y)
pro x= y(mod 2, tedy B nabyva pouze dvou hodnot, a&{0) pro sudax a 3(1)
pro licha. Misto( 3,a) mizeme tedy ps&i3(0).3(1) .a). Potom
(8.(0).A(3) 2) (8.0 () 2)=
< (B.(0)+B,(0).B.(D+B,() a,+a,) proa, sud

(B.(0)+B,(1) .B.()+8,(0 a,+a,) proa, liche
Pro usptddani dostaneme:
(5:(0).4(9 a)<(8.(9 B3 2) = a<a, nebo
a=a& £(0)<5(0) & £(1)<A(1).

Pro kazdou podmnozind # X 00 G budeme pouZzivat zapis
X ={-x:xO X} .

Definice: JestlizeG je usp@adana grupa, potorekneme, Zex1 G je

o kladny prvekjestlizex=0,

o zaporny prvekjestlizex<0.
PodmnoZinuG® kladnych prvi grupy G nazyvamekladny kuzelgrupy G, pod-
mnozinuG~ zapornych prvik nazyvamezaporny kuzegirupy G .

Z definice usptfadané grupy plyneutezity disledek: Nech x, y(O G. Potom
jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
XSy = Xx-yOG = -y+xOG = -x+yOdG - y-x0G < -y<-x.
Tedy usp#adani naG je jednoznané dano jednim z kuzél

Vratme se nyni k usg@danym grupam zifklada 2.3, 2.4 a 2.6 a podivejme
se, jak vypadaiji jejich kladné kuzely:

Priklad 2.7:Nech' (G,LK) je linearr uspdadana grupa zikladu 2.3. Jeji kladny

kuZel je ve tvaru

R (L e

Necht (Aut(T),e,<) je ¢-grupa z pikladu 2.4. Jeji kladny kuZzel je tien
takovymi automorfismyf O Aut(T), pro které platix< f(x) pro kazdéxOT.

10



Nech' (ZWrZ,+,<) je (-grupa z pikladu 2.6. Jejim kladnym kuzelem je
mnoZzina dvojic( 3,a) takovych, ze
() a>0, nebo
(i) a=0apB(x)=0 pro kazdéxOZ.
Kladny kuzel Scrimgerovy 2-grup$, z prikladu 2.7 je mnozina

s ={(8(0).8() .8 :a> ¢ 0{(8(9 B(} .9 B( 9 B( )= |

Nyni dokdzeme dvklasickeé ¥ty, které Ize najit napv [1]:

Véta 2.1: PodmnozinaP grupy G je kladny kuZel ékterého kompatibilniho
uspoddani naG praw tehdy, kdyz

1 Pn-P={0},

(2 P+P=P,

3 OxOG: x+P-x=P.
Navic toto usp&dani je linearni usp@dani, pra¢ kdyzP [0 -P= G.

Dikaz =: Nech’ < je kompatibilni usptadani naG a necli G* je pridruzeny
kladny kuzel. JestlizexdG" n =G", pak na jedné stranx=0 a na druhéx=-y
pro rékteré y>0. To ddva & -y = x. Odtud x=0 acast (1) je dokadzana. Jestlize
nyni x,ydG', pak x>0 a y=0, tedy x+ y=0, a protoG" +G" 0 G". Potom (2)
vyplyva z toho, zeG"' =G"'+00 G' + G'. JestlizeyOG", potom pro kazd& [ G
plati x+y—x= x+0- x=0, atakx+ y- x G . Tedy x+ G" — x[O G'. Jelikoz toto
plati pro vSechnyx [0 G, miZzeme zarénit x za —x, abychom ziskali-x+G" + x[
OG", coz dava opmou inkluziG* O x+ G" - x.

O : Predpokladejme, zé® je podmnozinaG, ktera spiuje vlastnosti (1),
(2), (3). Definujme naG relaci<:

XSy <« y—-xUOP.
Zrejmeé < je reflexivni. Jestlizex< y a y< x, paky-xOP a—(y-x)=x- yO P.
Z (1) vyplyva, zey—x=0, odkud y = X, a proto< je antisymetricka. Ne¢hx< y a
y<z. Potomy-xOP a z-yOP a ze (2) vyplyva, zez— x=z— yw+ y xd F
odkud x< z. TudiZz £ je uspdadani naG. Ukazme, Ze je kompatibilni. Neth
x<y. Paky-x0OP aze (3) vyplyva, Ze pro vSechaab[] G,
aty+tb-(atx+tf=a y b b x & &a y x @ ,

11



coz ukazuje, Zea+ x+ b< at+ y+ L. Odtud plyne, Zze< je kompatibilni. Konengé
O0<y prav tehdy, kdyz y[OP, tedy P je kladny kuZel odpovidajici zavedenému
uspdadani<.

Nyni predpokladejme, zeP-P=G. Pak pro vSechnax y[1G bud
x—yO P, nebox—-y[0-P, takZzex—y=>0 nebox—y<0. Tedy x>y nebox<y.
Proto G je lineark uspdadana. Obracen jestlize G je linearre uspdadana, pak
pro vSechnax(0G dostavame kil x>0, nebo x<0, tedy xOP nebo x[O-P,
odkudG=PO-P. ©

Z predchoziho vidime, Ze kladny kuz&l" uspdadané grupyG je podpolo-
grupa grupyG. O tom, ktera pologrupa e byt kladnym kuzelem usfimlané
grupy, pojednava dalSEta.

Véta 2.2: Pologrupa P je kladnym kuzZelemekteré uspgaddané grupy préa&
tehdy, kdyz

(1) v P plati pravidla kraceni,

(2 P ma nulovy prvel0,

3 Ox, yOOP: x+y=0 = x=y=0,

(4) OxOP: P+ x=x+ P.

Dikaz Nutnost podminek vyplyvaifmo z Wty 2.1. Naopak ukazeme, Ze pologrupa
P s uvedenymi vlastnostmiiie byt vnéena do grupy jako kladny kuzel. Pro tento
Ucel si vSimrgme, Ze pro libovolné prvka x[ P existuje podle (1) a (4) préyeden
prvek x, O P takovy, Zex+a= a+ x . Potom mame

A a=a
Opravdu, podle definica+a= a+ g, a tak diky kracena = a, .

(B)  Ox,yOP:(x+y) =x+Y,.
Toto plyne za+(x+y) = x+ y+ a= x a y= a& x+ ).

(©)  DxOP:(X,), = Xuo-
Tato vlastnost vyplyva a+b+ x,, = x+ a+ b= ar x+ b= & b( X,.

UvaZujme nyni kartézsky séin Px P a definujme na#&m gitani takto:

(ab)+(cd)=(ar g, o .

Potom(Px P, +) je pologrupa. Skuteg,

[(ab)+(cd]+(gh=(a g d b+r( gh=( & - g h € )&

=(a*(c+g), drg=(ah+(e g k d=( ap[( cp-( 9)h

UvaZujme relace definovanou naP x P takto:

12



(a,b)=(cd) = a+d,=c+b.
Nejprve ukdzeme, Ze je to relace ekvivalence:
(a) (aa)=(aad = a+a, =at a, reflexivita tedy plyne fimo z (A).

(B) Jestlize(a,b)=(c d), paka+d, =c+b, ataka+d, +d=c+ b+ d.
Podle (C) dostanemed,+d=d+(d,), = d+ ¢., a podle (B) mameb+d=
=(b+d),,,=h, +d,, Protoa+d+d,,=c+ R, ,+ d,, atak diky kracena+
+d=c+h,,=c+(h), = c+ h. Tedy(c,d)=(a b a= je symetricka.

(y) Neck (c,d)=(ab) a(ab)=(gh.Potoma+h =g+bdavaa+
+h, +d, = g+ b+ d,. Prava strana jg + d + b, zatimco leva strana je

a+db+(h,)db:a+ d+h,=a d+ h = & b( = ¢ b .
Tedy c+h, + b= g+ d+ ta po zkraceni dostavaneer b, = g+ d, tj. (c,d)=(g,h).

Dale ukazeme, ze je kongruence. Jestlizga,b) =(c, d), pak pro viechny
(g9,h)0 Px P pozadujeme, abya,b)+(g,h = (cd+(gh a(g.h)+(ab =
=(g,h)+(c d), tedy

(a+g, h+b=(ct g, h+ d a(g+a,b+h=(g+ g, d+ .

Pro prvni vztah musime &fit

(0) a+g+(h+d)  =c+tg+hk
Vsimréme si, ze za+d, =c+b dostanemea+d +g,,+h=ct b+ g, + R
Prava strana je&+ g, +b+ h = c+ g+ ht L, coZz odpovida pravé strafd). Leva
strana jea+(d+g+h) =ar(grd+ ) = a g+ g+ fr & g (g,
=a+g,+h+d,, =a+g,+h+d,= a+g,+(h),+d,,= atg+h.,+d,
=a+g,+(h+d)

+.p» COZ j€ leva stranad().

Tedy vidime, Ze= je kompatibilni se @tanim zprava. Stejnym #pobem
bychom ukazali, Ze je kompatibilni sétanim zleva, a proto se jedna o kongruenci.
UvaZujme dale faktorovou pologrurﬁtl?x P,+) =, jejiz prvky budeme zrté

[a,b] . Existuje nulovy prvek, a side, a] pro kazdy prveka P. Skuténg, [a,a] +

+[c,d]=[a+ ¢, d+ §=[c+ ad- =] ¢}, kde posledni rovnost jetsledkem

toho, ze (c,d)=(c+ad+gd « c+(d+a), =c+at+d coz je splano: c+

+(d+a), =c+d,+g=crd- 3= & & « Podob [c,d]+[a d=[c d. Navic

kazdy prvek[a, b] této faktorové pologrupy ma prvek @pg, a to[b, a] :
[a.0)+[bd=[ar b, a h=[ = ba }

13



Vidime tedy, Ze(Px P,+)/= je grupa. Navigp:a+>[a,0] je vndeni P do
této grupy. Zobrazenp je injektivni. Abychom ukéazali, z¢ je homomorfismus,
stali polozit a=0 vrovnosti x+a=a+ x. Dostanemex=x, pro kazdy prvek
xOP, takze[x,0] +[y,q =[x+ ¥ ,0+ 4 =[ x+ v.0.

Jestlize ztotoZnimé® s {[x 0] :xO P} pak z vlastnosti (3) vyplyva, 2@
sphiuje vlastnost (1) &y 2.1. Navic okamzit dostavame vlastnost (2§ty 2.1. Dal
plati:

[ab]+[x0-[af=[a x. B+[ b h=[ & x+ ba ].
Z vlastnosti (4) vSak plyne: pra,b, x(J P existuje yOP tak, Zze a+x = y+ a.
Potom[a+x +b at+ =] v+ a- b a b=[ y. ProtoP sphuje také vlastnost (3)
véty 2.1 a dikaz je hotov. o

Poznamka: Pokud je(P,+) komutativni, pak grupgP = P,+)/= je také komuta-
tivni.

Poznamka: Jestlize pologrupuP vnaiime do sestrojené grupy, tj. ztotoznime s
{[a, 0] ral P} , pak definice ekvivalence ma nasledujici vyznam:
[ab]=[cd = a-b=c-d.
Opravdu, kdyZza—-b=c-d, pak a+d,=a-b+tbt d=a bt ot > ¢ & d
+b=c+b. Naopak, kdyza+d, =c+b, pakc+b=a-b+ bt ¢ = a b+t d+ | od-
kudc=a-b+d,t. a-b=c-d.
V kazdé grup také plati (a-b)+(c-d)=a-brc-b-b = a b b

+c, —b-d=a+ ¢—( d+ B, coz objasuje zavedenigtani naPx P.

Poznamka: Nech’ P sphuje podminky ¥ty 2.2. Pak naP existuje pirozené
uspdgadani, které je definovano takto:
(21) asb < b=x+aprorekteré xP
= b=a+y pro rekteré yO P.
Oweiime, Ze relace je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni:
(reflexivita a<a < a=a+0.
(antisymetri¢ a<b & b<a = b=x+a & a=y+b = b=x+y+b

2.2 (3)
= 0=x+y = x=y=0 = a=bh.

(tranzitivita) a<b & b<c = b=x+ta & c=y+b = c=y+x+ta
= acscC.
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Toto uspd#adani odpovida uspadani, které duje P jako kladny kuzel usgadané
grupy (Px P,+)/=, j.
asb = [a0]<[b,q.

Diikaz Nejprve si vSimame, Ze pro libovolné prvkg, b, x(I P plati:
[ab]=[x0] = a+0,=x+b = a=x+b.

Potom [a,0]<[b,0 = [b,0]-[a,00{[x.q:x0R. Ale [b,0]-[a,q=
=[b,a], tedy[b,a] =[x 0] pro rekteré xO P. To plati, pra¥ kdyZ b= x+ a pro re-
které x[I P.

Analogicky: [a,0]<[b,d = -[a,0]+[b,0=[y,] pro rekteré yOP. Tedy
[b,.a] =[y,0]. To plati, pra¥ kdyz b, = y+a. Odtud a+h, = a+ y+ a, tj. b+a=
=za+y+a,tedyb=a+ y prorekteré y(OP. o

Nyni popiSeme uspadani na grup(Px P,+)/=:
[ab]<[cd < [cd]-[aH=[x0 prorekteré xOP.
Ale [cd]-[ad=-[dd-[ah=-([ab[ dh=-[ & d € ]=[ € ba,}
Tedy [a,b]<[c d], praw kdyz c+b=x+at+ d, ti. a+d,<c+b v P. Jinak:
[c.d]-[ad=[cd+[bd=[ & b, & ¥ Tedy[ab|<[c d], praw kdyz c+k, =
=x+a+d, t. atd<c+h v P.Celkem dostavame
[ab]<[cd = a+d<c+b = a+ds<c+h.

Je-li P vzhledem k firozenému usp@danitetizec, potom grupgPx P,+)/= je
linearre uspgdadana.

Nyni predpokladejme, Ze pologrupB je vzhledem ke svémuiippzenému
uspdadani horni polosvaz. UkadZzeme, Ze sestrojena geisyazo¥ uspdadana.
Stasi owetit, Ze existujefa, b 0[0,0 pro kazdy prvela,b] . Ukazeme, ze

[ab]0[0,0=[adbj.

Dikaz (1) [ab]<[albl < a+hs<(adb+t = (adb)+b=x+a+k
= alb=x+a = as<alb, coz je splno. Dale[0,0]<[alb,b] = 0+h <
<(abb)+0 = b<aOb. Tedy[aOb,b| je spoléna horni zavorga,b] a[0,q].
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(2) Nech [ab], [0,d<[c,d, t. a+d,<c+tb & d<c. Potom
(aOb)+d =(a+ d)0(b+ ¢)=(a ¢)0( & b< e ,tedy[aObb<[cd.

O

Svazové operace & grups (P x P,+)/= jsou obeca dany takto:
[ab]Ofad=(([atd-[cd)ofo.d)[ ¢ d=(([ ab[ dBO[ 0.9+ ol
=([a+d, cr4of0,0)+[cd=[(a ¢)O( e b e B[ c}=
=[((a+db)D(c+ b))+ G, o+ cF qz[(( a g)0(e P+ ¢ @ b ,@:
=[(a+d,)O(c+b), d+ b,
sl ofed=(((a [ ¢ d)oo.d)+ e d=([ ap[ Bl 0.f)+[ ekt
=([a+d, cryOf0,0)+[cd=[(a ¢)O( & b, e B[ c}=
=[((a+db)D(c+ b))+ G.p, O+ cF qz[(( a d0( e ):)+ c d b ,@:
=[(a+d,)O(c+b), d+ b].
Predchozi poznatky tedyimeme shrnout:
PologrupaP je kladnym kuZzelent- grupy, pra¥¢ kdyz sphuje podminky (1)

az (4) z ¢ty 2.2 a vzhledem kippozenému usp@dani, které je definovano dle (2.1),
je P horni polosvaz (nebo ekvivalegtdolni polosvaz).
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3 MV-algebry

Mrivriw s

zametime na line&r& uspdadané MV-algebry.

MV-algebry zaved| C. C. Chang v [5] jako algebkgienodel tukasiewiczo-
vy logiky. Definice, kterou uvedeme zde, jéeywzata z monografie [4].tRodni
Changova definice obsahovala 20 axiom

Definice: MV-algebraje algebra(A,0,~,0,) takova, ze(A,O,0) je komuta-
tivni monoid s unarni operaei a konstantod sphujici nasledujici identity:

(MV]) x0O1=1,

(MV2) -0=1,

(MV3) =-x=X,

(MV4) = (-x0y)0y==(-yd Y0 x.

Priklad 3.1: Tzv. standardni MV-algebrf0,1],, je MV-algebra([0,1],0 ~,0,3,
kde
xO y=min{ x+ y, 3},
aXx=1-X.
Pro kazdén=>2 je

ko ={o,i'_”'n;2 ’
n-1 n-1

podalgebra standardni MV-algebry (n-prvkovy Nigtszec).
Standardni MV-algebra je nédji@zitéjSi priklad, protoze v MV-algebrach méa

stejny vyznam jako dvouprvkova Booleova algebra Bomleovy algebry:[0,1]

totiz generuje varietu MV-algeber, tj. identita tplae vSech MV-algebréach, préav
kdyZ plati ve standardni MV-algeh[0,1] .

Poznamka: V nasledujicim textu budeme pouzivat operacea ©, které definu-
jeme takto:

xQy==(-x0-Yy),
xoy=-(-x0Y).
Ve standardni MV-algek budou operace® a © vypadat ndsledown
x @ y=max{ x+ y-1,0,
xoy=max{ x- y,G .
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V MV-algetre (A,0,~,0,]) definujme usptadani takto:
(3.) as<b = -alb=1.

Pak(A <) je ohranteny distributivni svaz, kde:
xOy==-(-x0y)0 y=(x0-yO ¥( » yO |
xOy==(-x0-y) ==(=(x0-~ )0~ y=-(-0 Yo

Poznamka: Jestlize(A,00,-,0,]) je MV-algebra, poton{A,0,<) i (A 0,<) jsou

uspdéadané pologrupy.
Pokud je usp@dani definované vztahem (3.1) lineérikdme, Ze algebra
(A0,-,0,]) je MV-tetézec. Zajimavym fikladem MVietzce je nasledujici MV-

algebra, viz [5]:

Priklad 3.2: UvaZujme nekonmy ietézec
0=g,<a<a<..<h<h<h=1
Definujeme-li naA={4g : iONy} O{h:i0N/} operaced a - nasledujicim zpso-

bem, dostaneme M¥etézec:

ala=a,,
bOb =1,

lproizj,
amq=qma=<

b,; proi<j,
~a =R,
-b=3.

MV-algebry zobetuji Booleovy algebry v nasledujicim smyslu:
Neclt (A, 0,0, ,0,]) je Booleova algebra. Polozime-kO y=x0y a

-x=X, pak (A 0,,0,) je MV-algebra. Navicxo y=xOy a xey je komple-
ment prvkux Oy v intervalu[0,x] .

Naopak, kdyZ(A,00,-,0,]) je MV-algebra takova, zed x= X pro kazdé
xOA, pakxOy=x0 y, xdy=xO ya-x je komplementx ve svazu A <).

Nech’ G je komutativni/- grupa,ud G". Na intervalu
[0,u] ={x0G:0< x< ¢
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definujme operace
xOy=ud(x+ ),
AX=U-X.
Strukturu([O,u] 0, ,O,u) znaime I (G, u).

Véta 3.1: (G, u) je MVv-algebra
Dikaz Primym vypaitem se ovii, ze (G, u) sphuje axiomy MV-algebry. o

Vratme se k fikladu 3.1:

Priklad 3.3: Algebra " (R,1) odpovida standardni MV-algih[0,] . Pro kazdé

nz2
L,=r(z.4.1), kdezfl:{i: zmz}.
n n n_l

Specialg, nechi £, ={0,3 (Boolova algebra). Potorh, =T (Z,1).

Lemma 3.2: Nech' G je ¢-grupa, udG". Neclt A=T (G, u).
(i)  Provsechnya, b0 A, a+b=(al b+(ao B;
(i)  Prov3echnyx,...,x O A, x OO x, = ud( x+05 X);

(iii)  Prirozené usptadani MV-algebryA odpovida usp@dani na inter-
valu [0,u] O G.

Dikaz (i)  Snadno ziskamga®b)=-(~al-b)= u—( (- g+ ( v )) =
= u+(—uD(b— u+ a- L)) = 00( a+ b- ), mame tedya+b-(ach = a+ b-
-(00(a+b-u))=(a+YO(a+ br - b 3=( & p0 & & .
(i) Indukci podlen: Pron=2 platnost plyne imo z definice operaci na
[ (G,u). Predpokladejme, zeq, 0D x, = ud( %+ x) pro kazdéx,...,x, 0 A.
Pak
x 00 x, 0 )gﬂ:(uD()ﬁD]]]} )g))D Xy =
=uD((uD(x+ I %))+ %) = WO(( ur %) O( )+ I3 3+ x.))=
=u0(u+ X, ) O( % +03 %+ x,,)= O x+03F x+ X,).
Spojenim induknich kroki ziskame platnost (ii).
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(i)  Necht x,yO[O,u]. Pak x<y v I'(G,u), praw kdyz -x0 y=u.
Pravou stranu ekvivalencetideme pepsat-x0 y=ul(u- x+ )=, tj. usu-

-Xx+y Vv G. Po Uprav dostdvame, Za<y v G. o

Nasim hlavnim cilem bude dokazat, Ze kazdou M\étalg A Ize reprezento-
vat jako F(G,u) pro rekterou komutativni/-grupu G a kladny prvekuOG".

Dukaz, ktery zde uvadime, jégqvzat z [11] (je mozné jej najiti v [4]) a je zaém na
tom, Ze kazda MV-algebra je subdirektni &auMV-ietzca (véta 3.3).

V ¢lanku [6] je ukazano, Ze takova reprezentace grigito MVietézce, ).
kazdy MV+etzec je (az na izomorfismus) ve tvaFL(G,u) pro rekterou linears

uspdadanou komutativni grupG .
Podivejme se na Changovu konstrukci (z [6]):

Nect (A,0,-,0,) je MV-fettzec. Nechi G je mnoZina viech ustima-
nych dvojic (m, x)0Zx A, pricemz identifikujeme dvojice{m1) a (m+1,0) pro
kazdém[Z . Na G definujeme operace a — takto:

(m+n xO y), jestlizexd y< 1,

CERLER

(m+n+1,x0 y), jestlizexd y= 1
-(mx)=(-m-1-%.
Potom (G, +) je komutativni grupa s nulovym prvke(i®,0), kterou Ize linearh
uspdadat takto:
(mx<(ny < m<n,nebo
m=né& x<vy.

Pak zobrazenk > (0, X) je izomorfismus pvodni MV-algebry A nal (G, (01)) .

Je zname, Ze kazda algebra je subdirektndisaubdirekt® ireducibilnich
algeber, které jsou navic homomorfnimi obrazivquni algebry. Tedy specidn
kazda MV-algebra je subdirektni somsubdirekt® ireducibilnich MV-algeber.

Véta 3.3: Subdirektd ireducibilni MV-algebra je linearé uspaadana. Proto
kazda MV-algebra je subdirektni st MV-etezai.

Poznamka: Linearre uspdadana MV-algebra nemusi byt subdirekireducibilni,
nag. MV-tettzec z pikladu 3.2 neni subdirektnreducibilni.
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K dukazu &ty 3.3 potebujeme nasledujici vlastnosti ide#\V-algeber:

Definice: Ideal v MV-algelie (A ,0,-,0,1) je neprazdna mnozina 0 A tako-
va, ze

0] Ox,ydI: xOyOl,

(i) OxOl OyOA: x2y = yOlI.

Idedly tvai algebraicky distributivni svazld(A), ktery je izomorfni se svazem
kongruenciCon( A); izomorfismus je dan vzajerammverznimi girazenimi

o[0], ={a0A:(a0) D06},

| >0, ={(a,b)0Ax A:(ac BO(bo 40 }.

Pro kazdou neprazdnou podmnozidll A je
| (B)={ab Ara< hO...0 i pro rektera b,...H0O B, MIN}

ideal generovany mnozinds.

Pred nésledujicim lemmatem si v3iénme, Ze plati:
(3.2 mxOnys mf xJ ¥
pro kazdéx, y(O A, m, nON. Opravdu, indukci se snadnoébly Ze plati
Ox, yO A, OnON: xOny< n( x3 ),
aprotomxdnys ( mXd y< nfi X ).

Lemma 3.4: Pro kazdéx, y[I A plati
L(x)n1(y)=1(xOy).

Diikaz Inkluze | (xOy) O 1(x)n 1 (y) je jasna. Naopak, necrall1(x)n 1(y), .
a<mx & a<ny pro rekteré m,nCJN. Potom podle (3.2) dostavame
asmxOnys mif X,

coz znamena, zal 1 (xOy). o

Nyni mizeme dokazatétu 3.3:
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Diikaz Necly (A,00,-,0,]) je subdirekts ireducibilni MV-algebra. Redpokladejme,

Ze A neni lineary uspgdadana. Potom existuji prvkg, b A takove, Zeao b#

z0#bo a, protozeasb = -alb=1 = aeb=-(-alb=0.Jist

l(aeb)z{0} #z1(bo a).

Plati oviem(ae b)O(be @) =0, a tedy podle lemmatu 3.4
l(aeb)nl(bea)=1((ae bO(be g)= 1(0)={0 .

Oznaime-li @ a @ kongruence wené idedlyl (ae b) a | (bo a), pak tedy plati

Ozw,Z® & On P =w,. To ovSsem znamena, ze algebfa neni subdirekih

ireducibilni (A je subdirekts ireducibilni = w, #N{@0Con( A:0#w,}). o

Lemma 3.5: V kazdém MVretezci A plati nasledujici vlastnosti:
0] jestlizexd y<1, pakx® y=0;
(i) jestlizexOy=x0 za xOy=Xx0O z, paky=z
(i) jestlizex y= x0 z<1, paky = z;
(iv) Jestlizex®y=x® z>0, paky = z;
(V) xO y=x, prdw kdyZx=1 neboy=0;
(vi) xO y=x, praw kdyz-xO-y=-y;
(viiy jestlizexOy=1a x0z<1, pak(xoy)O z=(x3J 20 .

Dukaz (i) Dle definice -x<y < x0Oy=1. Z predpokladu tedy vyplyva, ze
~xgy, ¢l y<-x.Odtud-yO-x=1ax0y=-(-x0-y)=-1=0.

(i) ~xOy=-x0(x0 Y=-xd(> 2=~ X ,

yO-x==(-(yO0 Y0 ¥==(-(Z] ¥0 ¥= z- ,odkudy=z.

(iii)  Primy disledek (i) a (ii).

(v) Plati x0y==(-x0-y) a x0z=-(-~x0- 2, tedy podle ped-
pokladu = (=x0-y) == (-x0-2>0. Ztoho plyne-xO-y=-x0-2<1 a dle
(iii) dostavame-y ==z, tj. y= z.

(v) =: Jestlize x<1, pak xOOy=x00<1 a dle (iii) y=0. Pokud
x=1, dostdvamex[1-1=1a x=1.

O : Naopak pokudx=1 neboy=0, pak x[0 y= 11 y= 1= x nebo
xy=x00= x.

(vij = PokudxO y= x, potom dle (v)x=1 nebo y=0, tudiz -x0

O-y=00-y==-ynebo-xO-y=-x0 E E-vy.
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O : Opanou implikaci ziskame z&mou x,y za-y,-X.
(vii)  Z predpokladu plyne, Zery < x. Pak-yO(x0 y)O z=(-~yO 30
Oz=x0 z<1. Podobs -yO(yo(xO 2)=-yd(xJ 3= X =l1. Tedy ~yO
O(xoy)O z=-yO( yo( X0 3)<1apodle (i) (x0 y)0 z=(xJ 20 3. ©

Poznamka: Z véty 3.3 vyplyva, Ze kazda MV-algebra spje podminky (ii) a (vi)
z lemmatu 3.5.

Lemma 3.6: Prvek-a je jediny prvekx takovy, Zeall x=1 a zarove a® x=0.

Ditkaz Jestlizeald x=1, pak ma< x. Jestlize0O=a® x=-(~al- X, potom1=

=-al-x, odkuda<-x,tj. ~a=>x. Dohromadyx=-a. o

Véta 3.7: V kazdé MV-algete A plati nasledujici rovnosti:
1) xOyO(xoy)=xdy,
@ (xey)O((x0-y)o y= x
@ (x0y)I((x0y)ed=( 0 0 o ).

Dukaz Podle ¥ty 3.3 mizeme pedpokladat, zeA je iettzec. JestlizexD y=1,
potom (1) vyplyva z MV1. Jestliza [0 y<1, potom (1) plyne z lemmatu 3.5 (i).
VSimréme si, ze jestlizx< y, potomxo y=-1=0 a
(xey)O((xO-y)o Y=(x0- Yo ¥ X ¥ .
Jestlize na druhé strary < x, pak
(xey)O((xO-yo y=(x yO(x0 y=(» yJ ¥ X ¥ ,
tedy (2) plati.
Pro dikaz (3) nejprve dokdZzeme nasledujici rovnost:

@ (xoy)B((xa Yo 3=(0 yo((o yO
Skuteng, jestlize xO y=1, obagleny (4) se shoduji $x© y)O z, protozex®1=
== (-x0-1) = x. Jestlizexd y<1, pak podle lemmatu 3.5 (i) se oflany shoduiji
s (xD y)@ z. Tudiz (4) plati pro vSechny MV-algebry.

Ze (4) a definice MV-algebry ziskame:

5 -((xoy)0((x0 Yo J)=(--yo((- 0= yo- }
Levou stranu rovnosti (5) ziskame negaci levé gtramnosti (4). Negace pravé stra-
ny (4) jeﬂ((xD y)o((xo y)o a) =-(x0y)O-((x0 )0 3 = (-x0-y) O
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O(=(x0y)o-~2=(-x0-YO((- x0- yo- 2, coZ je prava strana rovnosti
(5).

Pro dokokieni dikazu (3) prozkouméame nasleduji¢igady:
(A) xOvyd z<1. Z peedpokladu dostaneme (podle lemmatu 3.5 (i), Ze

XOy=0, xO©z=0, ale také(x0 y)© z=0 a (xO z)© y=0. Ok strany (3) jsou
tedy rovny 0.

(B) -xO-yO-z<1l. Stejrt jako v gipak (A) - xO-y=0, =X0O
0-2=0 a (-x0-y)©-2z=0, (-xO-2)©-y=0. S vyuzitim rovnosti (5) ziska-

me, Ze ob strany (3) jsou rovny 1.
(©) xOyOz=1a-xO-yO-z=1.Vtomto gipack mohou nastat na-

sledujici moznosti:
() xOy=1 a xOz<1, neboxdy<1l a xOz=1. Pak diky symetrii

stai uvazovat pipad xO y=1 a xO z<1. Potom dle lemmatu 3.5 (iX® z=0 a
leva strana (3) je(x0y)O(102=(x® YO z a prava strana (3) je00
O((x02)@ y)=(xJ 20 3. Zlemmatu 3.5 (vi)) plyndx0 y) 0 z=(xJ 3O ).
(B) x0Oy=x0O z=1. Pak rovnost (3)iechazi v rovnost
6 (xoy)Oz=(x0 20 V.
Nejprve ukazeme, Ze rovnost (6) platifipac, Zze x© y=0 nebo x® z=0. Pred-
pokladejme, zex® y=0. Porevadz x[ y=1, vyplyva z lemmatu 3.6, Zg=-y,
tudiz z y=-x<z obdrzime (xoy)Oz=2z= yJ z=(~ ¥ ¥ ¥( ® )&
Diky symetrii plati (6) i za podminkyx® z=0.
Dale si vS§imiime, Ze jestlize jedna ze stran (6) je rovna 1,tpk druha je
rovna 1. Pedpokladejme, 2éx® y) O z=1. Protozex® y© z== (- x0-yd- 3 a
-x0-yOd-2z=1, je xOy© z=0 a zlemmatu 3.6 vyplyva, zg=-(x0 y)=
=-x0-y. Odtud
(x02)0 y=(xo(~x0-y)0 y=( X~ yO ¥( ® (- ¥ p=101=1
Tedy k dokogeni (B) se mizeme omezit naifpad, kdy (xo y)O z<1,
(x©2)0 y<1, x© y>0, xO z>0. Za tohoto pedpokladu podle lemmatu 3.5 (vii)

dostaneme:
xo(zO(x0 y))=(>0 30( o ¥y>0,
xo(yO(xo 3)=(>0 yo( o ¥>0,
tedy xo(z0( x0 )b)= xo( yJ( % ¥) >0, coz potvrzuje (6) podle lemmatu 3.5

(iv).
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(y) xOy<1laxOz<l. Pak podle lemmatu 3.5 (RO y=0 a X0 z=
=0, tj. -xO-y=1 a -xO-z=1. Pak podle (5) atkazu (8) (s =X, -y, -z
namistox, y, z) dostavame, Ze (3) plati i vtomtéigacs. o

Na zavr této kapitoly pipomaime pseudo-MV-algebry:

Pseudo-MV-algebrie aIgebra(A,D,‘ ,‘ ,O,J) takova, ze( A,00,0) je monoid

se d¥ma unarnimi operacemia ~ a konstantou 1 sjplijici rovnosti:

(PMVY xO1=1=10x,
(PMV2) 1 =0=T,
(PMV3) X =X,
(PMV4) (xoy) =(xovy),
(PMV5) xO(yox)=yd(x y)=(yo 30 ¥( xo yo ,
(PMV6) (x Dy)ox=yo(xdy),
kde binarni operace je definovana takto:
xoy=(xD0y).

Lze snhadno a¥it, Ze operaced je asociativni.

Pseudo-MV-algebry zavedli G. Georgescu a A. lagall v [9]. Nezavisle na
nich J. Ractinek v [12] zavedl GMV-algebry, které jsou s pseldid-algebrami
ekvivalentni. Pseudo-MV-algebry jsou nekomutativiziobecgnim MV-algeber (ne-
piedpoklada se komutativnost operddg. MV-algebry jsou ekvivalentni s pseudo-

MV-algebrami, pro které jecgani 0 komutativni: jestIiZe(A,D, , ,O,]) je pseudo-
MV-algebra spiujici identitu x y= y[] x, potom ok negace™ a ~ splyvaji a
(A, a,” ,O,]) je MV-algebra.

Stejre jako MV-algebry nesou pseudo-MV-algebrijrpzené svazoveé usfi
dani, které je definovano nasledujicinigpbem:
asb « alb=1 « bJa=1

Vztah pseudo-MV-algeber a (nekomutativni¢hyrup je podobny jako vztah
MV-algeber a komutativnicli- grup:
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Kdyz (G,+,s) je ¢-grupa audG", pak na intervaIL{O,u] lze definovat
operacell, ~, ~ takto:

xOy=(x+y)0Ouy,

X =Uu-X,

X =—-X+U.
PotomF(G,u):([O,u] . ,O,u) je pseudo-MV-algebra.

Naopak, A. Dvureenskij v [7] dokazal, Ze pro kazdou pseudo-MV-algeb
(A,D,‘ ; ,0,]) existuje ¢-grupa (G,+,<) a kladny prvekuOG" tak, Ze A je
izomorfni s (G, u).

Dtkaz v¢lanku [7] vychazi z Bosbachovy prace [2], altenraitikonstrukci
Ize najit nap. v [8]. V kapitole 6 ukazeme, Ze kazdou pseudo-Myebru je mozné

reprezentovat jakd (G,u). Dikaz bude zalozen na skimesti, ze pseudo-MV-

algebry jsou ekvivalentni s ohréanymi kuzelovymi algebrami.
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4 Vnoreni MV-algeber do /-grupy

V této ¢asti si ukazeme, jakym #pobem Ize kazdou MV-algebru reprezento-
vat jako kladny kuZzel ¢které /- grupy.

Definice: @) posloupnostia:(al,az,...) prvkia libovolné MV-algebry A fekne-
me, Ze jedobra praw kdyz pro kazdé =1, 2,.. plati

allg,=3q
a existuje pirozenécislo n takové, zea =0 pro vSechnar >n. Namisto a=

=(a,....a,,0,0,.) budeme string zapisovat
a=(a,...a,).

Tedy jestlize0™ ozna&uje m po sol¥ jdoucich nul, mzeme dobré posloupno-
sti zapisovat ve tvaru

4.0 (al,...,aq):(q,...,an,(ﬂ‘).
Poznamenejme, Ze dobra posloupr(d§ta1,...,an), kde 1" je sled po sab
jdoucich jedniek, se lisi od(a,,...,a,). Pro kazdy prvekad A budeme dobrou

posloupnos(a,0,...,0,.) znait (a).

Dobré posloupnosti Boolovy algebr jsou nerostouci posloupnosti ptvk
A, které maji konény paiet nenulovycltlend.

Pro lineard uspdadané MV-algebry mame nasledujici charakteristiku
dobrych posloupnosti:

Véta 4.1. Jestlize A je MV+etézec, pak kazda dobra posloupngésttzce A ma
tvar (1p,a) pro rekteré cel&’islo p=>0 a alA.

Dikaz Plyne okamzit z lemmatu 3.5 (v). o

Lemma 4.2: Predpokladejme, ZeADHA je subdirektni satin MV-algeber

1l
{A:i01}. Posloupnosta=(a,,...,,,..) prvki z A je dobra posloupnost, prév
kdyz pro kazdé[dl je posloupnost
a=(7(a).7(a).)
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dobra posloupnost VA a existuje cel@islo n, >0 takové, ze pro kazdé>n, je

77 (a,)=0 pro vdechna Ol . (77, je projekce|_| A na A).

10l

Ditkaz Stati si v3imnout, Ze a,0a,,=a, znamena, zer(a,)07(a,.,)=

=r(a,0a,)=7(a) prokazdé Ol . o

VySe uvedené lemma 4.2 &ta 4.1 spolu s&ou 3.3 davaji velmi uzitay
néstroj pro praci s dobrymi posloupnostmi. JakiGlad uve’me dikaz nasledujiciho
lemmatu:

Lemma 4.3: Nech’ A je MV-algebra. Jestliza=(a,,...,a,,..) ab=(b,...,h,,..)
jsou dobré posloupnosti MV-algebrx, potom také posloupnost=(c,,...,G,,..),
kdec, =a, 0h, pro kazden, je dobra posloupnost.

Diikaz Porévadz a i b jsou dobré posloupnosti, existuje célélo n, takové, ze
c, =0 pro vSechnan> n,. Podle ¥ty 3.3 je A subdirektnim sotinem MV+etzci

{C:i01}. Pro kazdéiOl jsou posloupnostia, =(7(a),...77(a)...) a b, =

=(7(1),...77 () ,..) dobré posloupnosti algeb&;. Odtud podle sty 4.1 a =

=(lp,ai) a b, :(1“,,8,), kde @, a B jsou z C.. Tudiz 77 (c,) =1, jestlize n<

<max{ p,q} , a 77(c,) =0, jestlizen>max p,q + 1. Pro n=max{ p,¢ + 1 mame
7(c,)=a, jestize p>q, 7(c,)=24, jestlize p<q, a 7(c,)=max{a, B},

pokud p=gq. Protoc, =(72(g),...77(G) ...) je dobra posloupnost pro kazilg! ,

odkud plyne, Zzec je dobré posloupnost MV-algebtk. o

Pro lepSi pedstavu vyznamu dobrych posloupnosti uvedeme n#iied
piiklad:

Priklad: Pro kazdé redlnéslo a =0 necl’ | @ | znai dolni celowésteisla
a (a)=a-|a|. Potom niZzeme psatr ve tvaru

a=1+..+1+(a)+ O+ O+ ..,
kde paet po sob jdoucich jedniek je | o |. Uvazujeme-li prvky MV-algebry0,1],
vySe uvedenécsiance a,,a,,... ¢isla a vyhovuji identi¢ o, Oa,, =a pro kazdé
celécisloi =1. Nech’ podobr pro 0< SOR

,3:,31+...+ﬂm_1+<ﬁ>+0+
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kde g =..=48,.,=1=a0,=..=a,,, 0=a,,=0,,=... a 0=06_,=8.,=....
Neclt y=a+pB. Potomy =y, +y,+.., kde jy=..=y,,. , =1, Voo =(@)O(B),
Vaem =(@)O(B) @ 0=}, 11 = Vi ez = .. ZKracert: pro kazdéi =1,2,... je itanec
¥, dan

@42 y=a0(a,0B8)0(a_,0B,)0..0(a,04-,)0(a,.08-)04.

Diky (4.2) a (4.1) mzeme nyni uveést nasledujici definici:

Definice: Pro libovolné d¥ dobré posloupnosta=(a,....a,) a b=(b,...h)
definujme jejichsowet c=(c,,c,,..) jako c=a+ b, kde pro viechna=1,2,..,
(43 c=30(3,0hk)0..0(a0 b,)0 £

Porévadz a, =b, =0 pro p>n a g>m, také c; =0 pro kazdéj>m+n.

ZapisujemeC=(c,,...,G.m) =(@,--a) +( 0, ---5) -

Nasledujici pimy dasledek (4.3) budemeéasto vyuZivat pro vyp®t sowdtu
dvou dobrych posloupnosti v Mkétezci:

4.4 (1r,a)+(rb)=(r .a0baoy.

Jelikoz podle rovnosti 3.7 (1) jéaD b, a® b) dobra posloupnost, vyuzitim

véty 3.3 a lemmatu 4.2 spolu s (4.4) okadibstaneme, Ze séet dvou dobrych
posloupnosti je dobra posloupnost.

Ozn&me M, mnozinu dobrych posloupnosti MV-algebay.

Véta 4.4: Nechr A je MV-algebra. Poton(MA,+,(0)) je komutativni monoid

s nasledujicimi aditivnimi vlastnostmi:
0] (kraceni) Pro libovolné dobré posloupnosi@i,b,c plati: jestlize
a+b=a+c, pakb=c;
(i)  Jestlizea+b=(0), paka=b=(0).

Dikaz Podle (4.3)a+(0)=a: a0(3,00)0..0(a0000=30 0 .0 &
=4a. (0) je tedy nulovy prvek acitani je komutativni. (ii) #jm plati. K dikazu
asociativity nizeme podle &y 3.3 bezpené predpokladat, ZeA je linearg uspo-
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fadana. Nectha:(lp,a), b :(1q,b) a Cz(lr ,c). Podle ¥ty 4.1 a rovnosti 3.7 (3)
mame rovnosti
(b+a)+c=(1""a0b,a0 b+(1,g=
=(1"*",a0b0 c(a0 YO ((ad ho ¢00,00(( ® bo pI(( & o 9o g=
=(1*,a0b0c(a0 HO((a0 ho §, @ B §=
=(1"*,a0b0c(a0 90((ad Jo B, @ B §=
=(1%b)+(1*" ,al c,a0 g =h+(a+c).
Podobr pro dikaz kraceni fedpokladejme, Ze, b, ¢ jsou izné od 1 (vynechame
trivialni piipady). Rovnosta+b=a+c je ekvivalentni s(l‘”q,aD b,a® b):
=(1"”,aD c,a® c).
(A)  Jestlizeg=r, potom dle lemmatu 3.5 (i) =c.
(B) Jestlizeg<r-1, pak dostanema®b=1,tj. a=b=1, coz je spor.
(C) Jestlizeg=r-1, potom allb=1, a protozea=a® b= all c= g,
plati a® b= a, coz neni mozné, protoze by muselo platitl.
Podob# I1ze ukazat, Zzeifpady odpovidajict <q vedou ke sporu.o

Véta4.5:  Necha=(a,...a,) ab=(h,....l4,) jsou dobré posloupnosti. (Podle

(4.) mizeme bez Gjmy na obecnostegpokladat, Zen= n.) Pak jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

0] Existuje dobra posloupnost takova, Zzeb +c=a;

(i) b < g provsechny =1,..n.

Dikaz (i) = (ii): Okamzit plyne z (4.3).

(i) = (i): VSimnéme si, Ze podle pozndmky za lemmatem 3.4 je
(—|bn,...,—| q) dobra posloupnost. Oztrae c=a-b dobrou posloupnost ziskanou
vynechanim prvnicm vyrazi v (a,,...,a,)+(=b,,.... h). Ukazeme, zec+b=a.
Diky vété 3.3 mizeme bezpmé piedpokladat, ZzeA je linear uspdadand, takze
podle wty 4.1 a:(lp,a) a b:(l“,b). Vynechame trivialni f)pady a budeme
predpokladat, Zea i b jsou fizné od 0 a 1. Dale nethly< p. PrepiSemeb do tvaru
b :(1q,b,0"“‘). Protoze n= p+1, dostanemg-h,, ..., b[)z(l"‘q - b,O‘) ac zi-
skame z(lp,a)+(1p‘q,—| b) :(f‘*q,aD—n b,a® - t)=( fr9,d0- ba 9) vynecha-

nim prvnich p+1 vyraa.
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(1)

b<a: Pak all-Db=1, c:(lz"‘q‘("”)”,ae b):(lp‘q,ae b) a c+

+h=(1"""(aeb)Ob(ac ho B=(P,d b~(-~ & -~ P=(?, ad=a.

(2)

b>a: Pak p>q, ao b=0, (::(:LZP—q—(P’fl),aD_|b)=(:|_p—q—l'aD_| b)

ac+b=(1"""%a0-b0b(al-~Ho §=(r* 14 §=(2,3=a. o

Méjme libovolné d¥ dobré posloupnost,b MV-algebry A. PiSeme:

(4.9

Véta 4.6:
(i)

(ii)
(iii)

b<a, praw kdyz b a a sphuji ekvivalentni podminkyaty 4.5.

Nech’ a,b jsou dobré posloupnosti.
Jestlizeb<a, pak existuje jedind dobra posloupnasttakova, Ze

b +c=a. Tuto posloupnost zeine a-b a je danac=(a,...,a,)+

+(=b,,....m ) vynechanim prvnich vyrazi.
Pro kazdy prvelad A mame(-a) =(1)-(a).
Jestlizeb<a, potomb+d<a+d pro kazdou dobrou posloupnost

d.

Ditkaz Upravou dikazu &ty 4.5 spolu s &tou 4.4 (i). o

Véta 4.7:

(i)

(i)

(iii)

Nech’ a=(a,...,a,,..) a b=(b,....hh,,..) jsou dobré posloupnosti
MV-algebry A.
Posloupnost
alb=(a Ob,..,a0h,..)
je dobra a je supremera a b vzhledem k uspadani definovaném
podle(4.5).
Analogicky, dobra posloupnost
aOb=(a Ob,...30h,..)
je infimema ab.
Pro viechnya, b, c A: ((a)+(b)) 0(1) =(ad b).

Dikaz Podle lemmatu 4.3 spolu stau 4.5 (i) a (4.3). o

Podle ¥ty 4.4 ma monoidM , vlastnosti z ¥ty 2.2. Navic vzhledem k jeho

prirozenému usp@dani je svazem, tedi, Ize vndit do komutativni /- grupy

G, =(M,xM,,+<)/= jako kladny kuZzel. Tato-grupa G, se nazyvéChangova

(-grupaMV-algebry A.
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Definice: Silna jednéka u /- grupy G je prvekO<ulG takovy, Ze pro kazdy
prvek xOG existuje cel&islo n=0 tak, ze plat{x < nu, kde [x| = xO-x je abso-

lutni hodnota prvkux.

Veta4.8:  Prveku, =[(1),(0)] je silna jednéka ¢-grupy G,,.

Diikaz Skute&ng, libovolny prvek G,” Ize reprezentovat prvkenﬁa,(o)], kde
a=(a1,a2,...) je rektera dobra posloupnost ¥. Zvolme celécislo m=>1 tak, Ze
a, =0 pro vdechnan> m. Podle definice jemu, :[(f“,o,..) ( ()] >[a( 9], odkud
ihned vyplyva poZzadovany z&v o

Véta4.9:  Zobrazenia ¢,(a)=[(a),(0)] je izomorfismus MV-algebra na
MV-algebrul (G,,u,).

Diikaz Podle definic (0),(0)|<[a,b] <u, praw tehdy, kdyz existuje [ A tak, ze
(a,b) je ekvivalentni s((c)(O)) Tedy ¢, zobrazuje A na jednotkovy interval
[[(O)(O)] ,uA] 0 G,. Lze snadno vi#t, Ze toto zobrazeni je prosté. Podigyv4.7
(i) ¢r(adb)=(ga(a)+4a(b))Ou, a podle vty 4.6 (i) ¢,(-a)=u,-¢.(a).
Proto ¢, je homomorfismusA do I (G,,u,). ©

Poznamka: MV-algebra A je fettzec, pra¥ kdyz G, je linearg uspdadana.
Opravdu, jestlizeA je linearr uspdaddand, potom z&ty 4.5 (i) plyne, Ze monoid
M, je linear® uspdadany, a to implikuje, z&, je linear uspdadana grupa.
Opana implikace je bezprastdni disledek vySe uvedenééty 4.9. Tedy tato
konstrukce je zobeé&nim Changovy konstrukce z [6].
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5 KuZelové algebry

V této kapitole se seznamime s kuzelovymi algebranmskterymi jejich
vlastnostmi, které budeme pelbovat pro dkazy v nasledujici kapitole.

Definice: KuZzelova algebrge algebra(R,0:,0), kde 0OR a [, : jsou binarni
operace takove, Ze pro vSechmd, c[] R plati:
(CAD) (abb)dadg=(b0gd0O H1¢ & (c:b):(a:b=(c g:(hb 3,
(CA2 aOb:¢)=(adb:
(CA3 a:(bOa)=(b: 9Ok,
(CA9 a:0=00a=a & alla=bh:b=0.

KuZelové algebry (cone algebras) zavedlanku [3] B. Bosbach. Originalni
definice obsahuje axiomy (CA1l), (CA2) a (CA3); mikbnstanty0 uvazuje axiomy
(ada)Ob=b=bi(a 3.
Ukazuje se, Ze kazd& b plati
alla=b: b,
a tedy konstant® lze zavést jako 6 alla.

Typicky piklad kuzelové algebry dostaneme z kladného kuZefrupy tak,
Ze definujeme
(5.) a:b=(a-b00 & bOa=(-b+ g 00.

Proto pouzivAme nazev kuzelova algebra.

Uved’'me rekteré vlastnosti kuzelovych algeber:

Lemma 5.1: Nech' (R,0:,0) je kuZelova algebraa,b,cO R. Potom
0] all0=0 & 0:a=0;
(i) allb=0 = b:a=0, arelace < definovana pedpisemb<a -
allb=0 je uspgadani naR;
(i) b<a = allc<blc& c:a<c:b;
(iv) b<a = clbscla& b:c<a:cg
() a:(bDa)=inf{a = alk

(viy a:(bDa)=(b: dOb=(a B0 a b( & h.
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(CA4)

(aDC)E(aD()(C:M)( a 0:a = (0:0:

(CA4) (CAL)
0 =

Dikaz ()  al0 = (0Ca)C{000)
(CAL) (CA4)
:(a:0) = (0:a):(0:a) = O.
(CA3)
(i) abb=0 = b=b:(adbh = (a YOe Potom b:a=((a: b)Da):
(cA2) (cra), (i)
a = (arb)0(a @ = 0.Aanalogickyb:a=0 = alb=0.
Platiald0a=0, tj. a< a, tedy relace< je reflexivni.
(CA3)
Nech’ a<b & b<a, ti. a:b=0 & alb=0. Paka:ODa:(a:b)DaC:As
=b:(aldb) = b:0= L, tedy relace< je antisymetricka.
(i (cA)
Necht a<b & b<c, tj. b0a=0 & cOb=0. Pak 0=(bOc)(b0a) =
(cAa)
=(cOb)O(cO4) . dls tedy a<c a relace< je tranzitivni. Dohromady< je
uspdadani naR.

(CA4)

(i)  Podle gedpokladuaCb=0. Potom plati(alkc):(bOc) = (adBC

(ame):(b0g) = (a0§( & c( w1 Y) = (B j( B f B)Y) = ( b)a

E((ch):(ch)) = )O. Tedy podle (i)aOc< bOc.

(v) Podle pedpokladu alb=0. Potom (cDa)D(cDb)(Cél)(aDc)E
0)
[(ab) =0, tedy podle (iij)cOb< cOa.
(cA2) (cm), (i) (cr2)
(v)  Plati af(a:(b0d) = (aJg:(0 3 = 0 a bOa:(b0d) =

(cAd)
=(bOa):(b0a) = 0, tedy podle (i) a:(b0a)< a b. Dale nech x<ab. Pak
podle (iii) plati b0a< xOa a a:(x0a)< a:( b0 3. Ale protoze podle iiedpokladu

(CA4) (CA3)

x:a=0, mame x = (x:a)0x = a(>J3. Tedy x<a:(bda a a:(bDa)=
=inf{a b}.

(vi) Plati a:(b0a)=inf{a § a b:(alb)=inf{b . Tedy a:(b0a)=
=b:(alb). Ostatni rovnosti plati podle (CA3)o

Poznamka: KuZelova algebra( R,D:,O) s uspeadanim definovanym dle 5.1 (ii) je

dolni polosvaz s nejmenSim prvkedn kde piisek allb je ucen dle 5.1 (vi). Kdyz
ma R nejwtsi prvekl, pak (R 0:,0,]) nazyvameohranicenou kuzelovou algebrou
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Pozndmka: MV-algebry Ize charakterizovat jako ohréemé kuzelové algebry,
které sphuji identitu

(5.2 x:y=ydx.
(Tyto kuZelové algebry se také nazyvaji ohtané komutativni BCK-algebry, viz
[4].) Opravdu, kdyZR,00,-,0,]) je MV-algebra a definujeme

x:y=ylx= x& y (jako v kapitole 3),

pak (R,0:,0,) je ohranéena kuzelova algebra.

Naopak, kdyz v kuzelové algeb(R,[0:,0,1) sphujici identitu (5.2) polozime

x0O y=((1: y): x)Dl,
X = x[,

potom (R,0,-,0,]) je MV-algebra, ve kter&o y= x: y= yOx.

Pozndmka: Pripomaime vztah, ktery existuje mezi kuZelovymi algebrami
pseudo-MV-algebrami:

Nectr (R,0:,0,] je ohranéena kuZelova algebra. Definujme operace -,

" takto:
x0O y:((l: y): X)Dlzl:( yo( >G]))
X =1:x a x = x[L.

Potom(R, a, ,0,]) je pseudo-MV-algebra.

Dokonce plati: jestliz¢ R,[J:,0) je kuzelova algebra al R, potom algebra
([O,a] O, ,O,a) je pseudo-MV-algebra, kde

x0,y=((a:y): ¥0a= a( ¥ K ),
X*=a:x a x*=xUa.

Naopak, nedh (R,D,‘ ; ,0,]) je pseudo-MV-algebra. PotofR,[]:,0,]) je
kuzelovéa algebra, kde
X,

Jo)
X0 Y.

ny=(x‘D y)~

Lemma 5.2: Nechl’ R je algebra, ktera splje axiomy (CAl), (CA2) a (CA4). Pak
R je kuzelova algebra, prékdyZ navic spluje podminky

(i) allb=0 < b:a=0,

(i) (a:b)Oa=(b: 40K,
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(i) a:(bOa)=b:(aly.

Dikaz =: Plyne gimo z gedchoziho lemmatu.
0 : Zpredpoklad vyplyv4, ZeR sphuje 5.1 (i). NaR zavedeme relaci
< dle 5.1 (ii). lhned vidime, Z& je reflexivni a tranzitivni. Jestliza<b & b<a,

(iii )
ti. b0a=0 & alb=0, pakb=b:0=b:(alh = a( Kl d= a0= & Tedy< je
uspdadani naR.

Algebra R také spiuje 5.1 (iii) a (iv). Dale platia: (b0a) < a b. Predpokla-
dejme, Zex< a, b, tj. allx=0 & bOx=0. Potom podle 5.1 (iii) platbda< x(a a

(iii)

a:(x0a)< a:(bdg. Tedya:(bDa)z a:(xJ1d = x( a %= x0= .

Ukazali jsme, zea: (bOa) = a0 b. Analogicky podle 5.1 (iii) plata: b< a: x

(i)

a (a:b)0az(a: yOa=( x 30 x00 % , tj. (a:b)Da= ad b. Dohromady tedy

a:(b0a)=(b: 9Ok a axiom (CA3) je spkm.
Tedy algebraR je kuZelova algebra.o

Nyni dokazeme technické lemma, které budemeepotvat v nasledujici
kapitole:

Lemma 5.3: Nech' (R 0:,0) je kuZzelova algebraa,b,c,d,u, v, x y, Z1 I Potom
0] allb=0 = allb=b & b:a=b;
(i) (abOb)O(bOa)=0=(b: J0O( a Y;
(i) aOb=0 = (cOd)Ob=((c:d0dOk & b:(d:¢)=bh:(d:(alqg);
vy xOz=0=ydz= (((b:x):y)Db): z=((b ¥ )D I

() (a:b)Oc=((c0q: §i((a( <1 ):( b( @ P)o k
o) (us)e(vey)=((u (o) (e (8 ) (v ) (( ey -

Dikaz (i) O=aOb = a:(bdd = (b 0= b( @ b, t. b<b:a a bs
<allb. Ale b:a<baallb< b, tedy nutd b:a=baallb=Db.
5.1 (v), Vi) (CA2)
() (arb)o(b0ad = ((a1):(w ) @ =
b(cil)((b:(bDa))Da)D((b( 1 3)0 b. Plati

((amb)
((b:(b0a))0a) (b (0 9)OB=(( b( @ PO p B( B P=

a( of b g
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=((b:(bDa))Da (kD4 =0,
protozeb:(b0a)< b = (b:(bDa))Daz(U]a).Analogicky(b: a)0(a: b =0.
(i)  Nejprve dokazeme nasledujici implikaci:
(1) aDbb=0 = cOb=(alqOb=(c 3§0oL
5.1¢)

Protoze b(alld) =0, plati (alc)Ob= b. Také (aDc)Dcs'l—(v)( (aDq)Dc =
=c(alc) = alc. Proto(alc)Ob z ((aDc)Dc)D((aDc)Dt) = ( O(adq))C
(cOb) = 00(cOb) = cOk. Dale (c:a)Obs b, proto ((c:a)0b)O(adgd=0, a
tedy podle (i)(c:a)0b = (aOc)((c: @OH e ((c:a)0q)(c: d0p =
=(cO(c: @)1y = 0 Ih= @t

Nyni mizeme (1) vyuzit kikazu (iii). Protozeb O0cda=0, podle (1) mame
1) (i)

((coa)d((c: 90d))0b=(( ¢ 30 90 L Ale také ((cDa)0(c: a)Dd))Db =
=(((c: )09 (e 90d)ob=(( (¢ YO( & Y0 b (& ¥ .

(iv)  Nejprve dokazeme nasledujici rovnost:

2 (abb)d(adqg=aj(k 304¢.

Plati

(CAl)

(wmmm@@mdmamwmqmﬁ
E((bD(b-a))D(ch)) b]a)E( b a0 b(( b ))
=((a0b)Ca)(a0y((b 909) = (& @ Po{ a&(( b po ="
=oC(a((b:a)09) = af( b 40¢.

Ted uz mizeme dokézat vlastnost (iv). Plaxﬂ:( y[(((a: X ))D%)(i) X

o(yo(a: ¥) yDa))(CAz) (2 3: ¥ ¥ ;1)5'1(1”'(” (¥ ¥ ) R x0.
Ozna&me b:((( D%D z. Potom x[(yOb) < E(y[( Y ))D :)):o

tedy ylb< x. Ale yDb< b< z, tj. yOb< x00z=0, tedy y(Ob=0, tj. b<y. Zaro-
vei b< z, aprotob< yl1z=0, tj. b=0. Potom podle (i) dostaneme

zE(((a: X): ﬁDa):(( a ) }D i

Poznamenejme, Ze santiepr¢ plati i dualni rovnost

(iv') (a:(yD(xD@)): z= a( Yl X ét)

51()
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(v)  Ozname z:((cDa):t), x=cOa, y=b:(cdad). Potom z[x=

- ((ea) B (g =( 04 @370 a z0y=((c0q: §o( b( @ §)2o.
ame tedy((cCa): b)c{((a:( <d):( b @ d)) o "= 2cf((e:): g =

5.1 (i) )

=((c:x):y)Oc = (( a:(coa)):(b (d]e))) & ((a: b):((coa): ))Dc =
:((a:b):( O a @))Dc—( B0 0 &( a po

(vij Diky (CA1) plati (( (ny)) ( (x3y)):(( v ﬂy y)=
=((u:(y9): (v: (o0 9):(( W 9)) = ((u:(y29):(v:(0Y)):
((v ny))( (xD>)))=”(( u( ¥ )( 2 0):(( A )g.( y @)y):
=((w):((yo: A):((w 9:((0 Y )= (wke( v ) o
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6 Vnoreni kuzelové algebry do/ —grupy

V této kapitole ukazeme, Ze kazdou kuzelovou algéd mozné reprezento-
vat v kladném kuZzeludgkteré /- grupy, kde operacél a : jsou definovany vztahem
(5.1). Konstrukce, kterou zde ukadzZzeme,ijevgata Zlanku [3]. Jinou konstrukci pro
tzv. zobecwtné pseudo-efektové algebry Ize najit v praci [8].

Na zavr jako disledek dostaneme alternativnikdz \ty, ktera tvrdi, Ze

kazda (pseudo-) MV-algebra je izomorfni’séG,u) pro rekterou /-grupu G a sil-
nou jedntku ud G.

Necht (R.0:,0) je kuzelova algebra. Uvazujme algebf®x RO:,(0,0)),

kde operacé] a : definujeme takto:

63 (ab)(cd)=(0 @9.( 240 bo( @0 ).
(a0):(c d)=((a(a B):( c( b §).( b ¥: )

Operacel], : na Rx R jsou zavedeny timto apobem, protoze v kladném kuZzelu
(- grupy vzdy plati:

(a+b) D e+ d)=(b( a1 9)+((( @ 90 ho(( @ p0 Y
a analogicky pro. Tedy(a, b) reprezentuje sa@et a+b.
Okamzit dostaneme, Ze algeb(ax RD:,(0,0)) sphuje axiomy (CAl) a
(CA4). Owiime axiom (CAL).

ok (e 1):( @):((a 1) & 9)-
=((e:(d: f)):(c:( f:d).( f: c)(( a(d h:(c(by.(by )c—'( AL
kde
A=(((e:(a: f):(c( = )):(((n £ 9 )
(((a:(@:8):(ex(ox d)):((C 7 9: 4:(( 0 9:
B:(((f:d):c):((b: d): c)):((a( d B):(c(b §d))
Dale

(e 1):(aB):((c J:(ah)=
=((e:(b: f)):(a( f:9).( f:D: %(( c(bd):(aldp,(d )a:( CL

kde

39



— —_ — —_— e /™
—_ T T N =

~— N N N Y N~ Y~ N~~~
—_ — — — IO D~ — "  ~— ~— ~— ~— ~

g EmEm =T = |
.- —_
W,)\ll — o« - O © o o - L2 = == =
m w— - .. .. = _r o~ P 2~ g a —_——
0 @© @© ~ ~— - ~— ~— . , g =)l .dl
o — ~— ~— ~—— ~ ~— ~ ~— . S~— .. ~—
—_ —_ — — _ =~ —_ —_
W = N o e ™ eN TN T o T o
c v ©W & © B ©W 8 o ¥ o ¥+ o o R
,..u ~—r ~— N~—r ~— a © U ~ I3} 3] .. .. - .
N o= o © o
N =& = — — T T T °
> .. ~— ~— /I.\ S— .. S— . ~ Ia .. Ia ..
= == s = Y~ = _ — = ~ >
== o v °© Y o T T = = — =
T T - - T T T T T Tt s T oo
~ ~— - . .. .- . = . = SN—" N— SN—" N—

—_—~ ™~ A/~ /N /N L/~ TN /N TN N TN N T/

S—r — — — — .. — .. — ..

. , S— ~— S~— ~— S— ~— S~— ~— S~— ~— S— ~— S~—
~ . ~——  ~—— ~— ~—— ~— ~—— — ~—— ~— ~— ~— ~—— —
~ f — ~—— — e — - —  ~— ~—  ~—— ~——  ~—— ~—

Vyrazy C a D maZzeme déale upravova

40

Pro operaci] by se postupovalo dud@n o



Nyni ukazeme, ze (/Rx RD:,(0,0)) plati také (CA2).

Dukaz Plati
(6.1)

(2.0)(uv) (a0 =
=(00(a0u).(a0y) 1) (W A0Y) ( cO=( & Y @ p0 I
= (((2ou): 0:((una) o)) :( = ((( w 3o ¥:0) (((maﬂy)-)F
= ((am):(e:((ugy) (w030 Y- §

Protoze podle 5.3 (i) plaffaCu) O(uda) =0, vyuzitim 5.3 (i) a (CA2) dostaneme

(l)

((@tu):(c:((ungay). (3o y: ¢=(( o j( Ol w)f.
Z druhé strany
(3.0)c((u):(e9) =
= (.0)c{(u:(02) o ex(v:9) { v:9 :4=( yovp=

(D(aa (cv)(( (u( 9))D0) (( )ﬂ( v))=
=(ac(uz(e: ). ((w(c Yoo v §).

Podle 5.3 (ii) platl(c V)D( ) 0 a vyuzitim 5.3 (iii) a (CA2) tedy dostaneme

(ac(u:(c: ). ((u(c Y)odo( v B=(( @ e oM ©)al )}
Dale plati

(0.0)0((2.0) (u) =(b. g aTu( w1 J0 Y=
(OE(bE(aDu) )).((b0( a0y9) 00) (& Y0 H(( @ 30 )))=
=(bO(a0u),((a0y0Y(( WD ) =( a b u).

Podob (u,v):(c d)=((uy:(d0)( c9.

Diky tomu niZzeme vypéltat

((2B)(uv):(c d=((( bYT(( a9 u
=((6,0)(((2,0)o(u,y) ( c)))(
=((6.0){(2,9((uY) o d c))))(
=(b.0)(((2,90((u Y (d.9)) { c.9)

N1 d9) (e
0=
9

b,

C,
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:(b
=(b,

Tedy (Rx R

(2.90(((uy) {d.9) {c.9))=
(2.9H(uy) (ed))=(ad(uy{ ¢

o)
o)
0:,(0, O)) sphuje (CA2). o
Nasim dalim cilem bude sestrojit algepRx R:,(0,0)), ktera by spio-
vala i (CA3). Uvazujme ekvivaleno®, a ©, definovanée
6.2 (ab)g(cd) ~ (ab)tcd)=(0.0=(cday,
(ab)e(cd) = (ab):(cd=(00=(cd{ab.
Ekvivalence@, a ©, se rovnaji, coz plyne ze vztahu (6.3), ktery rdokazeme:
6.3 (ab)0cd)=(0,0 = (cd):(ab=(0,0.

Ditkaz Ukazeme, ze(a,b)0(c, d)=(0,0) je ekvivalentni sac<b:d & cOaz
>d:b.
—: Predpokladejme, ze(a,b)(c d)=(0,0. Potom plati nasleduijici
vztahy:
6.4 bOalc)=0 (4. alc<b),
(cOa)Od<(adqOt,
coz plyne z (6.1) a 5.1 (ii). Nynifgdpokladejme, Ze vztahy (6.4) jsou spip. Dale

mame(d:b)(d:((c190d)< ¢(( @30 = @ 8 p< @ . Odtud

(ame)0((d: ) o (( 40 g))<( @ o( @ )i"i“”o Tedy

alc = (a09:((¢: B ¢(( & 3c )(C) ((d)y p(( e )9‘
Y ar) ((bdma(az 79) < ( oy (8 )=
= (ae):((b: )0 b( 219)) Z (@0 § bom(-)r)“-‘”
- (b: )((amc)( oo)f(bc)( (@ §™ <

s(b:d):(((cDa)Dd) )

tj. alc< b: d. Dale

(b 9:(( @3 d Y=( b}(( ©)0)= b,

(cCR)(d:B) = ((130d: b < (@0 b= ( &) b0

CcoZ znamena, zelJa= d: b.
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O : Nyni predpokladejme, zealOc< b: d & cOa= d: b. Pak (6.4) vyply-
1) (CA2) 1 (i)
va ze vztah bE(aDc)Sls bO( b d C:Az( Hh: &=0 a (aDc)DbSlz (b: d)Ob=

51 (i) 5.1 i )

= (d:b)Od = (cdgOd.

Podobi (c,d):(ab)=(0,0 =  cf 'o)< a(d:b& dk . Plat
(ca)O(c: =(( §:( @ 4)( @ b=((( o b0 Jx( & Y o
(((2:(a: ) oa):(ca9) b B=((( e & Y0 m)q d s
((e:(b: ) (0d)) et ="(( o b af)a( f ap)o a)p=
(((c:(o: c)mg: (ang) e H=(( &( b ¥):( & B a )= ( ) protoze

(cO(b:d)):(add< (b g=< b ¢ tedy(cDbd aDc)) ¢ §<(b 9O

O(d:b)=0. Tedy d :b<cDa. Dale plati (aldc):(b: d) )aE( (b ())s

(CA2), 5.1 ()

E(a:d:b) = 0, tedyallc< b: d.

(CA2)

Naopak, kdyzd b<cDa & alc< b: d, potom (d:b):a<(cda: a= 0,
5.1 (i ) 5.1 VI 5.1 ( )

ci(b:d) < c(alg = a(@d s a(dh

Celkem tedy(a,b)(c, d)=(0,0) = (c,d):(ab

(0,0). i

Ozn&ime-li @ =0, = O,, pak ze vztai (6.2) a dkazu (6.3) vyplyva:
6.5 (ab)o(cd) = alc=b:d& cOa=d:b.

Lemma 6.1: Nech' (A0:0) je algebra spiujici (CA1), (CA4) a 5.1 (i). Potom
relace

6, ={(ab): alb=0=hlg a

0,={(ab): a:b=0=b: g
jsou relace kongruence (a0, resp. na(A:).

Diikaz Pro ©,: Reflexivita a symetrie jsou jasné. Dokazeme fitarii: Jestlize
allb=0=b0a & bOc=0= clb, potom

alc=00(add=(alf( &9 = ( 10 a0 B p=0,
cOa=00(c0d)=(Oh O @4 = ( 1 o B h=0.
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Tedy (a,c)00O,.
(kompatibilitd Nech' aOb=0=bOa. Potom aOc=00(alq=(adhC
f(amc) = (b8 0 19 =00( K §= K, a tedy
(abc)O(bOg=0=(b39O( & ¢,
tj. (abc, bOg00O,. Také
(cCa)I(cOb) = (aldC( &1h=0,
(cOB)0(c0g) = (b1 H13=0,

tj. (cOa cOb)06,. Nyni pouzijeme tranzitivitu: Nech(a,b) 06, & (c,d)00,. Pak
(aOc, b0 0@, & (bOc, bdd)06,, odkud(alc, bdd)06,. o

Vime, Ze(Rx RD:,(0,0)) sphuje podminky lemmatu 6.1, a proto relagg
O, definované pedpisy (6.2) jsou ekvivalence kompatibilntdsresp.:. OvSem po-
dle (6.3) platio, = @,, a tedy® = 6, = 6, je kongruence ngRx R0:,(0,0)).

(Rx RD:,(0,0))/@ potom spiuje (CA1), (CA2) a (CA4); zbyva ukazat, ze
spliuje (CA3). Podle lemmatu 5.2 stawtit, Ze

(a.B):((c g ag))o(( e 9:(( a b ¢ ).

Ditkaz Ozname (a,b): ((C, d0(a lj) =( A B. Uzitim (6.1) dostaneme
A=(a:((((c0dnd (a9 8): B):
{(ac(ena):(b:(((2a0 o 30 B)) =

a: cDaDdD( aD()DQ:I))):

cA2)

(
=(ac((
(facteas):{m((40ge(( @ 3o 4
=(a:(((co8)0d) o a0 9 b B))):
((@ctema): (s ((2a0 (0 po b)) =
=a:((d(coq): (((( 190 9(( @ yo }))

B=(b:(((codOdO(( @190 B)):( ol & .
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Protoze((cUa) Od) O( dC( o0 a))m:Gi o, podle 5.3 (jii) je
A:a:((dE(cDa)):( b(( al ¢0 b))
Dale (b:((a0g0B) 0( d 1) = ) @ po( d( & Y=( 8 )( @ Ja=

=0, tedy podle 5.3 (i)
A=a:(d0(c0q).
Pro B mame(alik) D(d[( cO a))m=Gi )O a ((cDa)Dd) D( dQ( d:la))m=Gi )O, tedy dle
5.3 (iv') dostaneme
B =b:(((c0aDd)0(( &0 90 p).
V druhém kroku dokazeme, ze
((ab):((a d)c(aB))e(( ¢ 9:(( a b ¢ ).
Analogicky (c,d):((a b0 ¢ d)=( G D, kde
C=c:(b(alq) a
D=d:(((a0gOy (190 d).

Nyni vyuzijeme (6.5). Diky symetrii staowetit prvni rovnost. Tedy

Arc=(a:(dr( 19)) o c( 1 @ ) =
=((a:(d(ca9))0d: (a3 §) =
=(((cma): (ar(co@)) (& (@ 3):(( @ @ ¥:( @ §)o p:

):(
'(bD(aDc))S'l o
a U

“

(CD d (
(((coa) od)(( aDc)Dc)) (1 ) =
( (a0
( (

(CA4), 5.1 W)

«))(tﬂm) -

D

((cra) o) {(ag: (o a19)) ="
=((c0a)0d)H((a0gOy= E.
Portvad? plati ((cDa)Dd) ((aDc)D k)—( 30 dJ( & g0 Essai )O, dostaneme

podle 5.3 (i)
E=(alc)Oh.

Déle ((alc) 0b) O( dO( a))s'gsai '0, tedy dle 5.3 (i)
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E=(b:((aDgOB):( & (( &30 g).
Vyuzijeme vztah 5.3 (vi), kde=b, x=(alc)Ob, v=d a y=(cOa)Od. Potom
e =((b:(((codnd) (a0 9o B)):( a((( @y pi( = 0 ))):
:((((cDa)Dd): d):((((a09of(( €1 30 9): 91): E

kde G(C:AZ)((cDa)D( d: d))(((( 190 pO( & a0 ()I) )i(w)’:al "0. Coz Znamena,
E

(b:(((cododa((aagoy)):( af(( @ yo pA( e o B)= B .
Tedy (A B)©(C, D). Celkem jsme ukazali, 2¢Rx R(:,(0,0)/© je kuzelova

algebra. o

Véta 6.2: Zobrazenig:a— [(a,o)]@ je vnaeni kuzelové algebr(/R,D:,O) do
kuzelové algebryRx R[]:,(0,0)/0.

Diikaz Kdyz (a,0)@(c,0), potomallc=0:0=0 & c0a=0:0=0, tedya=c. Tj.
@ je injekce. Naviag: a+> [(a,o)]e je homomorfismus, protoze

#(a)0p(c)=[(a0)],H(c0],=[(a9Xcq], =[(&cq],=¢( &}

a podobg

#(c):#(a)=[(c0)], [(a0], =[(c9 {ag], =[(c:a],=4( c:3 o

Definice: Nectv (R/O:0) je kuzelova algebraSoutem prvki a,bOR

rozumime prvekx ] R takovy, Ze
(6.6) x=a & allx=Dh.

VSimnéme si, Ze pokud tento prvek existuje, pak je jedi@pravdu, pokud

y>a & ally=b, potomO:bDb:(aDAD(aD))(cf)( a0 K y=o0( © Y=
=x0y, tj. y< x. Analogicky bychom dostalk< y, tedy x=y.

Podminka (6.6) je ekvivalentni s podminkou
6.7 x=b & x:b=a.

51 ()
Ditkaz KdyZz x=a & alx=b, pak jist x=b aplatix:b=x:(adX = xJ & &
Implikace (6.7)= (6.6) se o¥ii podobr. o
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Pokud sotet prvki a,bdR existuje, budeme ho z&ia a+b, t.
(a+b):b=a& al(la+b)=b.

Poznamka: V (Rx R:(0,0)/@ tiida[(a,b)] reprezentuje s@et a+b, kte-

ry obecrt nemusf existovat YR, 0J:,0).

Dikaz UkaZeme, 2¢ (a,b) | odpovida definici sattu: Plati[ (b,0) | <[(a,b)], a

[(a0)],<[(a,b)],- Dale
(.6):(0:0) =((a:(0:8) { b 0:0) ( b:9 :h=(( Q) (b, 1 p=
=(.0). 1. [(ab)], [(80)],=[(a 0], a
(a.0)(a.b) =(00( a0 {( @199 cf( @1 30 P)=( @ 4 a1gr( @ )=
=(00). 1. [(2.0)], C(ab)], =[(0.5],. Zbva owi, ze [(0.)], =[(b.0)],.
tj. (0,b)@(b,0). Podle (6.5) plati
(0,b)@(b,0) = OCb=b:0& bO0=0:b,

COZ je okamzit vidét. o

Véta 6.3: Nechr (R,0:,0) je kuZelova algebra takova, ze+b existuje pro
kazdé a, b0 R. Potom (R +,0) je monoid s kracenim, ktery spje nasledujici

podminky:
0] Oa,b0R: a+b=0 = a=b=0;
(i) OaldR: R+a=at+ R

Diukaz Jist plati a+ 0=a= 0+ a pro kazdéallR, nebd@ a=a & ala=0 &
a:a=0.
(CA2)

Ozname x=(a+b)+c. Potom(alx):c = al x 9= & a h= |, pri-
gemz alx=(a+ b)Ox= ¢ tedy alx= b+ c. Ovdemx= a+ b= a, a proto z rovno-
sti alx= b+ ¢ plyne x=a+(b+ ¢.

(1) Dtikaz je trivialni, protozea+b=> a b.

(i) Nejprve ukdZzeme, Ze pro vSechny prviyb[, R existuje prvekc R

takovy, Zea+b= c+ a. Sta&f vzit c=(a+b): a. Potom jist c+a= a+ b, protoze
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(a+b):a=c & a+bx=a. Analogicky, polozime-lid=al(b+ a), pak a+d=
=b+a.
Zbyva owrit kraceni: Nect x+a= x+ b. Paka= xO( x+ & = x x+ §= L

O

Lemma 6.4: V kuzelové algele (R,0:,0) plati:

asb < b=a+ x prorektery prvekxR
= b= y+a pro rektery prveky O R.

Ditkaz Kdyz a<b, pak podle definice operace plati b=a+(alb)=(hb g+ e
Naopak, kdyzb = a+ x nebob = y+ a pro rekteré x, y[I R, pak ihned podle defini-
ce + dostaneme, Zzb>a. o

Z véty 6.3 vyplyva, Ze kdyz s@et a+b existuje pro vSechny prvks b0 R,
pak (R,+,0) je kladny kuzel usp@dané grupy. Podle lemmatu 6#vpdni uspéa-
dani (R 0:,0) splyva s irozenym usptadanim(R, +,0), a tedy tato grupa je svazo-

vé uspdadana.

Neclt R je kuZelova algebra. Ozname s(R) kuZelovou algebru
(Rx RD:,(0,0))/@ sestrojenou ve&te 6.2 a identifikujmeR s gisluSnou podmno-
zinou s( R). Potom pro kazdé b[J R existujea+b v s(R) (pokud sodet existuje
uz v R, je stejny). Nyni definujme

R=R,

R=5(R,) proiz2,

R=JR.

iON
Potom R je kuZelovéa algebra, ve které existuje &auibovolnych dvou prvic. Proto
R je kladnym kuZelenv-grupy G, . Z konstrukceR je evidentni, ze kazdy prvek

g0OR= G, Ize psat jako saet konéné mnoha prvk z R, tj. g=a +...+ g, pro
nékteré a OR, nON. Navic R je konvexni podmnozinR = G;. Toto plyne ze

skutesnosti, ZeR je konvexni podmnozina( R).

Diikaz Prvky s(R) jsou ve tvard (a, b):|@, prvky R ve tvarul (c, O)]@. Predpokla-

dejme, z¢ (a,b) |, <[(¢0)], . -
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I:(O’O)]@ ZI:(C’O)]@ E[(a’b):la :[( c a( el ()D l)]@’
coz je ekvivalentni s podminkangDa=0 & (aOc)Ob=0, tj. a<sc & b<alc.
Ukazeme, Z¢ (a, b)]@:[(c:(bD(aDQ),O)L, 4. (a b)@(c:(bD(aDc)),O), tedy

aD(c:(bD( aDc)))z ho & (c:(bE(aDc)))Da:O: k. Prvni rovnost plati, nelio

(CA2)

b:0=b & aD(c:(bD(aD@)) = (ad9:( B @ ¥)= B( & x= .Druha rovnost
plati, protoze0:b=0 a sodasré a=alc=c:(alg< c( iy a gc) nebad alc>
>b[(ac). Celkem tedy| (a,b) | =[(d.,0)] . kded = c:(bd(adq). o

Je-li R linearre uspdadana, pak 5( R) je linearr uspdadana.

pikaz v s(R) plati: [(c.a)], <[(aB)], = [(@b)], (e 9], =[(0.0], -

(a,b)0(c d)=(0,00 = alc<b:d& cOazd:b.
Predpokladejme, z¢ (a,b)] #[(c d)] ., ti. cOas d:b nebo alc# b: d.

V prvnim gipad cOa> d: b, coz ale znamena, zelJaz0, a tedy allc=0, tj.
alc< b: d. Dohromady tedyf (c,d)] <[(ab)],. Ve druhém fipacs analogicky
allc<b:d. Tedy b:d#0, coz implikuje d:b=0, t. cla=d:b. Proto

[(c.d)], <[(aB)], - o

Odtud plyne, Ze kdyR je linear uspdadana, pak takdR je retszec, coz
znamena, ze {-grupaG; je linear uspdadana.

JestlizeR sphiuje identitu (5.2), potom $( R) sphiuje (5.2).

Ditkaz Dle (6.1) plati(a,b)0(c, d)=(b0( a0 ¢,(( a1 $0 (@ pI §) a (d.o):
:(b,a)=((d:(a: @)( b(c e))( c & 93 Tedy (a,b)0(c d)=(d 9:( b 3. Navic
(a,b)o(ba). Plati (a,b)@(bad - abb=b:a & bOa=a:b. Tedy v
(RxR0O:,(0,0)/© dostaneme

[(ab)],O(cd],=[(afA(cq],=[(d ¥ bH,=
=[(d.9)], (b d], =[(c d],:[(a ],

Tedy s(R) sphuje (5.2). o
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Z predchoziho plyne, Z& sphiuje (5.2), a tedy- grupaG, je komutativni.

Vnoieni kuzelové algebry dé- grupy penasiradu vlastnosti, n&pkongruen-
ce naR odpovidaji kongruencim n@ . Jelikoz mezi kongruencemi a homomorfis-

my existuje vzajemhjednoznany vztah, sté ukazat, Ze homomorfismus: A - B
kuzelovych algeberAO G,, BO G; Ize rozsfit na homomorfismusp :G, - G,
l-grup G, aGg.

Dikaz (1)  Mgme kuzelové algebryA,0:,0), (B,0:,0), které vneime do pi-
slusnych algebes( A) =( Ax A[:,(0,0)/0, . s(B)=(Bx B:(0,0)/0, . 1
ar[(a0)],,
b [(.0)], -

Necht je dan homomorfismugp A - B. Zobrazeni¢ zachovava saty, které
existuji v A, tj.:

jestlizex+y=1zv A, pakg(x)+¢(y)=¢(2) v B.
To plati, protozex+y=2z = z:y=x & z2y. Odtud ¢(x)=¢(2):4(y) &

#(z)z¢(y), atedyg(z)=¢(X)+¢(y) vB
(2)  Definujme zobrazenp:s( A) — § B predpisem

©8 7:[(ab)], ~[(¢(a.2(D)], -

Ukazeme, Ze zobrazei je definovano korektha Ze je to homomorfismus.

Restrikced|, je ¢, protoieﬁ([(a, O)JGA) =[(¢(a) ,0)]98 .

Plati [(a,b) |, =[(cd)], -~ alc=b:d & cla=d:b. Protoze¢ je
homomorfismus, dostanengg(a) 0p(c)=¢(b):¢(d) & ¢(c)Bp(a)=¢(d):4(b),
odkud [(¢(a)’¢(b))]93 :[(¢(c) B d))LB . Tedy definicep je korektni.

ale([(21)],, ([(c 9], |=p({(a9(c ], ) -

([(bD(aDc ).(( aDc)Dl)E( (30 (m )(58)
[¢ (b(aDd)).4(((a09 Oy O(( @ 40 ()))} -

[0 )).(( (3979 (3)T(B){(¢( 970 ( 3)0( 9))], =

B

(6.1)
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(6.8)

- [(0(a).6(0)(e(9 2 ()], =[(0(.0(8)], c(#(9o(d)],

= ¢([(a, b)]GA)W([( o d)]eA) . Analogicky by se dokéazalo

#([(an)],, (], )=((28], )2 (((c 9],

Tedy # je homomorfismuss( A) do s(B).

Od homomorfismu mezi algebranmh a B muZzeme tedy fejit k homo-
morfismu kuZelovych algebes( A) a s(B) atd. az k homomorfismu kladnych kuze-

la ¢-grup @:G, - G, (protoZzed je homomorfismus kuZelovych algeber a zacho-
vava operaci+), tj.

Gi=Ua-c=Us.

(3) Nyni nas zajima, zdatubeme homomorfismugp rozsfit také na
l-grupy G, aG;.

Poznamenejme, Ze v kazdégrups plati: Pro g0 G, kladnacast g* prvku
g je g0; zapornacast g~ je —g0. Potomg=g"'-g =-g + ¢ .

ProgOG, poloZme?ﬁ(g)=¢(g+)—¢(g‘).

Owtime, Ze zobrazenp :G, — G, je definovano korekth Nechh gOG,,
g=x-y=-g+d, t. g+x=g+y. To jsou kladné prvky, a proto plati
¢(g‘)+¢(x):¢(g+)+¢(y). To mizeme dale upravitw(x)—a(y):—a(g‘)+
+¢(g+)=¢(g*)—¢(g‘). Analogicky, jestlizeg=-y+x=9g -gd, tj. x+g =
=y+g’, potom §(x)+#(g7)=#(y)+#(g), odkud ~g(y)+#(x)=¢(g")-
~5(97).

Tedy @ je homomorfismug-grup G, aG;. ©

Pozndmka: Na zaeér ukdZzeme, jak ip vnoreni MV-algebry nebo pseudo-MV-
algebry do/- grupy mizeme vyuzit konstrukci pro kuzelové algebry:

Nectt (A,0,-,0,) je MV-algebra. Vime, Ze kdyz definujenze b= bOa=
=ao b, pak(A0:;0,) je ohrankena kuzelova algebra.
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Kdyz G, je ¢-grupa, ktera reprezentuje kuzelovou algepAud:,0,1), pak
G, je komutativni/-grupa, protoZeA sphiuje identitu (5.2), a plati
a:b=b0a=(a HO0.

Proto
—a=1l:a=1-a,

aOb=((1:b):8M=1-(((1-§- 00 =(a HO1
Tedy (A 0,-,0,3) je izomorfni sI"(G,,1) . Navic1 je silna jednika (- grupy G,,.
Podobg mizeme postupovat také pro pseudo-MV-algebry:
Neclt (A a, ,O,]) je pseudo-MV-algebra. Vime, Ze kdyz definujeme
a: b=(bD af)_,
bDaz(a‘ 0 b)~,
pak (A,0:,0,) je ohrantena kuzelova algebra.
Nech G, je ¢-grupa reprezentujici kuzelovou algel{rd, 0:,0,1). Pak1 je
silnd jednéka, a:b=(a- b 00 abOa=(-b+ 8 00, a tedy
a =l:a=1-a,
a =all=-a+l,
aDb=((1:b):8m=~(((1-B- §00)+1=(a HO1
Pak(A, 0,7, ,O,]) je izomorfni sT (G,,1).
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