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Abstrakt

Cilem této prace je popis interpolacnich kiivek v roviné, prostoru a s prechodem do projek-
tivniho prostoru. Soucasti je definovani projektivniho prostoru, ve kterém budeme pracovat,
a také dalsich pojmi, jako jsou vektorovy prostor, derivace, kivka atd. V druhé c¢asti je po-
pis raznych druhti aproximace kiivek. Hlavni ¢ast je program pro rekonstrukci kinematické
krivky, ktera popisuje trajektorii pohybujiciho se télesa. Dil¢i metody byly programovany
pomoci vyvojového néstroje Matlab.

Abstract

The aim of this work is to describe interpolation curves in the plane and space. Part of it
is the definition of the projective space in which we will work and also other concepts such
as vector space, derivation, curve, etc. The second part is a description of different types of
approximation of curves. The main part is a program for the reconstruction of a kinematic
curve, which describes the trajectory of a moving body. Sub-methods were programmed
using the Matlab development tool.
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Uvod

Tato prace vznikla v névaznosti na bakaldfskou préci Zuzany MikuSové z roku 2018 [9],
kterd se zabyvala rekonstrukci prostorové krivky pii sebeobranném taseni zbrané. Cilem
této prace je zobecnit matematicky zdklad a vytvofit program v Matlabu, ktery by danou
kiivku rekonstruoval. Problematiku taseni zbrané zde uz nefesime, byla dostate¢né popsana
v praci Zuzany MikusSové. Také kinematiku a fyziku pohybu bereme jako drive zpracovanou.
Neomezujeme se jen na problematiku zbrani, ale spi$ na rekonstrukci kiivky prochazejici
nameérenymi body.

Na tuto préci (a predchozi bakalarskou praci Zuzany Mikusové) bude navazovat diplo-
mova prace, ve které se zamérfim na samotné nataceni pohybu v prostoru a ziskani bodt,
které se budou prokladat kinematickou kiivkou. Proto je zde definovano vice pojmu, nez
by bylo potreba pro samotnou rekonstrukci prostorové kiivky. Celkovym cilem je tedy re-
konstrukce prostorového pohybu a jeho matematicky popis, ale praktickd ¢ast a uplatnéni
je prenechano do diplomové prace.

Problém aproximaci posloupnosti bodti uz byl mnohokrat zpracovany a i Matlab a dalsi
matematické vyvojové prostiedi pro néj maji implementované urcité funkce, které vsak jsou
omezené pevné zadanymi parametry. Cilem prace tedy je vytvorit program, kde bychom
tyto parametry mohli libovolné ménit a dosahli tim lepsiho a presnéjsiho vysledku pfi
interpolaci a lepsimu porozumeéni interpolace. Kéd tohoto programu je v priloze B.

V prvni ¢asti prace (1) se vénujeme definovani matematickych prostora potiebnych k
popisu projektivniho prostoru, ve kterém se budeme pohybovat. V projektivnim prostoru lze
velmi snadno popsat snimani objektt, stfedové promitani a stereoskopii, kterou pouzivime
pii praci s prostorovymi souradnicemi.

Druhd kapitola (2) zavddi pojmy piimo potfebné k interpola¢nim polynomum a jejich
konstrukci.

Ve tieti kapitole (3) jsou popsény zdkladni metody k prolozeni bodu kfivkou. Z duvodu
aplikace je zde mnohem vic prostoru vénovano interpolaci a nasledné Hermitovym interpo-
la¢nim splajntim. Také je zde rozebrano, jak se vlivem zmén parametri mtize ménit celkovy
tvar kiivky.

Prakticka ¢ast, tedy program pro interpolaci, se nachazi v prilohach. Také zde nalezneme
doprovodné programy pro nékteré zmény parametri, které jsou vykresleny v ¢asti 3.2.3 a
3.2.4.



Kapitola 1

Matematické prostory

Pro praktické pouziti rekonstrukce kinematickych kiivek je vhodné zavést projektivni pro-
stor. Také potirebujeme definovat nékteré zakladni pojmy a ttvary.

1.1 Vektorovy prostor

Pro zavedeni vektorového prostoru potrebujeme pracovat se dvéma algebraickymi struktu-
rami, komutativni grupou a polem ¢isel. Tato ¢ast textu je Cerpana z [1], [8] a [11].

Definice 1. Metrika
Bud M libovolné neprazdnd mnozina a p : Ml x Ml — (0, 00) zobrazeni, které Vz,y,z € M
splnuje
1. axiom totoznosti
plr,y) =0z =y
2. axiom symetrie
p(x,y) = p(y, x)

3. trojuhelnikova nerovnost
px,y) < p(x, 2) + p(z,y)

Zobrazeni p nazyvame metrika na M, prvky mnoziny M nazyvame body metrického prostoru
(M, p), ¢islo p(x,y) nazyvame vzddlenost bodi x,y.

Priklad 1. Metriky
Priklady uvedeme hlavné z prostoru R", protoze v dalsSich kapitolach budeme pracovat
s roz§ifenym Euklidovskym prostorem. 1.4 Tedy: M = R", x = (z1,22,...,2p), Yy =
(Y1,92, - Yn) ER"

L opi(z,y) = |21 —y1| + |22 — 92| + ... + |20 — yn

2. pa(z,y) = V(w1 — y1)? + (22 — 12)? + oo + (20 — yn)?

3. pOO(xvy) = maX{|x1 - yl’a ’1’2 - y2’7 seey ‘mn - yn’}

Metrika p; se nazyva souctovd, nebo také taxikdrskd. Metrika ps bude pro nas nejdtle-

vvvvvv

Ovéreni axiomii: axiomy 1 a 2 zfejmé plati pro vSechny normy. Zaméfme se na axiom 3.



prz pr(, 2) +p1(z,y) = D0 i — 2ol + 3000 |z — il = 200y e — 2l + |2 — il >
Yo lwi =z + 2 — yi| = pa(z,y)

p2: Vyjdeme Cauchyova—Buﬁakovského—Schwartzovy nerovnosti
Yo uiv; < \/ZZ LU \/Zl LvZ. Polozime u; = p; + ¢;v; = ¢;, potom mame
i it ai)a < /307 (i + @) -/ 200y 67+ Pokud naopak u; = p;v; = pi+gi, po-
tom Y 1 pi(pi +ai) < (/D p? /> (pi + ¢i)?. Sectenim ziskdme Minkowského

nerovnost, tj. \/> i (pi + ¢i)? < \/Z?:lp? . \/Z?:l ¢? Dosazenim

Di = X5 — %, q; = Z; — Y; mMame

n n n

D@i—y)? < (Y (@wi—2)? | D (i — i)

i=1 =1 i=1

t.] pQ(xay) < PZ(%Z) + pQ(Zay)

Poo: Oznacme index j jako ten, kde nastane maximum z hodnot |z; — z;|, podobné oznacme
k resp.l u maxima z |z; — y;| resp.|x; — y;|. Potom

Poo Ty 2) + Poo(2,y) = |2 — 2| + 2k =kl S o — 2| Hlz—w| <o — 2+ 2 — | =

71 = Y1l = Poo(@,Y); i+ Poo(,y) < poo(®; 2) + poc(2,y)-
[11]
Definice 2. Grupa
Necht existuje mnozina G, kterd je neprazdnd, a bindrni operace o takova, ze o : GXG — G.
e ao(boc)=(aob)oc
e existuje e € G takové, ze eoa=aoe=a, VaeGG
1 -1

e Va € G existuje a ! € G tak, ze aoa ! =aloa=ce

Pak nazveme G grupa.

Véta 1.
Necht G je grupa a a, b, c € G, pak pro grupu G plati nasledujici tvrzeni:

1. Inverzni prvek je pro kazdé a € G prave jeden.

2. Necht aob=aocneboboa=coa potom b=c.

3. Existuje pravé jedno x € G takové, ze a o x = b a jediné y € G takové, ze yoa = b.
Dukaz:

1. Necht aob=boa=eaaoc=coa=e, pak

b=boe=bo(aoc)=(boa)oc=ecoc=c.



2.

3.

Necht aob = aoc, pak a1t o(aob) = a~ ' o(aoc), vyuzijeme asociativity a dostaneme
(atoa)ob=(a"toa)oc, (a toa)=ce, tedy

b=eob=eoc=c.

Pro z = a~! o b plati
aor=ao(atob)=(aocat)ob=cob=0b

tedy x je jedinym fesenim rovnice aox = b. Necht jsou x1a xo FeSeni rovnice aox = b,
pak plati a o x1 = a o xy a tedy 1 = xa. [1]

Definice 3. Komutativni grupa
Necht mnozina G je grupa. Pokud navic:

aob=boa, Va,beG

Pak nazveme G komutativni grupa.

Definice 4. Pole
Necht je F mnozina ¢isel (aspon dvouprvkova) s operaci + a - takovych, ze + : F x F — F
a-:FxF—TFa plati:

asociativita +
a+(b+c)=(a+b)+c

existence neutralniho prvku vzhledem k +
d0p € F takové, ze Op +a=a+0p =a, Va€eTF

existence inverzniho prvku
VaeF 3 —aeFtak, ze a+ (—a) = (—a) + a=0p

komutativita +
a+b=b+a, Vabel

asociativita -

a-(b-c)=(a-b)-¢, Va,bceF

existence neutralniho prvku vzhledem k -
d1p € F takové, ze lp-a=a-1lp=a, Va€eF

existence prevraceného cisla
Va € F—10} 341 € F tak, vea-at=ala=1p

(a+b)-c=a-c+b-c
c-(a+b)=c-a+c-b

Pak nazveme F polem.



Poznamka 1. Jestlize navic plati
e a-b=b-a, Va,beF,

hovorime o komutativnim poli.

Definice 5. Vektorovy prostor
Necht V je komutativni grupa (jeji prvky budeme nazyvat vektory) a T je ¢iselné pole.
Zobrazeni T -V 3 (t,u) — tu € V nazyvame ndsobeni skaldrem. Necht Vt € T a kazdy
vektor v € V je definovan vektor t-v € V tak, Ze pro libovolné ¢,s € T a pro u,v € V plati:

et-(ut+v)=t-u+tt-v
o (t+s)-u=t-u+s-u
o (t-s)-u)=t-(s-u
el-u=u

Potom nazveme V wektorovy prostor nad télesem T.

Poznamka 2.
1. Nulovy prvek ve vektorovém prostoru nazveme nulovy vektor a znacime o.

2. Opacny prvek k prvku u ve vektorovém prostoru nazveme opacny vektor k vektoru u
a znac¢ime —u.

3. Pro nase potfeby si staci vektor predstavit jako orientovanou tisecku, nebo jako dvojici
(resp. trojici) redlnych éisel (dvojice pro prostor R? a trojice pro R?), poptipadé jako
usporadanou mnozinu cisel. Tyto vektory lze scitat a nasobit redlnym cislem.

Definice 6. Linearni nezavislost
Necht je V vektorovy prostor nad T, t1,ts,....,t, € T a mnozinu S = {uj,u,...u,} je
nepriazdnd kone¢nd mnozina vektoru z vektorového prostoru V. Pak mnozina S je linedrné
nezavisld, jestlize rovnice

ti1-uy+ta-u2+...+t, -u,=0
ma jediné feseni
t1=ty=...=1t,=0.
Rikédme, Ze vektory up,us,...u, jsou nezavislé. Pokud mé rovnice i jind feseni, pak je S
linedrné zdvisld. [1]
Na obrazku 1.1 vidime vektor q, ktery je linedrni kombinaci vektorti u, v a w. Tedy vektory
q,u,v a w jsou linedrné zavislé (jeden je kombinaci ostatnich).

Definice 7. Baze vektorového prostoru
Koneéna mnozina S vektort vektorového prostoru V je bdze vektorového prostoru V jestlize

1. § je nezavisla.

2. Kazdy vektor v € V lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektori S.



Obrazek 1.1: Linedrni zavislost vektora. Zdroj [1]

Definice 8. Dimenze

Necht V je vektorovy prostor a ui,us,...u, jsou nezavislé vektory vektorového prostoru
V. Maximélni pocet nezavislych vektorti nazveme dimenze prostoru V a znac¢ime dim V.
Pokud mé prostor bazi, pak je dimenze rovna poctu vektorti v bazi a prostor nazveme jako
konecné rozmérng. [1]

Definice 9. Souradnice vektoru
Necht V je vektorovy prostor dimenze n, B = {u;};7 = 1,2,...,n je jeho libovolnd baze a
libovolny vektor v = ciuj +cousg + ... + c,uy,. Koeficienty ¢1, ¢o, ..., ¢, nazveme souradnicems
vektoru v a zapisujeme v = (cy, €2, ..., ¢p)B. [8]

1.2 Unitarni prostor
Necht V je vektorovy prostor a % : V x V — R je zobrazeni, pro které plati:
euxu>0uxu=0<u=0
e UXxV=vsxu
o (U+V)*W=U*xW+ VW
e (cu)xv=cluxv)

Pak operaci * nazveme skaldrni soucin a prostor V unitarnim prostorem. [8]

Poznamka 3.
1. Jedna se pouze o vektorovy prostor doplnény dalsi operaci.

2. Pro trojrozmeérny prostor tato operace priradi vektorim u = (u;ug;us) av = (vi;ve;v3)
realné ¢islo uv = wujvy + usvg + ugvy



1.3 Afinni prostor

Definice 10. Afinni prostor
Necht A,, je neprazdnd mnozina, pro kterou existuje vektorovy prostor V,, dimenze n a
zobrazeni ¢ : A, x A, — V, takové, ze plati:

1. VA € A,z € V, existuje pravé jedno B € A, takové, ze p(A; B) =z
2. VA,B,C € A, je p(A;C) < p(A; B) + ¢(B; C)
Pak mnozinu 4, nazveme afinnim prostorem, vektorovy prostor V,, nazveme zameéreni
prostoru A,,, dimenzi prostoru V,, nazveme dimenzi A,,. Prvky A € A,, nazyvime body. [8]
Poznamka 4.
e Jednd se o vektorovy prostor doplnény o body A, B, C, ...

e K mnoziné vektoru a bodu priddme o operaci s¢itani vektoru a bodu, jejimz vysledkem
je bod B = A+ u, zna¢ime u = AB.

e Pro kazdé tii body A, B, C, plat{ AC = AB + BC.

e Body v roviné budeme modelovat usporadanymi dvojicemi A = [a1,ag] body v pro-
storu usporddanymi trojicemi A = [a1, ag, as).

1.4 Euklidovsky prostor

Definice 11. Euklidovsky prostor
Necht E™ je afinni prostor, zaméreni tohoto prostoru je unitarni prostor V,, usporadanych
n-tic redlnych ¢isel. {e1,eq,...,e,} je libovolnd béze V,, a O je nulovy bod z A,,. Pak afinni
prostor E™ nazveme euklidovskiym prostorem a uspordadanou n + 1-tici (O, eq,eq,...,€e,)
kartézskou soustavou souradnic. Jestlize X — O = z1e; + x0e2 + ... + = : ne,, piSeme
X = [x1, 29, ...,x,] a usporddanou n-tici [z1, z2, ..., ] nazveme kartézskymi souradnicems

bodu X.

Definice 12. Objekt ve 2D /3D
Necht existuje libovolna neprazdnd podmnozina euklidovského prostoru E? (resp. E?), pak
ji nazveme dvourozmeérny (resp. trojrozmérny) objekt. [8]

Axiomatické zavedeni euklidovského prostoru

Pro porovnani si uvedeme axiomatické zavedeni euklidovského prostoru, které némecky
matematik David Hilbert rozdélil do nékolika skupin axiomu [6]. Prubézné budeme definovat
pojmy, které se v nich pouzivaji.

Axiomy incidence

Tato skupina axiomu (I1-I8) zavadi vzajemnou polohu bodu a primek.
I1: Dva rtzné body maji spole¢nou jednu piimku.

I12: Kazda primka obsahuje aspon dva rtizné body.



13: Existuje aspon jedna trojice rtiznych bodi, které nepatii téze primce.
I4: Jestlize tii body nepatii jedné piimce, potom patti jediné roviné.

15: Jestlize dva ruzné body piimky p lezi v roviné p, potom vSechny body piimky p lezi v
p-

16: Jestlize prunik dvou rovin neni prazdny, obsahuje aspon dva navzajem ruzné body.
17: Existuje aspon jedna Ctverice bodt, které nelezi v téze roviné.
I8: Rovina obsahuje aspon jeden bod.
Definice 13. Kolinearita
Necht A, B,C € E? lezi na jedné piimce, pak tyto body nazveme kolinedrni.
Axiomy Usporadani

Dalsi skupina axiomiu (U1-U4) se zabyva pokrytim primky, tedy aby na ni bylo dostate¢né
mnozstvi bodu. Pomoci U1 se také definuji pojmy jako usecka, polorovina a poloprimka.

U1: Jestlize bod B lezi mezi body A, C jsou A, B, C' tii rizné body na piimce a plati téz,
ze B lezi mezi body A, C.

U2: Jestlize A, B jsou dva navzajem ruzné body, potom existuje na primce AB aspon jeden
bod C' takovy, ze bod B lezi mezi body A, C.

U3: Ze tii riznych boda A, B, C lezicich na té samé primce lezi nejvyse jeden mezi ostat-
nimi dvéma.

U4: (Paschuv axiom) Jsou-li A, B, C tfi nekolinedrni body a primka p, ktera témito body
neprochdzi, obsahuje jisty bod mezi body A, C, potom primka p obsahuje bod mezi
A, B nebo mezi B, C.

Axiomy shodnosti

S axiomy S1-S6 se definuji dalsi dulezité utvary, stfedy a osy tsecek trojihelniki a dalsi.

S1: Je-li AB = CD, potom A#B,C+#D. Pro kazdé dva ruzné body A, B plati AB = BA.

S2: Necht AB je uisecka, CD poloprimka. Potom existuje jediny bod E polopfimky CD,
pro ktery plati AB = CFE.

S3: Jestlize AB=CD a CD = EF, potom AB = EF.

S4: Jestlize bod C lezi mezi body A, B, bod C’ mezi body A’, B a jestlize plati AC =
A'C', BC = B'C’, potom plati AB = A'B’.

S5: Necht jsou ABC, A'B'K dvé trojice nekolinearnich bodu a necht AB = A’B’. Potom
existuje jediny bod C’ poloroviny A’B’K, pro ktery plati AC = A'/C', BC = B'C’'

S6: Necht jsou ABC, A’ B’C’ dvé trojice nekolinearnich bodi, pro které plati AB = A’B’, BC =

B'C',CA = C'A'. Necht déle lez{ bod P mezi body A, B a bod P’ mezi body A’, B’
tak, ze AP = A'’P’. Potom CP = C'P".



Axiomy pohybu

P1: Lezi-li bod C mezi body A, B a jsou-li A’, B’,C’ obrazy bodu v premisténi, lezi bod
C’ mezi body A’, B'.

P2: Jestlize je polopiimka v pfemisténi samodruznd, je kazdy jeji bod v tomto premisténi
samodruzny.

P3: Necht jsou ABC, A’KL dvé trojice nekolinedrnich bodu. Existuje jediné premisténi
v roviné, které prevadi bod A do bodu A’, polopfimku AB do poloptimky A'K’ a
polorovinu ABC' do poloroviny A’K L.

P4: Jestlize jsou A, B dva rizné body, potom existuje aspon jedno premisténi, které prevadi
bod A do bodu B a bod B do bodu A.

P5: Jestlize je ZBAC duty thel, potom existuje aspon jedno premisténi, které prevadi
poloptimku AB do poloptimky AC a polopiimku AC do poloptimky AB.

P6: Slozenim dvou premisténi vznikne premisténi.
P7: Identita je premisténi.

P8: Inverzni zobrazeni k pfemisténi je premisténi.

Axiomy spojitosti

A: (Archiméduv axiom) Jsou dény tsecky AB,C'D. Na polopiimku AB postupné nanisime
usecku CD a dostaneme body P, Ps, ..., P, P,11. Potom existuje takové n € N, ze
bod P,1 nelezi uvnitt AB.

C: (Cantoruv axiom) Prunik posloupnosti usecek do sebe zafazenych je neprazdny.

D: (Dedekinduv axiom) Kazdy omezeny konvexni utvar na piimce, ktery obsahuje aspon
dva ruazné body, je tsecka.

Axiom rovnobéznosti

R: Necht p je libovolné piimka, A bod, ktery na ni nelezi. Potom bodem A prochézi nejvyse
jedna rovnobézka s pfimkou p. [4]

1.5 Projektivni prostor

V této casti doplnime euklidovsky prostor o takzvané nevlastni body, definice jsou prevzaty
z [5]. Rozsifeny euklidovsky prostor znacime -, E™. Nejdifve si zavedeme rozsifeni pro E? a
pak zobecnime pro prostory dimenze n.

Projektivni rozsifeni roviny E?

Pifmka je v E? uréena dvéma body, nebo bodem a smérovym vektorem (smérem). Tedy
dvé piimky maji jeden spolecny bod, nebo maji spole¢ny smeér.
Na obrazku 1.2 je zndzornéno, ze primka je urc¢ena bud dvéma body, nebo bodem a smérem.
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Obrézek 1.2: Urceni primky body A, B, nebo bodem C' a smérem u.

Kdybychom sméry ztotoznili s body, mohli bychom tvrzeni nahradit takto: Primka je
urcena dvéma body. Dvé primky v roviné maji vzdy alespon jeden spolecny bod. Tedy pro
pripad rovnobéznych primek je potieba doplnit nevlastni body N, tedy body, které lezi v
nekonec¢nu. Muzeme si je predstavit jako sméry primek. Disledkem je i vytvoreni nevlastni
primky N, tedy primky, které je slozena z nevlastnich bodi.

Souradnice o F?

Problém reprezentace bodu je v tom, Ze nelze rozlisit vlastni (body ptuvodniho prostoru
E?) a nevlastni body (sméry). Zavadime tedy homogenni souradnice. Tyto soufadnice jsou
vysledkem projektivniho rozsiteni, tj. pridani souradnice, kterd nevlastni body odlisuje

Jedna se v podstaté o polozeni roviny E? do prostoru E3, ve kterém je zvoleny bod
@ jako pocatek a vsechny body zapiseme jako sméry z tohoto bodu, tedy jako vektory.
Rovina, ve které je treti souradnice 1, je mnozina vlastnich bodi. Nevlastni body budou mit
tuto souradnici rovnou 0, tedy mnozina nevlastnich bodi bude rovina rovnobézna.

Homogenni soufadnice vlastniho bodu A € o E?%:
A= (za,y4,1)

Homogenni soufadnice nevlastniho bodu U €  E?:

U= (ﬂfU,vao)
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Obrézek 1.3: Znézornéni zavedeni nevlastnich bodu. Prevzato z: [5]

Soutadnice o E?

Pro trojrozmérny prostor si zavedeme souiadnice obdobné. Prostor E? polozime do &tyfroz-
mérného prostoru E%. Stejné se urdi i pfidand ¢tvrtd souradnice jako 0, nebo 1.

Homogenni soufadnice vlastniho bodu A € o E3:
A= (za,y4,24,1)
Homogenni soufadnice nevlastntho bodu U €  E>:
U= (zu,yv,2v,0)

Poznamka 5.

e Na obrazku 1.3 je ukdzano, jak se zavede nevlastni souradnice pro Euklidovskou ro-
vinu.

e MiZeme si véimnout, ze se jedna o nahrazeni bodu vektorem, ktery bud rovinu E?
proting, je tedy vlastnim bodem, nebo neprotind, a je bodem nevlastnim.

e Je pottfeba zduraznit, ze souradnice x4, ¥y4, z4 bodu A jsou tytéz souradnice, kterymi
bychom tento bod popsali v Euklidovském prostoru.
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Kapitola 2

Matematicky zaklad k aproximaci

2.1 Krivky a funkce

V této Casti se budeme zabyvat popisem trajektorie, po které se dany predmét pohybuje, tu
popiseme kiivkou. Kfivku v E? si predstavujeme jako jednorozmérny souvisly ttvar. Dale
budeme pracovat hlavné s polynomy, proto je potieba uptesnit definici. Cerpano z [2], [7],
[10] a [11].

2.1.1 Funkce realné proménné

Funkce redlné proménné je zobrazeni f takové, ze f: R — R.
Mnozinu D(f): D(f) ={z € R: 3y € R tak, ze y = f(z)} nazveme defini¢ni obor.
Mnozinu H(f): H(f) ={y € R:3Je € R tak, ze y = f(x)} nazyvame obor hodnot.

Definice 14. Okoli bodu
Necht X je bod lezici v roviné E? (resp. prostoru E3) a e je libovolné malé kladné ¢islo.
Pak okolim bodu v roviné rozumime mnozinu (otevieny kruh)

O} X)=Pec E*: |PX|<e,
a okolim bodu v prostoru rozumime mnozinu (oteviend koule)
O}X)=PcE®: |PX|<e

Poznamka 6.
Ryzi okoli bodu je O(X) s vylou¢enim daného bodu X. Znac¢ime ho O(z).

Definice 15. Limita funkce
Rekneme, ze funkce f méa v bodé zg € R* limitu a € R* a piseme lim, 4, f(x) = a jestlize
ke kazdému okoli O(a) existuje ryzi okoli O(xg) takové, Zze Vo € O(x) je f(x) € O(a).

Definice 16. Spojitost funkce
Necht f(z) je funkce prochézejici budem zp a

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Pak je tato funkce spojitd v bodé x.
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Definice 17. Derivace
Necht f je funkce a zg € R bod. Existuje-1i vlastni limita

o L@ = f(@0)

T—T0 T — X0

nazyvame ji derivace funkce f v bodé z¢ oznacime ji f’(zg). Neexistuje-li tato limita, Tek-
neme, ze funkce f neméa derivaci v bodé zg.[11]

2.1.2 Krivky

Definice 18. Graf funkce
Necht mnozina G = {[z, f(z)] € R? : x € D(f)}, kde [z, y] znaci kartézské souiadnice v
roviné. Pak mnozinu G nazveme grafem funkce.

Definice 19. Krivka
Necht I je interval I C R. Kfivku definujme jako zobrazeni ¢ : I — R™. Budeme se nyni
zabyvat rovinnymi a prostorovymi kiivkami. Vyssi dimenze, tedy pro n > 3, pro nas uz
nejsou prilis uziteéné. V roviné R? si ukdZeme princip parametrizace kiivky dané grafem
funkce. Predepiseme si kiivku jako mnozina bodi:

{[z,9] e R y = f(2)}.
Pro parametrické vyjadieni krivky plati, ze kazda souradnice této kiivky je predepsana

funkei jedné redlné proménné. Tuto proménnou nazyvame parametr (zde je to t).

z = (1)
y=vay T

Obecna rovnice je uprava parametrické rovnice vylouc¢enim parametru
flz,y) =0.
My budeme pouzivat hlavné graf funkce, jako popis kiivky
y=f(z)

Pro prostorové kiivky (tedy v R?) se parametrickd rovnice rozsifi o dalsf soufadnici z = ((¢).
Na obrazku 2.1 je vykreslen priklad rovinné a prostorové krivky.

Poznamka 7. Parametrické rovnice
Dale si trochu rozebereme parametrickou rovnici kfivky. Pro nazornost predpokladejme, ze
kiivka je trajektorie bodu. Parametrickych rovnic, kterymi ji mohu popsat, je nekonecné
mnoho. Ukazme si to na piikladu funkce y = sin(z), interval je zvolen pro co nejlepsi
nézornost.
Funkce je zapsana takto:

y = sin(x), na intervalu (0, 67).

Nejjednodussi zapis parametrické rovnice je néasledujici

x=t, y=sin(t), te(0,6m).
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Obrazek 2.1: Krivka rovinna a prostorova

Daéle uvazujme derivaci v bodé krivky jako rychlost, kterou dany bod trajektorii prochézi.
Pro zadany priklad to bude
x=1, y=-cos(t),

graf bude mit stejny tvar, ale bude posunuty.
Vyzkousejme jinou parametrizaci:
x=2t, y=sin(2t), te0,3n).
Jeji derivace bude
x=2, y=2-cos(2t),

graf tedy bude mit stejnou periodu, ale krom posunuti uz bude mit i rozdilnou amplitudu.
Treti parametrizaci zvolme

=1, y = sin(t®), t € (0, Vér).

Jeji derivace bude
x =3t y=3t> cos(t?).

Na grafu uvidime zvétsujici se kmity zptsobené tim, Ze parametrem je mocnina.
Na obrazku 2.2 si hlavné vsimnéme, ze mnozina bodi je stale stejna, tedy muzeme rict, ze
popis krivky nezdvisi na zvoleném parametru.

Definice 20. Racionalni funkce - polynom
Necht n € Ny a ag,a1,...,a, € Rya, # 0. Pak polynom (celistvd raciondlni funkce) je
funkce tvaru P(n) = a,2" + ap_ 12" 1 + ... + a12' + ag. Stuper polynomu je &islo n a Eisla
Qny An—1, -, A1, g Nazyvame koeficienty polynomu.

Definice 21. Koren

Cislo a € C se nazyva koten (nulovy bod) polynomu P, jestlize plati P(a) = 0. Je-li «
kofenem P, pak linedrni polynom x — « se nazyva korenovy faktor (¢initel) polynomu P.
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Obrazek 2.2: Rizné parametrizace, modra kiivka znaci zadanou funkei, oranzova jeji deri-
vaci.

Poznamky

e Kazdy polynom stupné n > 1 s komplexnimi koeficienty ma koren v C.

e Polynom s redlnymi koeficienty se nazyva redlng polynom, polynom s komplexnimi
koeficienty se nazyva komplexni polynom.

e Pro nasi aplikaci si vysta¢ime pouze s redlnymi koeficienty a koreny.

2.2 Reseni soustav linearnich rovnic

V této kapitole zminime problém reseni soustav linedrnich rovnic. Existuje mnoho zptisob,

tak je resit, ale pro pozdéjsi uziti nam bude stacit pouze Gausova eliminac¢ni metoda. Tato
¢ast je Cerpéana z [15].

Metody pro feseni soustav linedrnich matic se déli na primé a iterac¢ni. Primé metody
jsou ty, které po koneéném poctu kroka dodaji vysledek, ktery je (pokud zanedbdame zao-
krouhlovaci chyby) presny. Iteracni metody vypocitaji pouze priblizné feseni s pozadovanou
presnosti, na které zavisi pocet krokt metody. Itera¢nimi metodami se ddle nebudeme prilis

zabyvat, protoze v primych metodach najdeme dostatecné presnou i vypoctové nenarocnou
metodu.
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Soustavu linedrnich rovnic:

a1121 + a12we + ... + a1pT, = by,
a2121 + a2 + ... + agp Ty, = be,

Ap1T1 + Ap2X2 + ... + GppXy = by,

muzeme zapisovat taky maticové
Ax =bh.

A je zde matice soustavy, b bude vektor pravych stran a x vektor nezndmych. Zamérime
se na Teseni Gaussovou elimina¢ni metodou, protoze je jednoduchd a velmi Gc¢innd pro
tridiagondlni matice, kterymi se pozdéji budeme zabyvat.

2.2.1 Gaussova eliminaéni metoda

Méjme soustavu linedrnich rovnic Ax = b. Gaussova eliminacni{ metoda (dale jen GEM)
ma dvé casti, primy chod a zpétny chod. Piimy chod prevede soustavu na Ux = ¢, kde U
je matice, kterd je horni trojihelnikové (pod diagondlou mé pouze nulové prvky).

U1l U112 Uln
0 wo ... U9,

U=
0 0 ... Upn

Ve zpétném chodu se z posledni rovnice vypocte x,,, z pfedposledni x,, — 1, a tak dale.

V primém chodu se v k-tém kroku soustava transformuje tak, ze prvnich k rovnic se
neméni, ale cilem je vynulovat poddiagonalni prvky v k-tém sloupci. To se Tesi tak, ze
odecteme m;, nésobek rovnice na k-tém radku od vsSech i-tych rovnic, pro i > k. m;
nazyvame multiplikdtory a tvorime je takto:
aj

k )
al(ck)

miE =

kde k znaci krok v transformaci matice. V pripadé a,(jc) = 0 nelze spocitat multiplikator,

ale to se da jednoduse vyresit prohozenim za jiny radek, ktery ma k-ty prvek nenulovy.

Obecné se tento algoritmus nepouziva z divodu nékolika nevyhod. Ma pomérné vysokou
vypoctovou narocnost a pro ridké matice nastava problém, ze zaplnuje spoustu mist, kde se
nachézely nulové prvky. Pro spatné podminéné matice také vznikaji velké chyby z divodu
zaokrouhlovacich nepresnosti.

2.2.2 Gaussova eliminac¢ni metoda pro pasové matice

Pasova matice je specidlnim pripadem ridké matice (matice s vyrazné vétsim po¢tem nulo-
vach prvki, nez téch nenulovych). Ma nenulové prvky pouze v pdsu okolo diagonaly, tedy
pro nezaporna celd p, g:

aij:(),proi>j—|—p, nebo j > i+ p.
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Cislo w = p+ q + 1 se nazyvé §itka pdsu matice a s =max(p, q) je polovicni sirka pdsu.
Pro takové matice jde zefektivnit vypocet pomoci Gaussovy eliminacni metody, protoze
nenulové prvky mohou béhem ni vznikat pouze v tomto pasu.

GEM pro tridiagonalni matici

Soustava, kterda ma s = 1 se nazyva tridiagondlni, protoze ma nenulové prvky na diagondle,
prvni naddiagondle a prvni poddiagonéle. Toto zna¢né zjednodusi vypocet pomoci GEM.
Pro tuto soustavu:

a C1 0 0 0 0 0 I d1

b1 as €9 0 0 0 0 o dg

0 b2 as C3 0 0 0 T3 d3
0

0 0 0 0 bn_g Ap—-1 Cp—1 Tpn—1 dn—l

0O 0 0 0 0 b1 ap Tn dy,

bi = —,  @it1:=ai41 —bici;,  dip1:=diy —bid;,  1=1,2,..,n—1

dn di — ¢iTiy1 .
Tp'=—, Tji=—-""T——, t=n—1n-—2,..1
Gnp, a;
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Kapitola 3

Aproximace funkci

Hlavnim cilem préace je najit kiivku, po které se téleso pohybuje. Jeji predpis nezname, ale
zname pouze body, ve kterych se na své trajektorii nachazi. K prolozeni téchto bodu kiivkou
se vyuziva aproximace. Nenajdeme sice presny predpis originalni krivky, ale dostatecné se
k ni pfiblizime. Definice a dalsi informace v této kapitole jsou prevzaty z [3], [12], [14] a [15].

Dvé zakladni metody pouzivané k aproximaci jsou metoda nejmensich ctverci a inter-
polace.

3.1 Metoda nejmensich c¢tverci

Pri této aproximaci hledame funkci, jejiz vzdalenost je miniméalni od zadanych bodu. Zpra-
vidla dana funkce zadanymi body neprochazi. Pro nas tedy neni uzitecna, protoze vime,
ze v zadanych bodech se objekt nachézi presné, zminime si metodu nejmensich ¢tverca jen
okrajove.

Jedna se o pripady, kdy je zadéni nepfesné a hleddme pouze pribliznou kiivku. Postup je
zalozeny na minimalizaci kvadratt rezidui. Jako ¢t oznac¢ime nezavislou proménnou, muize to
znacit napriklad ¢as. n bude pocet pozorovani, tedy pocet namérenych, navzdjem ruznych
hodnot

yi ~y(ti), i=1,2..,n.

Cilem je vymodelovat y(t) jako linedrni kombinaci n bazovijch funkci
y(t) = z101(t) + 22002(t) + ... + Tnpn(t) = Rn
x1,T2,..., Ty jsou parametry, které chceme uréit tak, aby
yi = Rp(t;), 1=1,2,...,n.
Rozdily mezi pozorovanymi hodnotami y; a modelovanymi R,,(t;) nazveme rezidua
ri =y — Rp(t;), i=1,2,...,n.
Rezidua jsou znazornéna na obrazku 3.1. Maticové tedy miizeme zapsat:

r=y— Ax
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Obréazek 3.1: Metoda nejmensich ¢tverci - rezidua

kde x; jsou parametry, které chceme urcit tak, aby rezidua byla miniméalni. Tedy metodou
nejmensich ¢tvercii dostaneme minimalizaci souctu kvadrati rezidui:

m
Ief[5 = rf = min.
=1

3.2 Interpolace

Dale se budeme zabyvat interpolaci. Tento druh aproximace vyzaduje, aby funkéni hodnoty
hledané funkce prochazely primo zadanymi body, tedy je pro nase potieby vhodny.

Hlavni pozadavky na hledanou funkeci jsou, aby byl jeji vypocet jednoduchy a casto také
aby byla snadno derivovatelnd (pro zajisténi hladkosti kiivky), proto se ¢asto hleda ve tvaru
polynomu.

3.2.1 Interpolace polynomem

Predpoklddejme, Ze méame zadané navzajem ruzné body zg,x1,...,Tn a jejich hodnoty
Y0, Y1, ---, Yn. Lyto body se nazyvaji uzly a hledany polynom

P, (z;) = i, 1=0,1,...n

Lagrangetv interpolac¢ni polynom

Jednd se o linearni kombinaci takzvanych fundamentdinich polynomad, pro které plati:

0, 2#7
li(xi):{l ijj
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Lagrangeuv polynom a fundamentalni polynomy

N ——pUvodni funkce
4 v ©  zadané body interpolace 1
\ lagrangelv interpolaéni polynom |’
3r 5 e fundamentalni polynom 7

Obrézek 3.2: Fundamentalni polynomy Lagrangeova interpola¢niho polynomu (¢erchované).
Zdrojovy kdd je v piiloze C

Protoze hleddme polynomy s koreny v bodech xg,x1,...,z, vyjma bodu z;, kde ¢ =
0,...,n, mizeme je zapsat ve tvaru
li=Ci(z —xo)(z — x1)...(x — zi—1)(x — 2ip1)(x — 2p)
a pro podminku /;(z;) = 1 plati, Ze

1

Ci - (:El — CL‘o)(CL',L — xl)(acl — $i,1)(l’i — .CEiJrl)(l’i — xn)

Tedy predpis fundamentélnich polynomt je nésledujici:

Li(z) = (x —z0)(® —21)...(T — i 1) (T — i1)...(T — 7p)
' (zi — wo)(x; — 1) (s — i) (5 — Tig1) (T — )

Zakladni tvar Lagrangeova interpola¢niho polynomu je tedy nésledujici
n

Pp(n) = yolo(z) + y1l1(z) + ... + ynln(z) = Zyili(x)-
i=1

Vyhodou tohoto zapisu je elegantni forma. Na druhou stranu nevyhodou je nutnost pre-
pocitat vsechny fundamentalni polynomy pro kazdy pridany uzel. Dalsi nevyhoda je velka
vypoctova naro¢nost. Vzorce a formulace jsou prevzaty z [3].

Na obrazku 3.2 muzeme vidét funkci %(x) (Cerné), interpolaci Lagrangeovym polynomem
(modfe) a fundamentélni polynomy pouzité ke konstrukei Lagrangeova interpola¢niho poly-
nomu (¢erchované). Za povsimnuti stoji body oznacené *, protoze fundamentélni polynom

{; mé hodnotu 1 v bodé z; a v ostatnich uzlech 0.
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Jednoznacnost Uvazujme polynom P,(n) = yolo(z) + yili(z) + ... + ynln(x), ktery fesi
ulohu Lagrangeovy interpolace. Dokazme, Ze tento polynom stupné n je pravé jeden.
Necht existuji L, a L,, které jsou dvé rizné reseni tlohy. Definujme polynom

p(x) = Ln(z) — Ln(x).

ProtoZe jsou polynomy L, a L, rtizné, pak polynom p(x) bude nenulovy a stupné nejvyse
n a spliiuje podminku, ze p(x) =0, i =0,1,...,n, tedy ma n 4+ 1 nenulovych koteni. To
ale nelze pro polynom stupné nejvyse n, tedy vzniké spor.[13]

O

Newtontv interpola¢ni polynom

Lagrangetuv interpola¢ni polynom neni dobry pro praktické vyuziti, protoze pro pridani
dalsiho uzlu je potfeba prepocitat vsechny fundamentalni polynomy. Tento problém resi
Newtontuv interpola¢ni polynom. Definice jsou prevzaty z [3].

Definice 22. Pomérna diference
Necht (z;,y;) jsou body, na kterych interpolacni polynom definujeme. Pak
Dlz;] =y
Dlwi—1,x;] = (D[ws] — Dlwi-1]) /(i — i-1)
Dlx; 9, xi 1,%i] = (D[xi—1, 2] — D]xi 9,2 1])/(xi — Ti-2),

D[x; g, Tipy1, -y Tim1, Ti] = (D[i—py1, - Ti] — D[Ti—py oy wi1]) /(5 — 1),
nazveme pomérné diference. Ozna¢ime a; = D[xg, 1, ...,x;] Cely Newtoniuv interpolaéni
polynom ma tedy tento predpis:

P,(z) = ag+ a1(x — zo) + az(z — xo)(z — x1) + ... + an(x — z0)(z — z1)...(x — Tp—1).

Miuizeme zde vidét, ze k pridani jednoho uzlu staci pri¢ist k puvodnimu polynomu tento
¢len
Poi1(z) = Po(x) + +ant1(z — xo)(x — x1)...(x — ).

Lagrangeiv ani Newtonuv tvar interpola¢niho polynomu se pro nase potfeby nehodi (shr-
nuti daného problému je v kapitole 3.3), ale jsou velmi vyhodné pro aplikace, kdy pottebuji
ziskat jednu funkéni hodnotu, kterd nelezi v uzlu. Pak se vyuzivd téchto postupti, protoze
jsou velmi jednoduché na programovani.

Hermitova interpolace

Rozdil mezi predchozimi metodami a Hermitovou interpolaci je v tom, ze kromé funkénich
hodnot v zadanych uzlech, je také zadand i hodnota derivace urcitého radu. Predpoklddejme,
ze derivace jsou zadané postupné, tedy ne treba funkéni hodnota a treti derivace, ale pokud
je zadand treti derivace, pak i druhd a prvni. Tedy méme x; uzli a v kazdém je zadano
a; + 1 hodnot ygo),yl(l), e yz(ai) (; znadi stupen nejvyssi derivace). Hermituv interpolacni
polynom P,(z), ktery splnuje podminky
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© @ (ai)

nazveme polynomem stupné nejvyse a. « se urci jako soucet vsech podminek v, 7, y; 7, ..., y;
pro ¢ = 0,1, ...,n. Pro jednoduchost si uvedeme konstrukci Hermitova interpola¢niho po-
lynomu pro pripad, ze mame zadané funkéni hodnoty yg,y1, ..., ¥ a pouze prvni derivace
Yo, Y1, - i, tedy tvofime polynom takovy, aby

H(z) =y, H(z)=vy, i=01,..,n

Méme 2n + 2 podminek a proto hledidme polynom stupné nejvyse 2n + 1 a to ve tvaru
n n
Hoyng1 =Y yihi(z) + ) yihi(z)
i=0 i=0

Polynomy h;(z) a ﬁl(m) jsou stupné nejvyse 2n + 1. Stejné jako u Lagrangeova polynomu
sestrojime fundamentéalni polynomy
0, i#j " . 0, i#jJ
R A B 0 B A B S B

Predepsané podminky znaci, ze polynom h;(x) ma g, X1, ..., Ti—1, Tkt 1, s Tn—1, Ty KoTenu
a vsSechny jsou dvojnésobné. Polynom stupné 2n + 1 ma tento tvar

hi = (Ajz — By)(x — x0)?...(x — 2i1)% (& — zpy1)? (2 — 2)?
a lze zapsat i takto

(x —0)%(z — 2i-1)% (2 — 2py1)? (2 — )2
(.CI?Z' — 560)2...(.%'1' — -1'2'—1)2(1'1' — $k+1)2---(~75i — xn)Q

h; = (aix — bl) = (a¢$ - bl)lf(l‘),

kde [; jsou fundamentalni polynomy z konstrukce Lagrangeova interpola¢niho polynomu.
Zbyvé ndm urcit koeficienty a;,b;. K tomu vyuzijeme podminky h; = 1, k] = 0, tedy
= 20l(xy), by =14 2wli(zy)
Cely polynom ma tedy tvar
hi(x) = (=20(z:)z + 1+ 22l (2:))1F ().

~

hi(zx) se sestroji podobné. Predpokladany tvar je
hi = Ci(x — 20)%.(@ — 2i-1)? (2 — 2pg1) % (x — 20)?
a opét ho muzeme zapsat takto
hi(z) = ci(x — @)1 (2).
Konstanta ¢; = 1, to je ur¢eno z podminky }Alz(xl) =1 a tak polynom vypada takto

hi(z) = (z — ;)13 ().

Hermittv interpola¢ni polynom tedy muzeme zapsat v tomto tvaru

Hopi1(x ZyZ =2U(x)x + 1+ 22l (;)) l2 +Zyz 5 (z).
=0
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Jednoznacnost Potrebujeme dokazat, ze polynom
m
Hp(z)= Z apa®
k=0

je pravé jeden, ktery Tesi lohu Hermitovy interpolace, tedy spliiuje tyto podminky:

m )
Hﬁ{’(m)z(Zak(:cf)) =99 j=01,.,4—1, i=01,..n
k=0

Neznamé hodnoty jsou zde aj a matice ma prvky (xf)(j), které jsou znami cisla. Kdyz
determinant této soustav je rovny nule, pak by existovalo netrividlni feseni soustav. Tim
by byl polynom HU)(z;) =0, j=0,1,....a;—1, i=0,1,...,n, ktery je stupné nejvyse
m a ma n + 1 riznych kofend zg, x1, ..., x, a kazdy z nich ma nasobnost «;. Dohromady

mé tedy polynom
n
Z o =m + 1
1=0

korenitl, coz je spor s tim, Ze polynom je stupné nejvyse m.
Pro deteminant soustavy nenulovy existuje pravé jedno reSeni, a tim je Hermitv interpo-
la¢ni polynom stupné m. [13]

O

Chyba interpolace

Chybu v bodé T oznacime jako E, (%) := f(T) — P,(Z). Jedna se o rozdil hodnoty ptuvodni
funkce a polynomu, ktery prolozime ur¢itymi body. Je zfejmé, ze chyba v uzlech E,,(z;) = 0.
Pro chybu mimo uzly u Lagrangeova a Newtonova polynomu plati:

(n+1)
Bu@) = 1)~ Pu) = 1S @ )@ o0)fa - 2)

kde € je bod z intervalu, na kterém aproximujeme. Odhad chyby

M.
" max |wag (@),

En(T)| < —ntl
| ((L’)| B (n+ 1)' x€(a,b)

kde M, 1 je konstanta takova, ze |V |(x) < M, 1 byva prehnany. Skuteéna chyba je
obvykle mensi.

Vezmeme piipad Hermitova interpola¢niho polynomu. Polynom H,(z) je aproximaci
funkce f(z) na intervalu (a,b). Pak pro chybu Hermitovy interpolace plati

Fer(E)

ey T @ ) )

f(@) — Ha(z) =
Je ztejmé, ze kdyz nemame zadanou ptivodni funkci, pak nemtzeme chybu urcit. Jeji odhad
se hodi pro ptipady, kdy se prokladd funkei polynom pro jeji snazsi integraci apod. [15] Na
obrazku 3.3 je vykreslend pozvolna funkce a jeji interpolace pomoci Newtonova interpolac-
niho polynomu a Hermitovych interpolacnich splajni (definované v néasledujici ¢ésti). Je
zde nazorné vidét jak se zvysujicim poctem uzlovych bodl roste chyba.
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Obrézek 3.3: Graf funkce 3(—(tanh(z))?), na nf vybrané body a jejich interpolace.

3.2.2 Interpolacni splajny

Muzeme vidét, ze na dlouhém intervalu (a,b), s velkym poétem uzli je vytvofen polynom
vysokého stupné, tady u pozvolnych funkci je chyba mezi uzly relativné velkd. Proto se
interval (a,b) rozdéli na mensi intervaly a na kazdém se tvori interpola¢ni polynom. Necht

a=20< 21 < ... <Tp_1<xTp=2>

je déleni intervalu a x; jsou uzly s pfedepsanymi hodnotami y;. Oznacme i-tou délku inter-
valu
hi:xi—a:i_l, 1= 1,2,...,71.
Interpolacni splajn S(x) bude po ¢dstech polynom predepsaného stupné a S;(z) jednotlivé
polynomy na intervalu (z;_1,x;)
Zavedeme lokalni proménnou
S=T —T;-1

a prvni pomérnou diferenci

5; = Yi — Yi—1 _ Yi —yiq.

Tp — Ti—1 hi
Linearni interpolac¢ni splajn
Jednd se o jednoduché spojeni vedlejsich bodt tseckou, tedy:

S; = yi_1 + M(

T —xi 1) =Yi-1+ 50;
T — Ti

Dostaneme pak spojity interpola¢ni splajn S; prochézejici vsemi body, ovSem prvni derivace
jiz obecné spojité nejsou. Pro chybu v bodé z plati:

|f(z) = S(x)| < CR?,

25



pro z z intervalu (a, b), C je konstanta, kterd neni zavisla na h. Pfi dostatecném mnozstvi
uzlt je chyba libovolné malé (pro h jdouci k nule).

Kdyz uzlt nemame dostatek, mizeme pouzit polynomy stupné vyssiho nez 1, které nam
pomohou aproximovat kiivku tak, aby byla hladka (kiivka je hladkd, pokud mé spojité 1.
derivace). Témi se budeme zabyvat v dalsich kapitoldch. Informace jsou ¢erpany z [15].

Hermitav kubicky interpolac¢ni splajn

Funkce S(z) je na intervalu (a, b) spojitd, i jeji prvni derivace je spojitd. Tedy v uzlech plati
pro y; funkéni hodnoty a ¢; derivace:

S(xi) = i, S'(x) = dj, t=0,1,...,n.

Je zajimavé si exaktné odvodit polynom tretiho stupné, kde neni tfeba pouzit Teseni
pomoci soustavy linearnich rovnic. Na kazdém intervalu definujeme polynom v tomto tvaru

S(x) = ag + a1z + asx? + aza>.

Zamérime se na jeden urcity tsek s krajnimi body naptiklad x1,x9. Pro tento tsek plati
podminky
S(x1) =y, S'(x1)=d

S(SUQ) = Y2, S/(.’L'Q) = dg.

Tyto podminky dosadime do rovnice polynomu a i jeji derivace S’(z) = a1 + 2asx + 3azz?
a dostaneme Ctyri rovnice

S(z1) = ap + a1z1 + asxi + azz = yi,
Sl<l‘1) = a1 + 2a9x1 + 3&3.@% =dj,
S(x2) = ag + a1z + azr3 + azrs = yo,
S/(CCQ) = a1 + 2a9x9 + 3(13.%% = dg.

Vznikly ¢étyfi rovnice o neznamych ag, a1, a2, a3. Pokud ale provedeme rozvoj polynomu
kolem jiného bodu nez nuly, napriklad z; dostaneme

S(z) =ap+ a1(z — x1) + az(x — x1)2 + az(z — xl)?’

a derivaci S'(z) = a1 + 2as(x — x1) + 3az(x — x1)%. Po dosazeni hodnoty x1 dostaneme
rovnice
S(x1) = ag + ar(z1 — 21) + ag(w1 — 21)* + ag(z1 —21)° = w1,

S'(z1) = a1 + 2as(x1 — x1) + 3az(xy — 331)2 =d;.

Vidime, ze veskeré zavorky se vynulovaly a zbyly nam rovnosti
ap =y1, a1 =dj.
Dosadime i x9 a ziskdme dvé rovnice o dvou neznamych aso, a3
S(z2) = y1 +di(x2 — 1) + az(x2 — $1)2 + az(xg — $1)3 = Y2,

S’(ﬂf2) =dj + 2a2(xy — x1) + 3az(xy — xl)Q — dy,
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Hermittiv interpolaéni polynom na jednom tseku
4.2t zadané body
——derivace v prvnim bodé
derivace v druhém bodé T
4r — inerpolaéni polynom \5\
N
3.8r ] N\ 7
/ \
// \'\
361 / ]
> / \
34+ ; VA
320\ .
\ \
\\‘ \.
3+ S \
281
0.5 1 1.5 2
X

Obrazek 3.4: Priklad polynomu s krajnimi body [1,3] (derivace je zde 1)
zde -1). Vysledny polynom mé predpis S = —2(z — 1) + 2 (z — 1) + 1 (z — 1) + 3.

coz nam zjednodusi vypocet. Vysledkem bude

To—T1

327U 9d; —dy
a9 =

) as
T2 — X1

To—1T1

dl —9%~U + dg
(w2 m)?
Na za¢atku kapitoly jsme definovali nahrazeni h; = x; — x;_1, §; = 2

iYL 3 lokalni pro-
2 i—1
9 30; — 2d;—1 — d;

ménnou § = x — x;_1. Se vsemi témito poznatky popiseme cely polynom predpisem
Si =yi—1+sdi—1+s
hi

Konkrétni priklad je na obrazku 3.4.

&3 di—1 — 26; + d;
Poznamka 8.

h?

e Mdame zarucenou spojitou prvni derivaci, ale druhou uz ne. Pro chybu v bodé x plati:
minek.

|[f(2) = S(x)] < ChY,
kde C, h jsou stejné jako u linedrniho splajnu.

e Pokud nejsou zadané derivace, je potieba je vypocitat z vhodnych dodateénych pod-
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Kubicky interpolacni splajn

Hermittv interpolac¢ni splajn obecné nema spojitou druhou derivaci. V aproximaci kinema-
tickych krivek je ale nutné, aby druha derivace byla spojita, protoze zde znaci zrychleni.
Toho docilime pouzitim Kubického interpola¢niho splajnu.

V uzlovych bodech tady pozadujeme podminku:

Si(xi) = Si (@), i=1,2,...,n—1
Pomoci predpisu Hermitova interpola¢niho polynomu, ktery zderivujeme, ziskdme rovnici

(6]11' — 125)(2' + (68 — 4hi)d¢71 + (68 — th)di

Predepiseme pro x = x; a dosazenim s = h; dostaneme

—66; + 2d;_1 — 4d;
0o\ —

A pro x = x;_1 a dosazenim s = 0 dostaneme

60; — 4d;1 — 2d;
h;

SY (z;) =

a zvysenim indexu o jedna

01 — 4d; — 2d;
0 () = 0 )

hit1
Tedy po dosazeni do prvni rovnice
hiz1di—1 4 2(hit1 + hi)d; + hidiz1 = 3(hiy10; + hidit1), i=1,2,...,n—1.
Pro cely polynom potiebujeme jesté okrajové podminky
S'(a) =da, S'(b) =dy

V pripadé, zZe je nemame, pouzivime postup zvany not a knot. Princip je zaloZeny na tom, ze
vSechny splajny chceme jako polynomy tretiho stupné, proto uzly x; a x,_1 nepovazujeme
za uzly, tedy neméni se zde predpis polynomu. To znamenad, Ze okrajové podminky budou
vypadat takto:

SY'(x1) = 83" (x1),  Splq(wn-1) = Sy (Tn-1).

Tim ziskdme zbyvajici rovnice

(3h1 + 2h2)h2(51 + h%dg

hado + (he 4+ h1)d; = It o

h%5(3h1 + th)h251 + h%ég
hi+ ha '

(hn + hn—l)dn+1 + hn—ldn -
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Rozlozeni prostorovych souradnic na
jednotlivé v zavislosti na parametru t

"r ——proménna x
——proménnay
10 - ———_Pproménna z
9 -
ES 8 i
7 -
6 -
5 L
4 I
0 2 4 6 8
t

Obrazek 3.5: Rozlozeni souradnic x,y a z v zavislosti na parametru ¢, ktery zde znadi
ekvidistantni vzdalenosti.

Interpolace krivky v prostoru

Hermituv interpolac¢ni splajn interpoluje funkci jedné proménné, pokud potiebujeme pro-
storovou kfivku, pouzijeme parametrické vyjadreni kfivky a interpolujeme pro kazdou sou-
fadnici zvlast v zavislosti na parametru t.

Postup je jednoduchy, necht

{A;}, i=0,1,...n

je posloupnost zadanych bodu Ay, Ag, ..., A,, které maji souradnice [x;, y;, 2], i = 0,1, ..., n.
Rozklad na souradnice provedeme zavedenim dalsi proménné, napiiklad t, pro jednoduchost
mize t rust konstantné, tedy ¢; = ¢ (v dalsich kapitolach se podivdme na nekonstantni
pripady). Vytvorime interpolace jednotlivych soufadnic v zavislosti na tomto parametru

x; na t;

yi na t;
Z; na t;

jak je zobrazeno na obrazku 3.5.

Vyslednd prostorova kiivka pro dané body muze vypadat jako na obrazku 3.6. Pro lepsi
prehlednost jsou pridany pohledy pro kazdou dvojici souradnic ve stejnych barvach jednot-
livych tseki. Vybrané body a kéd jsou v priloze B.

29



10 Ja
.\_\G
- 8 / 0]
' o)
6 &
Ny
4 S S
4 6 8 10 12
X
o ] 10
9 Q
8 F &
8 S——8—6——N
N N —1"
7 @ 7 o=
o] R—o
B¢ &
i 5
5 6 7 8 9 10 4 5 6 7 8 9 10
X y

Obrazek 3.6: Hermittv kubicky interpolac¢ni splajn pro prostorovou kiivku.
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3.2.3 Interpolace s rtiznymi parametry

V této casti se zamérime na parametry, a na to, jak mohou ovliviiovat tvar interpolac¢ni
krivky. Informace jsou prevzaty z [12].

Predpokladejme, Ze mame fadu bodu {Qg}, k£ = 0,1, ...,n, které chceme interpolovat
polynomem p-tého stupné. Ke kazdému bodu pritadime hodnotu parametru t; a uzlovy
vektor t = tg, t1, ..., t,. Tim dostaneme soustavu linedrnich rovnic

Q= C(tr) = Y Nip(ts)Ps.
i=1

Ridici body P; jsou nezndmé. Oznaéme r jako pocet soufadnic (tedy r = 2,3). Metoda
zévisi na r, predchozi rovnice mé jednu matici koeficientd, s pravou stranou r hodnot a
r Teseni odpovidé poctu soutradnic P;. Vybér ¢ a u ovliviiuje tvar kiivky, dale budeme
predpokladat, ze parametr lez{ v intervalu [0, 1]. ¢ zvolime nékterou z metod:

e rovnomeérné rozmisténi

Tato metoda se nedoporucuje, mize vytvaret nepravidelné tvary (napiiklad smycky),
jestlize jsou nerovnomérné rozlozena data. Pro pripad nasi konkrétni aplikace 3.3 ji
vsak pouzijeme.

e vzdalenost mezi uzly
Necht je d celkova délka

d=>"|Qk — Qi1
k=1

pak
to=0 t,=1

1Qk — Qi
d
Tato metoda je nejpouzivanéjsi a dava krivce dobrou parametrizaci.

tp =tp—1+ k=1,2,...,n—1.

e centripetdlni metoda

Necht
n
d=> VIQr — Qx-1l,
k=1
potom
to=0 t,=1
a tedy

VI1Qk — Qi—1] = 1.9

tr = t1_
k k-1t p

w,n— 1.



Tato metoda je novéjsi, dava lepsi vysledky v pripadé, ze je kiivka velmi ,,divoka‘
Uzly mohou byt stejnomérné vzdalené:

to=..=t,=0 tmp = . =t =1
_J
n—p+1

Obvykle se ale tato metoda nedoporucuje, protoze soustava rovnic t; muze byt sin-
gularni. Doporucuje se nasledujici metoda prumeérovani:

titp =

to=..=t, =0 bty = o =t =1
1j+p—1

tj+p:;) ot ji=1,2,....,n—p.
=

S touto metodou uzly odrazeji rozlozeni t; a tento systém lze fesit Gaussovou eliminacni
metodou bez vybéru hlavniho prvku. Na obrazku 3.7 jsou fidici body, parametrizace po-
moci euklidovské vzdalenosti mezi uzly a jeji srovnani s jinymi parametrizacemi.

Interpolace s riznymi parametry t

A=

12+ AN

11r <,

w L a (o)] ~ o © o
T
|

Obréazek 3.7: Priklad riznych parametrizaci. Plnou ¢arou jsou parametrizace pomoci eukli-
dovské vzdalenosti mezi uzly, prerusovand krivka mda parametr ekvidistantni a cerchovana
ndhodny (pro tento pripad zvolené t=[ 125 6 8 9 11 12]). Zdrojovy kéd se nachézi v piiloze
C.

Dalsi obrazek 3.8 ukazuje stejné srovnani vice ,,divokych“ zadani parametri. Jde dobre
vidét, jak na nich zavisi tvar kiivky a ze mize tvorit i smycky dtsledkem prilis velké délky
mezi dvéma pomérné blizkymi body.

Ve vsech pfipadech se jedna o interpolaci kubickym splajnem. Na dalsim obrazku 3.9 je
znazornéna neschopnost globalni interpolace prolozit fadu kolinearnich bodu.
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Interpolace s vyrazné rozdilnymi parametry

13} 1
12} : 1
1} «f |
10+t “,\ "\\'\, |
of \\\ 1
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7L 3 i
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5f : 1
4t N 1
3l ' i
0 2 4 6 8 10 12 14

Obrazek 3.8: Dalsi priklad riznych parametrizaci. Plnou ¢arou jsou opét parametrizace po-
moci euklidovské vzdéalenosti mezi uzly, ale prerusovand i ¢erchovand kfivka je ma mnohem
wdivocejsi“. Zdrojovy kéd je v priloze C.

Interpolace a problém s kolinearnimy body
T ’\1/ \\“-‘_\k ) \. - T T T T
Tr == ) g

&

>4

Obrazek 3.9: Problémy s kolinearnimi body.
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3.2.4 Interpolace s rtiznymi zadanymi derivacemi v bodech.

V nésledujici ¢asti se budeme zabyvat derivacemi a tim, jak ptsobi na tvar interpolac¢ni
krivky. Priklady jsou prevzaty z [12].

P1i zadani derivaci v bodech nam pribyva dalsi uzel a fidici bod, tedy i dalsi linearni
rovnice. Uvedeme priklad s prvni derivaci.
Necht Qg, £ =0,1,...,n jsou uzlové body a vektory dg a d,, jsou prvni derivace v krajnich
bodech. Interpolovat chceme pomoci kiivky p-tého stupné.

n+2

C(t) = Z Nip(t)P;
=0

Stejné jako predtim vypocitame t,, k= 0,1, ...,n, oznacime m = n+p+ 3 a ziskdme m+ 1
uzla takto:
ty=..=t,=0 tp = o =t =1
1 Jj+p—-1
tiprn= o Xt §=0Len-p+l
i=j

a tyto dvé dalsi rovnice:
t
Py + P, = 24,
p

- tm—p—l
p
S nimi dostaneme soustavu rovnic (n + 3) x (n + 3) Na obrdzku 3.10 je vidét srovnéni
riznych velikost{ derivaci ve vSech bodech.
Dalsi obrazek 3.11 znézornuje stejny pripad, jen s iplné rtiznymi hodnotami derivace.
V obou pripadech se jedna o kubicky splajn a interpolaci stejnych bodtu. Obrazky jsou
generovany v Matlabu, zadané body a vSechny parametry jsou v priloze C.

—Ppi1+Prio= d,
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Interpolace s rdznymi derivacemi

1.5

> 0.5

Obréazek 3.10: Priklad ruznych derivaci v bodech. Cervenou plnou ¢arou jsou derivace do-
pocitané pomoci spojitosti druhych derivaci, ¢erna prerusovand krivka ma derivace dvakrat
vétsi a modré cerchovana naopak dvakrat mensi. Zdrojovy kod je v priloze C.

Interpolace s riznymi derivacemi 2

> 0.5

Obrézek 3.11: Cervenou plnou ¢arou jsou opét derivace dopoéitané pomoci spojitosti dru-
hych derivaci, ¢erna prerusovand kfivka ma derivace jednotkové a modra ¢erchovana iplné
ndhodné, konkrétné dx=[2 2 0 -2]; dy=[-3 -3 -2 2];. Zdrojovy kéd se nachazi v priloze C.
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3.3 Shrnuti pro konkrétni aplikaci

Prace je zaméfena na rekonstrukei prostorové kinematické kt¥ivky, kterou je trajektorie sle-
dovaného bodu. Prostorové souradnice bodu v rtznych casech pozorovani budou ziskany
pomoci stereoskopického sniméani, které lze popsat zavedenim projektivniho prostoru. Para-
metry ¢ byly zvoleny ekvidistantni, nebot vime, ze mezi jednotlivymi snimanymi uzlovymi
body probéhne stejny casovy tsek.

K interpolaci vybereme vhodny matematicky aparat. Jeden polynom na celém inter-
valu (Lagrangeuv a Newtonuv) jsme vytadili z divodu velkych chyb pfi vys$sim poctu
uzlovych bodu, tedy budeme pracovat se splajny. Vychazime z predpokladu, ze zrychleni
pohybu ¢lovéka je spojité. Pokud ktivka znaci trajektorii, pak prvni derivace bude rychlost
a druhd zrychleni. Proto byl vybran Hermitiav kubicky interpola¢ni splajn. V danych uzlo-
vych bodech nezname derivace, ale z predpokladu spojitosti druhé derivace jsme schopni je
dopocitat.

Pii vypoctu souradnic bodu se pouziva stereoskopie, jak je popsano v [9]. Body, které
ziskame, budou popsany souradnicemi v projektivnim prostoru. Lze je snadno transformovat
do souradnic euklidovskych, protoze vime, ze veskeré body jsou vlastni, tedy vypadaji takto:

oo-E3 Do A = (xA’yA’ A, 1)7
staCi ndm vzit z nich prvni tii souradnice a popsat s nimi dany bod nasledovné

E3 > A= [24,ya, 24
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Z.aver

Cilem prace bylo nastudovat problematiku interpolace v prostoru R? s piechodem do projek-
tivniho prostoru a vytvorit aplikaci pro interpolaci prostorovych bodt, a tedy i rekonstrukci
prostorového pohybu.

V prvni ¢asti prace je zaveden projektivni prostor a vSechny k nému potiebné pojmy.
V druhé ¢asti jsou definované vybrané pojmy ke kiivkam, jejich zkoumani a praci s nimi.

Posledni ¢ast se vénuje samotnym aproximacim. Jsou zde nastudované rtizné druhy in-
terpolacnich polynomt, nevétsi pozornost se vénujeme Hermitovu interpola¢nimu splajnu.
Odvodili jsme si jeho exaktni rovnici pro polynom tfetiho stupné, kterou vyuzivame v hlav-
nim programu. Také jsme si v Matlabu vygenerovali obrazky pro ostatni druhy interpolace,
zmény parametrit a derivaci. V rdamci prace byly vytvoreny programy, z nichz nejdtlezi-
téjsi najdeme v priloze C. Z ukazovych piikladi je zrejmé, jak zmény parametrt a derivace
ovlivnuji tvar kiivky.

V posledni podkapitole 3.3 byla vybrana vhodna metoda interpolace, vhodné parametry
a zpusob ziskani derivaci pro zadanou aplikaci, tedy prokladani prostorovych bodi kiivkou.
Program pro tuto aplikaci je vytvoreny v Matlabu a najdeme jej v priloze B. Prolozi zadané
body Hermitovym kubickym interpola¢nim spajnem a vykresli danou kiivku. Cil se tedy
podarilo splnit.

Spolu s drive zminovanou praci Zuzany Mikusové mame vytvoreny dostacujici zaklad
pro navazujici diplomovou praci, kterd bude zaméfena na samotné natoceni pohybu a celko-
vou rekonstrukci kiivky z kamerového zaznamu nebo fotografii. Budeme se zabyvat hlavné
sebeobrannym tasenim zbrané a rekonstrukei krivky, po které se zbran pohybuje. Dilezitou
casti bude samotné ziskavani bodu ze dvou kamer. Nésledné se budeme vénovat i nata-
ceni profesiondlnich stielcti a amatéri, a porovnavani k¥ivek jejich pohybu. Déle je v pldanu
vytvoreni optimalni kifivky pri taseni a porovnani napriklad se sportovnimi strelci. Dalsi
moznosti bude vénovat se libovolnému jinému pohybu v trojrozmérném prostoru.
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Seznam pouzitych zkratek a

symbolu

S FOzZAR
O

5

<

3

DA W <Cx

D[k, Ti—jg1, -oos Tie1, T4)
(A}, i=0,1,..,n

mnozina realnych ¢isel

mnozina rozsirenych redlnych cisel
prirozena ¢isla s nulou

mnozina komplexnich c¢isel

vektor

nulovy vektor

zobrazeni

pro kazdy prvek

existuje

algebraicka struktura

mnozina realnych ¢isel bez urcitého prvku a
kartézska mocnina mnoziny R
skalarni soucin

body

primky

rovina

tthel s vrcholem v bodé A, ohrani¢eny poloprimkami AB a AC
euklidovsky prostor

rozsiteny euklidovsky prostor
okoli bodu a

ryzi okoli bodu A

pribliznéa rovnost

funkce s proménnou z

derivace funkce s proménnou
interval od hodnoty a do b
polynom stupné n, s proménnou x
faktoridl

pomeérné diference

posloupnost bodu Ag, A1, ..., An
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Priloha A

Pomocné funkce

function [d] = der_v_b(x,t,n)
% tvofi vektor h, to jsou rozestupy mezi t-soufadnicemi
% pro t=Cas je rozestup konstantni, lze nahradit vektorem ones(1,n)
h=zeros(1,n-1);
for i=1:(n-1)
h(i)=t(i+1)-t(i);
end

% tvori vektor delta od dvojky, protoze x se znali od jedné
del=zeros(1,n-1);
for i=1:n-1

del(i)=(x(i+1)-x(i))/h(i);

end
D=zeros(n); % plnéni matice
D(1,1)=h(2); % po&it&&ni okrajovd podminka
D(1,2)=h(2)+h(1);
D(n,n-1)=h(n-1)+h(n-2); % koncova okrajova podminka

D(n,n)=h(n-2);

for i=2:n-1 % plnéni matice, i je FTadek
D(i,i-1)=h(i);
D(i,i)=2%(h(i)+h(i-1));
D(i,i+1)=h(i-1);

end

b=zeros(n,1); % naplnit b
b(1)=((3*h(1)+2%h(2))*h (2) *del (1) +(h(1)~2)*del(2))/(h(1)+h(2));
b(n)=((h(n-1) "2) *del (n-2)+(2*xh(n-2) +3*h(n-1) ) *h (n-2) *del(n-1) )/ (h (n-2) +
+h(n-1));
for i=2:n-1

b(i)=3*(h(i)*del(i-1)+h(i-1)*del(i));
end
[d] = tridiagf(D,b); % TeSeni tfidiag. matici
end
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function [B] = tridiagf(A,b) ¥ FeSi tf¥idiagonilni matici
n=size(A,2);
B = zeros(n,1);

for i=1:n-1 % dopfedny chod
A(i+1,i) = A(i+1,i)/A(i,1);
A(i+1,i+1) = AGi+1,i+1) - AQGi+1,1)*A(d,i+1);
b(i+1) = b(i+1) - A(i+1,i)*b(i);

end

B(n) = b(n)/A(n,n);

for m=n-1:-1:1 % zpétny chod
B(m) = (b(m) - A(m,m+1)*B(m+1))/A(m,m);
end

function [S] = Herm (d0,d1,x0,x1,t0,t1)
h=t1-t0; % rozestupy t, pro tento pfipade h=vzdy 1
del=(x1-x0)/h; % tvofim delta - rozestupy x/h

% vytvofeni s jako funkci parametru t
a=zeros(1,4);
a(1)=x0;
a(2)=40;
a(3)=(3*del-2*d0-d1) /h;
a(4)=(d0-2*del+d1)/(h~2);

s= @(t) (t-t0);

S=0(t) a(1)+a(2)*s(t)+a(3)*s(t). 2+a(4)*s(t)."3;
end
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Priloha B
Hlavni zdrojovy kéd

Vykresleni je na obrazku 3.6

x=[ 56 6 6 88 9 9 10]; Yzadani

y=[ 54 6 11 10 9 8 71;

z=[6 6 7 8 8 8 8 9];

n=length(x);

if length(y)~=n && length(z)~=n 7% kontrola délky vektoru x, y, z
msgbox (’Vektory nemaji stejnou délku.’);

return
end
t=zeros(1,n); % horizontalni-osa grafu, zaloZend na Case pofizeni fotek
for i=2:n % vertikalalni-osa bude x,y,z
t(1)=t(i-1)+1;
end
[dx] = der_v_b(x,t,n); % spocitd derivace v bodech t
[dy]l = der_v_b(y,t,n); % ze spojitosti druhjch derivaci
[dz] = der_v_b(z,t,n);

for i=1:n-1

1=(i-1):0.1:1i; % Sx - dostanu koeficienty polynomu

[Sx] = Herm (dx(i),dx(i+1),x(i),x(i+1),t(1),t(i+1));

sx=5x(1) ; % dostanu funkci kubického polynomu

[Sy] = Herm (dy(i),dy(i+1),y(1),y(i+1),t(i),t(i+1));

sy=8y(1);

[Sz] = Herm (dz(i),dz(i+1),z(i),z(i+1),t(1),t(i+1));

sz=Sz(1);

plot3(sx,sy,sz, ’-’, X, y, z, ’0’)

hold on % podrZeni otevieného okna pro dopisovani dalSich Casti
end
axis equal % osy se stejnymi jednotkami
grid on % zobrazeni m¥iZky
xlabel(’x’)  ylabel(’y’) zlabel(’z’) % popisky os
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Priloha C

Zdrojové kédy pro obrazky

Lagrangetv polynom a fundamentalni polynom

Program pro obrazek 3.2. Zdroj: [14]

uzly=[3 5 6 8 10];
ff=sin(uzly)/2;

xx=0:0.01:13;

[lip,1fp] = laintpol2(uzly,ff);
Px=polyval(lip,xx);
fx=sin(xx)/2;

plot(xx,fx,’-k’,uzly,ff,’o’ ,xx,Px,’-b’)
hold on

11=1fp(1,:);

Li=polyval(l1l,xx);

plot(xx,L1,’-.7)

axis equal

grid on

axis([0,13,-3,5])

legend(’pivodni funkce’,’zadané body interpolace’,’lagrangelv interpolacni
polynom’,’fundament&lni polynom’)

title(’Lagrangeiv polynom a fundamentdlni polynomy °’) % titulek nahofte
xlabel(’x’) % popisek osy x
ylabel(’y’)

function [lip,lfp] = laintpol2(uzly,ff)
% uzly,ff - radkove vektory

% lip - Lagr. interpol. polynom

% 1lfp - matice fundamentalnich polynomu
om=poly(uzly); % funkce omega
omd=polyder(om); % omega’
n=length(uzly)-1;
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lip=zeros(1l,n+1);

1fp=[1;
for ii=0:n
il=ii+1;

xi=uzly(il);
cit=deconv(om, [1,-xi]);
jme=polyval(omd,xi) ;
li=1/jmexcit; % fundamentalni polynom
1fp=[1fp;1il;
end % konec cyklu

lip=ff*1fp;

end % konec funkce

Hermitova interpolace v roviné

Jedné se o zakladni program pro obrazky 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 a 3.11, kde se méni parametry
a derivace jak je popsano v nasledujicich ¢astech prilohy.

x=[ 1 3 4.568.59.511 13 1]1; % priklad zadani
y=[ 8 4 11 87 7.5 12 7];

n=length(x);
t=zeros(1,n);
for i=2:n
t(D)=t(i-D+sqrt((x(i)-x(i-1))"2 + (y(i)-y(i-1))"2);
end

[dx]
[dy]

der_v_b(x,t,n);
der_v_b(y,t,n);

for i=1:n-1
1=(i-1):0.1:1; % Sx - dostanu koeficienty polynomu
[Sx] = Herm (dx(i),dx(i+1),x(i),x(i+1),t(1i),t(i+1));
sx=Sx(1);
[Sy]l = Herm (dy(i),dy(i+1),y(i),y(i+1),t(1i),t(i+1));
sy=Sy(1);
plot(sx, sy, ’-’, x, y, ’0°);
grid on
axis equal
hold on

end
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Interpolace s rtiznymi parametry t

Program pro obréazek 3.7.
Parametrizace euklidovské (plné ¢éra):

t=zeros(1,n);
for i=2:n

t(1)=t(i-1)+sqrt((x(i)-x(i-1))"2 + (y(i)-y(i-1))"2);
end

Hodnoty zvolené jako parametrizace (¢erchovand ¢ara):

t=[ 125 68 9 11 12];

Interpolace s vyrazné rozdilnymi parametry t

Program pro obréazek 3.8.
Parametrizace:

t2=[ 1 4 9 10 11 15 20 21];
t3=[0 5 12 25 30 36 37 38];

Interpolace s riiznymi derivacemi

Program pro obrazek 3.10 a 3.11.

x=[0 1 2 3]; % =zadani

y=[0 1 0 1];

Derivace:

[dx] = der_v_b(x,t,n); dx4=[1 1 1 1];
[dy] = der_v_b(y,t,n); dy4=[1 1 1 1];
dx2=dx*2; dxb=[2 2 0 -2];
dy2=dy*2; dy5=[-3 -3 -2 2];
dx3=dx*0.5;

dy3=dy*0.5;

46



	Úvod
	Matematické prostory
	Vektorový prostor
	Unitární prostor
	Afinní prostor
	Euklidovský prostor
	Projektivní prostor

	Matematický základ k aproximaci
	Křivky a funkce
	Funkce reálné proměnné
	Křivky

	Řešení soustav lineárních rovnic
	Gaussova eliminační metoda
	Gaussova eliminační metoda pro pásové matice


	Aproximace funkcí
	Metoda nejmenších čtverců
	Interpolace
	Interpolace polynomem
	Interpolační splajny
	Interpolace s různými parametry
	Interpolace s různými zadanými derivacemi v bodech.

	Shrnutí pro konkrétní aplikaci

	Závěr
	Literatura
	Seznam použitých zkratek a symbolů
	Pomocné funkce
	Hlavní zdrojový kód
	Zdrojové kódy pro obrázky

