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Anotace

This thesis deals with the representation of objects in the solid geometry. The first part

contains a summary of theorems and definitions which are needed for understanding pro-

blems of mutual position of lines and planes, cut of objects with a plane and intersection

of the object with a line. The second part contains a collection of worksheets for students. It

has been created a solution for each worksheet. This solution can be used in printed version

or in electronic version which is created in the software GeoGebra 5. This thesis can be used

in tuition or self-studying.

Práce se zabývá problematikou polohových úloh ve stereometrii. Prvńı teoretická část ob-

sahuje přehled definic a vět potřebných k pochopeńı problematiky vzájemné polohy př́ımek

a rovin, řez̊u těles rovinou a pr̊uniky př́ımky s tělesem. Druhou část tvoř́ı soubor pracovńıch

list̊u pro studenty. Ke každému pracovńımu listu je vytvořeno řešeńı, které lze použ́ıt v tǐstěné

podobě nebo v elektronické verzi vytvořené v softwaru GeoGebra. Práce je určena pro výuku

i pro samostudium.
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6.1.1 Pracovńı list č. 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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1 Úvod

Diplomová práce volně navazuje na bakalářskou práci Metrické úlohy ve stereometrii [1],

která vznikla jako požadavek pro podporu výuky na fakultńım gymnáziu v J́ırovcově ulici

v Českých Budějovićıch. Tyto úlohy byly již otestovány na fakultńım gymnáziu a mezi středo-

školskými učiteli z ostatńıch gymnázíı a středńıch škol vyvolaly zájem o jejich použ́ıváńı.

Z tohoto d̊uvodu začala vznikat daľśı část zabývaj́ıćı se problematikou polohových úloh

ve stereometrii. Stereometrie je oblast matematiky, která je časově obt́ıžná a také proble-

matická z hlediska prostorové představivosti. Studenti musej́ı neustále překreslovat tělesa

do sešitu a t́ımto zp̊usobem také docháźı ke ztrátě času při výuce, který by se dal využ́ıt

pro procvičeńı větš́ıho množstv́ı úloh a př́ıpadně rozš́ı̌reńı výuky i o složitěǰśı úlohy.

Celá práce je koncipována jako přehled vět a postup̊u, které jsou za potřeb́ı při řešeńı polo-

hových úloh. Hlavńım těžǐstěm je však vytvořeńı pracovńıch list̊u a jejich řešeńı. Pracovńı

listy se nacházej́ı vždy za danou kapitolou a jsou určeny student̊um k procvičováńı prob́ırané

látky, př́ıpadně mohou být použity pro domáćı př́ıpravu. Následuje podrobné řešeńı pra-

covńıho listu, který může posloužit vyučuj́ıćım v př́ıpadě, že neńı k dispozici technologie

k promı́táńı řešeńı v software Geogebra 5. Posledńı krok spoč́ıvá ve vytvořeńı řešeńı pra-

covńıch list̊u v software GeoGebra 5. Řešeńı úloh nab́ıźı vyučuj́ıćımu efektivńı a názornou

pomůcku pro zlepšeńı prostorové představivosti student̊u. Studenti při procvičováńı mohou

pracovat svým tempem a vyučuj́ıćı může lépe kontrolovat jejich práci a upozorňovat na ne-

dostatky.

Pracovńı listy a jejich řešeńı nemohou žádným zp̊usobem plně nahradit výklad učitele, proto

jsou vhodné jako doplňková aktivita při procvičováńı a př́ıpadné testováńı znalost́ı. Pracovńı

listy mohou být př́ıstupné pro studenty na školńıch webových stránkách.
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2 Stereometrie - komplikovaná oblast matematiky

Planimetrie (geometrie v rovině) a stereometrie (geometrie v prostoru) patř́ı k oblastem

středoškolské matematiky, které nejsou až na výjimky mezi studenty př́ılǐs obĺıbené. Tato

práce se zabývá problematikou stereometrie konkrétně jej́ı podkapitolou polohové úlohy.

Daľśım vyučovaným blokem jsou kromě těles i metrické úlohy. Problematika metrických

úloh byla zpracována již v bakalářské práci [1] předcházej́ıćı této diplomové práci.

V dnešńı době je k dispozici velké množstv́ı starš́ıch, ale také úplně nových učebnic. Nové

učebnice se snaž́ı poutavým a přehledným zp̊usobem přibĺıžit problematiku stereometrie

a nab́ızej́ı i množstv́ı př́ıklad̊u k procvičováńı. Většina z nich je barevně zpracována. Ba-

revnost a poutavost může studenty v́ıce zaujmout, než starš́ı učebnice plné textu, definic

a př́ıklad̊u. Vznikaj́ı také elektronické učebnice. Jejich př́ınosem je interaktivita. Stručný

přehled středoškolských učebnic stereometrie je uveden v kapitole 3.2.

Daľśım zdrojem studijńıch materiál̊u je internet. Zde je však riziko špatných řešeńı či zavádě-

j́ıćıch informaćı. Lze nalézt ale i kvalitńı materiál, jako např́ıklad na stránkách realisticky.cz. [2]

V dnešńı době digitalizace jsou dostupné na webových stránkách fakult či univerzitńıch

knihoven i r̊uzné absolventské práce, které se zabývaj́ı problematikou polohových úloh ve ste-

reometrii. Většina z nich předkládá učiteli a student̊um přehled teorie potřebné k pochopeńı

učiva a dále několik řešených př́ıklad̊u. K řešeńı je využ́ıván předevš́ım software Cabri geome-

trie. Nevýhodou tohoto softwaru je předevš́ım nutnost zakoupeńı licence [3], č́ımž je omezen

př́ıstup student̊u, ale také vyučuj́ıćıch k tomu software.

Na základě předchoźıho zjǐstěńı a také na požadavek vyučuj́ıćıch z fakultńıho Gymnázia

v J́ırovcově ulici v Českých Budějovićıch vznikl soubor úloh řešených v software GeoGebra 4

a velké množstv́ı úloh na procvičeńı problematiky metrických úloh. Navazuj́ıćı diplomová

práce spolu s bakalářskou praćı vytvář́ı ucelený komplet pracovńıch list̊u pro studenty a jejich

řešeńı v software GeoGebra 5. [9]

Pracovńı listy pro studenty bude možné využ́ıt při výkladu, procvičováńı a pr̊uběžném

i závěrečném testováńı prob́ırané látky. Řešeńı jsou vhodná pro učitele, kteř́ı je mohou

využ́ıvat při výkladu jako názorné řešeńı úloh nebo při procvičováńı během hodiny. Řešeńı
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pracovńıch list̊u může být také poskytnuto student̊um např. při samostudiu. Vyučuj́ıćı má

možnost v programu GeoGebra krokovat řešeńı a během promı́táńı řešeńı kontrolovat práci

student̊u. Součást́ı práce je teoretická část, která obsahuje přehled definic a vět.

3 Analýza učebnic, absolventských praćı a WEB

3.1 Analýza absolventských praćı

Nejdř́ıve proběhla analýza absolventských praćı zabývaj́ıćıch se problematikou stereometrie.

Ve sb́ırce Akademické knihovny Jihočeské univerzity v Českých Budějovićıch bylo zjǐstěno,

že část praćı se zaměřuje pouze na všeobecný přehled definic a vět. Lze nalézt i některé

řešené př́ıklady. Většina řešeńı je prováděna v softwaru, který je méně dostupný student̊um

i vyučuj́ıćım (např́ıklad Cabri geometrie). Daľśı analýza prob́ıhala na absolventských praćıch

zveřejněných na internetových stránkách daľśıch vysokých škol. Absolventských praćı s pro-

blematikou stereometrie lze nalézt velké množstv́ı. Nepodařila se však dosud naj́ıt žádná

práce, která by obsahovala větš́ı množstv́ı př́ıklad̊u s interaktivńım řešeńım pracovńıch list̊u

pro studenty a byla by vhodná k použit́ı ve výuce na všech typech středńıch škol.

3.2 Analýza současných učebnic

Nejčastěji se použ́ıvaj́ı k výuce stereometrie učebnice Matematika pro gymnázia - stereomet-

rie [4] z nakladatelstv́ı Prometheus a Matematika pro středńı odborné školy a studijńı obory

středńıch odborných učilǐst’ [5] z téhož nakladatelstv́ı. Zat́ım se v nakladatelstv́ı Prometheus

připravuje učebnice Matematika pro SŠ - stereometrie a v tomto nakladatelstv́ı již vyšla

učebnice Geometrie v rovině a prostoru pro SŠ. U konkurenčńıho nakladatelstv́ı Didaktis

byla již vydána nová řada učebnice Matematika pro SŠ - stereometrie - 6. d́ıl obsahuj́ıćı

učebnici, pracovńı sešit a př́ıručku pro učitele [6]. Tato učebnice byla prezentována i na kon-

ferenci v Srńı [7]. Neńı však př́ılǐs vhodná k výuce na gymnáziu, na což upozornili i sami

autoři. Pro vyučuj́ıćı, kteř́ı maj́ı raději online učebnice, se nab́ıźı řada učebnic Flexibooks

od nakladatelstv́ı Fraus. Zat́ım byla zpř́ıstupněna učebnice Stereometrie I. Pravděpodobně

se předpokládá i jej́ı pokračovańı, jako je tomu u Planimetrie. Učebnice se daj́ı zakoupit

za př́ıznivou cenu a nebo pouze vyp̊ujčit na 31 dńı.
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3.3 Analýza webových stránek

Na webových stránkách je př́ıstupné velké množstv́ı vyřešených př́ıklad̊u. Ne ve všech př́ıpa-

dech je však řešeńı správné, někdy je vysvětleńı problematiky velmi zjednodušené. Existuj́ı

ale i velmi zdařilé stránky, které problematiku vysvětluj́ı velmi přehledně a mohou posloužit

žák̊um jako výukový či doplňkový materiál. Např́ıklad webové stránky realisticky.cz. [2]

4 Pracovńı listy a jejich řešeńı

4.1 Pracovńı listy

Pracovńı listy pro studenty obsahuj́ı 30 zadáńı úloh, které s množstv́ım podúloh tvoř́ı sb́ırku

o 84 úlohách. Zadáńı př́ıklad̊u jsou převzata z učebnice pro gymnázia - Stereometrie z nakla-

datelstv́ı Prometheus [4], Matematika pro středńı školy a učilǐstě a studijńı obory středńıch

odborných učilǐst’ [5] a ze sb́ırky př́ıklad̊u Matematika - př́ıprava k maturitě a k přij́ımaćım

zkouškám na vysoké školy [8]. Vyučuj́ıćı může pracovńı listy student̊um rozdat při vyučováńı

nebo zpř́ıstupnit na webových stránkách školy, odkud si je studenti budou moci vytisknout.

Jednotlivé pracovńı listy jsou umı́stěny pro větš́ı přehlednost za teoretickou část́ı zabývaj́ıćı

se danou problematikou. Každý pracovńı list obsahuje zadáńı př́ıklad̊u a obrázek tělesa

ve volném rovnoběžném promı́táńı, do kterého si studenti zakresluj́ı svá řešeńı. V některých

př́ıkladech neńı těleso z d̊uvodu větš́ı přehlednosti znázorněno v klasickém pohledu ve volném

rovnoběžném promı́táńı.

4.2 Řešeńı pracovńıch list̊u

K jednotlivým pracovńım list̊um jsou vytvořena řešeńı. Řešeńı jsou umı́stěna za pracovńım

listem pro studenty. Vyučuj́ıćı má dvě možnosti využit́ı řešených př́ıklad̊u.

Prvńı možnost́ı je vytǐstěńı řešeńı, kde je znázorněn konečný výsledek. Zároveň je k diplo-

mové práci připojen soubor s př́ıklady v programu GeoGebra. Pracovńı list má svou složku

s danými př́ıklady. Některé triviálńı př́ıklady nejsou v tomto souboru obsaženy a jsou pouze

vyřešené v tǐstěné formě.

Druhou možnost́ı využit́ı řešených př́ıklad̊u je př́ımo interaktivńı PDF s odkazy na řešeńı.
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Součást́ı př́ıkladu vyřešeného v programu GeoGebra je interaktivńı odkaz, který otevře řešeńı

př́ımo v programu GeoGebra. Nutnost́ı je nainstalováńı tohoto softwaru do poč́ıtače. Postup

instalace je popsán v kapitole 5.

V př́ıpadě potřeby je řešeńı možné krokovat. Krokováńı lze nastavit jako automatické nebo je

ovládáno vyučuj́ıćım. Studenti řeš́ı úlohy v pracovńıch listech a vyučuj́ıćı je může upozornit

studenty na daľśı krok řešeńı. Při automatickém krokováńı může vyučuj́ıćı procházet tř́ıdou

a kontrolovat práci student̊u a upozorňovat je na chyby. Velkou výhodou je také možnost

natáčeńı těles z v́ıce pohled̊u. Některá řešeńı opět nejsou z d̊uvodu názornosti ve volném

rovnoběžném promı́táńı zobrazena v klasickém pohledu.
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5 GeoGebra 4 vs. GeoGebra 5

Porovnáńı obou verźı programu bylo zaměřeno na problematickou oblast ve výuce matema-

tiky - stereometrii. Pro výuku polohových i metrických úloh je program Geogebra vhodný

z d̊uvodu možnosti krokováńı postupu řešeńı a také znázorněńı těles a jejich natáčeńı. Zvo-

lený software je vhodný jako doplněk výuky, který může zlepšit prostorou představivost žák̊u.

Zároveň je však vhodné, aby výuka pomoćı software Geogebra byla doplněna výkladem

učitele s pomoćı klasické tabule. Zapojeńı informačńıch technologíı do výuky může být

př́ınosem pro rozvoj dovednost́ı žák̊u, nemělo by ale zaplňovat celou výuku.

Pro tvorbu řešeńı byl zvolen software GeoGebra 5. Oproti předchoźı verzi GeoGebra 4 nab́ıźı

mnohem v́ıce možnost́ı. V následuj́ı tabulce lze nalézt porovnáńı těchto 2 verźı.

Geogebra 4 Geogebra 5

dostupnost zdarma zdarma

instalace na PC ano ano

instalace na tablet ne ano

instalace na chytrý telefon ne ano, ve vývoji

velikosti ṕısma 3 velikosti 8 velikost́ı

tvorba těles ne ano

3D náhled ne ano

krokováńı ručńı, automatické ručńı, automatické

export do .png ano ano, ale pouze 2D

otáčeńı tělesa ne ano

vytvořeńı bodu v prostoru ne ne
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5.1 Instalace

Instalačńı soubory programu GeoGebra jsou umı́stěny na webové stránce www.geogebra.org.

Po zadáńı zadáńı této webové stránky do prohĺıžeče se zobraźı následuj́ıćı stránka:

Obrázek 1: Úvodńı strana

Pro instalaci do poč́ıtače či tabletu vybereme Stáhnout hned. Načte se následuj́ı webová

stránka, kde si již vybereme instalaci pro požadovanou platformu. Dojde ke stažeńı in-

stalačńıho souboru a instalace prob́ıhá v závislosti na operačńım systému.

Obrázek 2: Instalace

Po nainstalováńı do poč́ıtače otevřeme program GeoGebra. Pro práci v 3D náhledu za-

pneme v kartě Zobrazit→ Grafický náhled 3D. Navigačńı panel nejde bohužel zobrazit

v náhledu 3D, ale pouze v nákresně. Pro zapnut́ı navigačńıho panelu v kartě Zobrazit za-
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pneme Nákresna (pokud neńı již zobrazená). Kdekoli v nákresně klikneme na pravé tlač́ıtko

myši a vybereme možnost Navigačńı panel.

Pracovat je možné v prohĺıžeči bez nutnosti instalace a soubory GeoGebra lze otevř́ıt i z poč́ı-

tače. Na úvodńı stránce [9] pro práci v prohĺıžeči vybereme možnost Začněte tvořit. Objev́ı

se následuj́ıćı stránka s výběrem možnost́ı:

Obrázek 3: Práce v prohĺıžeči

Po výběru jedné z možnost́ı se otevře stránka, které se vzhledově podobá softwaru GeoGebra

instalovanému do poč́ıtače.

Obrázek 4: Práce v prohĺıžeči
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6 Polohové úlohy

6.1 Základńı pojmy

Pro začátek si zopakujeme základńı pojmy planimetrie, s nimiž se pracuje v oblasti stereo-

metrie. Základńımi geometrickými pojmy jsou bod, př́ımka a rovina.

Body znač́ıme velkými ṕısmeny latinské abecedy, př́ımky malými ṕısmeny latinské abecedy

a roviny malými ṕısmeny řecké abecedy. Na každé př́ımce a rovině lež́ı nekonečný počet

bod̊u. Libovolná množina bod̊u z prostoru se nazývá geometrický útvar v prostoru nebo

také prostorový geometrický útvar. Je - li A ∈ ρ, ř́ıkáme, že bod A lež́ı v rovině ρ, nebo též

rovina ρ procháźı bodem A. Je - li p ⊂ ρ, ř́ıkáme, že př́ımka p lež́ı v rovině ρ nebo též, že

rovina ρ procháźı př́ımkou p.

V této kapitole si uvedeme základńı vlastnosti mezi body, př́ımkami a rovinami. [10, s.508]

Věta 6.1 Dvěma r̊uznými body A,B procháźı právě jedna př́ımka p. Řı́káme, že př́ımka p

je určena body A,B, a ṕı̌seme p =↔ AB nebo p =↔ BA.

Věta 6.2 Lež́ı - li dva r̊uzné body A,B v rovině ρ, lež́ı i př́ımka jimi určená v rovině ρ.

Věta 6.3 Danou př́ımkou p a daným bodem X lež́ıćım mimo ni procháźı právě jedna rovina

ρ. Zapisujeme ρ =↔ pX.

Věta 6.4 Třemi danými body A,B,C, které nelež́ı v př́ımce, procháźı právě jedna rovina ρ.

Zapisujeme ρ =↔ ABC.

Věta 6.5 Dvěma r̊uznými př́ımkami p, q, které maj́ı společný bod, procháźı právě jedna ro-

vina ρ. Zapisujeme ρ =↔ pq.

Věta 6.6 Procházej́ı - li dvě r̊uzné roviny ρ, σ týmž bodem A, obsahuj́ı právě jednu př́ımku

p, která procháźı bodem A. Mimo tuto př́ımku p nemaj́ı už žádný společný bod.

Libovolná rovina ρ rozděluje prostor na dvě části zvané poloprostory (navzájem opačné),

přičemž společná rovina ρ je jejich hraničńı rovina. Body poloprostoru, které nelež́ı v jeho

hraničńı rovině, se nazývaj́ı vnitřńı body poloprostoru a množinu všech těchto bod̊u tvoř́ı

vnitřek poloprostoru. Poloprostor s hraničńı rovinou ρ a vnitřńım bodem M se znač́ı 7→ ρM .

[11, s.279]
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6.1.1 Pracovńı list č. 1

Př́ıklad 1 Je dána krychle ABCDEFGH.

a) Kolik r̊uzných př́ımek je určeno vrcholy A,C,E, F,H?

b) Kolik r̊uzných př́ımek je určeno všemi vrcholy krychle?

c) Kolik z nich procháźı bodem B?
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Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH. Zjistěte, zda v rovině BCE lež́ı:

a) body H,F

b) př́ımky CH, AC.

Př́ıklad 3 Kolika př́ımkami lze spojit šest r̊uzných bod̊u v prostoru, z nichž žádné tři nelež́ı

v téže př́ımce? Kolik těchto př́ımek procháźı každým z těchto bod̊u?

Př́ıklad 4 Vysvětlete, proč stativ k fotoaparátu má jen 3 nohy.
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6.1.2 Řešeńı pracovńıho listu č. 1

Př́ıklad 1 Je dána krychle ABCDEFGH.

a) Kolik r̊uzných př́ımek je určeno vrcholy A,C,E, F,H?

b) Kolik r̊uzných př́ımek je určeno všemi vrcholy krychle?

c) Kolik z nich procháźı bodem B?

Řešeńı:

a) Z vrcholu A: AC,AE,AF,AH, z vrcholu C: CE,CF,CH, z vrcholu E: EF,EH, z vr-

cholu F : FH. Počet r̊uzných př́ımek je 10.

b) Máme 8 vrchol̊u A,B,C,D,E, F,G,H. Počet r̊uzných př́ımek určených vrcholy krychle

je 28, viz následuj́ıćı tabulka.

Vrchol r̊uzné př́ımky shodné př́ımky

A AB,AC,AD,AE,AF,AG,AH

B BC,BD,BE,BF,BG,BH AB

C CD,CE,CF,CG,CH AC,BC

D DE,DF,DG,DH AD,BD,CD

E EF,EG,EH AE,BE,CE,DE

F FG,FH AF,BF,CF,DF,EF,GF

G GH AG,BG,CG,DG,EG,FG

H AH,BH,CH,DH,EH,FH,GH

Z každého vrcholu lze vést 7 př́ımek, vrchol̊u krychle je 8. Takto źıskáme 7 · 8 = 56

př́ımek. Každá př́ımka je však započtena 2x, proto 56 vyděĺıme dvěma. Př́ımek je tedy

28.

c) Z bodu B vycháźı 7 r̊uzných př́ımek.

12



Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH. Zjistěte, zda v rovině BCE lež́ı:

a) body H,F

b) př́ımky CH, AC.

Řešeńı:

a) Bod H lež́ı, bod F nelež́ı.

Řešeńı GeoGebra

b) Př́ımka CH lež́ı, AC nelež́ı.

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 3 Kolika př́ımkami lze spojit šest r̊uzných bod̊u v prostoru, z nichž žádné tři nelež́ı

v téže př́ımce? Kolik těchto př́ımek procháźı každým z těchto bod̊u?

Řešeńı:

Př́ımka je určena dvěma body. Ze šesti př́ımek lze vytvořit
(
6
2

)
= 30 dvojic. Každá je však

započtena 2x, proto výsledný počet př́ımek je 15. Z jednoho bodu lze vést k zbývaj́ıćım

bod̊um 5 r̊uzných př́ımek.

Př́ıklad 4 Vysvětlete, proč stativ k fotoaparátu má jen 3 nohy.

Řešeńı:

Tři nohy stativu jsou jako 3 body. Tři body vytvář́ı rovinu.
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6.2 Vzájemná poloha dvou př́ımek

Obrázek 5: Poloha dvou př́ımek v prostoru

• Př́ımky p, q jsou r̊uznoběžné. Jejich pr̊unikem je právě jeden bod S, který nazýváme

pr̊useč́ık. Znač́ıme p ∦ q a S ∈ p ∩ q.

• Př́ımky p, q jsou rovnoběžné. Znač́ıme p ‖ q.

a) rovnoběžné r̊uzné: p a q lež́ı v jedné rovině %, p ∩ g = {}

b) totožné: p a q lež́ı v jedné rovině %, p ∩ g = p = q

• Př́ımky p, q jsou mimoběžné. Každá z př́ımek lež́ı v jiné rovině a nemaj́ı žádný pr̊useč́ık.

Znač́ıme p ∩ q = {}

Poznámka 6.1 Zápis p ∦ q pro př́ımky p, q v prostoru vyjadřuje, že př́ımky p, q nejsou

rovnoběžné, tj. jsou r̊uznoběžné, anebo mimoběžné.

Poznámka 6.2 Každou př́ımku m, která prot́ıná dvě př́ımky p, q ve dvou r̊uzných bodech

U, V , nazýváme př́ıčkou př́ımek p, q. [11, s.280]
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6.2.1 Pracovńı list č. 2

Př́ıklad 1 Je dána krychle ABCDEFGH. Uved’te všechny př́ımky, které procházej́ı bodem

E a daľśım vrcholem krychle a jsou s př́ımkou BC:

a) rovnoběžné b) r̊uznoběžné

c) mimoběžné
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Př́ıklad 2 Je dán pravidelný šestiboký hranol s podstavami ABCDEF a A
′
B

′
C

′
D

′
E

′
F

′
.

Určete aspoň tři dvojice mimoběžných př́ımek procházej́ıćıch jeho vrcholy a pomoćı vrchol̊u

hranolu jejich př́ıčky.

Př́ıklad 3 Je dána krychle ABCDEFGH. Určete vzájemnou polohu př́ımek:

a) AK,DL, kde bod K je středem př́ımky GH, bod L je středem př́ımky AB
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b) AK,LM , kde bod K je středem př́ımky CH, bod L je středem př́ımky AE a bod M

je středem př́ımky GH

c) BK,AL, kde bod K je středem př́ımky CG, bod L je středem př́ımky CH
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d) EC, AL, kde bod L je středem př́ımky GH.

Př́ıklad 4 Je dána krychle ABCDEFGH, body X, Y, Z jsou po řadě středy hran FB,FE,

FG. Určete vzájemnou polohu př́ımek:

a) XY,EZ
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b) Y Z,EH

c) XZ,AH.
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6.2.2 Řešeńı pracovńıho listu č. 2

Př́ıklad 1 Je dána krychle ABCDEFGH. Uved’te všechny př́ımky, které procházej́ı bodem

E a daľśım vrcholem krychle a jsou s př́ımkou BC:

a) rovnoběžné

b) r̊uznoběžné

c) mimoběžné

Řešeńı:

a) EH

Řešeńı GeoGebra

b) BE,CE

Řešeńı GeoGebra
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c) AE,EG,EF,ED

Řešeńı GeoGebra

Př́ıklad 2 Je dán pravidelný šestiboký hranol s podstavami ABCDEF a A
′
B

′
C

′
D

′
E

′
F

′
.

Určete aspoň tři dvojice mimoběžných př́ımek procházej́ıćıch jeho vrcholy a pomoćı vrchol̊u

hranolu jejich př́ıčky.

Řešeńı:

Např: Mimoběžky AB,CC
′
, jejich př́ıčka BC; mimoběžky FE,AA

′
, jejich př́ıčka AF ; mi-

moběžky B
′
C

′
, DD

′
, jejich př́ıčka C

′
D

′
.
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Př́ıklad 3 Je dána krychle ABCDEFGH. Určete vzájemnou polohu př́ımek:

a) AK,DL, kde bod K je středem př́ımky GH, bod L je středem př́ımky AB

b) AK,LM , kde bod K je středem př́ımky CH, bod L je středem př́ımky AE a bod M

je středem př́ımky GH

c) BK,AL, kde bod K je středem př́ımky CG, bod L je středem př́ımky CH

d) EC, AL, kde bod L je středem př́ımky GH.

Řešeńı:

a) Př́ımky AK a DL jsou mimoběžné.

Řešeńı GeoGebra

b) Př́ımky AK a LM jsou rovnoběžné.

Řešeńı GeoGebra
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c) Př́ımky BK a AL jsou r̊uznoběžné.

Řešeńı GeoGebra

d) Př́ımky EC a AL jsou mimoběžné.

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 4 Je dána krychle ABCDEFGH, body X, Y, Z jsou po řadě středy hran FB,FE,

FG. Určete vzájemnou polohu př́ımek:

a) XY,EZ

b) Y Z,EH

c) XZ,AH.

Řešeńı

a) mimoběžné

Řešeńı GeoGebra

b) r̊uznoběžné

Řešeńı GeoGebra
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c) rovnoběžné

Řešeńı GeoGebra
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6.3 Vzájemná poloha př́ımky a roviny

Obrázek 6: Poloha př́ımky a roviny v prostoru

• Př́ımka p a rovina π jsou rovnoběžné. Znač́ıme p ‖ π.

a) př́ımka lež́ı v rovině: př́ımka p ∈ π, p ∩ π = p

b) př́ımka nelež́ı v rovině: př́ımka p /∈ π, p ∩ π = {}

• Př́ımka p a rovina π jsou r̊uznoběžné. Jejich pr̊unikem je právě jeden bod R, který

nazýváme pr̊useč́ık. Znač́ıme p ∦ π a R ∈ p ∩ π. [10, s.507]
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6.3.1 Pracovńı list č. 3

Př́ıklad 1 Je dána krychle ABCDEFGH. Určete všechny př́ımky, které procházej́ı bodem

H a některým daľśım vrcholem krychle a s rovinou ABC jsou:

a) rovnoběžné

b) r̊uznoběžné.
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Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH. Určete všechny roviny, které procházej́ı bodem

H a daľśımi dvěma vrcholy krychle a jsou s př́ımkou BC:

a) rovnoběžné

b) r̊uznoběžné.
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Př́ıklad 3 Je dána krychle ABCDEFGH. Body K,L,M,N jsou po řadě středy stěn

ABCD,BCFG,EFGH,ADHE. Určete, jaká je vzájemná poloha

a) př́ımky KL a roviny CDH

b) př́ımky LN a roviny ABG
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c) př́ımky LM a roviny BCE

d) př́ımky KN a roviny EFG.
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Př́ıklad 4 Je dána krychle ABCDEFGH. Rozhodněte o vzájemné poloze př́ımky a roviny:

a) EC a ABH

b) FH a BDH
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c) BG a ABH

d) AG a BHS kde S je středem AB.
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6.3.2 Řešeńı pracovńıho listu č. 3

Př́ıklad 1 Je dána krychle ABCDEFGH. Určete všechny př́ımky, které procházej́ı bodem

H a některým daľśım vrcholem krychle a s rovinou ABC jsou:

a) rovnoběžné

b) r̊uznoběžné.

Řešeńı:

a) EH,FH,GH

Řešeńı GeoGebra

b) AH,BH,CH,DH

Řešeńı GeoGebra

Poznámka: Pokud sečteme počet r̊uznoběžných př́ımek a rovnoběžných, které vycházej́ı

z jednoho daného bodu, źıskáme celkem 7 r̊uzných př́ımek vycházej́ıćıch z bodu do

daľśıch bod̊u krychle. Viz. Řešeńı pracovńıho listu č. 1.
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Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH. Určete všechny roviny, které procházej́ı bodem

H a daľśımi dvěma vrcholy krychle a jsou s př́ımkou BC:

a) rovnoběžné

b) r̊uznoběžné.

Řešeńı:

a) ADH,EFH,BCH

Řešeńı GeoGebra

b) CDH,ACH,BDH,ABH,AFH,CFH

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 3 Je dána krychle ABCDEFGH. Body K,L,M,N jsou po řadě středy stěn

ABCD,BCFG,EFGH,ADHE. Určete, jaká je vzájemná poloha

a) př́ımky KL a roviny CDH

b) př́ımky LN a roviny ABG

c) př́ımky LM a roviny BCE

d) př́ımky KN a roviny EFG.

Řešeńı:

a) Př́ımka KL a rovina CDH je rovnoběžná.

Řešeńı GeoGebra

b) Př́ımka LN lež́ı v rovině ABG.

Řešeńı GeoGebra
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c) Př́ımka LM a rovina BCE jsou rovnoběžné.

Řešeńı GeoGebra

d) Př́ımka KN a rovina EFG jsou r̊uznoběžné.

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 4 Je dána krychle ABCDEFGH. Rozhodněte o vzájemné poloze př́ımky a roviny

a) EC a ABH

b) FH a BDH

c) BG a ABH

d) AG a BHS kde S je středem AB.

Řešeńı:

a) Př́ımka EC je r̊uznoběžná s ABH.

Řešeńı GeoGebra

b) Př́ımka FH lež́ı v rovině BDH.

Řešeńı GeoGebra
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c) Př́ımka BG lež́ı v rovině ABH.

Řešeńı GeoGebra

d) Př́ımka AG je r̊uznoběžná s rovinou BHS.

Řešeńı GeoGebra
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6.4 Vzájemná poloha dvou rovin

Obrázek 7: Poloha dvou rovin

• Rovina % a rovina π jsou rovnoběžné. Znač́ıme % ‖ π.

a) totožné: rovina % ∩ π = % = π

b) rovnoběžné r̊uzné: rovina % ∩ π = {}

• Rovina % a rovina π jsou r̊uznoběžné. Jejich pr̊unikem je př́ımka p, kterou nazýváme

pr̊usečnićı. Znač́ıme % ∦ π a p ∈ % ∩ π. [10, s.508]
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6.4.1 Pracovńı list č. 4

Př́ıklad 1 Určete jaká je vzájemná poloha dvou rovin, jestliže maj́ı společné:

a) dva r̊uzné body

b) tři r̊uzné body nelež́ıćı v př́ımce

c) dvě rovnoběžky.

Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH. Určete všechny roviny, které procházej́ı bodem

H a daľśımi dvěma vrcholy krychle a jsou s rovinou ABC

a) rovnoběžné
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b) r̊uznoběžné.
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6.4.2 Řešeńı pracovńıho listu č. 4

Př́ıklad 1 Určete jaká je vzájemná poloha dvou rovin, jestliže maj́ı společné:

a) dva r̊uzné body

b) tři r̊uzné body nelež́ıćı v př́ımce

c) dvě rovnoběžky.

Řešeńı:

a) Roviny jsou r̊uznoběžné nebo totožné.

Řešeńı GeoGebra

b) Roviny jsou totožné.

c) Roviny jsou totožné.
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Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH. Určete všechny roviny, které procházej́ı bodem

H a daľśımi dvěma vrcholy krychle a jsou s rovinou ABC

a) rovnoběžné

b) r̊uznoběžné.

Řešeńı:

a) EFH

Řešeńı GeoGebra

b) ADH,BDH,CDH,ACH,BCH,ABH,HAF,HCF . Některá řešeńı jsou znázorněna

v následuj́ıćım obrázku:

Řešeńı GeoGebra
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6.5 Rovnoběžnost př́ımek a rovin

Věta 6.1 Daným bodem P procháźı právě jedna rovina % rovnoběžná s danou rovinou ρ.

Věta 6.2 Pro každé tři př́ımky p, q, r a každé tři roviny %, σ, τ plat́ı:

a) Je - li p ‖ q a q ‖ r, pak je také p ‖ r

b) Je - li p ‖ q a p ‖ %, pak je také q ‖ %

c) Je - li % ‖ σ a σ ‖ τ , pak je také % ‖ τ
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d) Je - li % ‖ σ a p ‖ %, pak je také p ‖ σ

Věta 6.3 Je - li př́ımka p rovnoběžná s některou př́ımkou q roviny %, pak je rovnoběžná

s rovinou %.

Věta 6.4 Obsahuje - li rovina % dvě r̊uznoběžky p, q, z nichž každá je rovnoběžná s rovinou

σ, pak roviny %, σ jsou rovnoběžné.
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Věta 6.5 a) Necht’ daná př́ımka p je rovnoběžná s danou rovinou % . Potom každá rovina,

která procháźı př́ımkou p a je r̊uznoběžná s rovinou %, prot́ıná tuto rovinu v př́ımce q

rovnoběžné s př́ımkou p.

b) Necht’ př́ımka p je rovnoběžná s každou ze dvou r̊uznoběžných rovin %, σ. Potom je

př́ımka p rovnoběžná s pr̊usečnićı q rovin %, σ. [10, s.508]
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6.5.1 Pracovńı list č. 5

Př́ıklad 1 Je dán pravidelný čtyřboký jehlan ABCDV , bod M je středem hrany BV .

Dokažte, že př́ımka DV je rovnoběžná s rovinou ACM .

Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH, body K,L,M,N jsou po řadě středy hran EF,

BF, FG,DH. Dokažte rovnoběžnost rovin:

a) KLM,BEG
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b) KLM,ACH

c) ACN,ELG.
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Př́ıklad 3 Bod M je středem hrany BF krychle ABCDEFGH. Ved’te bodem M rovinu

rovnoběžnou s rovinou:

a) ADH

b) ABC
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c) ACH.

51



6.5.2 Řešeńı pracovńıho listu č. 5

Př́ıklad 1 Je dán pravidelný čtyřboký jehlan ABCDV , bod M je středem hrany BV .

Dokažte, že př́ımka DV je rovnoběžná s rovinou ACM .

Řešeńı:

Podle věty 6.3 je př́ımka DV s rovinou rovnoběžná, pokud existuje př́ımka, která lež́ı v dané

rovině ACM a je s př́ımkou DV rovnoběžná. V rovině ACM lež́ı př́ımka MS, kde bod S je

středem podstavy ABCD. Př́ımka DV ‖MS. Body D, V,M, S tvoř́ı hrany lichoběžńıku.

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH, body K,L,M,N jsou po řadě středy hran EF,

BF, FG,DH. Dokažte rovnoběžnost rovin:

a) KLM,BEG

b) KLM,ACH

c) ACN,ELG.

Řešeńı:

a) Řešeńı vycháźı z věty 6.4. Dvě roviny KLM,BEG jsou rovnoběžné, pokud např. KLM

obsahuje dvě r̊uznoběžné př́ımky, které jsou rovnoběžné s rovinou BEG. KL ∦ KM

a zároveň KL ‖ BE a KM ‖ EG. Roviny KLM a BEG jsou rovnoběžné.

Řešeńı GeoGebra
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b) Řešeńı vycháźı z věty 6.4. Dvě roviny KLM,ACH jsou rovnoběžné, pokud např. KLM

obsahuje dvě r̊uznoběžné př́ımky, které jsou rovnoběžné s rovinou ACH. KL ∦ AC

a zároveň KL ‖ CH a KM ‖ AC. Roviny KLM a ACH jsou rovnoběžné.

Řešeńı GeoGebra

c) Řešeńı vycháźı z věty 6.4. Dvě roviny ACN,ELG jsou rovnoběžné, pokud např. ACN

obsahuje dvě r̊uznoběžné př́ımky, které jsou rovnoběžné s rovinou ELG. KL ‖ KM ,

AC ∦ AN a zároveň AC ‖ EG a LG ‖ AN . Roviny ACN a ELG jsou rovnoběžné.

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 3 Bod M je středem hrany BF krychle ABCDEFGH. Ved’te bodem M rovinu

rovnoběžnou s rovinou:

a) ADH

b) ABC

c) ACH.

Řešeńı:

a) Hledanou rovinou je BCG.

Řešeńı GeoGebra

b) Hledanou rovinou je rovina S1MS3, kde body S1 je středem hrany AE, bod S3 je

středem hrany CG.

Řešeńı GeoGebra
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c) Hledanou rovinou je rovina S1MS2, kde bod S1 je středem hrany EF a bod S2 je

středem hrany FG.

Řešeńı GeoGebra
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6.6 Vzájemná poloha tř́ı rovin

• Každé dvě roviny jsou rovnoběžné. Jedná se o svazek rovin 2. druhu.

Obrázek 8: Tři rovnoběžné roviny

• Dvě z daných rovin jsou rovnoběžné, třet́ı je s nimi r̊uznoběžná a prot́ıná je v rov-

noběžných pr̊usečnićıch.

Obrázek 9: Dvě roviny rovnoběžné, třet́ı s nimi r̊uznoběžná
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• Každé dvě z daných rovin jsou r̊uznoběžné a všechny tři pr̊usečnice jsou rovnoběžné

r̊uzné. Jedná se o trs rovin 2. druhu.

Obrázek 10: Tři r̊uznoběžné roviny, tři rovnoběžné pr̊usečnice

• Každé dvě z daných rovin jsou r̊uznoběžné a všechny se prot́ınaj́ı v jedné př́ımce. Jedná

se o svazek rovin 1. druhu.

Obrázek 11: Tři r̊uznoběžné roviny, jedna pr̊usečnice
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Obrázek 12: Tři r̊uznoběžné roviny, jeden společný bod

• Každé dvě z daných rovin jsou r̊uznoběžné a procházej́ı jediným společným bodem.

Jedná se o trs rovin 1. druhu. [10, s.508]
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6.6.1 Pracovńı list č. 6

Př́ıklad 1 Body A,B,C,D jsou vrcholy čtyřstěnu, body K,L,M jsou po řadě středy hran

AD,BD,CD. Zjistěte vzájemnou polohu tř́ı rovin:

a) ABD,KLM,BCD

b) ABC,BKM,ACD
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c) ABC,ABD,ABM

d) ABC,KLM,BCD.
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6.6.2 Řešeńı pracovńıho listu č. 6

Př́ıklad 1 Body A,B,C,D jsou vrcholy čtyřstěnu, body K,L,M jsou po řadě středy hran

AD,BD,CD. Zjistěte vzájemnou polohu tř́ı rovin:

a) ABD,KLM,BCD

b) ABC,BKM,ACD

c) ABC,ABD,ABM

d) ABC,KLM,BCD.

Řešeńı:

a) Roviny jsou r̊uznoběžné, všechny tři se prot́ınaj́ı v bodě L. Trs 1. druhu.

Řešeńı GeoGebra
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b) Každé dvě roviny jsou r̊uznoběžné, všechny tři pr̊usečnice jsou rovnoběžné. Trs 2.

druhu.

Řešeńı GeoGebra

c) Roviny jsou r̊uznoběžné, všechny se prot́ınaj́ı v jedné př́ımce. Svazek rovin 1. druhu.

Řešeńı GeoGebra
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d) Dvě roviny jsou rovnoběžné a třet́ı je prot́ıná v rovnoběžných př́ımkách.

Řešeńı GeoGebra
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6.7 Řešeńı polohových konstrukčńıch úloh

6.7.1 Řez tělesa rovinou

Řezem tělesa rovinou rozumı́me pr̊unik tělesa s rovinou. Hranice řezu tělesa se skládá z pr̊u-

nik̊u roviny řezu se stěnami tělesa.

Postup konstrukce řezu [4, s.39]:

1. Lež́ı - li dva r̊uzné body v rovině, pak př́ımka jimi určená lež́ı také v této rovině.

• Lež́ı -li r̊uzné body roviny řezu v rovině některé stěny, lež́ı v rovině této stěny

i jejich spojnice. Pr̊unik spojnice a stěny je jednou stranou řezu.

2. Dvě rovnoběžné roviny prot́ıná třet́ı rovina ve dvou rovnoběžných př́ımkách.

• Jsou - li roviny dvou stěn rovnoběžné a přitom r̊uznoběžné s rovinou řezu, jsou

pr̊usečnice roviny řezu s rovinami těchto stěn rovnoběžné.
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3. Jsou - li dvě ze tř́ı rovin r̊uznoběžné a maj́ı - li tyto tři roviny jediný společný bod,

procházej́ı t́ımto společným bodem všechny tři pr̊usečnice (trs 1. druhu).

• Pr̊usečnice rovin dvou sousedńıch stěn (tj. stěn se společnou hranou) s rovinou

řezu a př́ımka, v ńıž lež́ı společná hrana, se prot́ınaj́ı v jednom bodě.

6.7.2 Pr̊useč́ık př́ımky a roviny

Pr̊useč́ık r̊uznoběžné př́ımky p s rovinou π źıskáme následuj́ıćım zp̊usobem:

1. Př́ımkou p prolož́ıme rovinu ρ, která je s rovinou π r̊uznoběžná.

2. Najdeme pr̊usečnici r rovin π a ρ.

3. Bod P je pr̊useč́ıkem př́ımek p, r a hledaným pr̊useč́ıkem př́ımky p a roviny ρ.

Obrázek 13: Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou
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6.7.3 Pr̊unik př́ımky s tělesem

1. Př́ımkou p prolož́ıme rovinu ρ. Pro hranol to bude rovina směrová a pro jehlan ro-

vina vrcholová. Rovina směrová je taková rovina, která obsahuje danou př́ımku p a je

rovnoběžná s bočńımi hranami tělesa. Rovina vrcholová procháźı danou př́ımkou p

a vrcholem tělesa.

2. Urč́ıme řez tělesa pomocnou rovinou.

3. Pr̊unik př́ımky s řezem tělesa je hledaným pr̊unikem př́ımky s tělesem.

Obrázek 14: Pr̊unik př́ımky s hranolem

Obrázek 15: Pr̊uniku př́ımky s jehlanem
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6.7.4 Pracovńı list č. 7

Př́ıklad 1 Sestrojte řez krychle ABCDEFGH rovinou:

a) MCH, bod M lež́ı na prodloužeńı úsečky AD za bod A, |MA| : |AD| = 1 : 2

b) BPQ, bod P je středem hrany FG, bod Q lež́ı na prodloužeńı úsečky EF za bod E,

|QE| : |EF | = 1 : 3
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c) TRS, bod T je středem hrany FG, bod R je bodem polopř́ımky AB, |AR| = 5
4
|AB|,

bod S je bodem polopř́ımky AE, |AS| = 3
2
|AE|.

Př́ıklad 2 Sestrojte řez krychle ABCDEFGH rovinou:

a) PQR, bod P je bodem hrany AB, |AP | : |PB| = 1 : 2, bod Q je středem hrany BC,

bod R je bodem hrany FG, |FR| : |RG| = 1 : 3
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b) AUV , bod U je bodem polopř́ımky DH, |DU | = 3
2
|DH|, bod V je bodem polopř́ımky

BC, |BV | = 5
4
|BC|

c) KLM , bod K je bodem hrany AE, |AK| : |KE| = 1 : 3, bod L je bodem hrany BF ,

|BL| : |LF | = 4 : 1, bod M je bodem hrany CG, |CM | : |MG| = 1 : 2
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d) XY Z, bod X je středem hrany AB, bod Y je bodem hrany GH, |GY | : |Y H| = 2 : 1,

bod Z je bodem př́ımky CD tak, že bod D je středem úsečky CZ.

Př́ıklad 3 Sestrojte řez kvádru ABCDEFGH rovinou, která procháźı př́ımkou BG a je

rovnoběžná s př́ımkou:

a) CH
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b) CP

c) CQ.
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Př́ıklad 4 Sestrojte řez trojbokého hranolu ABCA
′
B

′
C

′
rovinou, která je:

a) rovnoběžná s rovinou ABC a procháźı daným vnitřńım bodem X hrany BB
′

b) rovnoběžná s rovinou ACC
′

a procháźı daným vnitřńım bodem X podstavy ABC
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c) rovnoběžná s rovinou ABC
′
a procháźı daným vnitřńım bodem X trojúhelńıku AA

′
C

′
.

Př́ıklad 5 Body K,L,M,N jsou po řadě středy hran AB,AD,AE,GH krychle

ABCDEFGH. Bod P je bodem hrany BC, |BP | : |PC| = 1 : 2. Sestrojte řez krychle

rovinami:

a) HKP
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b) LMN

c) KLN .
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Př́ıklad 6 Sestrojte řez pravidelného čtyřbokého jehlanu ABCDV rovinou:

a) KLM , kde bod K lež́ı na hraně AB a |BK| : |AK| = 3 : 1, bod L lež́ı na hraně CD

a |DL| : |CL| = 3 : 1, bod M lež́ı na hraně DV a |DM | : |MV | = 2 : 1

b) OPQ, kde bod O lež́ı na hraně AB a |AO| : |BO| = 2 : 1, bod P lež́ı na hraně CV

a |V P | : |CP | = 3 : 1, bod Q lež́ı na hraně DV a |DQ| : |QV | = 3 : 1
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c) RST , kde bod R lež́ı na hraně AB a |AR| : |BR| = 2 : 1, bod S lež́ı na hraně CV

a |V S| : |CS| = 3 : 1, bod T je středem hrany |AV |

d) XY Z, kde bod X je středem hrany |AD|, bod Y lež́ı na hraně CD

a |DY | : |CY | = 3 : 1, bod Z lež́ı na hraně BV a |BZ| : |V Z| = 3 : 1
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e) EFG, kde bod E lež́ı na hraně BC a |BE| : |CE| = 2 : 1, bod F lež́ı na hraně AV

a |AF | : |V F | = 2 : 1, bod G lež́ı na hraně DV a |DG| : |V G| = 2 : 1.
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6.7.5 Řešeńı pracovńıho listu č. 7

Př́ıklad 1 Sestrojte řez krychle ABCDEFGH rovinou:

a) MCH, bod M lež́ı na prodloužeńı úsečky AD za bod A, |MA| : |AD| = 1 : 2

b) BPQ, bod P je středem hrany FG, bod Q lež́ı na prodloužeńı úsečky EF za bod E,

|QE| : |EF | = 1 : 3

c) TRS, bod T je středem hrany FG, bod R je bodem polopř́ımky AB, |AR| = 5
4
|AB|,

bod S je bodem polopř́ımky AE, |AS| = 3
2
|AE|.

Řešeńı:

a)

Řešeńı GeoGebra
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b)

Řešeńı GeoGebra

c)

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 2 Sestrojte řez krychle ABCDEFGH rovinou:

a) PQR, bod P je bodem hrany AB, |AP | : |PB| = 1 : 2, bod Q je středem hrany BC,

bod R je bodem hrany FG, |FR| : |RG| = 1 : 3

b) AUV , bod U je bodem polopř́ımky DH, |DU | = 3
2
|DH|, bod V je bodem polopř́ımky

BC, |BV | = 5
4
|BC|

c) KLM , bod K je bodem hrany AE, |AK| : |KE| = 1 : 3, bod L je bodem hrany BF ,

|BL| : |LF | = 4 : 1, bod M je bodem hrany CG, |CM | : |MG| = 1 : 2

d) XY Z, bod X je středem hrany AB, bod Y je bodem hrany GH, |GY | : |Y H| = 2 : 1,

bod Z je bodem př́ımky CD tak, že bod D je středem úsečky CZ.

Řešeńı:

a)

Řešeńı GeoGebra
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b)

Řešeńı GeoGebra

c)

Řešeńı GeoGebra
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d)

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 3 Sestrojte řez kvádru ABCDEFGH rovinou, která procháźı př́ımkou BG a je

rovnoběžná s př́ımkou

a) CH

b) CP

c) CQ.

Řešeńı:

a)

Řešeńı GeoGebra

b)

Řešeńı GeoGebra
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c)

Řešeńı GeoGebra

Př́ıklad 4 Sestrojte řez trojbokého hranolu ABCA
′
B

′
C

′
rovinou, která je:

a) rovnoběžná s rovinou ABC a procháźı daným vnitřńım bodem X hrany BB
′

b) rovnoběžná s rovinou ACC
′

a procháźı daným vnitřńım bodem X podstavy ABC

c) rovnoběžná s rovinou ABC
′
a procháźı daným vnitřńım bodem X trojúhelńıku AA

′
C

′
.

Řešeńı:

a)

Řešeńı GeoGebra
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b)

Řešeńı GeoGebra

c)

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 5 Body K,L,M,N jsou po řadě středy hran AB,AD,AE,GH krychle

ABCDEFGH. Bod P je bodem hrany BC, |BP | : |PC| = 1 : 2. Sestrojte řez krychle

rovinami:

a) HKP

b) LMN

c) KLN .

Řešeńı:

a)

Řešeńı GeoGebra
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b)

Řešeńı GeoGebra

c)

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 6 Sestrojte řez pravidelného čtyřbokého jehlanu ABCDV rovinou:

a) KLM , kde bod K lež́ı na hraně AB a |BK| : |AK| = 3 : 1, bod L lež́ı na hraně CD

a |DL| : |CL| = 3 : 1, bod M lež́ı na hraně DV a |DM | : |MV | = 2 : 1

b) OPQ, kde bod O lež́ı na hraně AB a |AO| : |BO| = 2 : 1, bod P lež́ı na hraně CV

a |V P | : |CP | = 3 : 1, bod Q lež́ı na hraně DV a |DQ| : |QV | = 3 : 1

c) RST , kde bod R lež́ı na hraně AB a |AR| : |BR| = 2 : 1, bod S lež́ı na hraně CV

a |V S| : |CS| = 3 : 1, bod T je středem hrany |AV |

d) XY Z, kde bod X je středem hrany |AD|, bod Y lež́ı na hraně CD

a |DY | : |CY | = 3 : 1, bod Z lež́ı na hraně BV a |BZ| : |V Z| = 3 : 1

e) EFG, kde bod E lež́ı na hraně BC a |BE| : |CE| = 2 : 1, bod F lež́ı na hraně AV

a |AF | : |V F | = 2 : 1, bod G lež́ı na hraně DV a |DG| : |V G| = 2 : 1.

Řešeńı:

a)

Řešeńı GeoGebra
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b)

Řešeńı GeoGebra

c)

Řešeńı GeoGebra
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d)

Řešeńı GeoGebra

e)

Řešeńı GeoGebra
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6.7.6 Pracovńı list č. 8

Př́ıklad 1 Je dána krychle ABCDEFHGH. Sestrojte pr̊usečnici rovin:

a) ACG, AFH

b) ACF , BEG
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c) BCG, AEO, bod O je středem stěny BCGF

d) ABM , CDM , bod M je středem hrany FG
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e) ACE, BHP , bod P je středem hrany FG.

Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH. Sestrojte:

a) pr̊useč́ıky př́ımek AE,EG,EC s rovinou BDH
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b) pr̊useč́ıky př́ımek FC, FD,CQ s rovinou BHP , body P,Q jsou po řadě středy hran

AE,EH.

Př́ıklad 3 Body M,N,P,Q jsou body hran pravidelného čtyřbokého jehlanu ABCDV . Bod

M je bodem hrany AV , |AM | : |MV | = 1 : 3, bod N je bodem hrany CV ,

|CN | : |NV | = 2 : 1, bod P je středem hrany DV . Sestrojte pr̊useč́ık:

a) př́ımky MN a rovinou ABC
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b) př́ımky BP a rovinou ACV .

Př́ıklad 4 Je dán čtyřstěn ABCD. Bod M je středem hrany CD, bod P je středem hrany

BD a bod N je vnitřńım bodem stěny ABC. Sestrojte pr̊useč́ık př́ımky DN s rovinou ABM .
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6.7.7 Řešeńı pracovńıho listu č. 8

Př́ıklad 1 Je dána krychle ABCDEFHGH. Sestrojte pr̊usečnici rovin:

a) ACG, AFH

b) ACF , BEG

c) BCG, AEO, bod O je středem stěny BCGF

d) ABM , CDM , bod M je středem hrany FG

e) ACE, BHP , bod P je středem hrany FG.

Řešeńı:

a)

Řešeńı GeoGebra
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b)

Řešeńı GeoGebra

c)

Řešeńı GeoGebra
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d)

Řešeńı GeoGebra

e)

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH. Sestrojte:

a) pr̊useč́ıky př́ımek AE,EG,EC s rovinou BDH

b) pr̊useč́ıky př́ımek FC, FD,CQ s rovinou BHP , body P,Q jsou po řadě středy hran

AE,EH.

Řešeńı:

a) Př́ımka AE nemá s danou rovinou BDH žádný pr̊useč́ık.

Řešeńı GeoGebra

b)

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 3 Body M,N,P,Q jsou body hran pravidelného čtyřbokého jehlanu ABCDV . Bod

M je bodem hrany AV , |AM | : |MV | = 1 : 3, bod N je bodem hrany CV ,

|CN | : |NV | = 2 : 1, bod P je středem hrany DV . Sestrojte pr̊useč́ık:

a) př́ımky MN a rovinou ABC

b) př́ımky BP a rovinou ACV .

Řešeńı:

a)

Řešeńı GeoGebra

b)

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 4 Je dán čtyřstěn ABCD. Bod M je středem hrany CD, bod N je vnitřńım bodem

stěny ABC. Sestrojte pr̊useč́ık př́ımky DN s rovinou ABM .

Řešeńı:

Řešeńı GeoGebra
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6.7.8 Pracovńı list č. 9

Př́ıklad 1 Je dán pravidelný čtyřboký jehlan ABCDV , bod S je středem jeho podstavy.

Bod M je bodem polopř́ımky BA, |BM | = 3
2
|AB|, bod N je středem úsečky SV a bod P

lež́ı na úsečce OV , kde O je středem úsečky DS. Sestrojte pr̊unik jehlanu a př́ımky:

a) MN

b) MP .
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Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH. Sestrojte pr̊unik př́ımky PQ s povrchem krychle.

a)

b)
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c)

d)
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6.7.9 Řešeńı pracovńıho listu č. 9

Př́ıklad 1 Je dán pravidelný čtyřboký jehlan ABCDV , bod S je středem jeho podstavy.

Bod M je bodem polopř́ımky BA, |BM | = 3
2
|AB|, bod N je středem úsečky SV a bod P

lež́ı na úsečce OV , kde O je středem úsečky DS. Sestrojte pr̊unik jehlanu a př́ımky:

a) MN

b) MP .

Řešeńı:

a)

Řešeńı GeoGebra

b)

Řešeńı GeoGebra
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Př́ıklad 2 Je dána krychle ABCDEFGH. Sestrojte pr̊unik př́ımky PQ s povrchem krychle.

Řešeńı:

a)

Řešeńı GeoGebra

b)

Řešeńı GeoGebra
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c)

Řešeńı GeoGebra

d)

Řešeńı GeoGebra
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7 Závěr

Diplomová práce Polohové úlohy ve stereometrii vznikla jako pokračováńı předchoźı ba-

kalářské práce zaměřené na problematiku metrických úloh [1]. Ćılem této práce je zefek-

tivněńı výuky stereometrie na všech typech středńıch škol a zlepšeńı prostorové představivosti

u student̊u. Celkem bylo vytvořeno 84 řešených úloh.

Obě práce byly prezentovány na Setkáńı učitel̊u matematiky všech typ̊u a stupň̊u škol v Srńı

v roce 2014. Článek ze sborńıku př́ıspěvk̊u [17] recenzovaných dvěma nezávislými recenzenty

je zahrnut do př́ılohy. Požadavek na vytvořeńı pracovńıch list̊u a jejich řešeńı vyšel z fa-

kultńıho Gymnázia v J́ırovcově ulici 8 v Českých Budějovićıch. Po prezentaci na konferenci

vytvořené pracovńı listy a jejich řešeńı vyvolaly zájem o jejich použ́ıváńı i na jiných středńıch

školách a gymnázíıch.

Metrické úlohy byly již testovány při výuce na fakultńım gymnáziu. Z výsledk̊u tohoto tes-

továńı a hodnoceńı pracovńıch list̊u a jejich řešeńı se vycházelo při tvorbě diplomové práce.

Př́ıklady jsou řešeny v programu GeoGebra 5. Sb́ırka obsahuje základńı typy úloh řešených

na středńıch školách. Úlohy lze využ́ıt na všech typech středńıch škol.
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[4] POMYKALOVÁ, Eva. Matematika pro gymnázia. 4. vyd. Praha: Prometheus, 2008,

223 s. ISBN 9788071961789.
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[cit. 2015-01-02]. Dostupné z: http://www.eucitel.cz/software/?id=6
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tematiky. Brno: Masarykova univerzita, 2014, s. 109 - 114. ISSN 9788086843469.

111

is.muni.cz/th/324385/prif_b/Volne_rovnobezne_promitani.pdf
is.muni.cz/th/324385/prif_b/Volne_rovnobezne_promitani.pdf
http://www.eucitel.cz/software/?id=6


A Článek ze sborńıku Setkáńı učitel̊u matematiky

Pracovńı listy pro výuku stereometrie

Lenka Krepsová

Abstrakt

Stereometrie je discipĺına časově náročná a velmi obt́ı̌zná na prostorovou představivost.

Pro zkvalitněńı výuky byly vytvořeny pracovńı listy pro studenty, které obsahuj́ı velké množstv́ı

př́ıklad̊u k procvičováńı. Každé zadáńı z pracovńıho listu má své řešeńı v matematickém

softwaru GeoGebra. Vyučuj́ıćı má tak možnost promı́tat řešeńı, krokovat postup a zároveň

procházet mezi žáky, kontrolovat jejich práci a upozorňovat na chyby.

A.1 Úvod

Stereometrie se obvykle na středńıch školách vyučuje ve třech bloćıch. V prvńım bloku se

student seznámı́ s tělesy, poč́ıtáńı jejich objemů a povrch̊u, dále následuje výuka vzájemné

polohy př́ımek a rovin v prostoru, prováděj́ı se řezy těles nebo se hledaj́ı pr̊uniky př́ımky

s tělesem. Posledńı část se zabývá problematikou metrických úloh, která navazuje na znalosti

źıskané v předchoźım studiu stereometrie.

Stereometrické úlohy jsou časově náročněǰśı než úlohy planimetrické, jsou mnohem obt́ıž-

něǰśı na prostorovou představivost a stanoveńı zp̊usobu řešeńı. Významným pomocńıkem

při výuce se může stát použit́ı informačńıch technologíı, vhodného software a interaktivńı

tabule.

Vzhledem k nedostatku vhodných materiál̊u a časové zaneprázdněnosti středoškolských

učitel̊u byl stanoven požadavek na vytvořeńı učebńıch podpor (pracovńıch list̊u, prezentaćı

potřebných k výkladu učiva, test̊u). V prvńı fázi byly vytvořeny pracovńı listy pro stu-

denty a jejich řešeńı pro učitele jako součást bakalářské práce Metrické úlohy ve stereome-

trii [1]. Tato práce vznikla jako reakce na požadavek učitel̊u Gymnázia, J́ırovcova 8, České

Budějovice, které je fakultńı školou Př́ırodovědecké fakulty Jihočeské univerzity. Nyńı po-

kračuje tvorba pracovńıch list̊u a jejich řešeńı v oblasti polohových úloh.
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Hlavńım ćılem je usnadněńı a zefektivněńı výuky a zlepšeńı prostorové představivosti

student̊u. Každý student je na jiné úrovni, proto je d̊uležité, aby každý mohl studovat svým

tempem a podle svých možnost́ı.

A.2 Dotazńıkové šetřeńı

Podle katalogu minimálńıch požadavk̊u, který vydal CERMAT, může být ve státńı maturitńı

zkoušce z matematiky oblast stereometrie zastoupena 10 - 20 %. Žák by měl zvládnout

charakterizovat jednotlivá tělesa, vypoč́ıtat jejich objem a povrch (krychle, kvádr, hranol,

jehlan, rotačńı válec, rotačńı kužel, komolý jehlan a kužel, koule a jej́ı části) a měl by umět

využ́ıt poznatk̊u o tělesech v praktických úlohách [2].

Před vlastńı tvorbou pracovńıch list̊u a řešených př́ıklad̊u pro vyučuj́ıćı bylo provedeno

anonymńı dotazńıkové šetřeńı na středńıch školách všech typ̊u (gymnázia, středńı odborné

školy, odborná učilǐstě). Dotazńıkového šetřeńı se zúčastnilo celkem 19 vyučuj́ıćıch středńıch

škol v Českých Budějovićıch a bĺızkém okoĺı. Vyučuj́ıćı odpov́ıdali na 10 otázek. Ćılem bylo

zjistit, jakým zp̊usobem vysvětluj́ı problematiku metrických úloh ve stereometrii, jaké k tomu

využ́ıvaj́ı pomůcky, zda jim tento zp̊usob výuky vyhovuje či nikoli a zda by uv́ıtali podp̊urné

materiály k výuce.

Z pr̊uzkumu vyplynulo, že stereometrie se vyučuje na všech typech středńıch škol, dokonce

i na odborných učilǐst́ıch, kde se výuka stereometrie nepředpokládala mj. vzhledem k časové

náročnosti výuky. Vyučuj́ıćı při výkladu stereometrie využ́ıvaj́ı předevš́ım tabuli a připravené

prezentace, které pak promı́taj́ı, či využ́ıvaj́ı multimediálńı tabule. Někteř́ı také připravuj́ı své

vlastńı materiály, které pak poskytuj́ı student̊um. Ve výuce využ́ıvaj́ı předevš́ım programy

GeoGebra [6], Mathematica a Cabri.

Většině učitel̊u jejich styl výuky vyhovuje, ale pro zkvalitněńı výuky by uv́ıtali změnu,

která by jim usnadnila výklad stereometrie.

Druhé dotazńıkové šetřeńı bylo provedeno mezi studenty posledńıho ročńıku gymnázia.

Celkově se ho zúčastnilo 68 student̊u. Odpov́ıdali na 4 otázky, které se opět týkaly stylu

výuky stereometrie, jestli jim styl výuky vyhovuje a zda by uv́ıtali pracovńı listy a využ́ıváńı

informačńıch technologíı při výuce.

Studenti uvedli, že vyučuj́ıćı jim látku vysvětluje na tabuli, použ́ıvá prezentace a své

materiály. Studenti byli se stylem výuky spokojeni nebo téměř spokojeni.
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Ve výuce by pracovńı listy uv́ıtali, aby nemuseli neustále překreslovat tělesa do sešitu.

Také zastávaj́ı názor, že ve výuce by bylo vhodné pro názornost použ́ıvat matematický

software (obr.16).

Dotazńıkové šetřeńı bylo provedeno na malém vzorku respondent̊u.

Obrázek 16: Dotazńıkové šetřeńı - žáci

A.3 Tvorba pracovńıch list̊u a jejich řešeńı

A.3.1 Východiska pro tvorbu

Po předchoźı analýze dosud zveřejněné literatury a odborných praćı bylo zjǐstěno, že pro-

blematikou stereometrie se zabývá např́ıklad učebnice stereometrie z edice Matematika

pro gymnázia nakladatelstv́ı Prometheus [3] a Přehled středoškolské matematiky [4]. Od-

borné práce se zabývaly všeobecným přehledem stereometrie, polohovými úlohami, řešenými

ukázkovými př́ıklady v matematickém programu Cabri geometrie, či vytvořeńım webové

stránky s výkladem učiva [5]. Nebyly zveřejněny téměř žádné pracovńı listy pro studenty.
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A.3.2 Pracovńı listy

Před tvorbou pracovńıch list̊u byl vytvořen stručný teoretický přehled potřebných vět a de-

finic na úrovni gymnaziálńıho učiva. Teoretická část může být také použita k samostudiu.

Kromě přehledu teorie jsou uvedeny i základńı př́ıklady k ilustraci daného tématu. Zadáńı

př́ıklad̊u v teoretické části i pracovńıch listech vycháźı z učebnice pro gymnázia [3] a některá

jsou vytvořena autorkou tohoto př́ıspěvku.

Na gymnáziu je látka prob́ırána mnohem podrobněji než na odborných středńıch školách.

Výběr pracovńıch list̊u lze přizp̊usobit obsahu výuky na konkrétńı škole.

Stěžejńı část práce tvoř́ı soubor př́ıklad̊u v pracovńıch listech pro žáky. Celkem byla vy-

tvořena sb́ırka 48 př́ıklad̊u. Některé př́ıklady maj́ı i daľśı podúlohy a celá sb́ırka nab́ıźı kolem

120 př́ıklad̊u k procvičováńı. Konkrétńı zadáńı jsou doplněna obrázkem tělesa, do kterého

student může př́ımo znázorňovat své řešeńı zadané úlohy a dále zde má u jednotlivých zadáńı

prostor na výpočty. Ukázka pracovńıho listu pro studenty je na (obr.17).

Obrázek 17: Ukázka zadané úlohy v pracovńım listu pro studenty

A.3.3 Řešeńı pracovńıch list̊u

Jsou připravena řešeńı jednotlivých př́ıklad̊u, postupy výpočt̊u jsou krokovány a podrobně

vysvětleny. Takto zpracované úlohy lze použ́ıt jak při př́ımé výuce, tak i při samostudiu.

Požadavek na vytvořeńı pracovńıch list̊u a jejich řešeńı vznikl na gymnáziu, proto i př́ıklady
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vybrané do pracovńıch list̊u pocházej́ı z učebnice pro gymnázia [3]. Neznamená to však, že

je nemožné jejich využit́ı na jiných typech středńıch škol.

Pro tvorbu řešeńı byl zvolen software GeoGebra[6]. Mezi výhody tohoto softwaru patř́ı

př́ıstupnost a intuitivńı ovládáńı.

Program GeoGebra byl použit k rýsováńı. Vyučuj́ıćı má k dispozici narýsované těleso

a znázorněné zadáńı dané úlohy. Vedle znázorněného tělesa je popsáno řešeńı úlohy s ná-

znakem výpočtu a konečný výsledek.

Mezi největš́ı výhodu patř́ı možnost krokováńı. Vyučuj́ıćı má možnost procházet mezi stu-

denty, kontrolovat jejich postup řešeńı a upozornit je na př́ıpadné chyby. T́ımto zp̊usobem

se student̊um může věnovat individuálně. Zároveň mohou být řešené úlohy zpř́ıstupněné

pro studenty pro kontrolu domáćıch praćı, jako př́ıprava na ṕısemnou práci nebo při samo-

studiu.

Vytvořené materiály lze také využ́ıt pro práci s talentovanými studenty a podpořit tak

jejich individuálńı rozvoj [7].

A.3.4 Testováńı

Testováńı zhotovených pracovńıch list̊u a jejich řešeńı proběhlo při hodině matematiky v ma-

turitńım ročńıku osmiletého gymnázia. Výuka prob́ıhala formou opakováńı. Byla vytvořena

prezentace, která obsahovala přehled definic a vět potřebných při řešeńı stereometrických

úloh. Prezentace byla rozdělena do třech hlavńıch část́ı: odchylka př́ımek a rovin, kolmost

př́ımek a rovin, vzdálenost bod̊u, př́ımek a rovin. Po každé části byly student̊um rozdány

pracovńı listy obsahuj́ıćı úlohy, na které bylo potřeba aplikovat zopakované definice a věty.

Studenti během řešeńı úloh vysvětlovali, jak by postupovali při řešeńı, př́ıpadně složitěǰśı

úlohy řešili samostatně a poté jim bylo postupně vysvětleno řešeńı v programu GeoGebra.

Na závěr byl shrnut obsah opakováńı a proběhla diskuze. Studenti zhodnotili pracovńı listy

a jejich řešeńı a uvedli klady a zápory tohoto stylu výuky.

Studenti se shodli, že pracovńı listy jim zpř́ıjemńı práci při hodinách a také bude možné

látku prob́ırat efektivněji. Promı́táńı řešeńı př́ıklad̊u může velmi pomoci vyučuj́ıćım při vý-

kladu nové látky. Někteř́ı studenti maj́ı problém s prostorovou představivost́ı, názorná ukázka

jim může pomoci lépe pochopit danou problematiku. Zároveň byly studenty uvedeny také

připomı́nky. Řešeńı př́ıklad̊u promı́tané na plátno může vést k tomu, že studenti budou
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vyčkávat, až se objev́ı řešeńı, které si pak oṕı̌śı, a nebudou mı́t snahu řešeńı vymyslet sami.

Dospělo se k závěru, že při výuce bude vhodné kombinovat v́ıce metod. Pracovńı listy lze

využ́ıvat i pro domáćı př́ıpravu, testy a procvičováńı a řešené př́ıklady mohou být zveřejněné

na výukovém serveru školy a zpř́ıstupněné pro studenty.

A.4 Závěr

K zefektivněńı výuky metrických úloh ve stereometrii byly vytvořeny pracovńı listy a řešené

př́ıklady. Celý soubor obsahuje 48 zadáńı př́ıklad̊u. Sb́ırka př́ıklad̊u je přehledně rozdělena

do podkapitol. Poskytuje velké množstv́ı úloh, které mohou být použity pro r̊uzné účely

(výklad, procvičováńı, domáćı př́ıprava, testováńı). Náhodně vybrané pracovńı listy z každé

kapitoly a jejich řešeńı byly testovány v praxi při hodině matematiky na fakultńım gymnáziu.

Do testováńı se zapojili studenti posledńıho ročńıku osmiletého gymnázia. V následuj́ıćım

obdob́ı budou úlohy dále testovány v př́ımé výuce, př́ıpadné připomı́nky budou zohledněny.

Po úpravách bude sb́ırka veřejně zpř́ıstupněna.

Vzhledem k př́ıznivému přijet́ı vytvořených materiál̊u pro výuku metrických úloh po-

kračuje v současné době tvorba materiál̊u pro úlohy polohové. Dokončeńı se předpokládá

na jaře 2015. Po následném testováńı na gymnáziu a zapracováńı připomı́nek budou i tyto

materiály zveřejněny.

A.5 Poděkováńı

Autorka děkuje za podporu projektu Otevřená věda III, vyučuj́ıćım matematiky z Gymnázia
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cs/
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B Zavedené značeńı

P , Q

p, q

↔ PQ

7→ PQ

σ

↔ PQS

↔ Qp

↔ pq

]PV Q

∈, /∈

P = Q, P 6= Q

p = q, p 6= q

ρ = σ, ρ 6= σ

‖, ∦

p ∩ q = P

body P , Q

př́ımky p, q

př́ımka PQ

polopř́ımka PQ

rovina σ

rovina PQS

rovina QP

rovina pq

konvexńı úhel PV Q

je/neńı prvkem

bod P je/neńı totožný s bodem Q

př́ımka p je/neńı totožná s q

př́ımka ρ je/neńı totožná s σ

je/neńı rovnoběžno

pr̊useč́ık P př́ımek p,q

ρ ∩ σ = p

⊥

p⊥q

p⊥ρ

ρ⊥σ

|PQ|

pr̊usečnice p př́ımek p,q

je kolmo

př́ımka p je kolmá k př́ımce q

př́ımka p je kolmá k rovině ρ

rovina ρ je kolmá k rovině σ

vzdálenost bod̊u P , Q

|Pq|

|Pρ|

|pq|

|ρσ|

|]PV Q|

|]pq|

|]pρ|

|]ρσ|

vzdálenost bodu P od př́ımky q

vzdálenost bodu P od roviny ρ

vzdálenost rovnoběž. (mimoběž.) př́ımek p, q

vzdálenost rovnoběžných rovin ρ, σ

velikost konvexńıho úhlu ]PV Q

odchylka př́ımek p, q

odchylka př́ımky p od roviny ρ

odchylka rovin ρ, σ
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