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Anotace

This thesis deals with the representation of objects in the solid geometry. The first part
contains a summary of theorems and definitions which are needed for understanding pro-
blems of mutual position of lines and planes, cut of objects with a plane and intersection
of the object with a line. The second part contains a collection of worksheets for students. It
has been created a solution for each worksheet. This solution can be used in printed version
or in electronic version which is created in the software GeoGebra 5. This thesis can be used

in tuition or self-studying.

Préace se zabyva problematikou polohovych tloh ve stereometrii. Prvni teoreticka ¢ast ob-
sahuje prehled definic a vét potiebnych k pochopeni problematiky vzajemné polohy piimek
a rovin, fezu téles rovinou a pruniky piimky s télesem. Druhou ¢ést tvoii soubor pracovnich
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i pro samostudium.
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1 Uvod

Diplomové préace volné navazuje na bakalafskou praci Metrické ilohy ve stereometrii [1],
ktera vznikla jako pozadavek pro podporu vyuky na fakultnim gymnéziu v Jirovcoveé ulici
v Ceskych Budéjovicich. Tyto tlohy byly jiz otestovany na fakultnim gymndaziu a mezi st¥edo-
Skolskymi uciteli z ostatnich gymnézii a stfednich skol vyvolaly zajem o jejich pouzivani.
7 tohoto duvodu zacala vznikat dalsi ¢ast zabyvajici se problematikou polohovych tloh
ve stereometrii. Stereometrie je oblast matematiky, ktera je ¢asové obtizna a také proble-
matickd z hlediska prostorové predstavivosti. Studenti museji neustale prekreslovat télesa
do sesitu a timto zpusobem také dochdazi ke ztraté casu pii vyuce, ktery by se dal vyuzit

pro procviceni vétstho mnozstvi tiloh a pripadné rozsiteni vyuky i o slozitéjsi ulohy.

Cela prace je koncipovana jako prehled vét a postupu, které jsou za potiebi pfi reseni polo-
listy se nachazeji vzdy za danou kapitolou a jsou urceny studentum k procvicovani probirané
latky, pripadné mohou byt pouzity pro domaéci piipravu. Nasleduje podrobné feSeni pra-
covniho listu, ktery muze poslouzit vyucujicim v piipadé, ze neni k dispozici technologie
k promitani feseni v software Geogebra 5. Posledni krok spoc¢iva ve vytvoreni feseni pra-
covnich listit v software GeoGebra 5. Resen{ tiloh nabizi vyucujicimu efektivni a nézornou
pomucku pro zlepseni prostorové predstavivosti studentu. Studenti pii procvicovani mohou
pracovat svym tempem a vyucujici muze lépe kontrolovat jejich praci a upozornovat na ne-

dostatky.

Pracovni listy a jejich feseni nemohou zadnym zpusobem plné nahradit vyklad uéitele, proto
jsou vhodné jako doplinkova aktivita pti procvicovani a piipadné testovani znalosti. Pracovni

listy mohou byt ptistupné pro studenty na skolnich webovych strankéch.



2 Stereometrie - komplikovana oblast matematiky

Planimetrie (geometrie v roviné) a stereometrie (geometrie v prostoru) patii k oblastem
sttedoskolské matematiky, které nejsou az na vyjimky mezi studenty prilis oblibené. Tato
prace se zabyva problematikou stereometrie konkrétné jeji podkapitolou polohové tlohy.
Dalsim vyucovanym blokem jsou kromé téles i metrické 1lohy. Problematika metrickych

tloh byla zpracovana jiz v bakalarské préci [1] predchézejici této diplomové préci.

V dnesni dobé je k dispozici velké mnozstvi starsich, ale také iplné novych ucebnic. Nové
ucebnice se snazi poutavym a prehlednym zpusobem pftiblizit problematiku stereometrie
a nabizeji i mnozstvi piikladi k procvicovani. Vétsina z nich je barevné zpracovana. Ba-
revnost a poutavost muze studenty vice zaujmout, nez starsi ucebnice plné textu, definic
a prikladi. Vznikaji také elektronické ucebnice. Jejich piinosem je interaktivita. Strucny

prehled stiedoskolskych ucebnic stereometrie je uveden v kapitole 3.2.

Dalsim zdrojem studijnich materialu je internet. Zde je vsak riziko Spatnych reSeni ¢i zavade-
jicich informaci. Lze nalézt ale i kvalitni material, jako napiiklad na strankach realisticky.cz. [2]
V dnesni dobé digitalizace jsou dostupné na webovych strankach fakult ¢i univerzitnich
knihoven i ruzné absolventské prace, které se zabyvaji problematikou polohovych tloh ve ste-
reometrii. Vétsina z nich predklada uciteli a studenttim pirehled teorie pottebné k pochopeni
uciva a déle nékolik resenych piikladu. K feseni je vyuzivan predevsim software Cabri geome-
trie. Nevyhodou tohoto softwaru je predev§im nutnost zakoupenf licence [3], ¢imzZ je omezen

pristup studentu, ale také vyucujicich k tomu software.

Na zakladé predchoziho zjisténi a také na pozadavek vyucujicich z fakultniho Gymnazia
v Jirovcové ulici v Ceskych Budéjovicich vznikl soubor tloh fesenych v software GeoGebra 4
a velké mnozstvi tloh na procviceni problematiky metrickych tloh. Navazujici diplomova
prace spolu s bakalarskou praci vytvari uceleny komplet pracovnich listi pro studenty a jejich

feseni v software GeoGebra 5. [9]

Pracovni listy pro studenty bude mozné vyuzit pfi vykladu, procvicovani a prubézném
i zavérecném testovani probirané latky. ResSeni jsou vhodna pro ucitele, ktefi je mohou

vyuzivat pri vykladu jako nazorné teseni uloh nebo pfi procvicovani béhem hodiny. Reseni



pracovnich listi muze byt také poskytnuto studentum napi. pti samostudiu. Vyucujici ma
moznost v programu GeoGebra krokovat feseni a béhem promitani feseni kontrolovat praci

studentu. Soucésti prace je teoreticka céast, ktera obsahuje prehled definic a vét.

3 Analyza ucebnic, absolventskych praci a WEB

3.1 Analyza absolventskych praci

Nejdrive probéhla analyza absolventskych praci zabyvajicich se problematikou stereometrie.
Ve sbirce Akademické knihovny Jihoceské univerzity v Ceskych Budéjovicich bylo zjisténo,
ze Cast praci se zaméruje pouze na vSeobecny prehled definic a vét. Lze nalézt i nékteré
feSené priklady. Vétsina feseni je provadéna v softwaru, ktery je méné dostupny studentim
i vyucujicim (naptiklad Cabri geometrie). Dalsi analyza probihala na absolventskych pracich
zvefejnénych na internetovych strankach dalsich vysokych skol. Absolventskych praci s pro-
blematikou stereometrie lze nalézt velké mnozstvi. Nepodarila se vSak dosud najit zadna
préace, ktera by obsahovala vétsi mnozstvi prikladu s interaktivnim fesenim pracovnich listu

pro studenty a byla by vhodna k pouziti ve vyuce na vsech typech stfednich skol.

3.2 Analyza soucasnych ucebnic

Nejcastéji se pouzivaji k vyuce stereometrie ucebnice Matematika pro gymnazia - stereomet-
rie [4] z nakladatelstvi Prometheus a Matematika pro stfedni odborné skoly a studijni obory
strednich odbornych uéilist [5] z téhoz nakladatelstvi. Zatim se v nakladatelstvi Prometheus
piipravuje ucebnice Matematika pro SS - stereometrie a v tomto nakladatelstvi jiz vysla
ucebnice Geometrie v roviné a prostoru pro SS. U konkurenéniho nakladatelstvi Didaktis
byla jiz vyddna nové fada ucebnice Matematika pro SS - stereometrie - 6. dil obsahujici
ucebnici, pracovni sesit a piirucku pro ucitele [6]. Tato uéebnice byla prezentovana i na kon-
ferenci v Srni [7]. Neni vsak ptilis vhodnd k vyuce na gymnéziu, na coz upozornili i sami
autori. Pro vyucujici, ktefi maji radéji online ucebnice, se nabizi fada uc¢ebnic Flexibooks
od nakladatelstvi Fraus. Zatim byla zpiistupnéna ucebnice Stereometrie I. Pravdépodobné
se predpoklada i jeji pokracovani, jako je tomu u Planimetrie. U¢ebnice se daji zakoupit

za priznivou cenu a nebo pouze vypujcit na 31 dni.



3.3 Analyza webovych stranek

Na webovych strankéch je pristupné velké mnozstvi vytresenych prikladu. Ne ve vsech ptipa-
dech je vsak feSeni spravné, nékdy je vysvétleni problematiky velmi zjednodusené. Existuji
ale i velmi zdarilé stranky, které problematiku vysvétluji velmi prehledné a mohou poslouzit

zékum jako vyukovy ¢i dopliikovy materidl. Napiiklad webové stranky realisticky.cz. [2]

4 Pracovni listy a jejich reseni

4.1 Pracovni listy

Pracovni listy pro studenty obsahuji 30 zadani iloh, které s mnozstvim podiuloh tvoii sbirku
o 84 ulohach. Zadani piikladi jsou prevzata z uc¢ebnice pro gymnézia - Stereometrie z nakla-
datelstvi Prometheus [4], Matematika pro stfedni skoly a ucilisté a studijni obory stiednich
odbornych ucilist [5] a ze sbirky pifkladu Matematika - priprava k maturité a k pfijimacim
zkouskdm na vysoké skoly [8]. Vyucujici muze pracovni listy studenttum rozdat pti vyucovani
nebo zptistupnit na webovych strankach skoly, odkud si je studenti budou moci vytisknout.
Jednotlivé pracovni listy jsou umistény pro vétsi prehlednost za teoretickou casti zabyvajici
se danou problematikou. Kazdy pracovni list obsahuje zadéni piikladi a obrézek télesa
ve volném rovnobézném promitani, do kterého si studenti zakresluji sva feseni. V nékterych
prikladech neni téleso z duvodu vétsi prehlednosti zndzornéno v klasickém pohledu ve volném

rovnobézném promitani.

4.2 Reseni pracovnich listt

K jednotlivym pracovnim listim jsou vytvofena feseni. Reseni jsou umisténa za pracovnim

listem pro studenty. Vyucujici ma dvé moznosti vyuziti fesenych ptikladu.

Prvni moznosti je vytisténi feseni, kde je znazornén konecny vysledek. Zaroven je k diplo-
mové praci pripojen soubor s piiklady v programu GeoGebra. Pracovni list ma svou slozku
s danymi priklady. Nékteré trivialni priklady nejsou v tomto souboru obsazeny a jsou pouze

vyfesené v tisténé forme.

Druhou moznosti vyuziti feSenych ptikladu je pfimo interaktivni PDF s odkazy na feSeni.



Soucasti prikladu vyreseného v programu GeoGebra je interaktivni odkaz, ktery otevie reseni
piimo v programu GeoGebra. Nutnosti je nainstalovani tohoto softwaru do pocitace. Postup

instalace je popsan v kapitole 5.

V pripadé potieby je feseni mozné krokovat. Krokovani lze nastavit jako automatické nebo je
ovladéano vyucujicim. Studenti fesi tilohy v pracovnich listech a vyucujici je mtze upozornit
studenty na dalsi krok feseni. Pii automatickém krokovani muze vyucujici prochazet tiidou
a kontrolovat praci studentu a upozornovat je na chyby. Velkou vyhodou je také moznost
nataceni téles z vice pohledu. Néktera feseni opét nejsou z duvodu nézornosti ve volném

rovnobézném promitani zobrazena v klasickém pohledu.



5 GeoGebra 4 vs. GeoGebra 5

Porovnani obou verzi programu bylo zaméieno na problematickou oblast ve vyuce matema-
tiky - stereometrii. Pro vyuku polohovych i metrickych tloh je program Geogebra vhodny
z divodu moznosti krokovani postupu feseni a také znazornéni téles a jejich natéceni. Zvo-
leny software je vhodny jako doplnék vyuky, ktery muze zlepsit prostorou predstavivost zaku.
Zaroven je vSak vhodné, aby vyuka pomoci software Geogebra byla doplnéna vykladem
ucitele s pomoci klasické tabule. Zapojeni informacnich technologii do vyuky muze byt

piinosem pro rozvoj dovednosti zakl, nemélo by ale zaplnovat celou vyuku.

Pro tvorbu feseni byl zvolen software GeoGebra 5. Oproti ptedchozi verzi GeoGebra 4 nabizi

mnohem vice moznosti. V nésleduji tabulce lze nalézt porovnani téchto 2 verzi.

Geogebra 4 Geogebra 5
dostupnost zdarma zdarma
instalace na PC ano ano
instalace na tablet ne ano
instalace na chytry telefon | ne ano, ve vyvoji

velikosti pisma

3 velikosti

8 velikosti

tvorba téles ne ano

3D nahled ne ano

krokovani rucni, automatické rucni, automatické
export do .png ano ano, ale pouze 2D
otaceni télesa ne ano

vytvoreni bodu v prostoru | ne ne




5.1 Instalace

Instala¢ni soubory programu GeoGebra jsou umistény na webové strance www.geogebra.org.

Po zadani zadani této webové stranky do prohlizece se zobrazi nasledujici stranka:

G eQG e b ra Materialy Ke stazeni Komunita Napovada

dfy iy

Prohlizet materialy Zacnéte tvorit Stanout hned

GEOGEBRA

Obrazek 1: Uvodni strana

Pro instalaci do pocitace ¢i tabletu vybereme Stahnout hned. Nacte se nasleduji webova
stranka, kde si jiz vybereme instalaci pro pozadovanou platformu. Dojde ke stazeni in-

stalacniho souboru a instalace probiha v zavislosti na operacnim systému.

& g

JL

GeoGebra pro tablety GeoGebra pro PC GeoGebra pro telefony

Jiz brzy!
ownload from

@ Chrome App

e D
E Windows Store

£ Download on the
® A pp Store

Windows

ANDROID APP ON

P> Google play Mac OS X

Linux

> <X o 9O

Obréazek 2: Instalace

Po nainstalovani do pocitace otevieme program GeoGebra. Pro praci v 3D néhledu za-
pneme v karté Zobrazit— Graficky nahled 3D. Naviga¢ni panel nejde bohuzel zobrazit

v ndhledu 3D, ale pouze v nakresné. Pro zapnuti navigacniho panelu v karté Zobrazit za-



pneme Nakresna (pokud neni jiz zobrazend). Kdekoli v ndkresné klikneme na pravé tlacitko
mysi a vybereme moznost Navigacni panel.

Pracovat je mozné v prohlize¢i bez nutnosti instalace a soubory GeoGebra lze otevtit i z poci-
tace. Na uvodni strance [9] pro préci v prohlize¢i vybereme moznost Zaénéte tvorit. Objevi

se nasledujici stranka s vybérem moznosti:

[ Q, Hledat GeoGebra materialy

Vytvorte viastni

L J AB
o 1
L] 2

Algebra Geometrie Tabulka

X= O PN

CAS 3D Grafika Pravdépodobnost

Obrazek 3: Prace v prohlizeci

Po vybéru jedné z moznosti se otevie stranka, které se vzhledové podoba softwaru GeoGebra

instalovanému do pocitace.

NIEE I NICHEIPANNEEEIES Q

¢ [IEE I

Tl

5

Obrazek 4: Prace v prohlizeci



6 Polohové tilohy

6.1 Zakladni pojmy

Pro zacatek si zopakujeme zakladni pojmy planimetrie, s nimiz se pracuje v oblasti stereo-
metrie. Zékladnimi geometrickymi pojmy jsou bod, piimka a rovina.

Body zna¢ime velkymi pismeny latinské abecedy, pifimky malymi pismeny latinské abecedy
a roviny malymi pismeny fecké abecedy. Na kazdé pfimce a roviné lezi nekonecny pocet
bodu. Libovolna mnozina bodu z prostoru se nazyva geometricky tutvar v prostoru nebo
také prostorovy geometricky dtvar. Je - i A € p, tikdme, ze bod A lezi v roviné p, nebo téz
rovina p prochazi bodem A. Je - li p C p, fikdme, ze primka p lezi v roviné p nebo téz, ze
rovina p prochazi ptimkou p.

V této kapitole si uvedeme zékladni vlastnosti mezi body, piimkami a rovinami. [10, s.508]

Véta 6.1 Dvéma riznymi body A, B prochdzi prdvé jedna piimka p. Rikdme, Ze primka p

je urcena body A, B, a piseme p =<+ AB nebo p =< BA.
Véta 6.2 LezZi - li dva rizné body A, B v roviné p, leZi i primka jimi uréend v roviné p.

Veéta 6.3 Danou primkou p a danym bodem X leZicim mimo ni prochdzi pravé jedna rovina

p. Zapisujeme p =< pX.

Véta 6.4 Tremi danymi body A, B, C, které neleZi v primce, prochdzi pravé jedna rovina p.

Zapisujeme p =< ABC.

Veéta 6.5 Dvéma ruznymi primkami p, q, které maji spolecny bod, prochdzi prdavé jedna ro-

vina p. Zapisujeme p =< pq.

Véta 6.6 Prochdzeji - li dvé ruzné roviny p,o tymz bodem A, obsahuji prdavé jednu primku

p, kterd prochdzi bodem A. Mimo tuto primku p nemaji uz Zidni spolecny bod.

Libovolna rovina p rozdéluje prostor na dvé ¢asti zvané poloprostory (navzdjem opacné),
pricemz spole¢na rovina p je jejich hrani¢ni rovina. Body poloprostoru, které nelezi v jeho
hrani¢ni roviné, se nazyvaji vnitini body poloprostoru a mnozinu vsech téchto bodu tvoii
vnitfek poloprostoru. Poloprostor s hrani¢ni rovinou p a vnitinim bodem M se znac¢i — pM.

[11, 5.279]



6.1.1 Pracovni list ¢. 1
Priklad 1 Je dana krychle ABCDEFGH.

H G

a) Kolik ruznych piimek je urceno vrcholy A, C, E, F, H?

b) Kolik ruznych piimek je urceno vSemi vrcholy krychle?

¢) Kolik z nich prochazi bodem B?
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Piiklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH. Zjistéte, zda v roviné BC'E lezi:

H G

a) body H, F

b) piimky CH, AC.

Priklad 3 Kolika primkami lze spojit Sest ruznych bodu v prostoru, z nichz zadné tii nelezi

v téze primce? Kolik téchto piimek prochéazi kazdym z téchto bodu?

Priklad 4 Vysvétlete, proc¢ stativ k fotoaparatu ma jen 3 nohy.

11



6.1.2 Reseni pracovniho listu &. 1

Priklad 1 Je dana krychle ABCDEFGH.
a) Kolik ruznych piimek je urceno vrcholy A, C, E, F, H?
b) Kolik ruznych piimek je urceno vsemi vrcholy krychle?
¢) Kolik z nich prochézi bodem B?

Resent:

a) Z vrcholu A: AC,AE, AF, AH, z vrcholu C: CE,CF,CH, z vrcholu E: EF, EH, 7 vr-
cholu F: FFH. Pocet ruznych piimek je 10.

b) Mame 8 vrcholu A, B,C, D, E, F, G, H. Pocet ruznych piimek uréenych vrcholy krychle

je 28, viz nasledujici tabulka.

Vrchol | ruzné primky shodné primky

A AB,AC,AD,AE, AF, AG, AH

B BC,BD,BE,BF,BG,BH AB

C CD,CE,CF,CG,CH AC, BC

D DE,DF,DG,DH AD,BD,CD

E EF,EG,EH AE,BE,CE,DFE

F FG,FH AF,BF,CF,DF, EF,GF

G GH AG, BG,CG, DG, EG, FG

H AH,BH,CH,DH,FH,FH,GH

7, kazdého vrcholu lze vést 7 primek, vrcholu krychle je 8. Takto ziskame 7 - 8 = 56
piimek. Kazda primka je vSak zapoctena 2x, proto 56 vydélime dvéma. Piimek je tedy

28.

¢) Z bodu B vychdzi 7 ruznych piimek.

12



Piiklad 2 Je déna krychle ABCDFEFGH. Zjistéte, zda v roviné BC'E lezi:
a) body H, F
b) piimky CH, AC.

Resent:

a) Bod H lezi, bod F' nelezi.

Reseni GeoGebra

b) Piimka C'H lezi, AC nelezi.

Reseni GeoGebra
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Piiklad 3 Kolika piimkami lze spojit Sest ruznych bodu v prostoru, z nichz zadné tii nelezi

v téze primce? Kolik téchto piimek prochéazi kazdym z téchto bodu?
Resend:
Primka je urcena dvéma body. Ze Sesti pfimek lze vytvorit (g) = 30 dvojic. Kazda je vsak

zapocCtena 2x, proto vysledny pocet pfimek je 15. Z jednoho bodu lze vést k zbyvajicim

bodum 5 ruznych piimek.

Priklad 4 Vysvétlete, proc¢ stativ k fotoaparatu ma jen 3 nohy.

Reseni:

TTi nohy stativu jsou jako 3 body. Tti body vytvari rovinu.

14



6.2 Vzajemna poloha dvou primek

Poloha dvou riznych p¥imek

pfimky p, q
| |
leZi v jedné rovine nelezi v jedné roviné
| | | nemaji zadny spolecny bod
i $adny &NV jsou mimobézk
maji spole¢ny pravé jeden bod S nemaji Ze"dn}" spolecny bod P. qu um 2y
p,q jsou riiznobézky nebo splyvaji : [
P, g jsou rovnobézky d
q 1
P p
fccomom=| Fommmm
q

Obrézek 5: Poloha dvou piimek v prostoru

e Piimky p, ¢ jsou ruznobézné. Jejich prunikem je pravé jeden bod S, ktery nazyvame

prusecik. Znaéime p fga S € pNyq.
e Primky p, ¢ jsou rovnobézné. Znaéime p || q.
a) rovnobézné ruzné: p a ¢ lezi v jedné roviné o, pNg = {}
b) totozné: p a ¢ lezi v jedné roviné o, pNg=p=gq

2’ > 7

e Piimky p, g jsou mimobézné. Kazda z primek lezi v jiné roviné a nemaji zadny prusecik.

Znacime pNq = {}

Poznamka 6.1 Zapis p }f q pro primky p,q v prostoru vyjadiuje, Ze primky p,q nejsou

rovnobézné, tj. jsou ruznobézné, anebo mimobéziné.

Poznamka 6.2 KazZdou primku m, kterd protind dvé primky p,q ve dvou rizngch bodech

U,V , nazgvime prickou primek p,q. [11, s.280]

15



6.2.1 Pracovni list ¢. 2

Piiklad 1 Je ddna krychle ABOCDEFGH. Uved'te viechny piimky, které prochdzeji bodem

E a dalsim vrcholem krychle a jsou s piimkou BC'"

a) rovnobézné b) ruznobézné

H G H G

I I

1 )
B : £ E I F

! ;

1 1

I I

1 I

i |

1 I

|D ID

J - — J SNmE— —
A B A B

¢) mimobézné

e
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Piiklad 2 Je dén pravidelny Sestiboky hranol s podstavami ABCDEF a AB'C'D'E'F'.
Urcete aspon tii dvojice mimobéznych piimek prochazejicich jeho vrcholy a pomoci vrcholu

hranolu jejich pricky.

E D

. I I
f | B

: .
A 1 B 1
Il 1
1 1
1 1
: :
I 1
I [
1 1
1 1
I I
I I

I 'D

B Rttt ¢

/’/ b

- A

g C
Fa- »
A B

Piiklad 3 Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vzijemnou polohu piimek:

a) AK, DL, kde bod K je stfedem piimky GH, bod L je stfedem piimky AB
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b) AK, LM, kde bod K je stredem piimky C'H, bod L je sttedem piimky AE a bod M
je stredem piimky GH

H
L] M G
1
1
T F
1
1
1
1
1
H k.
: .
L® :
1
1
1
1
1
1
D
A C
P -
| N E

¢) BK, AL, kde bod K je stiedem piimky C'G, bod L je sttedem piimky CH

—®

L 18
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d) EC, AL, kde bod L je stfedem piimky GH.

Piiklad 4 Je dana krychle ABCDEFGH, body X, Y, Z jsou po fadé stiedy hran F B, F'E,

FG. Urcete vzajemnou polohu primek:

a) XY, EZ
I
' z
I
I
E oY F
e
I
|
I
I
I
|
:
\ X
1 [ )
D c
/D ————————————————————— D
A B
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b) YZ,EH

C

F
X
[ ]

>

L T EEEEEEE )

¢) XZ,AH
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6.2.2 Reseni pracovniho listu &. 2

Piiklad 1 Je déna krychle ABCDEFGH. Uvedte viechny piimky, které prochdzeji bodem

E a dalsim vrcholem krychle a jsou s piimkou BC'"
a) rovnobézné
b) ruznobézné
¢) mimobézné

Reseni:

Reseni GeoGebra

Reseni GeoGebra

21



¢) AE,EG,EF,ED

H

Reseni GeoGebra

Piiklad 2 Je dén pravidelny Sestiboky hranol s podstavami ABCDEF a AB'C'D'E'F’.
Urcete aspon tii dvojice mimobéznych piimek prochézejicich jeho vrcholy a pomoci vrcholu

hranolu jejich pricky.
Resent:

Napi: Mimobézky AB,CC’, jejich piicka BC; mimobézky FE, AA', jejich pifcka AF; mi-
mobézky B'C’, DD’ jejich piicka C'D'.
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Piiklad 3 Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vzdjemnou polohu piimek:
a) AK, DL, kde bod K je sttedem piimky GH, bod L je stredem piimky AB

b) AK, LM, kde bod K je stredem piimky C'H, bod L je sttedem piimky AE a bod M
je sttedem piimky GH

¢) BK, AL, kde bod K je stiedem pifmky C'G, bod L je stredem piimky C H
d) EC, AL, kde bod L je stredem pifmky GH.
Resent:

a) Piimky AK a DL jsou mimobézné.

Reseni GeoGebra

b) Piimky AK a LM jsou rovnobézné.

Reseni GeoGebra

23



¢) Piimky BK a AL jsou ruznobézné.

Reseni GeoGebra

d) Piimky FC a AL jsou mimobézné.

Reseni GeoGebra
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Piiklad 4 Je déna krychle ABCDEFGH, body X,Y, Z jsou po tfadé sttedy hran F'B, FE,

FG. Urcete vzajemnou polohu piimek:
a) XY, EZ
b) YZ EH
c) XZ AH.

Resend

a) mimobézné

Reseni GeoGebra

b) ruznobézné

j o0
=
N T
]
l'o

b=

--------

Reseni GeoGebra
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¢) rovnobézné

Reseni GeoGebra

26



6.3 Vzajemna poloha primky a roviny

Poloha pfimky a roviny

pfimka p, rovina 1

|
] |

maji spoleény pravé jeden bod R nemaiji zadny spole¢ny bod
p, TT jsou rtiznobézné nebo kazdy bod pfimky je bodem roviny

p je rovnobézna s

Obrazek 6: Poloha primky a roviny v prostoru

e Piimka p a rovina 7 jsou rovnobézné. Znacéime p || 7.

a) pirimka lez{ v roviné: piimka p € 7, pN7w =p

b) primka nelezi v roviné: piimka p ¢ ©, pN 7 = {}

e Piimka p a rovina m jsou ruznobézné. Jejich prunikem je pravé jeden bod R, ktery

nazyvame prusecik. Znac¢ime p Jf m a R € pN . [10, 8.507]
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6.3.1 Pracovni list ¢. 3

Priklad 1 Je déna krychle ABCDFEFGH. Uréete vsechny ptimky, které prochazeji bodem

H a nékterym dalsim vrcholem krychle a s rovinou ABC' jsou:
a) rovnobézné

H G

H G
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Priklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vsechny roviny, které prochézeji bodem

H a dalsimi dvéma vrcholy krychle a jsou s primkou BC"
a) rovnobézné

H G

H G
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Piiklad 3 Je dana krychle ABCDEFGH. Body K, L, M, N jsou po fadé stredy stén
ABCD,BCFG, EFGH, ADHE. Urcete, jaka je vzajemnd poloha

a) piimky KL a roviny CDH

b) pfimky LN a roviny ABG

30



ky LM a roviny BCE

piim

c)

ky KN a roviny EFG.

piim

d)

31



Piiklad 4 Je dédna krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzédjemné poloze ptimky a roviny:

a) EC a ABH
H G
:
E l F
|
|
|
|
l
|
'D
/b _________
‘/
A
b) FH a BDH
H G
:
E l F
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¢) BG a ABH

d) AG a BHS kde S je stiedem AB.
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6.3.2 Reseni pracovniho listu &. 3

Priklad 1 Je déna krychle ABCDEFGH. Urcete vsechny piimky, které prochazeji bodem

H a nékterym dalsim vrcholem krychle a s rovinou ABC' jsou:
a) rovnobézné
b) ruznobézné.

Resent:

a) EH,FH GH

Reseni GeoGebra

Reseni GeoGebra

Poznamka: Pokud se¢teme pocet ruznobéznych piimek a rovnobéznych, které vychazeji
z jednoho daného bodu, ziskdme celkem 7 ruznych piimek vychazejicich z bodu do

dalsich bodu krychle. Viz. Resenf pracovniho listu ¢. 1.
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Priklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vSechny roviny, které prochazeji bodem

H a dalsimi dvéma vrcholy krychle a jsou s ptimkou BC"
a) rovnobézné
b) ruznobézné.

Resent:

a) ADH, EFH, BCH

Reseni GeoGebra

b) CDH,ACH,BDH,ABH, AFH,CFH

Reseni GeoGebra
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Piiklad 3 Je dana krychle ABCDEFGH. Body K, L, M, N jsou po fadé stiedy stén
ABCD,BCFG, EFGH, ADHE. Urcete, jaka je vzajemnd poloha

a) piimky KL a roviny CDH

b) pfimky LN a roviny ABG

¢) piimky LM a roviny BCE

d) pfimky KN a roviny EFG.
Resent:

a) Piimka KL a rovina CDH je rovnobézna.

Reseni GeoGebra

b) Piimka LN lezi v roviné ABG.

Reseni GeoGebra
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¢) Piimka LM a rovina BC'E jsou rovnobézné.

Reseni GeoGebra

d) Piimka KN a rovina FFG jsou ruznobézné.

[
; y
'
'
1
h '
. '
N v
&}
.
Y .L
.
b
e
104
,.'."‘\.'----...___‘_ L
- WK -
o ¢
" ]

Reseni GeoGebra
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Priklad 4 Je déana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzajemné poloze primky a roviny
a) EC a ABH
b) FH a BDH
c) BG a ABH
d) AG a BHS kde S je stiedem AB.
Resend:

a) Piimka EC je ruznobéznd s ABH.

Reseni GeoGebra

b) Piimka FH lezi v rovine BDH.

\
*

1
I
I

1

1
L9l

Reseni GeoGebra
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¢) Piimka BG lezi v roviné ABH.

Reseni GeoGebra

d) Piimka AG je ruznobézné s rovinou BHS.

Reseni GeoGebra
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6.4 Vzajemna poloha dvou rovin

Poloha dvou rovin

rovina 1T, rovina p

maji spole¢nou pravé jednu nemaji Zadny spole¢ny bod
piimku p, tzv. priseénice rovin b nebo maji vSechny body spoletne

Obréazek 7: Poloha dvou rovin

e Rovina p a rovina 7 jsou rovnobézné. Znacime o || .

a) totozné: rovina pNT=p =7

b) rovnobézné ruzné: rovina p N7 = {}

e Rovina p a rovina 7 jsou ruznobézné. Jejich prunikem je primka p, kterou nazyvame

prusecnici. Znacime o ff m a p € pN 7. [10, s.508]
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6.4.1 Pracovni list ¢. 4
Priiklad 1 Urcete jaka je vzdjemna poloha dvou rovin, jestlize maji spolecné:

a) dva ruzné body

b) tfi ruzné body nelezici v piimce

¢) dvé rovnobézky.

Priklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vSechny roviny, které prochézeji bodem

H a dalsimi dvéma vrcholy krychle a jsou s rovinou ABC
a) rovnobézné

H G
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b) ruaznobézné.

H
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6.4.2 Reseni pracovniho listu &. 4

Priklad 1 Urcete jaka je vzdjemna poloha dvou rovin, jestlize maji spolecné:
a) dva ruzné body
b) tii ruzné body nelezici v piimce
¢) dvé rovnobézky.

Resent:

a) Roviny jsou ruznobézné nebo totozné.

Reseni GeoGebra

b) Roviny jsou totozné.

¢) Roviny jsou totozné.
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Priklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vSechny roviny, které prochazeji bodem

H a dalsimi dvéma vrcholy krychle a jsou s rovinou ABC
a) rovnobézné
b) ruznobézné.

Resent:

a) EFH

m
juny
-
o

Reseni GeoGebra

b) ADH,BDH,CDH,ACH,BCH, ABH, HAF, HC'F. Néktera feSeni jsou zndzornéna

v nasledujicim obrazku:

H

Reseni GeoGebra
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6.5 Rovnobéznost primek a rovin

Veéta 6.1 Danym bodem P prochadzi pravé jedna rovina o rovnobézna s danou rovinou p.
Véta 6.2 Pro kazdé tri primky p,q,r a kaZdé tri roviny o, 0,7 plati:

a) Je-lip| qaql|r, pakje také p || r

b) Je-lip| qapl o, pak je také q || o

c) Je-liol|loao| T, pak je také o || T
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d) Je-liol|oap| o, pak je také p || o

Véta 6.3 Je - li primka p rovnobéind s nékterou primkou q roviny o, pak je rovnobézind

S TOVINOU Q.

L —

Véta 6.4 Obsahuge - li rovina o dvé ruznobézky p,q, z nichZ kazdd je rovnobéznd s rovinou

o, pak roviny 0,0 jsou rovnobézné.

—
—

Py
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Véta 6.5 a) Necht dand primka p je rovnobéind s danou rovinou o . Potom kaZdd rovina,
kterd prochdzi primkou p a je riznobéind s rovinou o, protindg tuto rovinu v primce q

rovnobézné s primkou p.

b) Necht primka p je rovnobéind s kaZdou ze dvou riznobéinich rovin o,o. Potom je

primka p rovnobéind s prusecnici q rovin o,0. [10, s.508]
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6.5.1 Pracovni list ¢. 5

Priklad 1 Je dén pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV, bod M je stfedem hrany BV.

Dokazte, ze ptimka DV je rovnobézna s rovinou AC'M.

Piiklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH, body K, L, M, N jsou po tadé stiedy hran E'F,
BF, FG, DH. Dokazte rovnobéznost rovin:

a) KLM,BEG
H G
! M
E 'K F
—©
Ne
/,Q _________
c'/
A
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b) KLM,ACH

¢) ACN,ELG.
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Piiklad 3 Bod M je stiedem hrany BF krychle ABCDEFGH. Ved'te bodem M rovinu

rovnobéznou s rovinou:

a) ADH
H G
E i F
S
o
A
b) ABC
H G
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c) ACH.
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6.5.2 Reseni pracovniho listu &. 5

Priklad 1 Je dan pravidelny ctytboky jehlan ABC'DV, bod M je sttedem hrany BV.

Dokazte, ze pitimka DV je rovnobézna s rovinou AC'M.
Resent:

Podle véty 6.3 je piimka DV s rovinou rovnobéznd, pokud existuje ptimka, ktera lezi v dané
roviné AC'M a je s ptimkou DV rovnobézna. V roviné AC'M lezi piimka M S, kde bod S je
sttedem podstavy ABCD. Piimka DV || M S. Body D,V, M, S tvoii hrany lichobézniku.

Reseni GeoGebra
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Piiklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH, body K, L, M, N jsou po fadé stfedy hran EF
BF, FG, DH. Dokazte rovnobéznost rovin:

a) KLM,BEG

b) KLM,ACH

c) ACN,ELG.
Reseni:

a) Reseni vychazi z véty 6.4. Dvé roviny K LM, BEG jsou rovnobézné, pokud napi. K LM
obsahuje dvé ruznobézné piimky, které jsou rovnobézné s rovinou BEG. KL }f KM

a zaroven KL | BE a KM || EG. Roviny KLM a BEG jsou rovnobézné.

Reseni GeoGebra
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b) Reseni vychazi z véty 6.4. Dvé roviny K LM, ACH jsou rovnobézné, pokud napt. K LM
obsahuje dvé ruznobézné piimky, které jsou rovnobézné s rovinou ACH. KL }y AC

a zaroven KL | CH a KM || AC. Roviny KLM a ACH jsou rovnobézné.

Reseni GeoGebra

¢) Reseni vychézi z véty 6.4. Dvé roviny ACN, ELG jsou rovnobézné, pokud napt. ACN
obsahuje dvé ruznobézné pifmky, které jsou rovnobézné s rovinou ELG. KL || KM,

AC | AN a zéroven AC || EG a LG || AN. Roviny ACN a ELG jsou rovnobézné.

Reseni GeoGebra
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Piiklad 3 Bod M je stiedem hrany BFE krychle ABCDEFGH. Vedte bodem M rovinu

rovnobéznou s rovinou:
a) ADH
b) ABC
c) ACH.

Reseni:

a) Hledanou rovinou je BCG.

S

H
E
-
D
L“"—h
A -‘"--__C
/

b) Hledanou rovinou je rovina S;M S5, kde body S je stfedem hrany AE, bod Ss je

Reseni GeoGebra

sttedem hrany C'G.

H

Sl

T
82
1

[

I3 |

It
=]

Reseni GeoGebra
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c¢) Hledanou rovinou je rovina S1MSs, kde bod S; je stfedem hrany EF a bod S; je

sttedem hrany F'G.

Reseni GeoGebra
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6.6 Vzajemna poloha tfi rovin

e Kazdé dvé roviny jsou rovnobézné. Jedna se o svazek rovin 2. druhu.

Obrazek 8: TTi rovnobézné roviny

e Dvé z danych rovin jsou rovnobézné, treti je s nimi ruznobézna a protina je v rov-

nobéznych prusecnicich.

N

Obrazek 9: Dvé roviny rovnobézné, tieti s nimi ruznobézna
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e Kazdé dveé z danych rovin jsou ruznobézné a vSechny tfi pruseénice jsou rovnobézné

ruzné. Jednd se o trs rovin 2. druhu.

Obrazek 10: T¥i ruznobézné roviny, tii rovnobézné prusecnice

e Kazdé dvé z danych rovin jsou riznobézné a vsechny se protinaji v jedné piimce. Jedna

se o svazek rovin 1. druhu.

Obrazek 11: TFi ruznobézné roviny, jedna prusecnice



Obrazek 12: Tti ruznobézné roviny, jeden spoleé¢ny bod

e Kazdé dvé z danych rovin jsou ruznobézné a prochézeji jedinym spolecnym bodem.

Jednd se o trs rovin 1. druhu. [10, s.508]
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6.6.1 Pracovni list ¢. 6

Priklad 1 Body A, B,C, D jsou vrcholy ¢tyisténu, body K, L, M jsou po fadé stiedy hran

AD,BD,CD. Zjistéte vzajemnou polohu tii rovin:

a) ABD, KLM, BCD

b) ABC, BKM,ACD
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¢) ABC,ABD, ABM

d) ABC,KLM,BCD.
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6.6.2 Reseni pracovniho listu &. 6

Priklad 1 Body A, B, C, D jsou vrcholy ¢tyisténu, body K, L, M jsou po tadé stiedy hran

AD,BD,CD. Zjistéte vzajemnou polohu tii rovin:
a) ABD,KLM,BCD
b) ABC,BKM,ACD
¢) ABC,ABD, ABM
d) ABC,KLM,BCD.
Resent:

a) Roviny jsou ruznobézné, vsechny tii se protinaji v bodé L. Trs 1. druhu.

Reseni GeoGebra
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b) Kazdé dvé roviny jsou ruznobézné, vsechny tii prusecnice jsou rovnobézné. Trs 2.

druhu.

Reseni GeoGebra

¢) Roviny jsou ruznobézné, vsechny se protinaji v jedné piimce. Svazek rovin 1. druhu.

Reseni GeoGebra
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d) Dvé roviny jsou rovnobézné a tieti je protind v rovnobéznych primkach.

Reseni GeoGebra
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6.7 Reseni polohovych konstrukénich tloh
6.7.1 Rez télesa rovinou

Rezem télesa rovinou rozumime prunik télesa s rovinou. Hranice fezu télesa se sklada z pru-
niku roviny fezu se sténami télesa.

Postup konstrukce rezu [4, s.39]:

1. Lezi - li dva rtizné body v roviné, pak primka jimi urcena lezi také v této roviné.

e Lezi -li ruzné body roviny fezu v roviné nékteré stény, lezi v roviné této stény

i jejich spojnice. Prunik spojnice a stény je jednou stranou tezu.

2. Dvé rovnobézné roviny protina treti rovina ve dvou rovnobéznych piimkéch.

N

e Jsou - li roviny dvou stén rovnobézné a pritom ruznobézné s rovinou fezu, jsou

prusecnice roviny fezu s rovinami téchto stén rovnobézné.
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3. Jsou - li dvé ze tii rovin ruznobézné a maji - li tyto tfi roviny jediny spoleény bod,

prochézeji timto spoleénym bodem vsechny tfi prusecnice (trs 1. druhu).

> -«

e Prusecnice rovin dvou sousednich stén (tj. stén se spole¢nou hranou) s rovinou

fezu a primka, v niz lezi spole¢na hrana, se protinaji v jednom bodé.
6.7.2 Prusecik piimky a roviny
Prusecik ruznobézné piimky p s rovinou 7 ziskdme nasledujicim zpusobem:
1. Pfimkou p prolozime rovinu p, ktera je s rovinou 7 ruznobézna.
2. Najdeme prusecnici r rovin 7 a p.

3. Bod P je prusecikem piimek p, r a hledanym prusecikem piimky p a roviny p.

Obrazek 13: Prusecik piimky s rovinou
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6.7.3 Prinik primky s télesem

1. Piimkou p prolozime rovinu p. Pro hranol to bude rovina smérova a pro jehlan ro-
vina vrcholova. Rovina smérova je takova rovina, kterd obsahuje danou ptimku p a je
rovnobéznd s bocnimi hranami télesa. Rovina vrcholova prochazi danou piimkou p

a vrcholem télesa.
2. Urcime tez télesa pomocnou rovinou.

3. Prunik primky s fezem télesa je hledanym prunikem piimky s télesem.

_—

B

Obrazek 14: Prunik piimky s hranolem

Obrazek 15: Pruniku piimky s jehlanem
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6.7.4 Pracovni list ¢. 7

Priklad 1 Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou:

a) MCH, bod M lezi na prodlouzeni usecky AD za bod A, |MA|:|AD|=1:2

b) BPQ, bod P je sttedem hrany F'G, bod @ lezi na prodlouzeni tsecky EF za bod F,
|QE|: |[EF|=1:3
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c¢) TRS, bod T je stfedem hrany F'G, bod R je bodem polopiimky AB, |AR| = %|AB[,
bod S je bodem polopifmky AFE, |[AS| = 3|AE|.

Priklad 2 Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou:

a) PQR, bod P je bodem hrany AB, |AP|: |PB|=1:2, bod Q je stfedem hrany BC,
bod R je bodem hrany FG, |FR|:|RG|=1:3
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b) AUV, bod U je bodem polopiimky DH, |DU| = 3|DH]|, bod V je bodem polopiimky
BC, |BV| = 2|BC)|

c¢) KLM, bod K je bodem hrany AFE, |AK|: |KE|=1:3, bod L je bodem hrany BF,
|BL| : |LF|=4:1, bod M je bodem hrany CG, |[CM|: |MG|=1:2
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d) XYZ, bod X je sttedem hrany AB, bod Y je bodem hrany GH, |GY|: |[YH|=2:1,
bod Z je bodem primky C'D tak, ze bod D je sttedem tsecky CZ.

!

z
— |
Piatniil L _ _lc
0‘"‘
A
X B

Piiklad 3 Sestrojte tez kvidru ABCDFEFGH rovinou, kterd prochazi primkou BG a je

rovnobézna s piimkou:
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Piiklad 4 Sestrojte fez trojbokého hranolu ABCA'B'C’ rovinou, kterd je:

a) rovnobéznd s rovinou ABC' a prochdzi danym vnitinim bodem X hrany BB’

b) rovnobéznd s rovinou ACC" a prochazi danym vnitinim bodem X podstavy ABC
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¢) rovnobéznd s rovinou ABC” a prochézi danym vnitinfm bodem X trojihelniku AA'C’.

Piiklad 5 Body K, L, M, N jsou po tadé stiedy hran AB, AD, AE, GH krychle
ABCDEFGH. Bod P je bodem hrany BC, |BP| : |PC| = 1 : 2. Sestrojte fez krychle

rovinami:
a) HKP
H
M
I- G

:
1
1
1
1
1
1

o ]
1
1
‘D

LA .
d' "=s
A= I =]
E
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¢) KLN.

5



Piiklad 6 Sestrojte fez pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABC' DV rovinou:

a) KLM, kde bod K lezi na hrané AB a |BK| : |AK| =3 :1, bod L lezi na hrané CD
a|DL|:|CL|=3:1, bod M lezi na hrané¢ DV a |DM|: |MV|=2:1

b) OPQ, kde bod O lezi na hran¢ AB a |AO| : |BO| = 2 : 1, bod P lezi na hrané C'V
a|VP|:|CP|=3:1, bod @ lezi na hrané DV a |DQ|: |QV]|=3:1
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¢) RST, kde bod R lezi na hrané AB a |AR| : |[BR| = 2 : 1, bod S lezi na hrané CV
a|VS|:|CS|=3:1,bod T je sttedem hrany |AV|

L

d) XY Z, kde bod X je sttedem hrany |AD|, bod Y lezi na hrané C'D
a |DY|:|CY|=3:1, bod Z lezi na hrané BV a |BZ|:|VZ| =3:1

7



e) EFG, kde bod E lezi na hrané BC a |BE| : |[CE| =2 : 1, bod F lezi na hrané AV
a|AF|:|[VF|=2:1,bod G lezi na hrané DV a |DG|: |[VG| =2: 1.
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6.7.5 Reseni pracovniho listu &. 7

Priklad 1 Sestrojte tez krychle ABCDEFGH rovinou:
a) MCH, bod M lezi na prodlouzeni usecky AD za bod A, |MA|:|AD|=1:2

b) BPQ, bod P je sttedem hrany F'G, bod @ lez na prodlouzeni usecky EF za bod E,
|QE|: |EF|=1:3

¢) TRS, bod T je stifedem hrany F'G, bod R je bodem polopiimky AB, |AR| = §1|AB|,
bod S je bodem polopifmky AFE, |[AS| = 3|AE|.

Reseni:

a)

Reseni GeoGebra
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Reseni GeoGebra

?

Reseni GeoGebra
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Piiklad 2 Sestrojte tez krychle ABCDFEFGH rovinou:

a) PQR, bod P je bodem hrany AB, |AP|: |PB| =1:2, bod @ je stfedem hrany BC,
bod R je bodem hrany FG, |FR|:|RG|=1:3

b) AUV, bod U je bodem polopiimky DH, |DU| = %\DH\, bod V' je bodem polopiimky
BC, |BV| = 2|BC)|

c¢) KLM, bod K je bodem hrany AFE, |AK|: |KE|=1:3, bod L je bodem hrany BF,
|BL| : |LF|=4:1, bod M je bodem hrany CG, |[CM|: |MG|=1:2

d) XY Z, bod X je stiedem hrany AB, bod Y je bodem hrany GH, |GY|: |[YH|=2:1,
bod Z je bodem piimky CD tak, ze bod D je stfedem tsecky C'Z.

Reseni:

a)

Y|

Reseni GeoGebra

81



Reseni GeoGebra

Reseni GeoGebra
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Reseni GeoGebra

83



Priklad 3 Sestrojte fez kvadru ABCDEFGH rovinou, ktera prochazi pirimkou BG a je

rovnobézna s piimkou
a) CH
b) CP

c) CQ.

Reseni:

2)

Reseni GeoGebra

Reseni GeoGebra
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Reseni GeoGebra
Pi#iklad 4 Sestrojte fez trojbokého hranolu ABCA'B'C’ rovinou, ktera, je:

a) rovnobézna s rovinou ABC a prochézi danym vnitinim bodem X hrany BB’
b) rovnobéznd s rovinou ACC" a prochazi danym vnitinim bodem X podstavy ABC

¢) rovnobéznd s rovinou ABC" a prochdzi danym vnitinim bodem X trojihelniku AA C".

Resent:

Reseni GeoGebra
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Reseni GeoGebra

Reseni GeoGebra

86



Piiklad 5 Body K, L, M, N jsou po tadé stiedy hran AB, AD, AE, GH krychle
ABCDEFGH. Bod P je bodem hrany BC, |BP| : |PC| = 1 : 2. Sestrojte fez krychle

rovinami:
a) HKP
b) LMN

¢) KLN.

Resent:

a)

Reseni GeoGebra
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Reseni GeoGebra

Reseni GeoGebra
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Piiklad 6 Sestrojte fez pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABC' DV rovinou:

a) KLM, kde bod K lezi na hrané AB a |BK| : |AK| =3 :1, bod L lezi na hrané CD
a|DL|:|CL|=3:1,bod M lezi na hrané¢ DV a |DM|: |MV|=2:1

b) OPQ, kde bod O lezi na hrané AB a |AO| : |BO| =2 : 1, bod P lezi na hrané CV
a|VP|:|CP|=3:1, bod Q lezi na hrané DV a |DQ|: |QV|=3:1

¢) RST, kde bod R lezi na hrané AB a |AR| : |[BR| = 2 : 1, bod S lezi na hrané CV
a|VS|:|CS|=3:1, bod T je sttedem hrany |AV/|

d) XY Z, kde bod X je sttedem hrany |AD|, bod Y lezi na hrané C'D
a|DY|:|CY|=3:1, bod Z lezi na hran¢ BV a |BZ|: |VZ|=3:1

e) EFG, kde bod E lezi na hran¢ BC a |BE| : |CE| =2 : 1, bod F lezi na hrané AV
a|AF|:|[VF|=2:1, bod G lezi na hrané DV a |DG| : |[VG| =2 : 1.

Reseni:

a)

Reseni GeoGebra
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Reseni GeoGebra

Reseni GeoGebra
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6.7.6 Pracovni list ¢. 8

Priklad 1 Je dana krychle ABCDEFHGH. Sestrojte prusecnici rovin:

a) ACG, AFH
H G
'
E ' F
|
|
|
|
:
|
'D
/b _________
‘/
A
b) ACF, BEG
H G
'
E ' F
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¢) BCG, AEO, bod O je stiedem stény BCGF

H G

d) ABM, CDM, bod M je stiedem hrany F'G

H G
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e) ACE, BHP, bod P je stitedem hrany FG.

H G

Priklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte:
a) pruseciky piimek AE, EG, EC s rovinou BDH

H G
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b) pruseciky piimek F'C, FD,CQ s rovinou BHP, body P,(Q jsou po fadé stfedy hran

AE . FH.
H G
Q |
|
1
E : F
T
1
1
I
l
I
P I
[ ] 1
|
D
/‘ __________
‘/
A

Priklad 3 Body M, N, P, jsou body hran pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABC'DV'. Bod
M je bodem hrany AV, |[AM|: |MV|=1:3, bod N je bodem hrany CV,
|CN|:|NV|=2:1, bod P je sttedem hrany DV. Sestrojte prusecik:

a) piimky M N a rovinou ABC
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b) piimky BP a rovinou ACV.

Piiklad 4 Je dan ¢tytstéen ABCD. Bod M je stiredem hrany C'D, bod P je sttedem hrany
BD abod N je vnitinim bodem stény ABC'. Sestrojte prusecik ptimky DN s rovinou ABM.
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6.7.7 Reseni pracovniho listu ¢&. 8

Priklad 1 Je dana krychle ABCDEFHGH. Sestrojte prusecnici rovin:

a) ACG, AFH

b) ACF, BEG

c) BCG, AEO, bod O je stiedem stény BCGF
d) ABM, CDM, bod M je stiedem hrany FG
e) ACE, BHP, bod P je stiedem hrany FG.

Reseni:

a)
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Reseni GeoGebra

Reseni GeoGebra
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Reseni GeoGebra

@
~

Reseni GeoGebra
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Piiklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte:
a) pruseciky piimek AE, EG, EC s rovinou BDH

b) pruseciky primek F'C,FD,CQ s rovinou BHP, body P,(Q jsou po tfadé stiedy hran
AE,FH.
Resent:

a) Piimka AF nemé s danou rovinou BDH zadny prusecik.

H
P, 5
E
~ F
&
~
-
&
*a
'b"jz
&
r3
-
-
~
N
o
L Sl S, ‘s
. - "-._| C
B ° ""7
B
Reseni GeoGebra
b)

Reseni GeoGebra
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Piiklad 3 Body M, N, P, () jsou body hran pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABC'DV'. Bod
M je bodem hrany AV, |[AM|:|MV|=1:3, bod N je bodem hrany C'V,
|CN|:|NV|=2:1, bod P je sttedem hrany DV. Sestrojte prusecik:

a) piimky M N a rovinou ABC

b) piimky BP a rovinou ACYV.

Reseni:

a)

Reseni GeoGebra

Reseni GeoGebra
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Priklad 4 Je dan ctyisten ABC'D. Bod M je stiredem hrany C'D, bod N je vnitinim bodem
stéeny ABC'. Sestrojte prusecik ptimky DN s rovinou ABM.

Resent:

Reseni GeoGebra
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6.7.8 Pracovni list ¢. 9

Priklad 1 Je dan pravidelny ctytboky jehlan ABC' DV, bod S je stiedem jeho podstavy.
Bod M je bodem polopiimky BA, |BM| = %|AB|, bod N je sttedem usecky SV a bod P
lezi na tsecce OV, kde O je stiedem tsecky DS. Sestrojte prunik jehlanu a primky:

a) MN

=2 v

Taum

--..Z

1
¥

®ommronn

£ 5 h
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O ot = e
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Piiklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte prunik piimky P() s povrchem krychle.
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6.7.9 Reseni pracovniho listu &. 9

Priklad 1 Je dan pravidelny ctyiboky jehlan ABC'DV | bod S je sttedem jeho podstavy.
Bod M je bodem polopiimky BA, |BM| = %|AB|, bod N je sttedem usecky SV a bod P
lezi na tsecce OV, kde O je stiedem tsecky DS. Sestrojte prunik jehlanu a primky:

a) MN
b) MP.

Resent:

a)

Reseni GeoGebra

Reseni GeoGebra
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Piiklad 2 Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte prunik piimky P(Q) s povrchem krychle.

Reseni:

a)

Reseni GeoGebra

Reseni GeoGebra
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eni GeoGebra
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7 Zavér

Diplomova prace Polohové tlohy ve stereometrii vznikla jako pokracovani piedchozi ba-
kalafské prace zaméfené na problematiku metrickych uloh [1]. Cilem této préce je zefek-
tivnéni vyuky stereometrie na vsech typech sttednich skol a zlepSeni prostorové predstavivosti

u studentii. Celkem bylo vytvotreno 84 fesenych tloh.

Obeé prace byly prezentovany na Setkani uciteli matematiky vsech typu a stupnu skol v Srni
v roce 2014. Clanek ze sborniku pifspévki [17] recenzovanych dvéma nezavislymi recenzenty
je zahrnut do prilohy. Pozadavek na vytvoreni pracovnich listu a jejich feSeni vysel z fa-
kultniho Gymnazia v Jirovcové ulici 8 v Ceskych Budéjovicich. Po prezentaci na konferenci
vytvorené pracovni listy a jejich feSeni vyvolaly zajem o jejich pouzivani i na jinych stfednich

skolach a gymnaziich.

Metrické ulohy byly jiz testovany pii vyuce na fakultnim gymnéziu. Z vysledku tohoto tes-

tovani a hodnoceni pracovnich listu a jejich feSeni se vychézelo pii tvorbé diplomové prace.

Piiklady jsou feseny v programu GeoGebra 5. Sbirka obsahuje zdkladni typy tloh fesenych
na stfednich skolach. Ulohy lze vyuzit na vsech typech stfednich skol.
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A Clanek ze sborniku Setkani uéitelt matematiky

Pracovni listy pro vyuku stereometrie

Lenka Krepsova
Abstrakt

Stereometrie je disciplina casové ndroc¢nd a velmi obtiZnd na prostorovou predstavivost.
Pro zkvalitnéni vijuky byly vytvoreny pracovni listy pro studenty, které obsahuji velké mnoZstvi
prikladu k procvicovani. Kazdé zaddni z pracovniho listu md své teSeni v matematickém
softwaru GeoGebra. Vyucugici md tak mozZnost promitat resent, krokovat postup a zdroven

prochazet mezi Zdiky, kontrolovat jejich prdaci a upozornovat na chyby.

A.1 Uvod

Stereometrie se obvykle na stfednich skolach vyucuje ve tfech blocich. V prvnim bloku se
student seznami s télesy, poc¢itani jejich objemu a povrchu, déle nasleduje vyuka vzajemné
polohy piimek a rovin v prostoru, provadéji se fezy téles nebo se hledaji pruniky piimky
s télesem. Posledni ¢éast se zabyva problematikou metrickych tloh, ktera navazuje na znalosti
ziskané v predchozim studiu stereometrie.

néjsi na prostorovou predstavivost a stanoveni zpusobu TeSeni. Vyznamnym pomocnikem
pii vyuce se muze stat pouziti informac¢nich technologii, vhodného software a interaktivni
tabule.

Vzhledem k nedostatku vhodnych materidlu a casové zaneprazdnénosti stiedoskolskych
ucitelu byl stanoven pozadavek na vytvoreni uc¢ebnich podpor (pracovnich listu, prezentaci
potiebnych k vykladu uciva, testu). V prvni fazi byly vytvofeny pracovni listy pro stu-
denty a jejich Teseni pro ucitele jako soucast bakalaiské prace Metrické tlohy ve stereome-
trii [1]. Tato prace vznikla jako reakce na pozadavek uéitelui Gymnazia, Jirovcova 8, Ceské
Budéjovice, které je fakultni skolou Piirodovédecké fakulty Jihoceské univerzity. Nyni po-

kracuje tvorba pracovnich listu a jejich feSeni v oblasti polohovych tloh.
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Hlavnim cilem je usnadnéni a zefektivnéni vyuky a zlepSeni prostorové predstavivosti
studentu. Kazdy student je na jiné dirovni, proto je dulezité, aby kazdy mohl studovat svym

tempem a podle svych moznosti.

A.2 Dotaznikové Setireni

Podle katalogu miniméalnich pozadavku, ktery vydal CERMAT, muze byt ve statni maturitni
zkousce z matematiky oblast stereometrie zastoupena 10 - 20 %. Zdk by mél zvlddnout
charakterizovat jednotliva télesa, vypocitat jejich objem a povrch (krychle, kvadr, hranol,
jehlan, rotacéni valec, rotaéni kuzel, komoly jehlan a kuzel, koule a jeji ¢dsti) a mél by umeét
vyuzit poznatki o télesech v praktickych tlohédch [2].

Pted vlastni tvorbou pracovnich listu a fesenych ptikladu pro vyucujici bylo provedeno
anonymni dotaznikové Setfeni na stfednich skoldch vsech typu (gymnézia, sttedni odborné
skoly, odbornd ucilisté). Dotaznikového Setteni se zicastnilo celkem 19 vyuéujicich strednich
skol v Ceskych Budéjovicich a blizkém okoli. Vyuéujici odpovidali na 10 otdzek. Cilem bylo
zjistit, jakym zpusobem vysvétluji problematiku metrickych tloh ve stereometrii, jaké k tomu
vyuzivaji pomucky, zda jim tento zpusob vyuky vyhovuje ¢i nikoli a zda by uvitali podpurné
materialy k vyuce.

7 pruzkumu vyplynulo, ze stereometrie se vyucuje na vsech typech strednich skol, dokonce
i na odbornych ucilistich, kde se vyuka stereometrie nepredpokladala mj. vzhledem k ¢asové
narocnosti vyuky. Vyucujici pii vykladu stereometrie vyuzivaji predevsim tabuli a pripravené
prezentace, které pak promitaji, ¢i vyuzivaji multimedialni tabule. Nékteri také pripravuji své
vlastni materidly, které pak poskytuji studentim. Ve vyuce vyuzivaji predev§im programy
GeoGebra [6], Mathematica a Cabri.

Vétsine ucitelu jejich styl vyuky vyhovuje, ale pro zkvalitnéni vyuky by uvitali zménu,
ktera by jim usnadnila vyklad stereometrie.

Druhé dotaznikové Setfeni bylo provedeno mezi studenty posledniho ro¢niku gymnazia.
Celkové se ho zucastnilo 68 studentti. Odpovidali na 4 otazky, které se opét tykaly stylu
vyuky stereometrie, jestli jim styl vyuky vyhovuje a zda by uvitali pracovni listy a vyuzivani
informacnich technologii pii vyuce.

Studenti uvedli, ze vyucujici jim latku vysvétluje na tabuli, pouziva prezentace a své

materialy. Studenti byli se stylem vyuky spokojeni nebo témér spokojeni.
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Ve vyuce by pracovni listy uvitali, aby nemuseli neustale prekreslovat télesa do sesitu.
Také zastavaji nazor, ze ve vyuce by bylo vhodné pro nazornost pouzivat matematicky

software (obr.16).

Dotaznikové Setfeni bylo provedeno na malém vzorku respondenti.

Uvital/a bych pracovni listy, abych nemusel/a neustale prekreslovat télesa do
seSitu.

M ano
M spise ano
l spise ne

M ne

Obrézek 16: Dotaznikové Setfeni - zaci

A.3 Tvorba pracovnich listti a jejich feSeni
A.3.1 Vychodiska pro tvorbu

Po predchozi analyze dosud zverejnéné literatury a odbornych praci bylo zjisténo, ze pro-
blematikou stereometrie se zabyva napiiklad ucebnice stereometrie z edice Matematika
pro gymnazia nakladatelstvi Prometheus [3] a Pfehled stfedoskolské matematiky [4]. Od-
borné prace se zabyvaly vSeobecnym piehledem sterecometrie, polohovymi tilohami, feSenymi
ukazkovymi priklady v matematickém programu Cabri geometrie, ¢i vytvorenim webové

stranky s vykladem uciva [5]. Nebyly zvetejnény témeér zadné pracovni listy pro studenty.
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A.3.2 Pracovni listy

Pted tvorbou pracovnich listu byl vytvoren stru¢ny teoreticky prehled potiebnych vét a de-
finic na drovni gymnazidlniho uciva. Teoretickd cast muze byt také pouzita k samostudiu.
Kromé ptehledu teorie jsou uvedeny i zakladni ptriklady k ilustraci daného tématu. Zadani
piikladu v teoretické ¢asti i pracovnich listech vychézi z uéebnice pro gymnézia [3] a néktera
jsou vytvorena autorkou tohoto prispévku.

Na gymna&ziu je latka probirana mnohem podrobnéji nez na odbornych stiednich skolach.
Vybér pracovnich listt lze ptizpusobit obsahu vyuky na konkrétni skole.

Stézejni ¢ast prace tvori soubor piikladu v pracovnich listech pro zéky. Celkem byla vy-
tvorena sbirka 48 piikladu. Nekteré priklady maji i dalsi podilohy a cela sbirka nabizi kolem
120 prikladu k procvicovani. Konkrétni zadani jsou doplnéna obrazkem télesa, do kterého
student muze primo znazornovat své feseni zadané tlohy a déle zde ma u jednotlivych zadani

prostor na vypocty. Ukdzka pracovniho listu pro studenty je na (obr.17).

Priklad 13 Je dan pravidelny étyrstén ABCD. Vypocitejte odchylku:

a) rovin dvou stén étyfsténn

Resgent:

Obrazek 17: Ukéazka zadané tulohy v pracovnim listu pro studenty

A.3.3 Reseni pracovnich lista

Jsou pripravena feSeni jednotlivych ptikladu, postupy vypoctu jsou krokovany a podrobné
vysvétleny. Takto zpracované tlohy lze pouzit jak pfi primé vyuce, tak i pfi samostudiu.

Pozadavek na vytvoreni pracovnich listu a jejich feseni vznikl na gymnéziu, proto i priklady
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vybrané do pracovnich listu pochazeji z uéebnice pro gymnézia [3]. Neznamena to vsak, ze
je nemozné jejich vyuziti na jinych typech stfednich skol.

Pro tvorbu feseni byl zvolen software GeoGebral6]. Mezi vyhody tohoto softwaru patii
pristupnost a intuitivni ovladani.

Program GeoGebra byl pouzit k rysovani. Vyucujici ma k dispozici narysované téleso
a znazornéné zadani dané tulohy. Vedle zndzornéného télesa je popsano feSeni ulohy s na-
znakem vypoctu a konecény vysledek.

Mezi nejvétsi vyhodu patii moznost krokovani. Vyucujici ma moznost prochazet mezi stu-
denty, kontrolovat jejich postup feSeni a upozornit je na pripadné chyby. Timto zpusobem
se studentiim muze vénovat individualné. Zaroven mohou byt fesené ulohy zptistupnéné
pro studenty pro kontrolu domacich praci, jako priprava na pisemnou praci nebo pii samo-
studiu.

Vytvorené materidly 1ze také vyuzit pro praci s talentovanymi studenty a podporit tak

jejich individuélni rozvoj [7].

A.3.4 Testovani

Testovani zhotovenych pracovnich listu a jejich feseni probéhlo pii hodiné matematiky v ma-
turitnim ro¢niku osmiletého gymnéazia. Vyuka probihala formou opakovani. Byla vytvorena
prezentace, ktera obsahovala prehled definic a vét potiebnych pii feseni stereometrickych
uloh. Prezentace byla rozdélena do tfech hlavnich ¢ésti: odchylka pirimek a rovin, kolmost
piimek a rovin, vzdéalenost bodu, piimek a rovin. Po kazdé casti byly studentum rozdany
pracovni listy obsahujici tlohy, na které bylo potieba aplikovat zopakované definice a véty.
ulohy tesili samostatné a poté jim bylo postupné vysvétleno feSeni v programu GeoGebra.
Na zavér byl shrnut obsah opakovani a probéhla diskuze. Studenti zhodnotili pracovni listy
a jejich feseni a uvedli klady a zapory tohoto stylu vyuky.

Studenti se shodli, ze pracovni listy jim zptijemni praci pri hodinach a také bude mozné
latku probirat efektivnéji. Promitani feseni prikladu muze velmi pomoci vyucujicim pii vy-
kladu nové latky. Nékteri studenti maji problém s prostorovou predstavivosti, nazorna ukézka
jim muze pomoci lépe pochopit danou problematiku. Zaroven byly studenty uvedeny také

piipominky. Reseni pifkladia promitané na pldtno muze vést k tomu, ze studenti budou
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vyckavat, az se objevi Tfeseni, které si pak opisi, a nebudou mit snahu feseni vymyslet sami.
Dospélo se k zavéru, ze pri vyuce bude vhodné kombinovat vice metod. Pracovni listy lze
vyuzivat i pro domaci ptripravu, testy a procvicovani a fesené ptriklady mohou byt zverejnéné

na vyukovém serveru skoly a zpiistupnéné pro studenty.

A.4 Zavér

K zefektivnéni vyuky metrickych tloh ve stereometrii byly vytvoreny pracovni listy a fesené
priklady. Cely soubor obsahuje 48 zadani prikladu. Sbirka pifkladi je prehledné rozdélena
do podkapitol. Poskytuje velké mnozstvi tloh, které mohou byt pouzity pro ruzné ucely
(vyklad, procvicovani, doméci piiprava, testovani). Ndhodné vybrané pracovni listy z kazdé
kapitoly a jejich feseni byly testovany v praxi pfi hodiné matematiky na fakultnim gymnaziu.
Do testovani se zapojili studenti posledniho roéniku osmiletého gymnazia. V nasledujicim
obdobi budou ulohy déle testovany v ptimé vyuce, pripadné pripominky budou zohlednény.
Po upravach bude sbirka vetfejné zpristupnéna.

Vzhledem k pfiznivému piijeti vytvorenych materialu pro vyuku metrickych 1loh po-
kracuje v soucasné dobé tvorba materialu pro tlohy polohové. Dokonceni se predpoklada
na jare 2015. Po nasledném testovani na gymnéaziu a zapracovani piipominek budou i tyto

materidly zverejnény.

A.5 Podékovani

Autorka dékuje za podporu projektu Oteviena véda 111, vyucujicim matematiky z Gymnazia
Jirovcova v Ceskych Budéjovicich a RNDr. Ing. Jané Kalové, Ph.D. z Ustavu matematiky
a biomatematiky PiF JCU v CB za jejich ¢as a rady.
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