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Abstrakt

Tato bakalarska préace se zabyva matematickym modelovanim mechanickych soustav. V prv-
nich dvou kapitolach je shrnuta Lagrangeova mechanika a systémy obycejnych diferencidl-
nich rovnic. V posledni kapitole jsou odvozeny pohybové rovnice dvojitého kyvadla. Déle je
analyzovan aproximativni systém, specialni pripady a citlivost feseni nelinearntho systému
na zménu pocatecnich podminek.

Abstract

This bachelor thesis deals with mathematical modelling of mechanical systems. In the first
two chapters Lagrangian mechanics and system of ordinary differential equations are sum-
marized. In the third chapter equations of motion of double pendulum are derived. Ap-
proximative system, special cases and sensitivity of solution to non-linear system on initial
conditions change are further analysed.
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Uvod

Tato bakalarské prace se zabyva matematickym modelovanim mechanickych soustav. Me-
chanickou soustavou rozumime soustavu Castic nebo téles, jejichz pohyb chceme modelo-
vat. Pomoci Lagrangeovy metody nebo pomoci druhého Newtonova zakona lze odvodit
pohybové rovnice takové soustavy, jedna se o systém obycejnych diferencidlnich rovnic.
Modelovani pohybu mechanickych soustav je jedna z mnoha aplikaci systému obycejnych
diferencialnich rovnic. Tyto systémy jsou ¢asto velmi slozité a nelze je analyticky Tesit, navic
tyto systémy mohou vykazovat citlivost feseni na zménu pocatecnich podminek.

V bakalarské praci se budu zabyvat nejprve Lagrangeovou formulaci mechaniky, diky
které budu schopen odvodit pohybové rovnice jednoduseji nez pomoci druhého Newtonova
zakona. Déale uvedu prehled teorie systému obycejnych diferencidlnich rovnic. V dalsi ¢asti
se budu vénovat dvojitému kyvadlu, jako prikladu konkrétni mechanické soustavy. Nejprve
odvodim pohybové rovnice dvojitého kyvadla. Dale se budu zabyvat analyzou aproxima-
tivniho systému, ktery vznikne aproximaci nelinearit. Lze ukézat, ze vysledny pohyb apro-
ximativni soustavy je sloZzenim dvojice kmitt - oscila¢nich méda. V dalsi ¢asti rozeberu
specidlni pripady aproximativnich systému a jejich oscila¢ni médy. V posledni ¢asti prace
budu testovat citlivost FeSeni nelinedrniho systému na zménu pocateénich podminek, a to
pomoci numerickych simulaci v programu Matlab.



Kapitola 1

Lagrangeova mechanika

Tato kapitola se zabyva Lagrangeovou formulaci mechaniky. Z Hamiltonova principu (také
princip nejmensi akce) se odvodi Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Ty jsou v kartézskych
soufadnicich ekvivalentni s druhym Newtonovym zakonem, ale ukaze se, ze na rozdil od
néj plati také pro jiné souradnice. Jejich dalsi vyhodou je, ze namisto vektorového pojmu
sily pracuji se skalarni energii. Na zavér kapitoly je uveden kratky priklad, ktery ilustruje
vyhodnost Lagrangeovy metody. Nejprve definujme nékteré fyzikalni pojmy, se kterymi
budeme pracovat. Cerpal jsem z [7] a [6].

Mechanickou soustavou rozumime jakoukoliv soustavu ¢astic nebo téles, jejiz pohyb
chceme popisovat. Dale se budu zabyvat pouze nedisipativnimi soustavami, tj. soustavami,
ve kterych nedochazi k tepelnym ztratam, napt. tfenim.

Zobecnénymi souradnicemi nazyvame jakékoliv parametry mechanické soustavy, které
popisuji jeji pohyb. Mohou to byt vzdalenosti, thly, aj. Budeme je oznacovat qq,qo,...
Zobecnéné soutadnice jsou vétsinou funkcemi casu, tj. ¢1 = qi(t),q2 = q2(t),... Pocet
nezavislych zobecnénych souradnic, které zcela popisuji pohyb mechanické soustavy ozna-
¢ime f. Napiiklad jednoduché kyvadlo f = 1, dvojité kyvadlo f = 2, hmotny bod v prostoru
f=3.

Hamiltonav princip (princip nejmensi akce)
Trajektorie ¢astice bude takova, pro kterou méa funkcionél
tp
S(tA,tB)Z/t L(t,q1(),q2(t), - -, ar(t), 1 (t), G2(t), - - . G(t)) dt (1.1)
A

minimdlni (pfesnéji staciondrni) hodnotu . Funkci L nazyvame Lagrangeovou funkci (nebo
také lagrangian) a integral S(ta,tp) akce. Hamiltonuv princip tedy ik, ze ze vSech moz-
nych trajektorii ¢astice bude realizovana ta, pro kterou je akce nejmensi.

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

Z variac¢niho poctu je zndmo néasledujici tvrzeni. Necht funkcionél (1.1) nabyva staciondrni
hodnoty, pak plati

d 0L oL
——— =—, k=12,...,f. (1.2)
dt 8qk 8qk
Budeme pouzivat oznaceni ¢1, ¢o, . . . , ¢ pro prvni derivaci g1, g2, . - ., ¢f podle ¢, druhou derivaci budeme
znalit ¢1,Go, - - -, Gr, n-tou derivaci, kde n > 3, pak jiz budeme znacit standardné, t;j. q§”>, q§”>, - ,g;”)



Rovnice (1.2) se nazyvaji Eulerovy-Lagrangeovy rovnice.

Poznamka 1.1. (a) Eulerovy-Lagrangeovy rovnice jsou nutnymi podminkami pro ex-
trém funkciondlu (1.1).

(b) Eulerovy-Lagrangeovy rovnice jsou pohybovymi rovnicemi mechanické soustavy v zo-
becnénych souradnicich. Jedna se o obycejné diferencidlni rovnice druhého radu. K je-
jich jednoznac¢nému vyFeseni je nutné zadat 2f pocate¢nich podminek (napf. poc¢a-
te¢nich poloh a poc¢atecnich rychlosti).

(c) Ulohou mechaniky je volba vhodné Lagrangeovy funkce pro danou soustavu tak, aby
feseni Eulerovych-Lagrangeovych rovnic odpovidalo experimentiim. Pro Lagrangeovu
funkci L = T — V, kde T je kinetickd a V potencidlni energie soustavy, dostavame
pohybové rovnice, které jsou v kartézskych souradnicich ekvivalentni s Newtonovymi
pohybovymi rovnicemi [6].

Priklad 1.2. Kvadr o hmotnosti m je drzen v klidu na dokonale hladkém télese ve tvaru
klinu o hmotnosti M. Klin spociva na vodorovné podlozce, kterd je také dokonale hladka
(viz obrazek 1.1). V jednom okamziku kvadr uvolnime. Popiste pohyb této soustavy. Zadani
prikladu jsem ptevzal z [7].

Obrazek 1.1: Soustava k piikladu 1.2

Nejprve zavedeme zobecnéné souradnice: ¢ je poloha télesa ve tvaru klinu podél vodo-
rovné podlozky a g9 je poloha kvadru podél télesa ve tvaru klinu (viz obréazek 1.1). Vztah
mezi kartézskymi a zobecnénymi souradnicemi je

TM = (1,

yM:()a

(1.3)
T = q1 — g2 cos 0,

Ym = h — q2sin 6,

kde h je pocatecni vyska kvadru nad vodorovnou podlozkou. Kinetickd energie soustavy
v kartézském souradném systému je dana vztahem

1 . ) 1 . .
T = §M(;pﬁ4+y?\4) + §m(x$n+y?n). (1.4)

Do vztahu (1.4) dosadime z (1.3) a dostaneme

1. 1 . . .
T= §Mq%+ §m((q1 — Gocos0)* + (g2sin6)?) . (1.5)
Potencialni energie soustavy je
V = mgh — mgqgs sin 6. (1.6)



Lagrangeova funkce je pak tvaru
1 . 1 . .. . .
L=T-V= 3 M2 + 5 m(4} — 24142 cos 6 + ¢3) — mgh + mgga sin 0. (1.7)
Vypocteme prislusné derivace a dosadime je do rovnic (1.2), ¢imz dostaneme

(M + m)G1 — mda cos = 0,

.. . . (1.8)
mdgs — mgp cos § = mgsin 6.
Z téchto rovnic muzeme vyjadiit ¢ a §o, tj.
. mgsinfcost
"= M + msin? 6’
Y (1.9)

i asind 4+ mg sin 6 cos” 6
©=9 M + msin® 9

Poznamka 1.3. Priklad 1.2 je mozné fesit také pomoci sil a druhého Newtonova zdkona,
nicméné postup reSeni pomoci Lagrangeovy funkce je znaéné jednodussi a méné pracny,
pracuje totiz se skaldrni energii, namisto vektorové sily.



Kapitola 2

Systémy obycejnych diferencialnich
rovnic

Protoze Eulerovy-Lagrangeovy rovnice vedou na systém obyc¢ejnych diferencialnich rovnic,
budu se v této kapitole vénovat pravé témto systémiim, otdzce existence a jednoznac¢nosti
jejich feseni, pocatecnim tloham pro systémy linearnich diferencidlnich rovnic a otazce fe-
Seni systému linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty Eulerovou metodou
vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti. V této kapitole jsem vychézel z ucéebniho textu [3] a ze
skript [2].

Definice 2.1. (a) Necht y = (y1,%2,...,yn)T je vektorova funkce. Rovnici

y(t) = £(t,y(t)), (2.1)

kde f = (f1, fo,..., fn) : G C R*™™! — R je vektorové funkce, nazveme systémem
n obycejnych difrencidlnich rovnic pruvniho tddu, zkracené SODR1.

(b) Jestlize funkce f v (2.1) nezdvisi na ¢ase, tj. je ve tvaru y(t) = f(y(¢)), pak nazveme
sytém rovnic autonomni.

Definice 2.2. (a) Rekneme, ze vektorova funkce y = (y1,%2,...,yn)T je Tesenim rov-
nice (2.1) na intervalu I, jestlize y je spojitd a spojité diferencovatelnd na intervalu
I a splnuje rovnici (2.1) pro vsechna ¢ € 1.

(b) Obecnym resenim systému (2.1) budeme rozumét vektorovou funkei s n slozkami
zavislou na n parametrech ci,co,...,c,, takovych, Ze pro kazdou pripustnou volbu
téchto konstant obdrzime Feseni systému (2.1).

(¢) Partikuldrnim reSenim rovnice (2.1) nazveme feseni, které obdrzime z obecného feseni
konkrétni volbou konstant cq,co, ..., cy.

(d) Ulohu najit feSen{ rovnice (2.1) spliiujici po¢ateéni podminku
Y(tO) =7 (22)
kde (tg,7) € G, nazveme pocatecni problém.

Nalézt feseni pocatecniho problému pro SODR1 analyticky lze jen ve vyjimeénych pii-
padech, proto je uziteéné védét, zda reseni existuje a zda je jednoznacéné. Nasledujici véty
davaji na tuto otdzku odpovéd. Véty jsem prevzal z [3], tamtéz lze také najit jejich dukazy.



Véta 2.3. Necht v okoli bodu (tg,~) € G jsou funkce f;, i =1,2,...,n spojité, pak v okoli
bodu to ezistuje reseni pocdtecniho problému (2.1), (2.2).

Véta 2.4. Necht jsou splnény predpoklady véty 2.3 a navic v okoli bodu (to,=y) jsou funkce
fi, i =1,2,...,n lipschitzovské v promeénnych yi,Y2,...,Yn, pak v okoli bodu ty existuje
pravé jedno resent pocatecniho problému (2.1), (2.2).

Poznamka 2.5. (a) Kazdou obycejnou diferencidlni rovnici n-tého fddu na intervalu
I lze prevést na systém n diferencidlnich rovnic prvniho fadu na stejném intervalu.
Vskutku necht y™ () = f(t,y(t),5(t),i(t), ...,y D (t)) je obycejna diferencialni
rovnice n-tého fadu. Zavedeme nové proménné y(t) = (y1(t),y2(t), ..., yn(t))T tak,
Ze polozime

Y=Y Ya=9, ys =1, yo=y" V. (2.3)
Prvnich n — 1 rovnic dostaneme zderivovanim vztahu (2.5), tj.

1=Y2, Y2=1Y3, Y3="Ya,---, Yn—1="n (2.4)
a posledni rovnici dostaneme dosazenim novych proménnych do ptvodni rovnice
Un = F(t, 91,92, Y35+ -+ s Un)- (2.5)
Ziskali jsme tedy systém n obycejnych diferencidlnich rovnic prvntho radu.
(b) Jsou-li navic zadédny poc¢atecéni podminky
y(to) =70, 9(to) =1, Gite) =725, ¥y V(to) = -1, (2.6)
pak tyto podminky pfejdou na pocateéni podminky SODR1
y1(to) =70, y2(to) =71, y3(to) =72:---, Ynlto) = yn-1. (2.7)
(c) Prevod systému n obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fddu na oby¢ejnou dife-

rencialni rovnici n-tého fadu obecné neni mozny.

2.1 Systém linearnich obycejnych diferencialnich rovnic

Systém rovnic (2.1) nazveme linedrni, jestlize jednotlivé funkce f;, i = 1,2,...,n jsou
linearni v proménnych y1, ..., y,. Systém zapiSeme ve tvaru
U a1 (t) a(t) ... aw(@)\ [0 bi(t)
Y2 a21 (t) agg(t) ... Gop (t) Y2 ba (t)
= . . ) : Dt ) . (2.8)
Un Gnl (t) an?2 (t) ceo Qpp (t) Yn bn(t)

Funkce a;; nazyvame koeficienty a funkce b; pravé strany. Matici koeficientt oznacime A,
vektor pravych stran b a vektor nezndmych y, pak systém linedrnich obycejnych diferenci-
alnich rovnic prvniho fadu lze zapsat maticové

y = A(t)y + b(0). (2.9)

Vzhledem ke tvaru funkci f;, ¢ = 1,2,...,n a jejich parcidlnich derivaci se véta o existenci
a jednoznacnosti feseni modifikuje takto:



Véta 2.6. Necht a;;, b;, i=1,2,...,n, j =1,2,...,n jsou spojité na intervalu I atg € I,
pak mad systém linedrnich rovnic (2.9) s pocatecni podminkou (2.2) pravé jedno resent a toto
resent je definované na celém intervalu I.

Poznamka 2.7. Narozdil od véty 2.5, ktera zarucuje existenci a jednoznacnost feseni pouze
na okoli bodu ¢y, zarucuje véta 2.6 existenci a jednoznacnost feseni na celém intervalu 1.

Véta 2.8. Necht a;j, bj, i =1,2,...,n, j =1,2,...,n jsou funkce spojité na intervalu I.
Obecné tesent systému linedrnich rovnic (2.9) lze zapsat ve tvaru

y(t) = crui(t) + coua(t) + - - + cpun(t) + yp(t), ci,c2,...,cn ER, (2.10)

kde uy, us,. .. u, jsou linedrné nezdvisld resent systému 'y = A(t)y ay, je libovolné resent
systému'y = A(t)y + b(t).

Poznamka 2.9. (a) ReSeni uy, us,...,u, systému y = A(t)y ve vété 2.8 nazjvame
fundamentdlni systém resend.

(b) Mnozina TeSeni rovnice y = A(t)y tedy tvori vektorovy podprostor prostoru spojitych
vektorovych funkei na intervalu I a mnozina feseni rovnice y = A(t)y + b(¢) je afinni
podprostor ve stejném prostoru funci.

2.2 Systém linearnich obycejnych diferencialnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty

V této ¢asti budeme uvazovat systém (2.9), v niz jsou koeficienty a pravé strany konstantni,
tj. systém y = Ay + b. Podle véty 2.8 potfebujeme urcit fundamentalni systém feseni sys-
tému y = Ay a néjaké partikularni feseni systému y = Ay + b. Fundamentalni systém
feSeni lze nalézt napriklad Eulerovou metodou vlastnich ¢isel a vlastnich vektort, partiku-
larni feseni lze poté urc¢it metodou variace konstant nebo, pro specidlni typy pravé strany,
metodou neurcitych koeficienti. Protoze se ddle budu zabyvat pouze systémy bez vektoru
pravych stran, popisi pouze Eulerovu metodu.

Eulerova metoda

Uvazujme systém rovnic bez pravé strany y = Ay, feseni téchto rovnic hledejme ve tvaru
y(t) = veM, kde v je sloupcovy vektor konstant. Dosazenim navrzeného feseni do rovnice
dostaneme

vieM = AveM o v = Av. (2.11)

Hledame tedy cisla A, pro ktera existuje nenulovy vektor v takovy, ze
(A= )XE)v =0. (2.12)

Takovy vektor bude existovat préavé tehdy, kdyz det (A — AE) = 0. Polynom P(\) =
det (A — AE) nazyvame charakteristicky polynom. Ze zdkladni véty algebry plyne, ze cha-
rakteristicky polynom ma pravé n korent, tyto kofeny oznac¢ime \; a k nim prislusné vektory
vi. Cisla \; nazyvame vlastni ¢isla matice A a k nim piislusné vektory v; vlastni vektory.

Jestlize charakteristicky polynom ma n jednoduchych redlnych korent A1, Ao,..., A\,
s prislusnymi vlastnimi vektory vy, vo, ..., v,, pak funkce
u(t) = vieMt) ug(t) = voet?t, . u,(t) = viet! (2.13)



tvori fundamentalni systém TeSeni systému y = Ay.

Jestlize charakteristicky polynom ma komplexni koten p + iv, pak ma také komplexné
sdruzeny koten u —iv. Prislusné vlastni vektory jsou také komplexné sdruzené v, ¥v. Dvojice
odpovidajicich Feseni je tvaru yi(t) = vel!(cos (vt) + isin (vt)), y2(t) = ver!(cos (vt) —
isin (vt)). Dvé redlnd nezéavisla reseni dostaneme jako kombinace

1

w(0) = 510 +32(0), walt) = 5 (3a(1) — y(t). (214)

Jestlize charakteristicky polynom ma vicendasobny redlny kotfen Ag, pak je situace slo-
koten. Pokud je hodnost matice A — AgE rovna n — 2, Ize dokézat, ze existuji dva neza-
vislé vlastni vektory vy, vo piislusné \g, které dévaji dvé nezavisld feSeni uy(t) = vieto!
a ug(t) = voeot. Jestlize je hodnost matice A — AgE rovna n — 1 existuje pouze jeden
vlastni vektor splijici (A — A\gE)v = 0, ktery déva FeSeni u; (t) = ve !, druhé feseni je ve
tvaru ug(t) = vte*! + wetot, kde w je libovolny vektor spliujici (A — AoE)w = v.



Kapitola 3

Dvojité kyvadlo

3.1 Vytvoreni modelu

V této podkapitole, pomoci Lagrangeovy metody, ktera byla popsana v prvni kapitole, od-
vodime pohybové rovnice pro dvojité matematické kyvadlo. Odvozeni pohybovych rovnic
lze nalézt napt. v [7]. Budeme postupovat analogicky jako v piikladu 1.2. Uvazujme mate-
matické kyvadlo s délkou zavésu [; a hmotnosti mq, na jehoz konci visi druhé matematické
kyvadlo s délkou zavésu ly 0 hmotnosti mo (viz obrazek 3.1). Déle predpokladejme, ze pohyb
probiha pouze v roviné obrazku a ze gravitac¢ni sila ptisobi v opa¢ném sméru nez je orien-
tovana osa y. Vychylku prvniho bodu, respektive druhého bodu ze svislé polohy oznacime
1, respektive o, pricemz vychylka proti sméru hodinovych rucicek je kladna.

Y

Obrazek 3.1: Dvojité kyvadlo

Déle ur¢ime souradnice hmotnych bodu v kartézském souradném systému v zavislosti
na @i, @2 :

x1 = l1 sin g,
y1 = —l1 cos 1,
T2 = 1 + l2sin g = [ sin 1 + l2 sin 2,

Y2 = y1 — la cos pg = —ly cos p1 — I3 €OS Pa.
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Derivovanim (3.1) podle ¢asu ziskdme slozky vektoru rychlosti ve smérech os

1 = l1p1 cos o1,

U1 = lipr sin oy,

: . : (3:2)
To = l1p1 cos p1 + lapa cos pa,
Y2 = 11 sin o1 + l22 sin .
Nyni napiSseme vztah pro kinetickou energii soustavy
1 . . 1 . .
T = S (i + 33) + Gmaid + 53). (33)

Dosazenim (3.2) do (3.3) dostaneme nasledujici vztah pro kinetickou energii soustavy

1 . .
T= §m1((51801 cos ¢1)” + (l1¢1 sin ¢1)?)

1 ) ) . .
+ img((llgol cos 1 + lapa cos @2)2 + (I1¢1 8in 1 + lapg sin g02)2). (3.4)

Vztah (3.4) upravime pomoci goniometrickych vzorcu a ziskdme

1 ) 1 . . ..
T= §mll%¢% +5ma (BT + 3¢5 + 2llapr1pa cos (p1 — 92)). (3.5)

Daéle odvodime vztah pro potencidlni energii. Hladinu nulové potencidlni energie zvolime
v pocatku souradnic. Pak
V' = migyr + magys. (3.6)

Do tohoto vztahu dosadime z (3.1) a tim ziskdme
V =myg(—l1cosp1) + mag(—l1 cospy — Iy cos pa). (3.7)

V tuto chvili jiz miZeme napsat lagrangian

1 . 1 ) ) ..
L=T-V = §m1l§¢§ +gme (1343 + 13¢5 + 2lilag1$2 cos (1 — p2))

+ magly cos 1 + mag(ly cos p1 + la cos o). (3.8)

Nyni dosadime do Eulerovych-Lagrangeovych rovnic. Vypocitame tedy potfebné derivace
a dosadime je do (1.2). Po tpravé dostaneme

malo maly

P+ ———————p2cos (p1 — p2) + (

.2 . g .
—= = 5sin - + =sinp; =0,
(m1 +ma)ly my+ ma)ly 2 (P1=2) ¥

i
(3.9)

l11 cos (w1 — @2) + lape — llgb% sin (g1 — p2) + gsin gy = 0.

Ziskali jsme tedy autonomni systém dvou nelinearnich obycejnych diferencidlnich rovnic
druhého radu, ktery popisuje pohyb dvojitého matematického kyvadla.

11



3.2 Pomocna tvrzeni

V této podkapitole budou dokazana nékterd pomocna tvrzeni, kterd vyuziji v dalsich ka-
pitolach. Uvazujme obecny systém dvou linedrnich diferencidlnich rovnic druhého radu ve
tvaru

& = Be. (3.10)

B_ (511 512> ‘
ba1 Do
Resenim tohoto systému je spojité a dvakrat spojité diferencovatelnd funkce, ktera spliiuje
rovnici (3.10) pro viechna t € R, napt. ¢(t) = ve*, pro kterou plati

Prvky matice B oznac¢ime

vaZer = BveM © vA? = By, (3.11)

tj.
(B— ME)v =0. (3.12)
Rovnice (3.12) ma nenulové fegeni v pravé tehdy, kdyz det (B — A\2E) = 0. Dostavame tedy

tr(B) £ 1/tr?(B) — 4det(B)

5 .

Podle poznamky 2.5 lze kazdou obycejnou diferencialni rovnici n-tého rfadu pievést na

systém n obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu, v pripadé linedrnich obycejnych
diferencialnich rovnic bez pravé strany na tvar

(A)12 = (3.13)

y = Ay. (3.14)
Polozme tedy
Y1 = $1,
= (3.15)
Y3 = ¥1,
Y4 = P2
Pak matice A je tvaru
0 0 10
0 0 01
A= b b 0 0 (3.16)
b1 b2 0 O

Podle véty 2.6 bude feseni definovano na celém intervalu R a podle véty 2.8 je obecné feseni
systému (3.14) tvaru

y(t) = C191(t) + Carhy(t) + Cs1p5(t) + Carhy(2), (3.17)

kde C1, Ca, C3, Cy € R a ¥y, ¥y, V5, 1, je fundamentdlni systém feSeni systému (3.14).
Pri konstrukei fundamentalniho systému feSeni hraji dilezitou roli vlastni ¢isla matice A,
tj. Teseni algebraické rovnice

det(A — ¢E) = 0. (3.18)

V (3.13) a déle znadi tr(B) stopu matice B, tj. tr(B) = b11 + b2 a det(B) determinant matice B, tj.
det(B) = bi1baz — bi2b2

12



Determinant matice A — £E vypocteme napriklad Laplaceovym rozvojem podle posledniho
sloupce a dostaneme

(€)1 = tr(B) & \/tr?(B) — 4det(B)‘
' 2

Predchozi odstavec lze shrnout ve véteé.

(3.19)

Véta 3.1. Necht B = (ZH 212> a A € C. Pak X je vlastni c¢islo matice A, dané vztahem
21 022

(3.16), prave tehdy, kdyz \? je vlastni ¢islo matice B.

Véta 3.2. Necht B = (ZH 212> a A € C je vlastni ¢islo matice A, dané vztahem (3.16).
21 b2

(a) Je-li u = (uy,u,us,ug)’ vlastni vektor matice A prislusng vlastnimu c¢islu X, pak
uz = Ay, ug = Aug a v = (ug,u2)? je vlastni vektor matice B prislusng vlastnimu
cislu A2,

(b) Je-li v = (v1,v2)T wlastni vektor matice B prislusny vlastnimu c¢islu N2, pak u =
(v1,v2, \vt, Avg)T je viastni vektor matice A pristusng vlastnimu ¢islu .

Diikaz. Jelikoz je A vlastni ¢islo matice A, z véty 3.1 plyne, ze A? je vlastni ¢islo matice B.

(a) Necht u = (uy,uo,us, us)’ je vlastni vektor matice A piislusny vlastnimu éslu A,
tj. u je nenulové feSeni systému

-2 0 1 0 Uy 0

0 —-x 0 1 upg | |0
bll blg —A 0 us o 0 (3'20)
bgl bgg 0 —A Uyg 0

Z prvni a druhé rovnice plyne us = Auy a uqy = Aug. Po dosazeni do tfeti a ¢tvrté
rovnice dostavame
2
(b11 — A*)ur + broug = 0,

9 (3.21)
boruq + (bgg - A )u2 =0.

Protoze u # 0 a (u1,ug, uz, ug)’ = (uy,uz, \uy, \ug)?, zfejmé (uy,us)” # (0,0)7
az (3.21) plyne, ze (uy,u2)T je vlastni vektor matice B piislusny vlastnimu éislu 2.

(b) Necht v = (vq,v2) je vlastni vektor matice B piislusny vlastnimu éislu A2, tj. (vy, v2)T
je nenulové Teseni systému
(bll — )\2)’[11 + b1ave = 0,

9 (3.22)
bo1v1 + (bgg - A )Ug =0.

Pifmym dosazenim zjistime, Ze (v1,ve, Avi, Ave)” je TeSeni systému (3.20). Protoze
(v1,v2)T # (0,0)T, tak (vy,ve, \vr, Avo)T je jisté nenulovy. Z toho plyne, Ze je to
vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu ¢islu .

O
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Véta 3.3. Necht B = (ZH 212> a i je jednondsobné vlastni cislo matice B.
21 022

(a) Jestlize b1 — u # 0, pak vlastni vektor matice B je tvaru

__bis
v = ( blf‘“) . (3.23)

(b) Jestlize bas — p # 0, pak vlastni vektor matice B je tvaru

1
v = (_ boy > . (3.24)
ba2 —p

Diikaz. Necht p je jednonadsobné vlastni ¢islo matice B. Hleddme nenulovy vektor v =
(v1,v2)T piislusny k vlastnimu ¢islu p, hleddme tedy nenulové feseni systému

(bnbzz g bgjlE ,u> (Z;) - (8) : (3.25)

Vzhledem k tomu, Ze u je vlastni ¢islo matice B, tak det(B — pE) = 0. Z ¢ehoz plyne, ze

rovnice systému (3.25) jsou linedrné zavislé, systém tedy mé nekoneéné mnoho feSeni.
(a) Polozime-li v9 = 1, pak tvrzeni plyne ihned z prvni rovnice (3.25).
(b) Polozime-li v; = 1, pak tvrzeni plyne ihned z druhé rovnice (3.25).

O

Poznamka 3.4. Vsimnéme si, ze v predeslé vété jsou zahrnuty vsSechny pripady, které
mohou pro jednonédsobné vlastni ¢islo p nastat. Jestlize by — p = 0 a zéroven bog — = 0,
pak bi2 = 0 nebo be; = 0 a pu = by = bog, coz znamend, Ze p nemuze byt jednonasobné
vlastni ¢islo.

3.3 Aproximativni systém

V této podkapitole se budu vénovat systému, ktery vznikne z (3.9) aproximaci nelinearit.
Sinus thlu nahradim jeho argumentem, kosinus jednickou a hodnoty prvnich derivaci budu
povazovat za tak malé, ze jejich druhé mocniny zanedbam. Ze systému (3.9) tak dostaneme

(m1 + ma)l1@1 + malapa + (mq + ma)gpr = 0,

. ) (3.26)
lipr + laga + gp2 = 0.

Systém (3.26) je linedrni vzhledem k proménnym @1, @9, 1ze ho tedy zapsat v maticovém

tvaru.
. (m1+ma)g mag
Pr\ _ [T Tmah TR ©1
(352) B ( (ma-+ma)g _(mﬁinz)g) (¢2>- (3.27)

milo mila

Oznacme ¢ = (¢1>, P = (¢1> a matici soustavy ozna¢me B, tj.
P2 w2
_ (m1+ma)g mag
_ l 1
B={ (ulmdy  (mirma)g | - (3.28)
male mils
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Pak
@ = Be. (3.29)

Po dosazeni do vztahu (3.13) a upravé ziskdme vlastni ¢isla matice B ve tvaru

H12 = — ((m1 +mo)(l1+12) = \/(m1 + ma) (ma(ln — 12)2 + ma(ls + l2)2)>. (3.30)

2m1l1l2

Ze vztahu (3.30) je okamzité vidét, ze vyraz pod odmocninou je kladny, dostaneme tedy
U1, po redlnd rizna. Nyni ukdzeme, ze obé vlastni ¢isla matice B jsou zaporna.

Véta 3.5. Pro vlastni ¢isla p1, po matice B dané vztahem (3.28) plati pup < 0, pe < 0.
Drikaz. Necht

((m1 + mg)(h + lz) + \/(m1 + mg) (ml(ll — l2)2 + mg(h + l2)2)>

= _2m1l1l2
a
_ g 2 2
Ho = — (m1 + mg)(h + lg) — \/(m1 + mg)(ml(ll — lg) + mg(h + lg) ) .
2malils

Pro ¢islo py je tvrzeni ziejmé. Zbyva ukazat, ze po < 0. Tedy

_ g
2m1l1l2

((m1 + mg)(h + lg) — \/(m1 + mg)(m1(l1 — l2)2 + mg(h + l2)2)> < 0. (3.31)

Vyjdeme z nerovnosti
(I —12)* < (lh + 1)?, (3.32)

coz pro Iy > 0 aly > 0 urcité plati. Obé strany vynasobime m; a pfi¢teme viraz ma(l;+12)2,
tedy
m1(l1 — l2)2 + mg(h + l2)2 < (m1 + mg)(h + l2)2. (3.33)

Obé strany vynasobime (mj + ms) a odmocnime

\/(m1 + mg)(m1(l1 —12)%2 +ma(lh + l2)2) < (m1+m2)(l1 +12). (3.34)

Vse prevedeme na levou stranu a vynasobime —1

(m1 + mg)(h + lg) — \/(m1 + mg)(ml(ll — l2)2 + mg(h + l2)2) > 0. (3.35)

Ted staci vynasobit nerovnost vyrazem — meW a dostaneme pozadovanou nerovnost (3.31).
O

Nyni dokézeme vétu o tvaru obecného feseni systému (3.27).

Véta 3.6. Obecné resend systému (3.27) lze psdt ve tvaru

p(t) = Ayvysin (/ |pa|t + aq) + Agvasin (/| pe|t + a2), (3.36)
kde A1, As € (0,00), aq, as € (0,27),

mag mag
vy = ((m1+m2)f+mm1l1> , Vo = ((m1+m2)f+y2m1l1> ’ (3‘37)

a p1, pe jsou vlastni cisla matice B dand vztahem (3.30).
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Diikaz. Uvazujme ekvivalentni systém (3.14), kde

0 0 10
0 0 0 1
A= _ (mi+ma)g mag (3.38)
mal l 0 0
161 mity
(mit+mo)g  _ (mitma)g 00
mils mils
Obecné feseni tohoto systému je tvaru
y(t) = C19p1(t) + Carpy(t) + Cstps(t) + Curpy(t), (3.39)

kde 1, ¥q, V3, P, je fundamentdlni systém feseni (viz kapitolu 2). Z véty 3.1 a véty 3.5
plyne, Ze matice A ma dvé dvojice komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel Ao = +iy/|u1],
Az4 = £iy/|p2|. Z véty 3.2 plyne, Ze vlastni vektory piislusné témto vlastnim ¢islim jsou
také komplexné sdruzené u;o = a; + iby, uz4 = az + iby. Ziskdme tedy dvé dvojice
komplexné sdruzenych Feseni systému (3.14)

Pio(t) = (a1 +iby)eVinlt

, (3.40)
Y5 4(t) = (ap £iby)e*iV Izl
Tato feSeni upravime pomoci Eulerova vzorce
1 2(t) = (arcos V/|pa [t — bysin v/|p [t) Ei(arsiny/|ui[t + by cos /| ]t), (3.41)
P35 4(t) = (agcos \/ |palt — basin \/|uz|t) £i(agsin \/|u2|t + ba cos \/|u2|t).
Nyni vezmeme nésledujici lindrnich kombinace téchto reseni
P (t) = $ilt) + ¥a(t) = aj cos/|u1|t — bysin/|u1t,
2
Pi(t) — it .
Po(t) = % = aysiny/|u1|t + by cos /|1 t,
] ) (3.42)
t)+ t .
wy(t) = BOEVUO _ o o5 /Taalt — basin v/ Talt,
2
p3(t) — Pult .
Pyu(t) = W = ag sin \/| 2|t + ba cos /| palt

a dostaneme tak fundamentalni systém reseni systému (3.14). Po dosazeni do (3.39) ziskdme

y(t) = Ci(a1 cos /||t — bysin v/|p1]t) + Co(ar sin y/|p1 |t + b1 cos v/|pa [t)
+ C3(ag cos /| ualt — basiny/|ualt) + Cu(ag sin \/|ua|t + by cos /|ualt). (3.43)

Protoze ale hleddme feSeni systému (3.27), tak nds budou zajimat pouze pvni dvé slozky
vektorové funkce y. Jelikoz jsou vlastni vektory matice B realné, podle véty 3.2 jsou prvni
dvé slozky vektortu by, by nulové, dale podle této véty prvni a druha slozka vektori aq, as
tvori vlastni vektory matice B. Tedy obecné feSeni soustavy (3.27) mizeme napsat ve tvaru

p(t) = Crvycos /||t + Covysin v/ |u1|t + Csva cos v/ |pa|t + Cavasiny/|ualt,  (3.44)

kde vi1, v2 jsou vlastni vektory matice B prislusné vlastnim ¢islim puq, po. Nyni staci
polozit Ch7 = Ajysinag, Co = Ajcosag a C3 = Agsinas, Cy = Ascosag a upravit pomoci
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goniometrického vzorce a dostaneme (3.36). Zbyva poznamenat, ze vzhledem k vété 3.3 jsou
vlastni vektory vq, vo tvaru

mag mag
v = ((ml—l—mg)f—i—,ulmlll) , Vo = ((m1+m2)f+,u2m1l1> . (345)

O

Poznamka 3.7. Vektor ¢ tedy vznikne slozenim dvojice anizochronnich kmitu (tzv. osci-
la¢nich méda [4]) s thlovymi frekvencemi /|1, v/|u2]|- Obecné se tedy bude jednat o velmi
komplikovany pohyb, ktery nemusi byt periodicky. Budou-li ihlové frekvence +/|u1|, /|2

soudélné, tj. bude-li platit
NAIC N (3.46)

Vike] — ne’

kde nq, no jsou nesoudélnd prirozend ¢isla, pak vysledny pohyb bude periodicky s periodou
rovnou nejmensimu spoleénému nasobku jednotlivych period. Vysledny pohyb zavisi také
na amplitudach a fézich jednotlivych kmita [1].

3.4 Specialni pripady

V této podkapitole rozeberu nékteré specialni pripady mechanické soustavy, ktera je po-
psana systémem rovnic (3.27). Vyuziji zde vysledku predchozich kapitol, zejména tvar vlast-
nich ¢isel a vétu o tvaru vlastnich vektort. Vysledny pohyb bude podle véty 3.6 slozenim
dvou kmitavych pohybt. Budu vychézet z knihy [7], narozdil od ni vsak nebudu zanedbédvat
prvni a vyssi mocniny €.

Nejprve predpokladejme, ze [ = Iy = [, z (3.30) a (3.45) plyne, ze vlastni ¢isla matice
B soustavy (3.27) jsou ve tvaru

H1,2 = -9 (m1 + ma £ /(m1 +ma)ma) (3.47)

mll

a odpovidajici vlastni vektory jsou nasobky vektoru

Vig = ( W%) . (3.48)

e Jestlize je navic hmotnost obou hmotnych bodu stejné, tj. mq = mg = m, pak vlastni
Cisla matice B jsou ve tvaru

f12 = —% (2+v2) (3.49)

a vlastni vektory jsou nasobky vektoru

Vie = (;ﬂ> . (3.50)

Podle véty 3.6 je pohyb soustavy slozenim mdodu

o (t) = Ay (—%/5) sin( %(2—1—\/5)25—1—@1) (3.51)
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©o(t) = Ay (é) sin ( % (2 - V2)t+ a2>. (3.52)

Tyto moédy si mizeme predstavit jako periodické pohyby pfi nulovych pocatecnich
rychlostech a poc¢ate¢nich podminkich ukézanych na obrazku 3.2 (tj. A1 = Ay = 1,
a1 = Qg = %)

Obrazek 3.2: Oscilaéni médy pro mqy =mg a ly =g

Vzhledem k pozndmce 3.7 bude pohyb soustavy periodicky pouze v piipadé, je-li
A1 =0 nebo A5 = 0.

Jestlize je hmotnost prvniho hmotného bodu vyrazné vétsi nez hmotnost druhého
hmotného bodu, tj. mq > mo a oznacime-li ¢ = %’ pak po upravich dostaneme
vlastni ¢isla matice B ve tvaru

pp = —% (1+e+e(l+9) (3.53)

a vlastni vektory jsou nasobky vektori

Vip = (%) . (3.54)

Podle véty 3.6 je pohyb soustavy slozenim mdodu

o (t) = A (%) sin (\/% (1+e+ M)Hal) (3.55)

oo(t) = Ay (&) sin (\/% (14e- 5(1+5))t~|—a2>. (3.56)

Tyto médy jsou zobrazeny na obrazku 3.3.

. g
1 =4/= .
i el = /7 (357

lim Vi2 = ((i) . (358)

e—0t+

Vsimnéme si, ze

V téchto oscila¢nich médech se prvni hmotny bod v podstaté nebude hybat a druhy
bude v podstaté kmitat jako jednoduché kyvadlo délky I.
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1+e¢

Obrazek 3.3: Oscilaéni mod pro mq > mo a l; = lo

e Jestlize je hmotnost prvniho hmotného bodu vyrazné mensi nez hmotnost druhého
hmotného bodu, tj. m; < mo a oznac¢ime-li ¢ = %, pak po upraviach dostaneme

vlastni ¢isla matice B ve tvaru
pi2 = _5 (1+€:|:\/].+€)

a vlastni vektory jsou nasobky vektori

A% = q:]_
1,2 — \/m .

Podle véty 3.6 je pohyb soustavy slozenim mdodu

o (t) = A (&) sin (\/g (1 —1—6—1—@)2&—1—@1)

©y(t) = Ao (\/11?> sin (\/g (1+s—\/1+—e)t+a2>.

Tyto médy jsou zobrazeny na obrazku 3.4.

) Y

l+e 1+¢

Obrazek 3.4: Oscilaéni mody pro mq < mo a l; = lg

Vsimnéme si, ze

. . g
lim =00, lim 4/ =5
e—0+ |M1| e—0t |M2| )
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-1 1
lim vy = ,  lim ve = . 3.64
e—0t+ ! ( 1 > e—0t+ 2 (1> ( )
V prvnim oscila¢nim moédu se druhy hmotny bod ve sméru osy x v podstaté nehybe

a prvni kmitd ze strany na stranu s vysokou uhlovou frekvenci, ve druhém se cela
soustava chova jako jednoduché kyvadlo délky 2.

Nyni predpoklddejme, ze plati m; = ms = m, potom vlastni ¢isla matice B soustavy (3.27)

jsou tvaru
H12 = —i (h +lo£4/13 + l%) (3.65)

a vlastni vektory jsou nasobky vektort
l2
Vig = (lz—lm/l%ﬂ%) (3.66)
1

e Jestlize délka prvniho zavésu je vyrazné vétsi nez délka druhého, tj. I1 > ls a oznacime-
lie= i—i, pak po tupravach dostaneme vlastni ¢isla matice B ve tvaru

f12 = —g (1+e+/1+e2) (3.67)
1

a vlastni vektory ve tvaru jsou nasobky vektoru
e
vig= | SR ) (3.68)

Podle véty 3.6 je pohyb soustavy slozenim mdodu

pi(t) = Ay (e—l—lvl+e2> sin (\/ﬁ (I+e+V1i+ed)t+ a1> (3.69)
1

1 €l

po(t) = As (mfﬂ?) sin (\/% (1+e—-V1+e)t+ a2>. (3.70)

Tyto médy jsou zobrazeny na obrazku 3.5.
Vsimnéme si, ze

. . g
1 lim /12 g 3.71
Jm | = oo, lm /lus| =4 M (3.71)

0 1
li = li = . 72
s (7). e () (372)
V prvnim oscila¢nim moédu prvni téleso v podstaté stoji a druhé kmitd s vysokou

uhlovou frekvenci, ve druhém moédu se celd soustava chova jako jednoduché kyvadlo
s délkou zavésu l;.
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Obrazek 3.5: Oscilaéni moédy pro mq = mg a ly > o

e Jestlize délka prvniho zavésu je vyrazné mensi nez délka druhého zavésu, tj. I1 < Iy
a oznacim-li € = %, pak pro vlastni ¢isla matice B plati

p1a = —3 (1+e+1+e2) (3.73)
2

a vlastni vektory jsou nasobky vektori

1
Vi2 = (1 ¥ \/]_—{——€2> . (374)

Podle véty 3.6 je pohyb soustavy slozenim mdodu

o, (t) = A (1—5—1\/1—1——52> sin (\/i (1+5+\/1~|——€2)t+a1> (3.75)

€l2

oo(t) = A (1 _€+1m> sin (\/i (14c m)t—i—ag). (3.76)

Tyto médy jsou zobrazeny na obrazku 3.6.

) Y

l—e—+V1+4e?
l—e+V1+e?

Obrazek 3.6: Oscilaéni moédy pro m1 = mag a ly < lo

Vsimnéme si, ze

. : g
lim /] = o0, lim /Jpa| = 4/ 3.77
610+ |1| 610+ |2| Iy ( )
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1 1
lim vy = ,  lim v = . 3.78
e—0+ ! (0) e—0+ 2 (2) ( )
V prvnim oscila¢nim moédu se druhy hmotny bod v podstaté nehybe a prvni kmita

s vysokou thlovou frekvenci. V pripadé druhého oscila¢niho médu kmitaji oba body
s periodou jako jednoduché kyvadlo délky Is.

3.5 Testovani citlivosti feSeni na zménu pocatecnich podmi-
nek

Nyni se vratme k systému (3.9). Jednd se o nelinearni autonomni systém a je znamo,
ze vykazuje chovani tzv. deterministického chaosu. Pojem deterministicky chaos znamena,
ze pro libovolné pocateéni podminky existuje jediné reseni pocatecni ulohy, toto Teseni
jsme schopni spoéitat (numericky), nicméné sta¢i po¢ateéni podminky jen o trochu zménit
a Teseni se po ¢ase mohou velmi vzdalit. Tuto citlovost na zménu pocatecnich podminek
u systému (3.9) jsem testoval s pomoci softwaru Matlab. Numerickd Feseni jsem pocital
pomoci metody oded5.

Parametry soustavy jsou mqy = mo = 1, [1 = I3 = 1 a za ¢ jsem dosadil hodnotu
10. Nejprve jsem otestoval pocatecni podminky, které jsou velmi blizké rovnovazné poloze
pocéateéni podminky 1(0) = 0, p2(0) = 0, ©1(0) = 0, p2(0) = 0. Na obrdzku 3.7 jsou
vykreslena feseni konkrétné pro

©1(0) =0, ©2(0) = 0.011, ¢1(0) =0, $2(0) =0. (3.80)

7 tohoto obrazku lze vidét, ze ze zacatku se FeSeni podobaji, avsak po ,delsim“ case se
zacnou vzdalovat.

21(0) =0, 2a(0) = 0,01,5,(0) = 22(0) = 0
1(0) = 0, a(0) = 0,011, $;(0) = 32(0) =0
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Obrazek 3.7: Vychylky v zavislosti na case
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Pro stejnou soustavu jsem dale zvolil poc¢atecni podminky

©1(0) = 1,01, ¢2(0) =1,01, $1(0) =0, ¢2(0)=0. (3.82)

Reseni jsou vykreslena na obrazku 3.8. Za¢nou se vzdalovat podstatné ,,dfive“ nez v prede-
slém pripadé.

e1(0) = 1. @(0) = Ly(h) = 2(0) =0
@1(0) = 1,01, @a(0) = 1,01, ¢1(0) = ¢2(0) = 0
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Obrazek 3.8: Vychylky v zavislosti na case

Nakonec jsem zvolil poc¢atecni podminky

©1(0) = 2,01, ¢2(0) =2,01, $1(0) =0, ¢2(0) =0. (3.84)

Reseni jsou vykreslena na obrazku 3.9. Za¢nou se vzdalovat po velmi kratké dobé.

Toto chovani je zpuisobeno pravé nelinearitou systému diferencialnich rovnic a je pozoro-
vano u systému obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fddu dimenze alespon tii (viz [5]).
Vliv, ktery tato citlivost na pocateé¢ni podminky ma na globalni chovani celé soustavy, je
Casto nazyvan ,efektem motylych kiidel“ Jako prvni priSel s timto vyrazem Edward Lo-
renz, ktery studoval matematické modely proudéni v atmosfére Zemé. Poukazoval na to, ze
chaotické chovani modeli, které studoval, ¢ini predpovédi pocasi prakticky nepouzitelné, az
na kratkodobé predpovédi [5].
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21(0) = 2, 2(0) = 2.42(0) = 22(0) = 0
21(0) = 2,01, wa(D) = 2,01, 1 (0) = &a(D) =0

Obrazek 3.9: Vychylky v zavislosti na case
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Zaver

Cilem této bakalaiské prace bylo matematicky modelovat zvolenou mechanickou soustavu,
analyzovat aproximativni systém rovnic a testovat citlivost Teseni na zménu pocatecnich
podminek.

Prvni kapitola se vénuje Lagrangeové formalizmu, je zde uveden Hamiltoniv princip
a z néj vychazejici Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Praktické pouziti ilustruji na jednodu-
chém prikladu. Druha kapitola je prehledem teorie systému obycejnych diferencidlnich rov-
nic. Jsou v ni uvedeny véty o existenci a jednoznac¢nosti feseni poc¢atecni tulohy, pro dalsi
Casti prace je také dulezitd poznamka o prevodu obycejné diferencialni rovnice n-tého radu
na SODRI1 o n rovnicich. Déle jsou rozebrany vlastnosti linearnich SODR1 a Eulerova
metoda vlastnich ¢isel a vlastnich vektorti pro reSeni linedrniho homogenniho SODRI s
konstantnimi koeficienty.

Ve treti kapitole se vénuji konkrétni mechanické soustavé tedy dvojitému kyvadlu. Od-
vodil jsem jeho pohybové rovnice. Jednd se o systém dvou autonomnich nelinearnich di-
ferencialnich rovnic druhého rfadu. Z nich jsem poté, aproximaci nelinearit, odvodil apro-
véta o tvaru obecného feseni tohoto aproximativniho systému. Vysledny pohyb, podle této
véty, bude slozenim anizochronnich kmitt, tzv. oscila¢nich méda. Pohyb bude periodicky
jen v piipadé, kdyz budou frekvence kmita soudélné. Déle jsou rozebrany specidlni pripady.
Prikladem takového specialniho pripadu muze byt soustava dvojitého kyvadla, kdy maji
obé télesa stejnou hmotnost a délky zavésu jsou stejné. Pro tyto pripady jsem odvodil tvar
oscila¢nich modua. V posledni ¢asti jsem pak, pomoci numerickych simulaci, testoval citli-
vost FeSeni na zménu pocatecnich podminek, testoval jsem celkem tii pripady, pocatecni
podminky blizké ,malym vychylkdm*, kdy se feseni od sebe zacala vzdalovat po pomérneé
dlouhé dobé, dale pak pocatecni podminky, které jsou od této ,rovnovazné polohy“ vzda-
lengjsi, v téchto ptripadech se feseni zacala vzdalovat po kratsim case.

Navazat na tuto bakaldiskou praci by bylo mozné analyzou periodi¢nosti pohybu ve spe-
cidlnich pripadech, nebot kromé zminéného prikladu, kdy obé télesa maji stejnou hmotnost
a délka zavési je stejna, jsem tuto otdzku déle nerozebiral. Dale by bylo mozné podrobnéji
zpracovat analyzu citlivosti feseni na zménu pocate¢nich podminek.
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