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Úvod 

T é m a t e m bakalářské práce jsou řešené úlohy z kosoúhlého p romí t án í zpra
cované v programu Geogebra. Cílem práce je sestavit soubor vybraných úloh 
z kosoúhlého p romí t án í a zpracovat je formou dynamických pracovních listů 
v programu Geogebra. 

P ráce je u rčena pro studenty deskr ipt ívni geometrie na VŠ. U s tuden tů 
se p ředpok ládá znalost pr incipů kosoúhlého promí tán í . Student při použi t í 
dynamických pracovních listů s ám ovládá přesun na další krok konstrukce. 
K r o k y konstrukce jsou zapsány v heslovitém postupu na d ruhé nákresně a 
v rámci konstrukce se pos tupně objevují na obrazovce. Student m á možnos t 
se v konstrukci vracet, postupovat svým tempem. 

Práce je rozdělena do t ř í kapitol - polohové úlohy, metr ické úlohy, zob
razení těles. Každý př íklad je z adán pomocí souřadnic , nás ledně je zadání 
zpracováno graficky. Následuje postup řešení a obrázek řešení. P ř e d obráz
kem řešení se nachází odkaz na přís lušný dynamický pracovní list. 

Pozn. Kosoúhlé p romí t án í je nadá le v práci i v pracovních listech ozna
čováno zkratkou K P . 
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Kapi to la 1 

Polohové úlohy 

P ř í k l a d 1.1 V K P (135°, q = | ) sestrojte průsečnici r rovin (3 a a. 
a = - B - zL;L[4, 5,0] 
0 =0 O X P ; O [ 0 , 0 , 0 ] , P [ 5 , 0 , 4 ] , X [ 0 , 5 , 5 ] 
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Obrázek 1.1: Př ík lad 1.1 - zadání 
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Řešení: K řešení využijeme vhodně zvolenou rovinu (3' rovnoběžnou s ro
vinou (3. Průsečnice rovin /3' a a bude rovnoběžná s hledanou průsečnicí r . 
Sestrojíme tedy průsečnici r' = f3' fl a (pomocí průsečíků přís lušných stop 
rovin). Následně sestrojíme p ř ímku r rovnoběžnou s r' procházející počá t 
kem O (obě zadané roviny bod O obsahují , bude j í m tedy procháze t jejich 
průsečnice) . 

Postup a konstrukce řešení - viz applet Př ík lad 1.1 

Obrázek 1.2: Př ík lad 1.1 - řešení 
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P ř í k l a d 1.2 V K P (140°, q = | ) proložte danou př ímkou p rovinu A tak, 
aby d a n é různoběžné roviny a, (3 proťala v rovnoběžných př ímkách . P ř í m k a 
p je kosoúhle promítac í . 

Lep, L[8, 3,5] 
a = (5 ,10,8) ,^ = (10 ,2 , -5 ) 

Obrázek 1.3: Př ík lad 1.2 - zadání 

Řešení: Rovina p ro t íná dvě dané různoběžné roviny v rovnoběžných př ím
kách, je-li rovnoběžná s průsečnicí daných rovin. Sestrojíme tedy průsečnici 
r rovin a, (3. Hledaná rovina A je u rčena p ř ímkami p a r ' , kde r' \\ r. Rovina 
A p ro t íná rovinu a v př ímce a a rovinu (3 v př ímce b. 

Postup a konstrukce řešení - viz applet Př ík lad 1.2 
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P ř í k l a d 1.3a V K P (140°, q = | ) sestrojte společnou příčku př ímek a, b. 
c, d, kde a, b jsou různoběžné , j inak jsou př ímky mimoběžné . 

a n b = R 
a =0 AB;A[0,0,0],B[3,3,3] 
b =0 CD; C[18,18, 0], D[0, 0,10] 
c =0 . B F ; E[S, 11,10], F[8, 0,10] 
d =^ GH; G[0,13,13], H[2,13,13] 

Obrázek 1.5: P ř ík lad 1.3a - zadání 

Úloha m á 2 řešení. Druhé řešení je popsáno v př ík ladu 1.3b. 
1. způsob řešení: Označme hledanou příčku jako p ř ímku r, k t e rá m á být 
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společnou příčkou př ímek a, b, c, d, bude tedy p ro t ína t a a zároveň b. P ř í m k a 
r bude procházet průsečíkem R p ř ímek a a b. 

Touto úvahou převedeme úlohu na určení příčky r mimoběžných př ímek 
c, d procházející d a n ý m bodem R. P ř í m k a r leží v rovině (3 určené bodem R 
a př ímkou c. Současně leží v rovině a určené bodem R a p ř ímkou d. Hledaná 
p ř ímka r je tedy průsečnicí rovin a a /3. 

Postup a konstrukce řešení - viz applet Př ík lad 1.3a 
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Obrázek 1.6: Př ík lad 1.3a - řešení 
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P ř í k l a d 1.3b V K P (140°, q = | ) sestrojte společnou příčku př ímek a, b. 
c, d, kde a, b jsou různoběžné , j inak jsou př ímky mimoběžné . 

a n b = R 
a =0 AB;A[0 ,0 ,0 ] , .B[3 ,3 ,3 ] 
& =0 CD; C[18,18, 0], D[0, 0,10] 
c =0 £ F ; E[S, 11,10], F[8, 0,10] 
d =0 GH; G[0,13,13], H[2,13,13] 

z 

Gk p' 
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Obrázek 1.7: P ř ík lad 1.3b - zadání 

2. způsob řešení: Označme hledanou příčku jako p ř ímku r, k t e rá m á být 
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společnou příčkou př ímek a, b, c, d, bude tedy p ro t ína t a a zároveň b. Tento
krá t budeme uvažovat , že R ^ r . Tedy h ledaná př íčka r bude ležet v rovině 
A určené p ř ímkami a, b. 

Rovina A protne p ř ímky c, d po řadě v bodech Y, X. V těchto bodech 
bude p ř ímka r p ro t ína t po řadě p ř ímky c, d. P ř í m k a r je tedy určena body 
X,Y. 

Postup a konstrukce řešení - viz applet Př ík lad 1.3b 
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Obrázek 1.8: P ř ík lad 1.3b - řešení 
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Kapi to la 2 

Metrické úlohy 

P ř í k l a d 2.1 V K P (140°, q = | ) u rče te odchylku tp kosoúhle promí tac í 
p ř ímky a od roviny a. 

a = (10,10,5) 
N G a,7V[4,0,7] 

z 
\ 
\ 
\ 
\ 

v Nk = ak 

a} 

\ 
\ 

\ j 
\ I 
\ fy 
\ i/ 
\ jf 

SI 

/ / /ó 
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Obrázek 2.1: Př ík lad 2.1 - zadání 

Řešení: Odchylka p ř ímky od roviny je velikost úhlu , k t e rý svírá daná 
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př ímka se svým pravoúh lým p r ů m ě t e m do dané roviny. P ř ímkou a tedy pro
ložíme rovinu (3 kolmou k rovině a. Rovina /3 je u rčena př ímkou a a kolmicí 
k k rovině a různoběžnou s p ř ímkou a (aC\k — D). 

Hledaná odchylka <p> je potom velikost úhlu , k t e rý svírá p ř ímka a s prů-
sečnicí rovin a a /3. Velikost úh lu (p urč íme o točením roviny (3. 

Postup a konstrukce řešení - viz applet Př ík lad 2.1 
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Obrázek 2.2: Př ík lad 2.1 - řešení 
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P ř í k l a d 2.2 V K P (125°, q = \) veďte d a n ý m bodem R příčku r mimobě-
žek a, b. Určete vzdálenost b o d ů X, Y, kde X je průsečík př ímek r,a a Y 
průsečík př ímek r, 6. P ř í m k a b je kosoúhle promítac í . 

a = o A f l ; A [ 8 , 3 , 1 0 ] , f l [ - 2 , 2 , l ] 
L e 6;L[3,5,10] 
Ä[10,2 ,5] 

Obrázek 2.3: Př ík lad 2.2 - zadání 

Řešení: Př íčka mimoběžek r leží v rovině a určené bodem R a p ř ímkou 
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a. Zároveň r leží v rovině /3 určené bodem R a př ímkou b. Hledaná příčka 
r je potom průsečnicí rovin a a (3. P ř í m k a r protne p ř ímku a v b o d ě X a 
p ř ímku b v bodě Y. Jejich vzdálenost určíme sklopením př ímky r. 

Postup a konstrukce řešení - viz applet Př ík lad 2.2 

Obrázek 2.4: Př ík lad 2.2 - řešení 
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P ř í k l a d 2.3 V K P (135°, q — | ) sestrojte množinu b o d ů v prostoru stejně 
vzdálených od t ř í daných b o d ů A, B, C. 

A [ l , 5 , 1 0 ] , £ [ - 2 , 4 , - l ] , C [ 5 , 0 , 0 ] ' 

z 

M 
m 
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X 
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X 
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\ 
X O 

-

Bk: 
y 1 

/ \ 

' c * 

yi 

Obrázek 2.5: P ř ík lad 2.3 - zadání 

Řešení: Množina b o d ů v prostoru stejně vzdálených od dvou různých 
b o d ů A, C je rovina souměrnost i úsečky AC, tj. rovina a kolmá k úsečce 
AC procházející s t ředem dané úsečky. Analogicky, množ ina b o d ů v prostoru 
stejně vzdálených od dvou různých b o d ů A , B je rovina souměrnos t i f3 úsečky 
AB. Podle stejné úvahy sestrojíme rovinu souměrnos t i 7 úsečky BC. 

Tře t í rovina souměrnos t i není k nalezení h ledané množiny b o d ů po t řeba , 
jelikož všechny t ř i roviny souměrnost i tvoří svazek rovin, osou svazku je 
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př ímka r (tj. a n / 3 r i 7 = r ) . P ř í m k a r je hledanou množinou b o d ů v prostoru. 

Postup a konstrukce řešení - viz applet Př ík lad 2.3 

Obrázek 2.6: Př ík lad 2.3 - řešení 
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P ř í k l a d 2.4 V K P (135°, q = | ) veďte d a n ý m bodem A p ř ímku p, k te rá 
p ro t íná danou p ř ímku a a je kolmá k dané př ímce b. 

45,3,8] 
6 = ^ B C ; C [ 5 , 5 , 3 ] , £ [ 5 , 0 , 0 ] 

£ F ; £ [ - 2 ; 4 , 5 ; 4 ] , F [ l , - 3 , 4 ] 
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X 
N ^^ /^ 0 

1 / 

/ A, 

/ A 

Á 
yi 

Obrázek 2.7: Př ík lad 2.4 - zadání 

Řešení: Množina všech př ímek v prostoru kolmých k dané př ímce b pro
cházející! d a n ý m bodem A tvoř í rovinu a kolmou k př ímce b procházející 
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bodem A. V rovině a h ledáme takovou p ř ímku p, k t e r á je různoběžná s př ím
kou a, tj. a f l p — R. P ř í m k a p bude tedy procházet průsečíkem R p ř ímky 
a a roviny a (průsečík urč íme proložením roviny A př ímkou r ) . P ř í m k a p je 
určena body A a, R. 

Postup a konstrukce řešení - viz applet Př ík lad 2.4 
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Obrázek 2.8: Př ík lad 2.4 - řešení 
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P ř í k l a d 2.5 V K P (125°, q = \) sestrojte osu mimoběžných př ímek a, b. 
P ř í m k a b je kosoúhle promítac í . 

a =0 AB; A[8, 5,10], B[12,10, 5] 
C G 6; C[4, 2, 8] 

z 
/ &2 

V 

C k = bk 
hk 
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\ / 
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\ y 
/ 0 

s / 

/ — / ~ ^ — 

o: 

_ ^ ^ apk 

aí ^< 

/ V 
yi 

Obrázek 2.9: Př ík lad 2.5 - zadání 

Řešení: Osa mimoběžných př ímek je kolmá k o b ě m a mimoběžkám. Úlohu 
převedeme na příčku mimoběžných př ímek daného směru. 

P ř ímkou a proložíme rovinu (3 rovnoběžnou s p ř ímkou b. V rovině (3 zvo
líme vhodný bod D, ve k t e r ém sestrojíme kolmici k k dané rovině. P ř í m k a k 
je kolmá k o b ě m a p ř í m k á m a a b, určuje tedy směr h ledané osy mimoběžek. 

Bodem C vedeme p ř ímku k' rovnoběžnou s p ř ímkou k. P ř í m k y b a k' 
určují rovinu A. Průsečík X roviny A a p ř ímky a je j e d n í m z b o d ů osy mi
moběžek. Osa r mimoběžných př ímek prochází bodem X a je rovnoběžná s 
př ímkou k. 

Postup a konstrukce řešení - viz applet Př ík lad 2.5 
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Obrázek 2.10: Př ík lad 2.5 - řešení 
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Kapi to la 3 

Zobrazení těles 

P ř í k l a d 3.1 V K P (140°, q = | ) sestrojte pravidelný kolmý šest iboký 
jehlan ABCDEFV s podstavou v rovině a, jehož boční s těna ABV leží 
v rovině j3 _L 7r. 

^ Í ^ O ^ I O ^ ; ? ] 
a = (oo; 4; —3, 5) 

N 
. S 
\ 2 

\ \ 
\ \ 
\ \ 
\ \ 

m \ 
\ \ 
\ \ \ \ 

\ \ 
\ \ 

\ \ 0 x 

p" 

y \ 

/ V " Á 

y y 

Obrázek 3.1: Př ík lad 3.1 - zadání 

Řešení: Rovinu a o toč íme kolem nárysné stopy a v otočení sestrojíme 
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podstavu jehlanu, šestiúhelník ABCDEF se s t ř edem S. Uži t ím afinity mezi 
o točením a kosoúhlým p r ů m ě t e m získáme p r ů m ě t podstavy jehlanu. Stře
dem S vedeme kolmici k k rovině a, na k te ré bude ležet vrchol jehlanu V. 
Boční s těna jehlanu ABV leží v rovině (3. Tato rovina je u rčena body A, B a 
svou polohou vzhledem k TV. Vrchol V je potom průsečík roviny (3 a p ř ímky k. 

Konstrukce a postup řešení - viz applet Př ík lad 3.1 

Obrázek 3.2: Př ík lad 3.1 - řešení 
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P ř í k l a d 3.2 V K P ( 1 3 5 ° , g = | ) je dán kolmý pravidelný č tyřboký hranol 
ABCDA'B'C'D' s podstavou v rovině a a výškou v. Sestrojte řez hranolu 
rovinou (3. Rovina (3 je u rčena př ímkou p a je kosoúhle promítac í . Určete 
velikost řezu. 

a — (8, oo, 5); v = 7 
A[8,5,0],Č7[4,8,?] 
p=^XY; X [ - 3 , 5 , 5 ] , Y [ 3 , 2 , 1 ] 

z 

í»." 

Xk 

1 ^^^^ / 

\ / 
\ / 

\ / 

/ \ 
/ \ 

yk 
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\ — yk 
L. —" ' v 

X l / 
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Á \ = Ak 

\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

í/1 

' C\ 

/ ŕ 

Obrázek 3.3: Př ík lad 3.2 - zadání 

Řešení: Rovinu en, ve které leží dolní podstava hranolu, otočíme. Pomocí 
afinity mezi o točením a kosoúhlým p r ů m ě t e m získáme p r ů m ě t podstavy. 
V b o d ě S (s třed podstavy) sestrojíme kolmici k k rovině a a naneseme na ni 
velikost výšky v. Sestrojíme horní podstavu hranolu A'B'C'D'. 
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Rovina (3 je kosoúhle promítac í , p r ů m ě t e m řezu hranolu bude úsečka 
C*A*. Velikost řezu urč íme o točen ím roviny (3. 

Konstrukce a postup řešení - viz applet Př ík lad 3.2 

Obrázek 3.4: Př ík lad 3.2 - řešení 
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P ř í k l a d 3.3 V K P (140°, q — | ) sestrojte průsečík p ř ímky p s pravide lným 
č ty ř s těnem ABCV, jehož podstava leží v rovině p. 

p=^PQ- P[0,0,10], Q[15,10,2] 
p = (oo, 7, oo) 
A[15,7,10], C [ - l , 7 , 1 0 ] , z B < z c , yv<VA 

Obrázek 3.5: Př ík lad 3.3 - zadání 

Řešení: Podstava č tyřs těnu leží v rovině rovnoběžné s nárysnou , její prů
mět bude rovnos t ranný t rojúhelník. Vrchol č tyřs těnu V leží na kolmici k 
vedené k rovině p bodem S ve výšce č tyřs těnu (určena vedlejší konstrukcí) . 

P ř ímkou p proložíme rovinu A kolmou k půdorysně . Sestrojíme řez čtyř-
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s těnu touto rovinou. Potom průsečíky p ř ímky s řezem jsou průsečky p ř ímky 
s č tyřs těnem. Průsečíky označíme X, Y a urč íme viditelnost p ř ímky p vzhle
dem ke č tyřs těnu. 

Konstrukce a postup řešení - viz applet Př ík lad 3.3 

Obrázek 3.6: Př ík lad 3.3 - řešení 
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Závěr 

Cílem práce bylo vytvoř i t soubor vybraných úloh z kosoúhlého p romí tán í 
a zpracovat je formou dynamických pracovních listů v programu Geogebra. 
K a ž d ý zpracovaný př íklad obsahuje zadání , řešení, odkaz na příslušný pra
covní list a obrázek s řešením. 

V pracovním listu se nachází zadán í pomocí souřadnic a vyřešený pří
klad. V pracovním listu je heslovitě popsán postup konstrukce. Jednot l ivé 
body postupu se vždy objeví v odpovídaj íc ím kroku konstrukce. Student si 
tak může p růběžně kontrolovat správnost řešení, zároveň p o s t u p n ý m objevo
ván ím b o d ů konstrukce na obrazovce je d á n prostor studentovi, aby se za
myslel nad následujícím krokem konstrukce. Postup na další krok konstrukce 
student ovládá sám, může postupovat v las tn ím tempem. 

Student si t aké může zvolit, zda se bude řídit souřadnicovým zadán ím 
př íkladu, nebo použije již p ředchys tané graficky zpracované zadání . 

Všechny pracovní listy jsou p ř í s tupné v knize Řešené úlohy z kosoúhlého 
promí tán í , kterou jsem vytvoř i la na internetové s t ránce geogebra.org. 
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